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Abstract

Starting point of this thesis is the so called ’Cauchy error’. Augustin-Louis Cauchy was a
pioneer of analysis and one of the most significant mathematicians in the 19th century.
Nevertheless he made a bad mistake in the field of multidimensional analysis. In his book
which he published in 1821 he claimed that seperate continuity implies continuity. This
claim got disproved by Guiseppe Peano in 1884 stating a simple counterexample.
Content of this thesis is continuity and differentiability in higher dimensions. In the pro-
cess the concepts of sperate continuity, radial continuity, continuity, smooth continuity,
Lipschitz continuity, partial differentiability, differentiability and directional derivatives
are covered. Important results of these topics are supported by numerous examples.
Nevertheless the main focus should be possible errors which may occur in the above
stated concepts by introducing more variables. As mentioned at the beginning, the er-
ror of one of the best mathematicians of his days has its origin in considering higher
dimensions. Starting with the ’Cauchy error’ other possible errors will be discovered and

supported by a number of counterexamples.



Zusammenfassung

Ausgangspunkt fir diese Diplomarbeit ist der sogenannte ’Cauchy-Irrtum’. Augustin-
Louis Cauchy gilt als Pionier der Analysis und war einer der bedeutendsten Mathemati-
ker im 19. Jahrhundert. Trotzdem unterlief ihm im Bereich der mehrdimensionalen Ana-
lysis ein Irrtum. In seinem, im Jahr 1821 ver6ffentlichten Buch behauptete er namlich,
dass aus separater Stetigkeit schon Stetigkeit folgt. Widerlegt wurde diese Behauptung
im Jahr 1884 von Guiseppe Peano mit einem einfachen Gegenbeispiel.

Inhalt dieser Diplomarbeit sind Stetigkeit und Differenzierbarkeit in mehreren Variablen.
Dabei werden inhaltliche Bereiche wie separate Stetigkeit, radiale Stetigkeit, Stetigkeit,
gleichméflige Stetigkeit, lipschitz Stetigkeit, partielle Differenzierbarkeit, Differenzierbar-
keit und das Konzept der Richtungsableitungen abgedeckt. Wichtige Resultate dieser
Themen werden durch eine Vielzahl an Beispielen unterstiitzt.

Das Hauptaugenmerk jedoch soll auf den Tiicken liegen, die sich in oben genannten
Bereichen durch die Einfithrung mehrerer Variablen ergeben. Wie zu Beginn erwéhnt,
wurde diese auch einem der besten Mathematiker seiner Zeit zum Verhdngnis. Ausgehend
vom ’Cauchy-Irrtum’ sollen weitere Tiicken, untersiitzt durch zahlreiche Gegenbeispiele,

herausgearbeitet werden.
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0 Einleitung

Die Begriffe Stetigkeit und Differenzierbarkeit in einer Variable spielen in der schulischen
Mathematik eine bedeutende Rolle. Im Schulbuch Mathematik verstehen 7 von Malle et
al. (S. 103, 105) findet man fiir die Stetigkeit folgende

Definition 0.1:
Sei A C R, dann heifit eine reelle Funktion f : A — R stetig an der Stelle p € A, wenn

lim /(@) = f(p)
ist.

Differenzierbarkeit wird folgendermaflen definiert:

Definition 0.2:
Sei A C R offen, dann heifit eine reelle Funktion f: A — R differenzierbar an der Stelle
p € A, wenn

existiert.
Sogar Funktionen in mehreren Variablen kommen, wenn auch nur implizit, im
Lehrplan fiir das Unterrichtsfach Mathematik vor. Hier sind einfache Volumsformeln zu
nennen, wie z.B.

Viytinder(r,h) =17 -7 - h
fiir einen Zylinder mit Héhe h und Radius r der Grundfliche, oder

Vouader(a,b,c) =a-b-c

fiir einen Quader mit Seitenldngen a, b und c.
Obwohl diese Formeln Funkionen in mehreren Variablen sind, werden sie in Schulbiichern

ausschlieB3lich als



2
VZylinder =r“-m-h
bzw.
VQuader =a-b-c

geschrieben und somit die funkionale Abhéngigkeit von mehreren Variablen bei Seite
gelassen. Obwohl also Funktionen in mehreren Variablen durchaus in der schulischen
Analysis vorkommen, spielen nichtsdestotrotz Stetigkeit und Differenzierbarkeit in meh-

reren Variablen in der Schule keine Rolle.

Wie man die Definitionen 0.1 und 0.2 nun auf mehrere Variablen verallgemeinern kann
und welche Schwierigkeiten und Tiicken, aber auch Moglichkeiten fiir neue Begriffe der
Ubergang in hoherdimensionale Riume bietet, soll in der folgenden Diplomarbeit her-

ausgearbeitet werden.



1 Stetigkeit im R™

Zunéchst werden wir nach dem einfachen Konzept der separaten Stetigkeit die Defintion
der Stetigkeit so formulieren, dass sie auch mit der Definition in einer Variable konsistent
ist. Auflerdem werden wir die Mdoglichkeiten von mehreren Variablen nutzen, um auch

noch neue Stetigkeitsbegriffe zu entwickeln.

1.1 Separate Stetigkeit

In diesem Kapitel beziehe ich mich vor allem auf folgende Quellen: J. Appell (S. 299f)
und H. Heuser (S247f.)

Im ersten Kapitel geht es zundchst um das vereinfachte Konzept der separaten
Stetigkeit. Dabei werden Funkionen in mehreren Variablen auf den eindimensionalen
Fall zuriickgefiihrt. Wir werden sehen, dass man neben der separaten Stetigkeit aber
noch stéarkere Eigenschaften fordern kann. Diese Tatsache fithrt uns in einem spéteren

Kapitel zur Defintion der radialen Stetigkeit.

Wir setzen fiir folgende Kapitel den Stetigkeitsbegriff fiir reelle Funktionen einer

Variable voraus.

Definition 1.1:
Sei U C R™ offen und a := (a1,...,am) € U ein Punkt. Sei weiters f : U — R eine

Funktion, dann heiflen

Tl — f(xl,ag,...,am)

xr = flar,a2,...,60k-1, Tk, Q1,5 0m)

Tm = fla1yeo, Qm_1,Tm)
die partiellen Funktionen von f nach z1,...,z,, bei a. Fir k € {1,...,m} ist die Funk-
tion g — f(a1,a9,...,a5-1, Tk, Ak+1, - - ., 0n) eine Funktion von einer Variablen.

Das heifit es werden alle bis auf eine Variable fixiert, womit man Funktionen von R nach
R erhélt.



Bemerkung:

Die Offenheit von U garantiert, dass die partiellen Funktionen jeweils in einer Umgebung
von xp = ay, fir k € {1,...,m}, definiert sind.

Beispiel 1.2:

Sei f:R3 — R mit f(z,y,2) = e® +sin(yz) und a = (a,az,a3) € R ein Punkt. Die
Funktionen g, h,i : R — R mit

g(x) = €e* +sin(az - a3),

h(y) = e** +sin(y - as),

i(z) = e™ +sin(asg - 2)

sind die partiellen Funktionen von f nach z,y und z bei a.

Fiir die partiellen Funktionen kénnen wir nun den Stetigkeitsbegriff fiir relle

Funktionen einer Variable anwenden. Dafiir erhalten wir folgende

Definition 1.3:
Sei U C R™ offen, f : U — R eine Funktion und a := (a1, ...,a;) € U ein Punkt. Dann

heifit f separat stetig in @ wenn die Funktion

1 =  f(xi,a2,...,am) stetig in aq ist,
xzj —  flai,...,aj-1,25,aj41,...,am,) stetigin a; ist,
Tm = fa1y e Qme1, Tm) stetig in a,, ist.

Auflerdem heifit eine Funktion f separat stetig auf ganz U, wenn f fiir alle z € U

separat stetig ist.

Beispiel 1.4:

e i (z,y) # (0,0
Sei f:R2 = Rmit f(z,y) ={ =¥ fir (2,) # (0,0)

0 fir (z,y) = (0,0)
Fir (a1,a2) # (0,0) betrachten wir zunachst die partiellen Funktionen

Tray
= 1
z $2+CL%7 ()
ary
— . 2
Ve (2)



Wie wir aus den Rechenregeln fiir stetige reelle Funktionen wissen sind gebrochen ratio-
nale Funktionen ohne Nennernullstellen stetig. Deswegen sind auch die Funktionen (1)
und (2) fir (z,y) # (0,0) stetig und somit ist f fiir (x,y) # (0,0) separat stetig.

Fiir den Punkt (ag,a2) = (0,0) ergeben sich die partiellen Funktionen

x> f(z,0) =0,
y— f(0,y) =0.

Diese sind bei 2 = 0 bzw. y = 0 ebenso stetig, weshalb f separat stetig auf ganz R? ist.

Beispiel 1.5:

Lo iy (2 0,0
Sei f:R? - R mit f(z,y) ={ =V (2,) #(0,0)

0 fir (z,y) = (0,0)

Sei zunéchst wieder (a1, a2) # (0,0). Dafiir erhalten wir die partiellen Funktionen

2?2 — a3
22 + a3’
2 .9
air—y
af +y

X —

Y=

Diese sind nach selbigem Argument wie in Beispiel 1.4 wiederum stetig fir

(a1, az) # (0,0).
Fir (ai,a2) = (0,0) ergeben sich

z? .
f(ac,O):ﬁ:l fiir z # 0,
2
) .
f(O,y):?:—l fir y # 0,
bzw.
£(0,0) = fir x = 0,
£(0,0) = fir y = 0.

Deswegen ist f nicht separat stetig.



Bevor wir den Stetigkeitsbegriff in mehreren Variablen einfiihren kénnen, bendétigen wir
noch den Begriff des Grenzwertes. Dafiir wiederum brauchen wir noch Ergebnisse und

Definitionen aus folgendem Abschnitt.

1.2 Grenzwerte

In diesem Kapitel beziehe ich mich vor allem auf J. Appell (S. 1), J. J. Duistermaat und
J. A. C. Kolk (S. 12) und www.matheboard.de.

Bevor wir den Begriff des Grenzwertes einfithren kénnen, bendtigen wir einige

topologische Grundlagen.

Definition 1.6:
Sei U C R™. Ein Punkt a € U heifit Haufungspunkt von U, wenn

Un{Vs(a)\{a}] # 2

fiir jedes 6 > 0, wobei Vs(a) eine 6-Umgebung von a ist.

Das heift, dass jede noch so kleine Umgebung von a noch andere Punkte von U enthélt.
Weiters bezeichnen wir die Menge aller Punkte von U vereinigt mit der Menge aller
Hiufungspunkte von U mit U. Wir werden im {ibernichsten Beispiel sehen, dass es auch

H&aufungspunkte geben kann, die nicht in U liegen.

Beispiel 1.7:

Betrachten wir U := {z € R? : ||z|| = 1V||z|| = 0} C R?, wobei wir die euklidische Norm
verwenden. Das heifit fiir x = (21, 22) € R? ist ||z|| = /22 + 22.

Betrachten wir zunichst alle € R? mit ||z|| = 1.

In der euklidischen Ebene stellt die Menge all dieser Punkte den Einheitskreis dar. Da
aber in jeder noch so kleinen Umgebung eines beliebigen Punktes am Einheitskreis noch
andere (sogar unendlich viele) liegen, sind alle z € R? mit ||z|| = 1 Hiufungspunkte.
Nun betrachten wir x € R? mit ||z|| = 0. Da aber ||z|| = 0 & /22 + 23 = 0 ist und
22 > 0 bzw. 23 > 0 sind, muss = = (0,0) gelten.

Sei nun 0 < § = %, dann gilt aber fiir die Umgebung Vi,(0,0)

UN[Viy(0,00\{(0,0)}] = @.

Das heifit € R? mit ||z|| = 0 ist kein Hiupfungspunkt.



Beispiel 1.8:

Sei U := {z € R? : ||z|| < 1}, wobei wir wie im Beispiel 1.7 wiederum die euklidische
Norm verwenden.

In der FEuklidischen Ebene stellt diese Menge die offene Kreisscheibe des Einheitskreises
dar.

Nach dem selben Argument wie oben sind alle Punkte in U auch Haufungspunkte.
Aber auch alle Punkte z € R? mit ||z|| = 1 sind Hiaufungspunkte. In jeder beliebig
kleinen Umgebung dieser Punkte sind ndmlich bereits Punkte von U enthalten.

Man sieht also, dass Haufungspunkte nicht notwendigerweise in U liegen miissen.

Bemerkung:
Ein Punkt von U, der wie (0,0) in Beispiel 1.7 kein Haufungspunkt ist, heifit isolierter
Punkt.

Mit dem Begriff des Haufungspunktes kommmen wir nun, als wesentlicher Teil dieses

Kapitels, auf folgende

Definition 1.9:
Sei U C R™ und sei a € U ein Punkt. Sei weiters f : U — R” eine Funktion, dann heift

L € R" Grenzwert der Funktion f in a, wenn zu jedem € > 0 ein d > 0 existiert, sodass
xeUmit ||z —al| <d=|flx)—L| <e
gilt. Man schreibt

lim f(z) = L. (3)

r—a

1.3 Stetigkeit

Quellen dieses Kapitels sind hauptsachlich J. Appell (S. 299f.), M. Barner und F. Flohr
(S. 45£.), J. J. Duistermaat und J. A. C. Kolk (S. 13), E. Hairer und G. Wanner (S. 222)
und H. Heuser (S. 50).

Fiir den Stetigkeisbegriff in mehreren Variablen verwenden wir eine andere Definition
als in der Definition 0.1 in einer Variable. Trotzdem werden wir diese Eigenschaft als

dquivalente Formulierung auch in mehreren Variablen erhalten.



Definition 1.10:
Sei U C R™ sowie f: U — R" eine Funktion und a € U ein Punkt. Dann heifit f stetig

in a, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, sodass
zeUmnit ||z —al <d=|f(x)— fla)] <e.

Weiters heifit f stetig auf U, wenn f in jedem Punkt von U stetig ist.
Auflerdem heifit f unstetig in @ € U, wenn f dort nicht stetig ist.

Satz 1.11:
Sei U C R™ und f : U — R" eine Funktion sowie a € U ein Punkt. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
i) f ist stetig in a

i) lim /(z) = f(a)

T—ra

iii) Zu jeder Umgebung W von f(a) gibt es eine Umgebung V' von a, sodass

fFVAU) CcW.

Einen Beweis dafiir kénnen Sie in J. J. Duistermaat und J. A. C. Kolk (S. 13f.)

nachlesen.

Beispiel 1.12:
Sei f : R™ — R™ eine lineare Abbildung mit f(z) = Lz wobei L € Mat™*™) eine n x m

Matrix ist. Sei weiters a € R™ ein Punkt. Fiir £ > 0 setzen wir zunachst

£
|z —al| <0:= .
IL]

Dabei verstehen wir unter ||-|| die euklidische Norm und ||L|| meint die Operatornorm.

Daraus erhalten wir durch die Rechenregeln fiir Matrizen bzw. Vektoren

1f(z) = f(@)] = | L — Lal| = |[L(z — a)[| < [[L] - |lz — al] <e.
——

£
<TLT

Das heifit lineare Abbildungen sind stetig.

Im folgenden Beispiel betrachten wir eine Funktion, die nicht nur unstetig in einem

bestimmten Punkt ist, sondern unstetig in allen Punkten in der Definitionsmenge.



Beispiel 1.13:

1 firzeQoderye@Q

0 ﬁirmgé@undygé(@.

Wir betrachten f beziiglich separater Stetigkeit und Stetigkeit im Punkt a = (0,0). Weil
f(z,0) = f(0,y) =1 gilt, ist f separat stetig in (0,0).

Fiir die Anndherung auf der Diagonalen y = = hingegen ergibt sich

Sei f:R? = R mit f(x,y) =

1 firzeQ

f(fL',l‘): )
0 firz¢Q

weshalb f im Punkt a = (0,0) unstetig ist. Man kann zeigen, dass f sogar in keinem
Punkt stetig ist.

Neben den dquivalenten Stetigkeitsbegriffen aus Satz 1.11, kénnen wir auch ein

Folgenkriterium fiir die Stetigkeit formulieren. Die genaue Aussage folgt im folgenden

Satz 1.14:
Sei U C R™, f: U — R™ eine Funktion sowie @ € U ein Punkt. Die Funktion f ist genau
dann stetig in a, wenn fiir jede Folge (zy,)nen in U mit z,, — a folgt, dass f(z,) — f(a).

Beweis. ’=’ Sei f stetig in a und sei weiters € > 0.

Das heifit nach Definition 1.10, dass zu jedem e > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass

z € Vs(a) = f(x) € Ue(f(a)). (4)

Betrachten wir nun eine Folge (z,)nen mit 2, — a. Da (z,) gegen a konvergiert,
gibt es fiir § > 0 ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt, dass z,, € V5(a). Aufgrund
der Gleichung (4) folgt daraus, dass auch f(z,) € U-(f(a)). Das heifit aber, dass

f(zn) = f(a).

<’ Fir jede Folge ()nen in U mit x, — a gelte f(z,) — f(a).
Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen f sei nicht stetig in a. Das heift es

gibt ein € > 0 sodass fiir alle § > 0 ein x € U existiert, sodass

|2 —all <& aber [|f(z) = f(a)]| = &.



Fiir § := 1 gibt es eine Folge z, € U mit ||z, —al| <  und || f(z,) — f(a)|| > e.
Das heifit (x,,) ist eine Folge in U, die fiir n — oo gegen a konvergiert, aber f(x;,)
konvergiert nicht gegen f(a), was ein Widerspruch zur Annahme ist.

O

Betrachten wir nun ein konkretes Beispiel, in dem wir die Unstetigkeit mit Hilfe des

Folgenkriteriums zeigen.

Beispiel 1.15:

-4 fir (x, 0,0
Sei f: R? — R wie in Beispiel 1.4 mit f(z,y) = wity® (@) # ( )
0 fiir (z,y) = (0,0)
Wir untersuchen f beziiglich der Stetigkeit im Punkt (0,0). Sei (x,)nen eine Folge die

gegen 0 konvergiert. Setzen wir x,, = % und betrachten

11 1.1 (1)2 1

f(xrwmn)_f(nan)_ 1; n12: 12257&0:“070)-
G +G) 206)

Das heifit es gibt eine Folge, die gegen (0,0) konvergiert, fiir die aber f((xy,), (z,,)) nicht

gegen f(0,0) konvergiert. Daraus folgt, dass f nicht stetig in (0,0) ist.

Satz 1.16:
Sei U C R™ offen sowie f : U — R eine Funktion, die stetig in a := (a1,...,a,) € U

ist, dann ist f auch separat stetig in a.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die partiellen Funktionen stetig sind, also dass

limlf(:nl,ag,...,am) = f(a) (5)

Tr1—a

lim f(ai,...,am—1,2m) = f(a)

Tm—0m

gilt. Da aber nach Voraussetzung f stetig in a ist und damit liin f(x) = f(a) folgt, gilt
x a

fiir x — a auch

(1,02, ..,am) = (a1,a2,...,am)

(ala .. 'aam717$m> — (ala cee 7am717am)

10



und somit sind die Gleichungen (5) erfiillt. O

Bemerkung:
Man kann zeigen, dass Potenzen, Produkt und Summen stetig sind. Daraus folgt, dass

Polynome stetig und insbesondere separat stetig sind.
Dass in Satz 1.16 nicht Aquivalenz gilt, zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel 1.17:

At (5,y) £ 0.0)
0 fir (z,y) = (0,0)

Einerseits haben wir bereits in Beispiel 1.4 gesehen, dass f separat stetig auf ganz R?

Sei f: R? — R wien in Beispiel 1.4 mit f(x,y) =

ist.
Andererseits haben wir mit dem Folgenkriterium in Beispiel 1.15 gezeigt, dass f im

Punkt (0,0) nicht stetig ist, woraus wir folgern kénnen, dass
separat stetig # stetig.

Bemerkung:

Das Beispiel 1.17 ist jenes von Guiseppe Peano aus dem Jahr 1884, mit dem er die
Vermutung von Augustin-Louis Cauchy, dass aus seperater Stetigkeit auch schon Stetig-
keit folgt, widerlegte. Wir sehen auch, dass es kein komlexes Beispiel gebraucht hat, um

Cauchy’s Irrtum aufzudecken.

Will man die Stetigkeit von Funktionen in mehreren Variablen beweisen, zeigt

folgender Satz, dass es geniigt, sich auf die Komponentenfunktionen zu beschrénken.

11



Satz 1.18:
Sei U C R™ offen und a € U ein Punkt. Sei weiters f : U — R” eine Funktion mit

bt

f=1| | wobei f; : U = Rfiir j € {1,...,n}. Die Funktion f ist genau dann stetig in
fn

a, wenn die Komponentenfunktionen f, ..., f, in a stetig sind.

Bemerkung:

Im folgenden Beweis werden wir eine wichtige Eigenschaft der Normen verwenden,
namlich die, dass alle Normen im R™ &quivalent sind. Einen Beweis dazu kann man
in E. Hairer und G. Wanner (S. 312) nachlesen.

Beweis. ’=’ Nach obiger Bemerkung kénnen wir nun folgende Abschétzungen mit der
Maximumsnorm machen. Sei f stetig in a. Das heifit fiir alle x € U mit ||z —a|| < §

ist
If(z) = fa)]| <e.
Nun gilt Vj € {1,...,n}
15(@) = fi(a)| < If(z) = fla)]| <&,

also sind alle Komponentenfunktionen ebenfalls stetig.

'’ Seien alle f; fiir j € {1,...,n} stetig in a, dann gibt es fiir alle ; > 0 ein 6; > 0
sodass fiir | — a| < §; mit Vj € {1,...,m} folgt

fi(x) = fi(a)] <e&j.
Sei ¢ > 0 und ¢; := e fiir alle j € {1,...,m}. Fiir ||[x — a|| < § gilt Folgendes:

1f(2) = fla)ll < |fi(x) = fila)[+. .. + [fu(2) = fula)] <e.
—_—— —_——

<e&1 <én

Das heifit f ist stetig in a.

12



1.4 Radiale Stetigkeit

In diesem Kapitel beziehe ich mich vor allem auf folgende Quellen: J. Appell (S. 299,
301), M. Barner und F. Flohr (S. 48ff.) und B. R. Gelbaum und J. M. M. Olmsted (S.
113).

Die Uberlegungen zu seperater Stetigkeit im vorigen Kapitel kann man auch als
Stetigkeit entlang einer Koordinatenachse interpretieren. In diesem Kapitel werden wir

nun einen Stetigkeitsbegriff kennenlernen, der etwas stérker ist als separate Stetigkeit.

Beispiel 1.19:

sz fr (2, 0,0
Sei f:R2 = R mit f(z,y)={ %Y (z,y) # ( )‘
0 fiir (x,y) = (0,0)
Fir (x,y) # (0,0) sind die partiellen Funktionen jedenfalls stetig.

Betrachten wir den Punkt (z,y) = (0,0) so erhalten wir

Also ist f separat stetig auf R.

Fiir diese Funktion gilt aber noch mehr als die separate Stetigkeit. Fiir jede geradlinige
Anndherung an den Ursprung ergibt sich ndmlich derselbe Wert.

Sei ¢ € R und {(z,cx) € R? : © € R} eine Gerade durch den Ursprung. Fiir die

Anndherung auf dieser Geraden an den Ursprung erhalten wir

2
x® - cx cx 0
li =lim = ———-5—5 =1 = lim - =0.
xg% (.CL‘, cx) :z:li)r(l) x4 + 22 xl—r>% 2 + 2 xl_)I% c?
Funktionen mit dieser Eigenschaft nennt man radialstetig.
Definition 1.20:
Sei R™ — R eine Funktion sowie a := (ai,...,a;) € U ein Punkt. Dann heifit f

radialstetig in a, falls
A= fla+A-v)

als Funktion von R nach R fiir jedes v € R™ mit v # 0 stetig in a ist.
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Beispiel 1.21:
TV i (2 0.0
Sei f:R2 = R mit f(z,y) ={ * (z,y) #(0,0)
0 fiir (z,y) = (0,0)
Wir betrachten (a1,as) = (0,0) und die Gerade {(z,cx) € R? : » € R} durch den

Ursprung. Nahern wir uns nun an der Geraden dem Punkt (a1, a2) an, erhalten wir

lim f( )= x2702x2_, x2(1702)_1702
v E AR _x%x2+02$2_x1£>%x2(1+02)_1+02'

Wir sehen, dass der Wert fiir die Annéherung an der Geraden y = cx an den Ursprung

von ¢ € R abhéngt. Setzen wir konkret ¢; = 2 und fiir ¢o = 3 bekommen wir

. 3
ili%f(:nﬂm) =5

. 4
lim f(z,32) = —¢.
Deswegen ist f nicht radial stetig in (0,0).

Satz 1.22:
Sei f: R™ — R eine Funktion sowie a € U ein Punkt. Ist f radialstetig in ¢ dann ist f

auch separat stetig in a.

Beweis. Ist f radial stetig in a € U und ist v € R™ mit v # 0 ein Vektor, dann ist nach
Definition 1.20

A= fla+A-v)

stetig. Insbesondere ist dann f auch fiir v = e; mit j € {1,...,m} stetig, also separat
stetig. U

Beispiel 1.23:

22y fir (z 0,0
Sei f: R? — R wie in Beispiel 1.19 mit f(z,y) = oty @) # 0 )
0 fiir (z,y) = (0,0)
Mit Satz 1.22 kann man die separate Stetigkeit der Funktion f auch aus der radialen

Stetigkeit folgern.

Dass in Satz 1.22 nicht Aquivalenz gilt, zeigt das folgende Beispiel.
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Beispiel 1.24:

L fiir (x, 0,0
Sei f wie in Beispiel 1.4 mit f(x,y) = et ty? (@.9) # ( )

0 fir (z,y) = (0,0
Wir haben bereits gesehen, dass f separat stetig in (0,0) ist. Ndhern wir uns nun an
einer beliebigen Gerade {(z,cr) € R? : x € R} an den Punkt (0,0) an, dann erhalten
wir

2 2

lim, f( )=l cx i cx _c
200\ T N 2 ¢ 242 _zlg(l)x2(1—|—02) C14c?

Wie wir sehen, ist der Wert fiir die Anniiherung an der Gerade {(x,cz) € R? : x € R}

abhédngig von c. Setzen wir konkret ¢; = 1 und co = 2 so erhalten wir

lim f(z,2) =

)

A =N~

lim f(z,2z) =

Damit ist f nicht radial stetig in (0,0) und
separat stetig # radial stetig.

Satz 1.25:
Sei U C R™ offen sowie f : U — R eine Funktion und a € U ein Punkt. Ist f stetig in

a, so ist f auch radial stetig in a.

Beweis. Ist f stetig in a, so ergibt jede beliebige Annidherung an den Punkte a den
gleichen Wert, ndmlich f(a). Insbesondere natiirlich jede Annidherung an einer beliebigen
Geraden. O

Dass in Satz 1.25 nicht Aquivalenz gilt zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel 1.26:
2 ..
% fir (z,y) # (0,0)
0 fiir (z,y) = (0,0)
An allen geraden Anndherungen an den Ursprung, haben wir lir% f(z,ex) =0= f(0,0)
z—

erhalten. Nihern wir uns aber an der Parabel {(z,2z%) € R?} an den Punkt (0,0) an,

Sei f wie in Beispiel 1.19 mit f(z,y) =

erhalten wir
2 .2 4

) oy _ oo xext a1
ilg(l)f(:v’x)_:llg%x‘l—i-x‘l_mgn()2x4_27éf(0’0)'
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Das heifit: f ist radial stetig aber nicht stetig und wir kénnen sagen

radialstetig # stetig.

Im folgenden Beispiel werden wir eine Funktion betrachten, die bei Annédherung auf
der Kurve {(x,cz™") € R? : x € R} an einen Punkt ¢ immer den gleichen Wert ergibt,

aber trotzdem nicht stetig. ist.

Beispiel 1.27:

—1,,2
el/xy

Sei f: R? — R die Funktion mit f(z,y) = e et py2 .
0 firz=0

Néhern wir uns nun dem Ursprung an der Kurve {(z,cz"/") € R? : € R}, wobei ¢ # 0
ist, durch (0,0) an. Dabei erhalten wir

fiir x # 0

e Ye? cg™m/n

lim f(z,cx™™) = lim )
(gj;gf( ) i‘;g((]] 672/1'2 + C2x2m/n

Nun heben wir im Nenner den Term 22"/ heraus und kiirzen diesen mit 2™/" im Zéhler.

Damit erhalten wir weiters

e e el . ce Y gmin

lim f(z,cz™™) = lim — = lim
—</x 2 p2m/n m/p —2/52 —2m/p
756;8 iggge /o®  c2p?m/ 228532/ (e Ya? | po—2m/ —1—02)

ce Vg mm/n i ce Vg mm/n

= lim = lim .
0p 2 22 | —2m/n 2 0 B B 2
e /o L g 72mn 4 ¢ 750 (6 Va2 o m/n) 12

WEeil jedoch die Exponentialfunktion ’stiarker’ als die Wurzelfunktion ist, folgt

ce g mmn 0

lim f(z,cz™™) = lim 5 = 5
:;%;8 fc;(()) (671/*"2 : xfm/”> ye2 Otc

Fiir die Annsherung entlang der Kurve {(z,e~"**) € R : & # 0} an den Punkt (0,0)
gilt aber

i ™) = i S S L f00)
im f(x,e” /") = lim 73 2 = lim s = o ,0).
g IR e ab2e 2

Deswegen ist f nicht stetig in (0,0).
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Fiir die drei Stetigkeitsbegriffe, die wir bis jetzt kennen gelernt haben ergibt sich somit

folgender Zusammenhang:
stetig = radial stetig = separat stetig.

Weiters haben wir durch Gegenbeispiele folgende falsche Implikationen gezeigt

separat stetig #  radial stetig _# stetig.
Bsp. 1.24 Bsp.1.26

Bemerkung:
Sei U C R™ und f: U — R” sowie g : U — R"™ Funktionen, die stetig auf ganz U sind.

Dann sind auch die Funktionen
i) f+ g sowie
ii) ef fir ce R

stetig.
Seien weiters h,i : U — R reellwertige Funkionen, die ebenfalls auf U stetig sind, so sind

auch die Funkionen

iii) h-i auf ganz U bzw.

iv) % an allen Stellen, in denen ¢ # 0 ist

stetig.
Sei jetzt V' C R™ und W C RP. Seien weiters j : V — RP und k : W — R" stetige

Funkionen, die verkniipft werden koénnen, dann ist auch die Funkion
v) koj:V —=R"

stetig.
Einen Beweis fiir i)-v) liefern M. Barner und F. Flohr (S. 48ff.).

1.5 GleichmaBige Stetigkeit

In folgendem Kapitel beziehe ich mich hauptséchlich auf M. Barner und F. Flohr (S.
51), E. Hairer und G. Wanner (S. 305) und G. Hérmann (S. 96).
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Durch die gleichméfige Stetigkeit kann man Definition 1.10 der Stetigkeit noch
verschérfen.

Wir erinnern uns, dass bei der Stetigkeit an einer Stelle a die Zahl § > 0 von € und der
Stelle a abhéngig ist. Fiir die gleichméfige Stetigkeit werden wir fordern, dass ¢

unabhéngig von der Stelle a sein wird.

Definition 1.28:
Sei U C R™. Die Funktion f: U — R” heifit gleichméBig stetig, wenn fiir alle € > 0 ein

0 > 0 existiert, sodass
Va,y € Umit [z —y|| <0 = |f(z) - fly)l <e

gilt.

Bemerkung:

Direkt aus der Definition der gleichméfligen Stetigkeit folgt, dass eine gleichméfig stetige
Funktion f: U C R™ — R" auch stetig ist.

Um zu zeigen, dass die Umkehrung aber nicht gilt kénnen wir ein ganz einfaches, ein-
dimensionales Beispiel betrachten. Die Funktion f : R — R mit f(z) = 1 ist auf ]0, 1]
ndmlich stetig aber nicht gleichmifBig stetig.

Deshalb wissen wir

stetig # gleichmafBig stetig.

Fiir die letzten beiden Teile des Kapitels iiber die Stetigkeit verallgemeinern wir die
folgenden Resultate auf Mengen, die eine Metrik besitzen. Der Begriff Metrik
verallgemeinert den Abstandsbegriff. Was genau das bedeutet, zeigt folgende

Definition 1.29:
Sei M eine Menge und d : M x M — R eine Abbildung. Falls fiir alle z,y,z € M die
Eigenschaften

(M1) d(z,y) > 0und d(z,y) =0 < x =y,
(M2) Symmetrie: d(x,y) = d(y, x),
(M3) Dreiecksungleichung: d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2),

gelten, dann heiBt d Metrik auf M und (M, d) heifit metrischer Raum.
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Sobald eine Abbildung die Eigenschaften (M1)-(M3) erfiillt ist sie eine Metrik. Eine
wichtige Metrik, die oft vorkommt, ist die euklidische Metrik.

Fir z,y € R™ mit = (1,...,2y) und y = (y1,. .., Ym) ist diese definiert als
m
d,y) = o =yl = /o1 —g)2 + o (o — )2 = | (1 — )2
i=1

Da der zentrale Satz im Kapitel der gleichméfigen Stetigkeit auf dem Begriff der

kompakten Mengen aufbaut, wollen wir diesen im Folgenden wiederholen.

Definition 1.30:
Eine Menge K C R™ heifit kompakt, wenn jede Folge (zy,)nen mit Elementen aus K

eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element a € K konvergiert.

Satz 1.31 (Heine, Borel):
Sei K C R™, dann sind mit der euklidischen Metrik folgende Eigenschaften dquivalent:

i) K ist kompakt.
ii) K ist beschrédnkt und abgeschlossen.

Beweis. Den Beweis fiir den Satz von Heine, Borel kénnen Sie in E. Hairer und G.
Wanner (S. 305 nachlesen). O

Bemerkung:
In beliebige Metrische Rdume sind beschréankte und abgeschlossene Mengen nicht immer

kompakt.

Allgemeiner kann man den Begriff der Kompaktheit in der Topologie mit Hilfe der

Uberdeckungseigenschaft verallgemeinern. Diese Eigenschaft zeigt der folgende

Satz 1.32:
Sei K eine kompakte Menge und sei {U;};cs eine familie offener Mengen U; mit einer

offenen Uberdeckung

U U, D K.
i€l

Dann gibt es endlich viele Indizes i1, ..., %, so dass gilt:

U, u...uU;, DOK.
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Das heiBt aus jeder Uberdeckung von K mit offenen Mengen lassen sich endlich viele

dieser Mengen so auswéhlen, dass K von ihnen tiberdeckt wird.

Beweis. Dass der Beweis der Uberdeckungseigenschaft beweistechnisch praktisch ist,

konnen Sie in E. Hairer und G. Wanner (S. 306f.) nachlesen. O

Dass fiir Funktionen auf kompakten Mengen aus Stetigkeit schon gleichméBige

Stetigkeit folgt, zeigt folgender

Bemerkung:

Die Definitionen fiir Stetigkeit bzw. gleichméflige Stetigkeit lassen sich nun folgender-
maflen auf metrische Rdume verallgemeinern.

Seien (X, d;) und (Y, d2) metrische Raume sowie K C X kompakt und a € K ein Punkt.
Fine Funktion f : K — Y heifit stetig in a, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 existiert,

sodass
x € K mit di(z,a) < 0 = do(f(2), f(a)) <e.

Weiters heifit die Funktion f : K — Y gleichméafig stetig, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0

existiert, sodass
Va,y € K gilt :di(x,y) < d = dao( f(x), f(y)) < e.

Satz 1.33:
Seien (X, d1),(Y, d2) metrische Radume, sei K C X kompakt sowie f : K — Y eine stetige
Funktion. Dann ist f : K — Y auch gleichméfig stetig.

Beweis. Da f nach Voraussetzung stetig ist, konnen wir zu jeder Stelle x € K ein

d(z) > 0 finden, sodass

Vy € K gilt : di(z,y) < 8(z) = do(f(2), f(y)) < % > 0. (6)

Die Vereinigung der Umgebungen |J B (z) ist eine Obermenge von K. Da K aber
zeK 2
kompakt ist, existieren z1, ...,z € K sodass

k
U Bsep (z5) 2 K.
j=1 2
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Setzen wir nun ¢ := min M, cee 9@k) ) ynd seien x,y € K mit dy(x,y) < J, dann gilt
2 2

Jjed{l,....k}:x€ B (x4).
=
Aus Eigenschaft (M3) folgt nun

dl(ya J:]) < dl(yax) + dl(l‘,ﬂ?j).

Nun kénnen wir sagen, dass

o(x;
di(y,z;) < di(y,x) +di(w,z5) <+ (27)

Schlussendlich erhalten wir aus der Minimalitdt von 4, dass

0(z;)  0ws) | olwj) _ 5(;)

d ; 0
l(yaxj) <0+ 2 2 2

gilt. Weiters gilt wieder aufgrund von (M3)

do(f (), f(y)) < dao(f (), f(x5)) + d2(f (x5), f(y))-

Wegen Gleichung (6) erhalten wir weiters

do(f (@), F(9)) < da(f (@), fla)) + da(F (7). S W) < 5 + 5 =<

was die gleichméBige Stetigkeit zeigt. O

1.6 Lipschitz Stetigkeit

In folgendem Kapitel beziehe ich mich vor allem auf J. J. Duistermaat und J. A. C. Kolk

(S. 13) und www.matheraum.de.

Fin noch stédrkerer Begriff als die gleichméfige Stetigkeit aus dem vorigen Kapitel ist
die so genannte lipschitz Stetigkeit. Lipschitz stetige Funktion werden auch

dehnungsbeschrankt genannt.
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Definition 1.34:
Seien (X, d;) und (Y, d2) metrische Rdume dann heifit die Funktion f : X — Y lipschitz
stetig, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, sodass fiir alle z,y € X gilt:

do(f(x), f(y)) < L-di(z,y). (7)

Die Konstante L heiflt Lipschitz-Konstante.

Bemerkung:
Betrachten wir diese Definition fir reelle Funktionen in einer Variable, dann wird Glei-

chung (7) zu
fy) = f@)| <L-|y—al
Umgeformt erhalten wir fir z # y

< L.

‘f(y)—f(ﬂf)
y—x

Das heifit, dass der Betrag des Differenzenquotienten fiir alle x und y im Defintionsbe-

reich nicht grofler als eine Konstante werden darf.

Beispiel 1.35:
Sei f:[—4,1] - R mit f(z) = Va2 + 1.
Wir betrachten fiir z,y € [—4, 1]

[f(@) = fW) = IVa? +1—y* + 1

Wir kénnen nun mit [v/22 + 1+ /32 + 1| erweitern und erhalten

F@) - f) = WE 1 —Jp 1) = VEFLZ VP AL VP A1+ VP F ]

Vo2 + 1+ y? +1]

Da [vx2 4+ 1+ /92 + 1| > 0 ist konnen wir im Nenner die Betrige weglassen. Damit

kénnen wir weiters folgern:

F(2) — F(y)| = Va2 +1- V2 +1]- Va2 + 14+ V2 +1] |22 — 2|
VaZ+ 142 +1 Vaz+ 142 +1
[z +y
|z —yl.

Va2 1+ V2
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Aufgrund der Dreiecksungleichung ist |z + y| < |z| + |y|. AuBlerdem ist V22 +1 > 1 fiir

alle x € R, weshalb L L

m < T+1 =3 gllt Deswegen fOlgt

_ [z 4y
VaZ+1+ V2 + 1

2| + |y
—yl < 2L e .
lz —y| < 151 |z — |

[f(x) = f(y)

Da z,y € [—4,1] ist |z| 4+ |y| < 8. Daher gilt schlussendlich
=] + [yl 8
- <y gy < Sla —y| = 4]z —y).
@) = fW)l < S eyl < gle—yl =dlz —y|
Das heifit f ist auf [—4, 1] lipschitz stetig mit Lipschitz-Konstante 4.

Beispiel 1.36:
Sei f:[0,1] — R mit f(z) = /x. Wire f lipschitz stetig, so miisste Vz,y € RT und eine
Konstante L gelten

[f(z) = f(y)l < L]z —y]. (8)

Wiéhlen wir nun x # 0 beliebig und y = 0.
Da in Gleichung (8) fiir  # 0 der Ausdruck |z —y| > 0 ist konnen wir diese umwandeln

zu

@)~ IO _
R

Da aber

[f(@) = fO) _ Wzl 1 a0

= = -
|z — 0] || [Vzl ’

ist f nicht lipschitz stetig.

Satz 1.37:
Seien (X, d;) und (Y,d2) metrische Rdume sowie f : X — Y eine Funktion. Ist diese

lipschitz stetig so ist sie auch gleichméfig stetig.

15
T

Fir z,y € X mit ||z — y|| < folgt aus der Lipschitz-Stetigkeit

Beweis. Sei € > 0 und setzen wir § = £, wobei L eine Lipschitzkonstante fir f ist.

I£@) = Il < Llw —yl| < L= =&,
<£
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Das heifit f ist gleichméfig stetig. O

Dass aus gleichméfiger Stetigkeit nicht Lipschitz-Stetigkeit folgt zeigt folgendes
Beispiel.

Beispiel 1.38:

Sei f:[0,1] — R wie in Beispiel 1.36 mit f(x) = y/z. Da f stetig ist und das Intervall
[0, 1] kompakt ist, ist f nach Satz 1.33 auch gleichméaBig stetig.

Wir haben aber bereits in Beispiel 1.36 gesehen, dass f nicht lipschitz-stetig ist.

Das heifit

gleichméflig stetig # lipschitz steitg.

Im folgenden Satz zeigen wir fiir C'-Funktionen eine hinreichende Bedingung fiir die
Lipschitz-Stetigkeit.

Satz 1.39:
Seien (X, d;) und (Y, d2) metrische Riume und f : X — Y eine C'-Funktion. Diese ist

lipschitz-stetig genau dann, wenn die Ableitung von f beschréankt ist.

Beweis. ’=’ Sei f lipschitz-stetig mit Lipschitzkonstante L. Dann gilt fiir alle z,y € X

flz) = f(y)
r—y

< L.

Insbesondere gilt fir alle z € X

fa) i T 1@ _

y— r—y B
Das heifit, die erste Ableitung ist beschrankt.

<=’ Sei die erste Ableitung beschrankt durch L > 0. Seien z,y € X und 0.B.d.A. z < y.
Damit folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, dass es ein £ € (z,y)

gibt, sodass

ist. Das heifit, fir alle z,y € X gilt

[f(@) = f(y)l < Llz —yl.
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Folgende Tabelle soll nun einen Uberblick iiber alle Stetigkeitsbegriffe, die in diesem
Kapitel behandelt wurden, geben. Das heifit wir betrachten Implikationen bzw.

Gegenbeispiele zu den Implikationen.

Implikationen der Stetigkeitsbegriffe

ipschitz stetig = gleichméfig stetig = stetig
Satz 1.37 Definition 1.28
stetig = radial stetig = separat stetig
Satz 1.25 Satz 1.22

Gegenbeispiele der Stetigkeitsbegriffe

separat stetig - radial stetig + stetig
~~ ~~
Beispiel 1.24 Beispiel 1.26
stetig - gleichméfig stetig - lipschitz stetig
Bemerkung S. 18 Beispiel 1.38
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2 Differenzierbarkeit im R

Wie im eindimensionalen Fall kann man neben der Stetigkeit in mehreren Variablen auch
den Begriff der Differenzierbarkeit in mehreren Variablen studieren. Dabei werden wir
sehen, dass sich das einfache Konzept aus einer Variable nicht ohne weiteres auf mehrere

Variablen verallgemeinern lasst.

2.1 Partielle Differenzierbarkeit

Die Quellen dieses Kapitels sind hauptséichlich J. Appell (S. 299), M. Barner und F.
Flohr (S. 97), J. J. Duistermaat und J. A. C. Kolk (S. 61) und E. Hairer und G. Wanner
(S. 324).

Zunichst werden wir, wie bei der Stetigkeit auch, ein vereinfachtes Konzept der
Differenzierbarkeit betrachten. Dabei werden wir zunéchst wiederum Funktionen
mehrerer Variablen auf eine Variable reduzieren um dann diese auf ihre

Differenzierbarkeit zu untersuchen.

Definition 2.1:

Sei U C R™ offen und f : U — R eine Funktion. Seien weiters die partiellen Funktionen
wie in Defintion 1.1.

Ist die partielle Funktion zx — f(a1,...,ax_1,%k, QGkt1,...,0n) in aj differenzierbar,

sagen wir, f sei in a partiell nach zj differenzierbar.

Die Ableitung der partiellen Funktion =y — f(ai,...,a5x—1, %k, Gg+1,---,am) in a sind
gy ( h )~ f(a)
. Qly. .3 0k—1,0k + 1, Qk41, ..., Qm) — a
— . =1 .
By, (@1 0m) = 0 h

Die Funktion f heifit partiell differenzierbar in a, wenn sie dort nach jedem x; partiell
differenzierbar ist.
Weiters heifit f auf ganz U partiell differenzierbar nach zj, wenn f in jedem Punkt von

U partiell nach x; differenzierbar ist.

Bemerkung:

Weitere Schreibweisen fiir die partiellen Ableitungen sind Dy f (a1, . .., an,) oder %ﬂ.
Bemerkung:

Im Folgenden werde ich die ich fiir die partiellen Ableitungen die Schreibweise Dy f (a1, ..., am,)
vorziehen.
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Beispiel 2.2:
Sei f:R? = R mit f(x,y) = |z -yl
Die partielle Funktionen im Punkt (0, 1) sind dann

f(oay) =0,
f(xvl) = ’w‘

Da aber

1 fir h — 0+
-1 fir h— 00—

f2,1) = |o] —

ist f in (0, 1) nicht partiell differenzierbar.

Beispiel 2.3:

et x, 0,0
Sei f: R? — R wie in Beispiel 1.4 mit f(z,y) = vt ty? (@) # )

0 (z,y) = (0,0)
Fiir (z,y) # (0,0) gilt
9D by = y(@? +y?) —zy -2z yP —aPy
ox’ (22 + y?)2 (22 +y2)?’
9 by = (@ +y?) —wy -2y 2P —ay?
gy (22 +y2)? (22 +y2)?
Fir (z,y) = (0,0) erhalten wir
9 _ o SO+R0) - £(0,0) g 0
2:7 00 = h T e
9 f0,04h) = f(0,0) g
= =1 = lim 22 =] =
8yf(0’0) hs0 h hs0 B ko0 h3 0

Das heifit f ist fiir alle (x,y) partiell differenzierbar.
Wie wir aber schon in Beispiel 1.17 gezeigt haben, ist f aber nicht stetig in (0,0). Das
heif3t

partiell differenzierbar = stetig.
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Bemerkung (Geometrische Interpretation):

Die Funktion z = f(x,%) beschreibt intuitiv eine Fliche im R3 mit den Koordinaten z,
y und z. Der Schnitt mit der Ebene y = yo ist eine Kurve = — f(z,y0). Daher ist die
partielle Ableitung %(wo,yg) die Steigung des Graphen im Punkt (z9,yo, f(z0,%0)) in
z-Richtung.

Analog ist der Schnitt mit der Ebene x = x( eine Kurve y — f(zo,y) und die partielle
Ableitung %(mo, yo) die Steigung des Graphen im Punkt (zg, yo, f(x0, o)) in y-Richtung.

Erinnerung: Fiir Funkionen in einer Variablen ist es moglich, auch Ableitungen hohere
Ordnung zu berechnen.

Dies konnen wir auch fiir partielle Ableitungen machen. Das fiihrt uns zu folgender

Definition 2.4:
Sei U C R™ offen und a := (a1,...,amy) € U ein Punkt. Sei weiters f : U — R eine
Funktion, dann heifit f zweimal partiell differenzierbar bei a, falls Vi, 5 € {1,...,m} die

o (df(a)) &
8.%‘ < 8.CCj ) - 8xiax]~ f(a)

existieren. Fir ¢ # j heiflen %;xj f(a) die gemischten partiellen Ableitungen zweiter

Ableitungen

Ordnung.

Bemerkung:

Obige Definition bedeutet, dass fiir 7,j € {1,...,m} die partiellen Funktion

T = f(a].7"'aai—lyajivai-i-la""am)

Oxj
differenzierbar sind.

Analog versteht man unter

o
89@189% e aﬂfir

f(a)

die gemischten partiellen Ableitungen r-ter Ordnung.

Man kann sich anhand zweier einfacher Beispiele leicht vergewissern, dass manchmal
die gemischten partiellen Ableitungen zweiter Ordnung iibereinstimmen und manchmal

auch nicht.
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Wann und warum das der Fall ist zeigt folgender

Satz 2.5 (Satz von Schwarz):

Sei U C R? offen und f : U — R eine Funktion. Besitzt f in einer Umgebung eines
Punktes a := (a1, az) eine gemischte partielle Ableitung zweiter Ordnung, z.B. 82% f(a),
und ist diese stetig in a, dann existiert auch %zy f(a) und diese stimmt mit % f(a)

iuberein.

Beweis. Sei 0.B.d.A. a = (a1,a2) = (0,0). Zu zeigen ist, dass

%f(S,O) - %f(0,0)
S

9)

fir s — 0 einen Grenzwert besitzt, der auch mit % £(0,0) ubereinstimmt. Nach De-

fintion 2.1 gilt fiir die partiellen Ableitung

)

t—0 t

0 T f(Ovt)_f(()?O)
8—yf(0,0)—hm .

0 T f(S)t)_f(S)O)
a—yf(s,()) = lim

t—0 t

Setzen wir das in Gleichung (9) ein, erhalten wir

: f(S,t)ff(S,O) 1 f(O,t)ff(U,O)
gy f(s:0) = £,£(0,0) N =5 — dim 22
s N S
Nach den Grenzwertsdtzen gilt weiters
9 9 iy LE=F(s,0) g f(0,1)—f(0,0)
5y (5,0) — 5,£(0,0) _ g}% t %g% t (10)
S s
150 = F(,0)] = [£(0,) — f(0,0)]
s t—0 t '

Definieren wir nun die Funktion g mit g(s,t) := f(s,t) — f(s,0). Mit Hilfe dieser neu
definierten Funktion kénnen wir Gleichung (10) schreiben als

0 o)

oyl (50) = 5,/ (0.0) 1. [f(s:) = f(5,0)] = [£(0,1) — £(0,0)]

s =5 : (1D
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Auf die Funktion s — ¢(s,t) wenden wir nun den Mittelwertsatz der

Differentialrechnung an. Das heifit Jo € [0, h] sodass

g(S,t)—g(O,t) 0

s al‘g((j? t)

Anders geschrieben heif3t das

g(s.1) — g(0.) = 2

%g(a,t) - 8. (12)

Setzen wir in Gleichung (12) wiederum die Definition fiir die Funktion g ein, erhalten

wir weiter

af(O',t)'S—%f(O',O)'S. (13)

0
g(s,t) _g(oat) — %Q(U,t) -8 = %

Nun kénnen wir das Ergebnis aus Gleichung (13) fiir g(s,t) — ¢g(0,¢) in Gleichung 11
einsetzen. Damit erhalten wir

0 0

5 0(5.0) =5, £(0,0) 1 Zft)-s—Lf(o,00-5s  Lfo,t)—Zf(0,0)

= —lim = lim .
S S t—0 t t—0 t

(14)

Nach Voraussetzung exisitert 8‘3% f(x,y) in einer Umgebung von (0, 0). Deswegen kénnen
wir nun wiederum den Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf die Funktion ¢ —

%f(o,t) anwenden. Das heifit 37 € [0, ¢], sodass

ol (ot) = f(0,0) _ &
t 0yox

f(o,7). (15)

Wie oben konnen wir das wieder anders schreiben als

0 0 0?
%f(a,t) - %f(a,()) = ayamf(a,T)-t.

Wir haben ja vorausgesetzt, dass %(29:0 f(x,y) in (0, 0) stetig ist. Deswegen folgt einerseits

aus t — 0 auch 7 — 0 und andererseits aus s — 0 auch ¢ — 0.
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Setzen wir zunéchst das Ergebnis aus Gleichung (15) in Gleichung (14) ein erhalten wir

S f(5,0) = £ F0,00 Dfot) - 2f(0,0) O 02

; = iy / =1 5,027 7 = Gya.f (00
(16)

Mit Hilfe der Gleichung 16 kénnen wir nun schlussendlich den gefragten Grenzwert

berechnen.
9 _ 9 2 2
. ayf(s70) ayf(0,0) BT 8 o 8
Das heifit es ergibt sich die gesuchte partielle Ableitung zweiter Orndung. O

Beispiel 2.6:
Sei f:R? = R mit f(x,y) = (z + y?)e™V.

Fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung erhalten wir

55 @) =eey +1+ y?),
0
dy (z,y) = e™(2® + 2y + zy?).

Aus den partiellen Ableitungen ersten Ordnung ergibt sich fiir die gemischte partielle

Ableitung zweiter Ordnung

82
oxdy

flz,y) = eg”y(:lcy3 + 3y2 + x2y + 2x).

Da ag—gyf(x, y) = e (xy® + 3y? + 2%y + 27) als Komposition von stetigen Funktionen
ebenfalls stetig ist, ergibt sich aus Satz 2.5, dass auch %(2951: f(x,y) existiert und gleich
%ny(m, y) ist.
Beispiel 2.7:

ryBY fir (z,y) # (0,0)

Sei f:R? — R mit f(x,y) = Ve :
0 fiir (xay) = (070)

31



Fir (z,y) # (0,0) ergeben sich die partiellen Ableitungen

0 xt + dx?y? — oyt

ox (x? + y?)

9 (z,y) = Cz(yt + 42y — o)
a7V

Daraus folgt fiir die gemischte partielle Ableitung zweiter Ordnung

82 .’1}'6 + 9x4y2 _ 9x2y4 _ y6
flz,y) = 2 213
0xdy (2% 4+ y?)

Da aber %gyf(x,y) fiur (z,y) # (0,0) stetig ist, gilt auch

9?2 Floy) = 20 + 9z4y? — 922yt — 4f
oyox” (22 +y?)3

Fir (z,y) = (0,0) ergeben sich die partiellen Ableitungen

FO+h,0)~ f0.0) 2

9 .

22700 =% h —m0 e =
0 .. f(0,0+hn)—f(0,0) —h? _
gy’ 0 =l n =m0 g =0

Fiir die gemischten partiellen Ableitungen zweiter Ordnung erhalten wir

92 £ F(0+h,0) — £ £(0,0) —h(—hY) 5
= lim % y = 1i lim — = 1
guay’ (00) = Jimy h Y R e W
0? 50,0+ h) = £ £(0,0)  p(—hd) —B5
Oyox gz’ (00) hiﬂ h N }ILIL% h-h* ~ hs0 h5 -1

Betrachten wir nun

? 20

250 0xdy f(@,0) = glcl—r;(l)ﬁ =1
2 _ .0
?}g% 8x8yf(0’y) = zlzlg%JyT =-1

Das heifit, die gemischten partiellen Ableitungen zweiter Ordnung sind im Punkt (0, 0)
nicht gleich.
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Definition 2.8:

Sei U C R™ offen und p € N. Dann bezeichnen wir mit C?(U) die Menge aller Funktionen
f:U — R, die auf U definiert und deren partielle Ableitungen der Ordnung < p alle auf
U vorhanden und stetig sind. Liegt U fest, so nennen wir f € CP(U) eine CP-Funktion.

Nun verallgemeinern wir den Satz 2.5 auf CP-Funktionen.

Satz 2.9:
Sei U C R™ offen und f : U — R. Ist f € CP dann sind die gemischten partiellen
Ableitungen der Ordnung < p unabhéngig von der Reihenfolge der Differentiationen.

Beweis. Sind die gemischten partiellen Ableitungen der Ordnung < p unabhéngig von
der Reihenfolge der Differentiationen, so gilt fiir jede Permutation o der Menge {1, ..., p}
und fiir alle j1,...,jk € {1,...,m}, dass

Dj, -+ Dj,f = Dj, - Dj, ) f-

Jede Permutation lésst sich aber als Verkniipfung von Transpositionen darstellen und

fiir jede Transposition konnen wir Satz 2.5 anwenden. O

2.2 Totale Differenzierbarkeit

In diesem Kapitel beziehe ich mich auf J. Appell (S. 299), M. Barner und F. Flohr (S.
48, 101f., 117), O. Constantin (S. 23, 43), A. Gathmann (S. 314ff.), B. R. Gelbaum und
J. M. M. Olmsted (S. 119) und H. Heuser (S.260).

Die Definition der Differenzierbarkeit in einer Variable kann man nicht ohne weiters
auf mehrere Variablen verallgemeinern. Trotzdem wollen wir am Anfang dieses
Kapitels versuchen intuitiv von der Defintion in einer Variable auf die in zwei

Variablen zu schlieflen.

Erinnerung:
Fiir ein Intervall I C R heifit eine Funktion f : I — R differenzierbar im Punkt a € I
falls

h—0 h T—a T —a

existiert. Die Zahl f’(a) heift dann Ableitung von f in a.
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Verallgemeinerung:

Die Definition (17) ist auch fiir eine Funktion f : R — R"™ zuldssig. Trotzdem kann
man diese nicht fiir eine Funktion f : R™ — R" verallgemeinern. Dann ist ndmlich
(z —a) € R™ ein Vektor und durch einen Vektor kann man (f(z) — f(a)) € R™ nicht
dividieren. Um nun trotzdem relativ einfach auf die Definition der Differenzierbarkeit in
mehreren Variablen verallgemeinern zu kénnen, gehen wir wie folgt vor.

In Definition (17) ist f’(a) als lineare Abbildung von R nach R interpretierbar und
beschreibt die Steigung der Tangente der Funktion f im Punkt (a, f(a)).

Das heifit man kann den Funktionswert an einer beliebigen Stelle x folgendermafien

approximieren:

f(x) = f(a)+ f'(a) - (x —a) (18)

Sei nun Us(a) eine §-Umgebung von a. Um die Ungenauigkeit in der Approximation (18)
’auszugleichen’ addieren wir ein Restglied r, das eine Funktion von Us(a) nach R ist und

vom Abstand x — a abhéngig ist. Damit folgt

f@)=fla)+ f(a) (x—a) +r(z - a).

AufBlerdem muss fiir z — a der Fehler r(z — a) schneller gegen 0 streben als der Abstand
x —a. Das Restglied r beschreibt ndmlich den Fehler zwischen der eigentlichen Funktion
f und ihrer Naherung in Gleichung (18). Fiir = a ergibt sich auf jeden Fall r(z—a) = 0.
Die Bedingung, dass nun r(z — a) schneller gegen 0 strebt als x — a fiir x — a besagt
nun, dass der Rest auch in der Ndhe des Punktes a sehr klein ist; d. h. also dass die
Néherung dort gut ist.

Setzt man nun x = a + h und formt um, erhélt man

fla+h) = f(a) = f'(a)-h+r(h) (19)

mit der Eigenschaft, dass fiir h — 0 wiederum r(h) schneller gegen 0 streben muss als
der Abtand k. Das heiBt lim "0 = 0.

h—0 Ih]
Betrachten wir nun U C R™ offen und eine Funktion f : U — R" sowie a := (a1, ...,am) €
U ein Punkt. Um nun die Gleichung (19) auf diese Funktion verallgemeinern zu kénnen
miissen wir noch zwei Uberlegungen machen.
Einerseits ist das Restglied eine Funktion von Us(0) nach R", wobei wir fiir die Eigen-

schaft des Restgliedes r(h) den Abstand durch die Norm ersetzen, d.h. lim |(}f”) =0.

—>O|
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Andererseits ist die Aleitungsfunktion f’(a) =: A eine lineare Abbildung von R™ nach
R"™, das heifit A € Mat™*"™.
Mit diesen Voriiberlegungen und Verallgemeinerungen kénnen wir nun folgende Defini-

tion leicht nachvollziehen.

Definition 2.10:
Sei U € R™ offen und a = (ai,...,an) € U ein Punkt. Eine Funktion f : U — R"
heiBt (total) differenzierbar in a, wenn A € Mat(™™) existiert, so dass eine Funktion

r: Us(0) — R™ existiert, sodass

fla+h)— f(a) = Ah+7r(h) (20)
it lim ") —

mit }lll_>mo Tl = 0.

Satz 2.11:

Sei U C R™ offen sowie a = (ay,...,ay,) € U ein Punkt. Sei weiters f : U — R™ mit
fi

den Komponentenfunktionen f; : U — R, das heifit f = | ¢ |. Die Funktion f ist genau
fn

dann an der Stelle a differenzierbar, wenn Vj € {1,...,n} die Komponentenfunktio-

nen f; in a differenzierbar sind. Die Matrix A € Mat™*™) | die zusammen mit dem

Restglied r(h) mit }llirr%) T‘(:'? = 0 die Gleichung 20 in Definition 2.10 erfiillt, ist eindeu-
—

tig bestimmt und setzt sich aus den partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen

zusammen, namlich

9f1(a) 9fi(a)
ox1 te OTm
A=Js(a) = : . :
afn(a) 8fn(a)
oz te OTm

Diese Matrix heifit Jacobimatrix von f an der Stelle a.
Insbesondere ist f patiell differenzierbar, falls f differenzierbar ist. Dieses Resultat wer-

den wir in Satz 2.16 noch explizit behandeln.

al h1 11 ... O1m ’I”l(h)
Beweis. Seia=| : |,h=]| : [, A= + -, : und r(h) =
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Die Funktion f ist in a differenziebar, genau dann wenn

_ Lo r(h)
fla+h)— f(a) = Ah + r(h) mit }llgr(l)w_

gilt. Durch Umformung erhalten wir die dquivalente Aussage

_ .o rh)
fla+h) = f(a) + Ah +r(h) mit }llli%w_

Benutzen wir nun die komponentenweise Gestalt von a, h, A und r(h), so konnen wir
dazu aquivalent fur alle j € {1,...,n} schreiben:
fj(a + h) = fj(a) + Clehl + ...+ ajmhm + Tj(h)

mit lim Tj(h) =
h=0 ||A||

Beispiel 2.12:
2 2

Sei f:R? = R? mit f(x,y) = (I2;5 )-

Sei a = (Z;), dann ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung

D fi(a) = 2a1, Dy fi(a) = —2az,
leg(a) = 2&2, Dgfg(a) == 2(11.

2 -2
Falls f an der Stelle a differenzierbar ist, dann kommt nur die Matrix A = (2a1 5 a2>
a9 al

als Ableitung in Frage. Fiir h = (Z;) erhalten wir

fila+h) = fi(a) = (a1 + h1)? = (a2 + ha)? — af + a3

= a? + 2a1hy + b} — a% — 2a3hy — b3 — a2 + a3

~ (20, —2a,) (™ +h2— B,
hy) T2

=r1(h)
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fg(a + h) — f2(a) = 2(@1 + hl)(ag + hQ) — 2a1a9 = 2a1ho + 2ashy + 2h1ho

= (2&2 2&1) (Z;) +&1’}12/.

=r2(h)

Nun stellt sich die Frage, ob fiir r(h) gilt, dass T‘(ThH) — 0 fir h — 0.
Sei 0.B.d.A. hy > ho, dann gilt

2 12 2 2
e =T

I
2h1h
leHQ = 2hy < 2hy =2||h) =% 0
Das heifit lgir% 7|"|(hh”) = 0, woraus die Differenzierbarkeit von f in a folgt.
ﬁ

Nach Satz 2.11 sind die Komponentenfunktionen differenzierbar und die Matrix

2a1 -2
A 1 az
2@2 2&1
ist die Jacobimatrix von f an der Stelle a.

Wir wollen nun, analog zum eindimensionalen Fall, auch den Begriff der Ableitung

einfithren. Dazu dient folgende

Definition 2.13:

Sei U C R™ offen, a € U und f : U — R" eine Funktion, die in a differenzierbar ist.
Dann heiBt die eindeutig bestimmte Matrix A € Mat(™*™) aus Satz 2.11 die Ableitung
von f an der Stelle @ und wird mit f’(a) oder mit D f(a) bezeichnet.

Beispiel 2.14:

2L fiir (z, 0,0
Sei f: R? = R mit f(z,y) = { V&'V ir (z,y) # ( ).

0 fiir (2,y) = (0,0)
Wir betrachten die Stelle a = (0,0). Dann erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen

0
o fO+R0) = (0,00 . 7m0
D00 = iy h R
und analog
h) —
Dy£(0,0) = lim f(0,0+h) f(O,O):O'

h—0 h
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Das heifit, es kommt als Ableitung fiir f in @ nur A = (0 0) in Frage.

Fiir h = (Z;) erhalten wir

fM+hwaﬂ®=fmy:4ﬁﬁL,_@ ®<M>+ hihs

3+ 13 ha) /2 + 3
()

Verwenden wir die euklidische Norm mit ||h|| = {/h? + h% dann erhalten wir

r(h)  hihs 1 hihs 1 hihs

IWE " Jnzng IR0 fh2ng \fh2ng WEHRE

Setzten wir nun hy = hg, gilt

2
TR AL AL

hs0 [l — k0 R +h3  h—02h2 2

und somit ist f in a = (0,0) nicht differenzierbar.
Beispiel 2.15:
Sei f: R? — R wie in Beispiel 2.2 mit f(x,y) = |z - y| und betrachten wir a = (0,0).

Fiir die partiellen Ableitungen erhalten wir

0 . f(0+h0) 0
o =i T T =0
0 . f(0,0+h) 0
oy =T T =

Das heif3t, falls f differenzierbar ist, kommt nur die Ableitung A = (0 O) in Frage.
Wieder betrachten wir fiir h = (Z;)

h
fla+h) = fa) = f(h) = Ihahal = (0 0) (h> s
2 ——
=r(h)
Sei 0.B.d.A. hy > hg so ist mit der Maximumsnorm T”(}?”) = ”Tl?}ﬁf' < ||h]| und es gilt
lim 7% = 0. Daher ist f in (0,0) differenzierbar.
h—o Al

Betrachten wir nun a = (a1,0) mit a; # 0.
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Wiederum berechnen wir zunéichst die partiellen Ableitungen und erhalten

fla1 + h,0) — f(a1,0) _ 0 =0

h h ’
flai,h) — f(a1,0)  |ash|
h h

Da in der zweiten Gleichung der Grenzwert fiir h — 0 nicht existiert ist f in den Punkten
(a1,0) mit a; # 0 nicht differenzierbar. Das werden wir in Satz 2.16 noch beweisen.
Ganz analog kann man zeigen, dass fiir Punkte (0, az) mit ay # 0 die partiellen Ableitung
(% nicht existiert und damit f auch fiir diese Punkte nicht differenzierbar ist.

Zuletzt betrachten wir a = (a1, a2) mit a; # 0 und az # 0. Dabei miissen wir nun vier

Félle unterscheiden:

1. Fall: ¢y >0 und ay <0

Fiir die partiellen Ableitungen erhalten wir

>0

22 <0 <0
0 o flan+hiaz) = fla,a2) (a1 + h) @] — [@1as)
—f(a) = lim = lim
ox h—0 h h—0 h

— lim (a1 + h)(—ag) — (—alag) — lim —a1a9 — (12]1 + ai1ag

h—0 h h—0 h
_ 1, —azh _
I

und analog

;yf(a) = —qy.

Falls also f in a differenzierbar ist, kommt nur die Ableitung A = (—a2 —a1> in

Frage. Wihlen wir nun |h| so klein, dass a; +h; > 0 und ag + ha < 0 ist. Dann gilt

>0 <0
fla+h) = f(a) = [(a1 + h1) (a2 + ha)| — |a1az]

h
= —aijag — a1h2 — a2h1 — hlhg — (—alag) = (—CLQ, —a1> (h;) - hlhg .
=r(h)

Nach gleichem Argument wie oben gilt auch hier, dass lim ") — 0 ist und somit

ho IRl
f in diesem Fall differenzierbar ist.
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2. Fall: Sei a1 < 0 und ag > 0.
Dieser Fall geht analog zum 1. Fall.

3. Fall: Sei a1 > 0 und ag > 0.
Ahnlich wie zum 1. Fall ergeben sich die partiellen Ableitungen

d - flar +h,a2) — f(ar,a2) |(a1 + h)az| — |aras]

Oz (a):hl—m h _}1113%) h
_ lim 2P _
a0 h ™

aay (a) =a;

Falls f in a differenzierbar ist kommt also nur A = (ag al) in Frage.

Waihlen wir wieder |h| so klein, dass a1 + hy > 0 und az + he < 0 ist. Dann gilt

fla+h)— f(a) = (a1 + h1)(az + ha)| — |araz|

h
= araz2 + arhs + agh1 + hiho — ajaz = (az a1) ( 1) + hihsy .

Und wiederum gilt }llirr(l) Tl(filll) = 0 und somit ist f in a differenzierbar.
—

4. Fall: Sei a1 < 0 und as < 0.

Unter Beachtung der Vorzeichen ergibt sich dieser Fall analog zum 3. Fall.
Das heifit in Punkten (a1, a2) mit a; # 0 und ag # 0 ist f differenzierbar.

Satz 2.16:
Es sei U C R™ offen, f: R™ — R eine Funktion und a € R™ ein Punkt. Ist f differen-

zierbar in a, so ist f auch partiell differenzierbar in a.

Beweis. Seien alle Vorraussetzungen wie in Definition 2.10. Setzen wir auflerdem h :=
s-e; fir j € {1,...,m}, wobei e; den j-ten Einheitsvektor bezeichnet. Damit erhalten

wir aus Gleichung (20)
fla+h)—fla) =Ah+1r(h) & f(a+s-e;) — fla) = sAe; +1(s-e;).
Nun dividieren wir die Gleichung durch ||h|| = ||s - e;|| und erhalten weiters

I - &4 s el T lls el

fla+s-e;)— f(a) sAe; +r(s'ej)
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Durch Subtrahieren von ”ssAﬁ bzw. Herausheben von m folgt

s (f(a—ks.ej)—f(a)_Aej)_r(s-ej)

Is - €] s Is - €5l
Da fiir s — 0 die rechte Seite gegen 0 konvergiert erhalten wir

o flatse) -~ f(@

s—0 S

= Aej.

Das heif3t f ist partiell differenzierbar. O
Dass im Satz 2.16 nicht Aquivalenz gilt zeigt folgendes

Beispiel 2.17:

—Ly fiir (x, 0,0
Sei f: R? — R wie in Beispiel 1.4 mit @ +y? (z,y) # ( )

0 fir (z.y) = (0,0)
Fir (z,y) # (0,0) erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen

Dy )_y(w2+y2)—xy-2x_ y? — 2Py
LT Y) = (22 + y2)2 T @t y2)?
x® — zy?

(22 + 42)2°

DZf(xvy) =

Betrachten wir nun (z,y) = (0,0). Fir D; f(0,0) erhalten wir

o SO+R0) 0,00 k0
D1£(0,0) = Jimy h = o = s =0
Analog dazu folgt
D5 f(0,0) = 0.

Also ist f fiir alle (z,y) € R? partiell differenzierbar.
Betrachten wir nun (z,y) = (0,0) beziiglich der Differnzierbarkeit. Da D;f(0,0) =
D5 f(0,0) = 0 kommt als Ableitung nur A = (0 0) in Frage. Wir erhalten fiir h = (Z;)

hiho hq hihs
04 h1,0+ he) — f(0,0) = f(h1,h2) = 55 = 573 -
=r(h)
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Unter Verwendung der euklidischen Norm erhalten wir
i T’(h) . hl hg 1
im —— = lim — 5 °
h—0 ||h| h—0 hi + h3 \/m

Setzten wir nun hy = ho folgt

h h? 1 1
limr( ):lim—lz' = lim
h—0 Hh” h—0 th Qh% h—0 8h%

Das heifit f ist zwar partiell differenzierbar aber nicht differenzierbar in (0,0), also
partiell differenzierbar # differenzierbar.

Da das direkte Zeigen der Differenzierbarkeit einer Funktion relativ aufwendig ist,
wollen wir nun eine hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit finden. Diese

Bedingung wird in folgendem Satz konkretisiert.

Satz 2.18:
Es sei U C R™ offen, f : R™ — R eine Funktion und angenommen es existieren alle
partielle Ableitungen D;if,..., Dy, f an einer Stelle a = (ay,...a,) und sind sie dort

auch stetig, dann ist f an der Stelle a differenzierbar.
Beweis. Seia=| : [,h=| : |, A= (a1 am) und r(h) = : mit

Eigenschaften wie in Definition 2.10.
Zu zeigen ist, dass

fla+h) = f(a) = Ah +r(h)

mit }lLirrb % = 0 gilt. Falls f differenzierbar ist, kommt fiir die Ableitung nur die Matrix
—

A=(Dif(a) - Dpf(a)) in Frage.
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Das heifit

hi
fla+h)=fla)=(Dif(a) - Dnf@)| i |+r()
P

"Zwischen’ by := a und b,, := a + h fithren wir die "Zwischenpunkte’ b1, ...

folgendermafen ein:

b1 — b() = h161
bz — b1 = h262

b — bm—1 = hmem

Dann koénnen wir f(a + h) — f(a) schreiben als

abmfl

fla+h) = fla) = (fla+h) = flbm-1)) + (f(bm-1) = f(bm-2)) + - ..

+ (f(b1) = f(a))

Auf die einzelnen Summanden wenden wir den Mittelwertsatz an, das heif$t fir

j€{l,...,m} existieren ¢; € [bj_1, ;] sodass
f(bj—1+h) = f(bj) = Djf(cj)h;

gilt. Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung (21) ein erhalten wir

fla+h)— fla) =) Djf(ci)h;

I

1

J
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und weiters
Flat+ )~ fa) = S (D3 fe;) — Dyf(a)) - by + Ah
j=1
oder anders geschrieben
Flath) = £@) = Ah = 3 (DiS(e) = Dyf ) -
j=
Aus der Dreiecksungleichung bekommen wir die Abschétzung
ot )= @) =AM € D1 = D@l
i=
Verwenden wir aulerdem die Maximumsnorm, so folgt weiters
Flact 1) Sla) = AN < 31D S(es) - DS @l
j=

< ||all->_ID;f(e;) — Djf(a)l.

=1
Nun betrachten wir

r(h) bl ST ID;(ej) — Dif(a)
=1 .
[all ~ a5 Al

Da aber nach Voraussetzung D1 f, ..., D, f stetig sind, folgt

\mn = iz EJqu, D;f(a)] = 0.

Dass im Satz 2.18 nicht Aquivalenz gibt zeigt folgendes

Beispiel 2.19:

z?sin(l) + 42 sin(%) fir xy # 0

2% sin(L firz#0und y =0
Sei f:R? = R mit f(x,y) = € 7 Y .

y? sin(%) fire =0und y # 0

0 firx=y=0
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Betrachten wir zunéchst die partiellen Ableitungen fiir (x,y) # (0,0). Wir erhalten fiir

r#0: Dif(x,y) =2z -sin (i) + 22 - cos (i) . (—;2) =2z - sin (i) — oS (;)

und analog fiir
. 1 1
y#0: Daf(z,y) =2y-sin () — oS () .
Yy Yy

Fiir y # 0 erhalten wir die partielle Ableitung

21 2wl 2 1
o fO+hy) - f0y)  Bsin(h) +yPsin(d) - yPsin(])
POy =i h R h
h? sin(; 1
i ) i b s <> —0.
h—0 h h—0~~ h
=0 ~———
beschrankt

Analog erhalten wir fiir x # 0 die partielle Ableitung
DQf(SC, 0) = 0.

Im Punkt (0,0) ergibt sich fiir die partiellen Ableitungen nach = und y ganz analog

2 . 1
o f0+no)—fo0 o hesin(f) | < >_
P00 = iy h TR Tl 0
—0 —_———
beschrankt
Dy £(0,0) = 0.

Um nun die Stetigkeit der partiellen Ableitungen in (0,0) zu untersuchen betrachten wir

1 1
lim | 2z -sin () — cos () ,
z—0 | T X
———— N —

—0
beschriankt 4

. . (1 1
lim | 2y -sin{— ] —cos | —
y—=0 | ~~ Y Y

=0 = Y
beschriankt 4

Das heifit beide Grenzwerte existieren nicht, weshalb D1 f und Dy f nicht stetig in (0, 0)
sind. Oder anders gesagt f ist nicht stetig partiell differenzierbar in (0,0).
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Jetzt untersuchen wir noch die Differenzierbarkeit von f in (0,0). Da aber D; f(0,0) =

Dy f(0,0) = 0 ist kommt fiir die Ableitung nur A = (O 0) in Frage. Fiir h = (Z;) + (8)

betrachten wir

F(0+ h1,0+ hs) — £(0,0) = A} Sm( ) + hi sin <h2)

h1
() =5 ()
h? sin I 5 sin s

=r(h)

Fir hy # 0, ho = 0 bzw. hy = 0, ho # 0 ergeben sich dhnliche Restglieder und fiir
hi = ha = 0 ist das Restglied r(h) = 0. Deshalb kann man fiir diese Fille analog
folgende Berechnungen machen:

Sei nun 0.B.d.A. hq > ho, so erhalten wir

h 2h% sin 1
m = lim 17(’“) = lim 2h4 sin () =0.
h—0 |[h||  h—0 hi h—)O\,(-)/ hi
- beschrinkt

Das heif3t f ist zwar differenzierbar, aber nicht stetig partiell differenzierbar, also
differenzierbar - stetig partiell differenzierbar.

Satz 2.20:
Sei die Funktion f : R™ — R™ an der Stelle a differenzierbar, dann ist sie dort stetig.

al h1 11 ... O1m Tl(h)
Beweis. Seia=| : |,h=]| : [, A= + - : und r(h) = : mit
A, hm Opl  --- Opm rn(h)

FEigenschaften wie in Definition 2.10.

Da f in o differenzierbar ist gilt

_ r(h)
fla+h)— f(a) = Ah + r(h) mit hi%w 0.

Weiters ist

: r(h)
}lllg%)f(a—kh) — f(a) = hm Ah + h S Tal 1R
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Da A aber eine lineare Abbildung ist und wir wissen, dass diese stetig ist, muss

}llin% Ah = 0 sein. Also insgesamt erhalten wir
—

lim f(a+h) = f(a) =0

Setzen wir x = a + h so erhalten wir sofort

lim f(x) = f(a)

Tr—a
und somit ist f stetig in a. O

Bemerkung:
Dass in Satz 2.20 die Umkehrung im Allgemeinen nicht gilt, zeigt das einfache Beispiel
f R — R mit f(z) = |z|. Die Funktion f ist zwar stetig im Punkt 0 aber nicht

differenzierbar.
Das heifit
stetig # differenzierbar.

In folgendem Beispiel betrachten wir eine Funktion, die stetig und partiell differenzierbar,

aber nicht differenzierbar ist.

Beispiel 2.21:

_xy® fii 0.0
Sei f:R2 = R mit f(z,y) = { =+ (z,y) # (0,0)
0 fiir (z,y) = (0,0)

Um die Stetigkeit in (0, 0) zu zeigen, benutzen wir Polarkoordinaten, das heifit wir setzen
x=r-cos(a),y =r-sin(a).

Damit erhalten wir

3 3 3 4 4

. . Ty . rcosa r°sin® o . r*sin® o cos o
lim  f(r,y) = lim —=—=lim —— T = lim 5 —d
(z,5)—(0,0) (z,)—(0,0) 22 + y r—0r2cos? a+risinta =0 r2(cos?a + r?sint )

. r2sin® a cos a
= lim T

r—0 cos? a + r2sint o’
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Da sowohl sin «v als auch cos o beschriankt sind folgt

—0

—_—
. r? sin® o cos a 0
lim 71— 5 =0
r—0cos? o+ r°sin“a  cos’«
0
%

Also ist f stetig in (0,0).
Fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung ergibt sich

. f(h,0) = f(0,0) . f?g .
~1 = lim 22 = | -
D1£(0,0) 70 h W0 b koo B3 0
—1 = lim 2% = lim — =
D11 (0,0) ey h R e A 0

Das heifit fiir die Ableitung A kommt nur A = (0 0) in Frage.

Fir die Differenzierbarkeit in a := (0,0) betrachten wir also

-  mhd hi) | b3
fla+h) — f(a) = f(h1,h2) — £(0,0) = W2 hi (0 O) <h2> + h3+hi’
=r(h)

Verwenden wir die Maximumsnorm und sei 0.B.d.A. h; > ho und setzen wir h; = h%

ergibt sich

1h3
r(h)  WZ1hd h3 h3 J
= Y iy Sy S R A
17| h1 hi+hy hy+hy 2N

Das heifit

stetig und partiell differenzierbar # differenzierbar.

2.3 Richtungsableitungen

In diesem Kapitel benutze ich folgende Quellen: J. Appell (S. 301), O. Constantin (S.33),
E. Hairer und G. Wanner (S. 328) und H. Heuser (S. 273).
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Eine Verallgemeinerung des Konzepts der partiellen Differenzierbarkeit sind die
Richtungsableitungen. Das heifit wir betrachten jetzt nichtmehr nur die Ableitung in

Richtung der Koordinatenachsen, sondern in beliebige Richtungen.

Definition 2.22:
Sei U C R™ offen und f : U — R eine Funktion. Weiters sei a € U ein Punkt und
v € R™, v # 0 ein Vektor. Falls der Grenzwert

Dufla) = L0+ t0)] g — tig L0 1) =10

existiert, heifit die Zahl D, f(a) Richtungsableitung von f im Punkt a in Richtung v.

Bemerkung:
Da wir uns bei Richtungsableitungen, wie der Name schon sagt, fiir die Richtung inter-
essieren, setzen wir im Folgenden stets ||v|| = 1 voraus. Fir den Fall, dass ||v|| # 1 ist

dividieren wir durch die Lénge des Vekores v.

Beispiel 2.23:

Sei f: R? — R mit f(z,y) = y?> — 2%. Seien weiters a = (_31) € R? ein Punkt und
v= (iéi) € R? ein Vektor.

Wir betrachten

flatto)— fla)  TOGSED —FG) L4 a9 19218 1941
t N t N t
7 42 26
I B 7 96,026
— 25 5~ ¢ -~ -
¢ 25 T3 5

Das heiBt die Richtungsableitung von f im Punkt a = (3') in Richtung v = (;l;i) € R?
betréigt %.

Beispiel 2.24:

\/x;CTzF fiir (z,y) # (0,0)
0 fiir (z,y) = (0,0)
welche Richtungen D, f(0,0) exisitiert.

Sei v = (f};) € R? ein Vektor. Nach obiger Bemerkung nehmen wir

|lv]| = y/v? 4+ v3 = 1 an. Damit erhalten wir:

. Wir wollen nun wissen, fiir

Sei f:R? — R mit f(x,y) =
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tuy

FIQ) ) - £ oy L
=0 t t>0 0 t

0 fir v1 =0

. t-vg . U1
%H% :%1%72 00 fir vy >0
TVt JoR e T i

—— —0 fﬁr?)1<0

=1

. . vy . . o . 2 2 .

Das heifit %E}% ) existiert genau dann wenn vy = 0 ist. Da aber (/v +v5 = 1 gilt, muss
v3 =1 gelten also vy = +1 sein.

Also existiert die Richtungsableitung D, f(0,0) in den Richtungen v = (

also in Richtung der positiven bzw. negativen y-Achse.

(1)) und v = (Pl)v

Folgender Satz zeigt einen wichtigen Zusammenhang zwischen der Differnzierbarkeit

einer Funktion und ihrer Richtungsableitungen.

Satz 2.25:
Sei U C R™ offen und f : U — R eine Funktion, die in a € U differenzierbar ist. Dann
existieren die Richtungsableitungen D, f(a) fiir jeden Richtungsvektor v € U und es gilt

D,f(a) = Df(a)v.

Beweis. Wir definieren die Funktion ¢(t) := a+tv. Fiir die Ableitung erhalten wir daraus
Dg(t) = ¢'(t) = v. Nun berechnen wir die Richtungsableitungen

d
Dy f(a) = —[f (a+tv)|=o = (f ©9)'(0) = Df (9(0)) - ¢'(0) = Df(a)v.
dt ——— —— ——~
=9(t) =a =v
O
Wie das néchste Beispiel zeigt, kénnen auch fiir eine nicht differenzierbare Funktion
alle Richtungsableitungen exisitieren.
Beispiel 2.26:
Y fir 22 4+ g2 > 0
Sei f:R? — R wie in Beispiel 1.26 mit f(z,y) = iy’ Y )
0 fire=y=0
Wir betrachten die Richtungsableitungen im Punkt a = (8) mit v = ().
. fla+tw)—fla) .. fltv) . t*ofte , t3vfvg . tvdug
lim = lim =lim————-5 =lim —%—F——- = lim ——.
t—0 t t—0 ¢ t—0 t4vi1 + t2v§ t—0 t2 (t%i‘ + U%) t—0 tzvil + v%
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Da die Richtungsableitungen nur fir v # (8) sinnvoll sind betrachten wir folgende drei
Félle:

1. Fall: Sei va2 # 0 dann erhalten wir fiir beliebiges vy

—0
2
tv) — t 0
lim @) = fl@) _ lim 2 = — =0,
0 t =0 2y} 403 V3
~—~
—0

2. Fall: Sei v9 = 0, womit v # 0 folgt. Dann erhalten wir

=0
2
a+tv)— f(a tvijv
RACREL) f()im24122 = lim —— = 0.
t—0 t t=0 t207 + vy t—0 t2v]
=0

Das heifit alle Richtungsableitungen in (0,0) existieren.
Wie wir aber in Bieispiel 1.26 schon gezeigt haben, ist f nicht stetig im Ursprung und

damit insbesondere nicht differenzierbar in (0,0). Deswegen gilt

alle Richtungsableitungen existieren #- differenzierbar.

Definition 2.27:
Sei U C R™ offen und f : U — R eine Funktion. Weiters sei f an der Stelle a € U nach

allen Variablen x1,...,z,, partiell differenzierbar. Dann heifit der Vektor
a0y (@)
grad f(a) := :
7o f(a)

Gradient von f an der Stelle a.

Satz 2.28:
Sei U C R™ offen und f : U — R eine Funktion. Sei weiters f differenzierbar dann ist,
falls grad f(x) # 0 gilt, Dy, f(z) maximal unter D, f(z) fur alle v mit ||v|| = 1, wobei

vy 1= 7grad f(z) (22)

O Jlgrad f(z)[|’
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Beweis. Fiir alle z,y € U gilt die Cauchy-Schwarz’sche-Ungleichung. Das heifit
(v, w) < v, w)| <o - lwll. (23)

Da f differenzierbar ist, existieren nach Satz 2.25 alle Richtungsableitungen und ins-
besondere die partiellen Ableitungen. Das heiffit wir konnen nach Definition 2.27 den

Gradienten von f in x bilden. Nach der Cauchy-Schwarz’schen-Ungleichung gilt also
(grad f(z),v) < |lgrad f(z)[ - ||v]| = [[grad f(z)]|
=1

Setzen wir nun den Vektor vy aus Gleichung 22 fiir v ein erhalten wir

grad f(2)

erad f@)]”

{grad f(z),vo) = (grad f(z)

Aufgrund der Rechenregeln fiir das Skalarprodukt erhalten wir daraus

grad f(x) (grad f(x),grad f(x))
grad f(x),vp) = (grad f(x), =
e Jw)s o) = A T e d @] 7 Jarad F@]
grad f(x)|
=12 J VYR d 24
Die Gleichheit in der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (23) gilt genau dann, wenn v
und w linear abhéngig sind. Das ergibt, dass vy = i% fiir ||vo|| = 1. Man kann
grad f(z)

sich aber leicht vergewissern, dass vy = * Tlarad F(2)]] ein Maximum ist.
Das heifit dass das Maximum der Richtungsableitungen in Richtung vy durch ||grad f(x)||

eindeutig bestimmt ist. O

Kurz gesagt gibt der Gradient die Richtung des stdrksten Anstiegs von f an und sein

Betrag ist gerade dieser stéarkste Anstieg.

Auch am Ende des Kapitels der Differenzierbarkeit wollen wir die wichtigsten

Ergebnisse in einer Tabelle sammeln.
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3 Resiimee

Ausgehend vom ’Cauchy-Irrtum’ haben wir in den vorangegangenen Seiten noch weitere
Tiicken herausgearbeitet. Bleiben wir zunéchst bei der Stetigkeit. Nicht nur haben wir
ein recht einfaches Gegenbeispiel fiir die Vermutung von Cauchy gefunden, sondern auch
eines, in dem wir zwar partielle Stetigkeit gezeigt haben, aber in keinem Punkt Stetigkeit
vorliegt.

Obwohl Augustin-Louis Cauchy irrtiimlich dachte, dass schon aus separater Stetigkeit
die Stetigkeit folgt, haben wir noch ’stérkere’ Begriffe kennengelernt, aus denen jedoch
im Allgemeinen auch nicht die Stetigkeit folgt. So haben wir radial stetige Funktionen
betrachtet, die jedoch nicht stetig sind.

Sogar Funkionen, die bei Anndherung auf der Kurve {(z,cz™") € R? : € R} immer

den gleichen Wert ergeben, sind nicht stetig.

Analog zum ’Cauchy-Irrtum’ ergibt sich auch fir die Differenzierbarkeit die mogliche
Ticke, dass aus partieller Differenzierbarkeit nicht Differenzierbarkeit folgt. Dafiir ha-
ben wir auch ein recht einfaches Gegenbeispiel gefunden.

Obwohl partielle Differenzierbarkeit zwar ein sehr einfacher Begriff ist, fiithrt sie zu kei-
nem Differenzierbarkeitsbegriff, der auch mit jenem in einer Variable konsistent ist. Es
soll ja auch, wie im eindimensionalen Fall, aus einer sinnvollen Definition der Differen-
zierbarkeit auch Stetigkeit folgen, was ja im Sinn der partiellen Differenzierbarkeit nicht
der Fall ist, was wir auch anhand eines Beispiels gezeigt haben.

Auch haben wir durch ein relativ kompliziert konstruiertes Beispiel gezeigt, dass diffe-
renzierbare Funkionen nicht stetig partiell differenzierbar sein miissen.

Fiir eine differenzierbare Funktion existieren alle Richtungsableitungen, was sich auch
intuitiv ergeben wiirde, wenn man sich fiir eine Funktion im R? die Ableitung als Tan-
gentialebene vorstellt. Dass jedoch die Riickrichtung nicht gilt, ldsst sich intuitiv nicht

mehr so leicht erkldren und stellt ebenfalls eine mogliche Tiicke dar.

Die soeben beschriebenen Schwierigkeiten und Tiicken spielen auch in der aktuellen
Studienplandnderung fiir das Lehramtsstudium Mathematik an der Universitidt Wien
eine wichtige Rolle. Im Zuge der Umstellung des auslaufenden Diplomstudiums auf das
neue Bachelorstudium ist eine Analysisvorlesung in mehreren Variablen fiir angehen-
de Lehrerinnen und Lehrer, im Rahmen des Bachelorstudiums, nicht mehr vorgesehen.

All die Tiicken, die in dieser Diplomarbeit aufgekommen sind, enthédlt man somit den
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Lehramtsstudenten und -studentinnen vor. Diese wissen in Zukunft nicht, dass sich fiir
Funkionen in mehreren Variablen die Definitionen fiir Stetigkeit und Differenzierbarkeit
in einer Variable nicht einfach verallgemeinern lassen. Auflerdem entgehen ihnen auch
mogliche neue Begriffe, die man durch Funkionen mehrerer Variablen einfithren kann.

Zukunftig sind die Bachelorabsolventen bzw. -absolventinnen schon als Lehrer und Leh-
rerinnen tatig, was bedeutet, dass sie zumindest in den ersten Jahren ihrer Unter-
richtstétigkeit iiber die herausgearbeiteten Tiicken und Moglichkeiten nicht Bescheid

wissen.
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