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Vorwort

Zeitreihen sind, im Gegensatz zu vielen anderen Beschaftigungsfeldern der Mathematik, etwas,
worunter sich auch Nichtmathematikerlnnen meist etwas vorstellen kdnnen. Es handelt sich dabei,
salopp gesagt, um in festen zeitlichen Abstdnden gemessene Daten, die meist in Form eines
Diagramms betrachtet werden, wie beispielsweise die taglich aufgezeichnete Entwicklung von
Borsenkursen oder die jahrlich geschatzte menschliche Gesamtpopulation der Erde.

In beiden genannten Féllen besteht ein Interesse daran, anhand der vorhandenen Daten moglichst
verlassliche Zukunftsprognosen zu erstellen, wozu es noétig ist ein mathematisches Modell fiir die

DAX-Schlussstinde vorliegende Zeitreihe zu entwickeln. Die
13.000,00 Zeitreihenanalyse gehort beispielsweise zu den

wichtigsten Werkzeugen der Okonometrie, findet

12.000,00 i aber durchaus auch in anderen Wissenschaften wie
WM der Meteorologie, der Geographie und sogar der
11.000,00 /N’ N

Medizin Verwendung. Im Diagramm links ist
beispielsweise die Zeitreihe der Schlussstiande des
10.000,00 r/ | W Deutschen Aktienindex zwischen 14.11.2014 und

02.09.2015 abgebildet, die in Kapitel 10 noch
ausgiebig analysiert werden wird.

9.000,00

Obwohl verschiedenste Modellklassen, wie zum

Beispiel ARCH-, GARCH-, oder ARIMAX-Prozesse, Simulation einer
im Themenfeld der Zeitreihenanalyse Verwendung . ARMA(2,1)-Zeitreihe
finden, wird sich diese Arbeit auf eine eingehende

Beschaftigung mit sowohl Autoregressiven 3

Zeitreihen als auch mit Moving-Average Zeitreihen 1

beschranken, die schlielllich verallgemeinert werden
zu dem aus beiden Modellklassen
zusammengesetzten ARMA-Modell — dem in der -3

angewandten Zeitreihenanalyse wohl wichtigstem

-5

Zeitreihentypus.

Dabei wird einerseits genauer auf wichtige Eigenschaften solcher ARM A-Prozesse, im Speziellen auf
Stationaritat, Kausalitdt und Invertierbarkeit eingegangen werden, aber auch ein genauerer Blick auf
wichtige KenngréfRRen von Zeitreihen wie die Autokorrelationsfunktion geworfen werden. Erklartes
Ziel dieser Arbeit ist es dem/der Leserln sowohl grundlegende theoretische Aspekte dieser ARMA-
Zeitreihen, als auch deren praktische Anwendung bis hin zur Erstellung von Zukunftsprognosen
naherzubringen.

Auf dem Weg dorthin musste selbstverstandlich ein gewisser Mut zur Liicke aufgebracht werden,
weshalb, neben der bereits erwdhnten Beschrankung auf eben diese ARMA-Prozesse, beispielsweise
auch auf eine Behandlung komplexwertiger Zeitreihen und auch auf die Beschaftigung mit dem
alternativen Zugang zur Zeitreihenanalyse mittels der Spektralanalyse vollstandig verzichtet wurde.



1. Kurze Wiederholung wichtiger mathematischer Konzepte

In diesem Kapitel sollen zum besseren Verstandnis der folgenden zeitreihenspezifischen Aussagen
und vor allem derer Beweise einige fiir diese bedeutende Ergebnisse der Stochastik, aber auch
anderer mathematischer Teildisziplinen, prasentiert bzw. wiederholt werden. Da diese an und fiir
sich als bekannt vorausgesetzt werden kénnten wird hierbei aus Griinden der Sparsamkeit auf
Beweise verzichtet werden. Sollte Interesse an diesen bestehen, so seien beispielsweise die Blicher
David Meintrup, Stefan Schdffler, Stochastik — Theorie und Anwendungen (Springer, 2005),

Peter J. Brockwell, Richard A. Davis, Time Series: Theory and Methods (Springer, 1991) und

Karl Bosch, Elementare Einflihrung in die angewandte Statistik (Vieweg+Teubner, 2010) empfohlen.
Der Vollstandigkeit halber sei noch erwiahnt, dass des Ofteren nur Spezialfille bekannter Sitze oder
Konzepte angefiihrt sein werden, da dieses Kapitel selbstverstandlich spezifisch fiir diese Arbeit
geschrieben wurde.

1.1 Der Raum der quadratintegrierbaren, reellen Zufallsvariablen

Spricht man von Zeitreihen, so spricht man, wie noch zu sehen sein wird, von Familien von
Zufallsvariablen. Deshalb ist es sinnvoll, samtliche Aussagen auf dem Raum L%R(Q, A, P), dem Raum
der reellen quadratintegrierbaren Zufallsvariablen zu formulieren. Bekanntlich ist dieser Raum
definiert als der Raum aller Zufallsvariablen X: Q — R, fir die gilt, dass E(X?) = [ X?dP < o .
BekanntermaRen ist der Raum Lﬁg(ﬂ, A, P) ein reeller Hilbertraum.

Fir solch einen reellen Hilbertraum H gilt:

(i) Esistfur alle Funktionen f, g und h aus H und Koeffizienten a und b aus R ein

Skalarprodukt {f, g) := [ f - g dP und eine Norm ||f|| = /(f,f) definiert, fiir die
folgende Aussagen gelten:

o (f,9)=4(9./)

o ({af +bg,h) =a(f,h)+b{g,h)
o (f,f)=0und(f,f)=0ef=0
o Kl < IIfI-lgll .

(i) Eristvollstandig, d.h. alle Cauchyfolgen in H konvergieren bezliglich der Norm gegen
einen Grenzwert, der wiederum in H liegt. (Siehe Def. 1.2.2)

Nachdem es sich beim L%R(Q, A, IP) um einen Hilbertraum iber einem Wahrscheinlichkeitsraum
handelt und bekanntermallen der Erwartungswert einer Zufallsvariable X definiert ist durch
E(X) := fXd[F’ , lassen sich mit dem Skalarprodukt zusammenhangende Ausdriicke durch den
Erwartungswert folgendermaRen ausdriicken:

(i) X% = (X, X) = E(X?)

(iv)  (X,1)=(1X)=EX)

V) (XY)=EX-Y)

. 2
Vi) Var(X) =E[(X — E())| = IX — EGOIl = (X — EX), X — EX)

(vii)  Cov(X,Y) =E[(X —EX)) - (Y —E())] = (X — EX),Y — E(Y))
(vii) X €LZ(QAP) o [X2dP =E(X?) < o .
2



Erwahnenswert ist auBerdem, dass, weil jedes nach den Kolmogorow-Axiomen definierte
WahrscheinlichkeitsmaR [P ein endliches MaR darstellt, fir 1 < p < q der Raum L%(Q,A, P) in den
Raum L%(Q, A, IP) eingebettet ist, dass also gilt, dass L? € LP . Daraus folgt im Speziellen, dass eine
Zufallsvariable X aus L% (€, A, P) stets auch Element des Raums L (Q, A, IP) ist, dass also gilt, dass
E(X?) = [ X2dP < o0 = E(|X]) = [|X|dP <.

Im Folgenden wird mit der verkiirzten Schreibweise “ L? “ stets der Raum der reellen,
guadratintegrierbaren Zufallsvariablen L%R(Q, A, P) gemeint sein — auf komplexwertige
Zufallsvariablen — und somit komplexwertige Zeitreihen -wird in dieser Arbeit nicht eingegangen
werden.

Es ist noch der Vollstandigkeit halber anzumerken, dass es sich bei den Elementen des Lﬁg(ﬂ, A P)
genau genommen nicht um Zufallsvariablen, sondern um Aquivalenzklassen von Zufallsvariablen
handelt, in denen jeweils alle Zufallsvariablen X mit E(X?) < oo, die fast sicher {ibereinstimmen,
zusammengefasst werden.

Hierbei bedeutet ,fast sichere” Ubereinstimmung, dass die Zufallsvariablen sich nur tiber
Elementarereignissen, deren Wahrscheinlichkeit 0 ist, unterschiedlich verhalten diirfen —

Lfast sicher” ist einfach das wahrscheinlicheitstheoretische Aquivalent zum aus der MaRtheorie
bekannten ,fast Gberall”.

Beispielsweise sind auf stetigen Wahrscheinlichkeitsraumen tber den reellen Zahlen die

Zufallsvariablen X (w) == w und Y (w) = {j) ];I;:l;; €{n-nlner} fast sicher dquivalent, da hier

einzelnen Punkten wie den Vielfachen von  die Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet ist.

Nachdem diese Unterscheidung zwischen Zufallsvariablen und deren Aquivalenzklassen aber fiir die
Zwecke der Zeitreihenanalyse keine praktischen Implikationen hat, wird dies, der besseren Lesbarkeit
geschuldet, in dieser Diplomarbeit geflissentlich ignoriert werden, wie es auch in der gesamten dem
Autor bekannten Literatur zu diesem Thema der Fall ist, und einfach von Zufallsvariablen aus L?
gesprochen werden.

1.2 Konvergenzbegriffe der Stochastik

In der Stochastik existieren zahlreiche Konvergenzbegriffe, von denen hier die zwei bedeutendsten,
zusammen mit drei wichtigen Ergebnissen der Integrationstheorie, vorgestellt werden sollen.

Definition 1.2.1 Konvergenz in L? - Konvergenz im quadratischen Mittel

Eine Folge von Zufallsvariablen (X,,),cy , deren Folgeglieder Elemente des Raums L? sind, heiRt
konvergent in L? bzw. konvergent im quadratischen Mittel, wenn eine Zufallsvariable X im
selben Raum L? existiert, sodass gilt, dass

lim ||X,, — X||> = 0 bzw. dquivalent: lim E[(X,, — X)?] =0 .
n—oo n—-oo

LZ
Man schreibt auch kurz X;, —» X.



Definition 1.2.2  Cauchyfolge in L?

Eine Folge von Zufallsvariablen (X,,),cy , deren Folgeglieder Elemente des Raums L? sind,
heiRt Cauchyfolge in L?, falls gilt:

Ve>0 Iny €N,sodassvVm,n > ny: || X, — Xull < € bzw. dquivalent: VE[(X,, — X,,)?] <€ .

Anmerkung 1.2.1

Da der L2-Raum vollstindig ist, genligt es fiir eine Folge von L?-Zufallsvariablen also zu zeigen, dass
es sich dabei um eine Cauchyfolge in L? handelt, um ihre Konvergenz in L? zu beweisen.

Definition 1.2.3  Fast sichere Konvergenz

Eine Folge von Zufallsvariablen (X;,),,en auf einem Wahrscheinlichkeitsraum({, A, IP) heiRt
fast sicher konvergent, wenn eine Zufallsvariable X auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
existiert, sodass gilt:

P(lim X, =X) = P{w e Q“i_r)goXn(w) =X)}=1.

n—oo

fs.
Man schreibt dafiir auch kurz X, 5 X.

Anmerkung 1.2.2

Betrachtet man den Raum Lﬁg(ﬂ, A, P), so bedeutet dies anders formuliert, dass eine solche Folge
von Zufallsvariablen genau dann fast sicher konvergiert, wenn sie gegen eine Zufallsvariable

X konvergiert, deren Werte fir alle Elementarereignisse, deren Wahrscheinlichkeit grofRer als Null ist,
reell sind und somit im offenen Intervall (—oo, ) liegen.

Man kann nun fur diesen Raum aus E (1im IXnI) = [ lim |X,|dP < oo folgern, dass lim |X,,| auf
n—0oo n—-oo n—oo

allen Elementarereignissen, deren Wahrscheinlichkeit groBer als Null ist, endliche Werte annimmt,
woraus folgt, dass (|X,|)nen fast sicher konvergiert.

Mochte man auf einem beliebigen Wahrscheinlichkeitsraum hingegen zeigen, dass (X;,),en fast
sicher gegen eine vorgegebene Zufallsvariable X konvergiert, so genligt es trivialerweise zu

beweisen, dass E (Aim Xp — X) = f%im X, — X)dP = 0 gilt.

Anmerkung 1.2.3

Fast sichere Konvergenz ist nicht dquivalent zu Konvergenz im quadratischen Mittel.
Beispielsweise sei ([0,1], B[0,1], P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, wobei IP eine (stetige)
Gleichverteilung auf [0,1] sei.

-1
Sei X,y (w): = {*/05 ‘S‘)Ois[t("" 1 sofolgt: E(lim X, —0) = [ lim X,dP = [0dP =0,



d.h. X,, konvergiert fast sicher gegen 0. Allerdings gilt auch, dass

lim E[(X, - 0] = lim (V)" - P(@ € [0,n ) +0-Pw € (", 1)) = lim 1=1%0,,

n—-oo n—-oo

d.h. X,, konvergiert nicht im quadratischen Mittel gegen 0.

Die folgenden drei wichtigen Satze machen (unter anderem) Aussagen dariiber, unter welchen
Bedingungen es moglich ist Erwartungswerte in unendliche Reihen ,hineinzuziehen” — ein Vorgang,
der fir viele Beweise unerldsslich sein wird.

Satz 1.2.1 Satz von der monotonen Konvergenz

Fur eine monoton wachsende Folge von nichtnegativen Zufallsvariablen (X;,),,cy auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, IP) gilt:

lim [ X, dP = [ lim X,dP bzw. lim E(X,) = E(lim X,,) .
n—-oo n—-oo n—-oo n-—-oco
Lemma 1.2.1 Lemma von Fatou

Fir eine Folge von nichtnegativen Zufallsvariablen (X,,),en auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A P) gilt:

liminf[ X, dP > [liminfX, dP bzw.liminf E(X,) > E (liminfX, ) .
n—oo n—oo n—oo n—oo

Satz1.2.2 Satz von der dominierten Konvergenz fiir L2-Zufallsvariablen

Sei (X,,)nen eine Folge von L?-Zufallsvariablen. Es gilt: lim E(X,) = E(lim X,,), wenn folgende
n—-oo n—oo

Bedingungen erflillt sind:

(i) (X,)nen konvergiert fast sicher oder in L? gegen eine Zufallsvariable X

(ii) 3Y € L2: vn € N: |X,,| <Y fast sicher.

1.3 Der Projektionssatz

Dieser wichtige Satz der Funktionalanalysis wird spater bei der Berechnung von partiellen
Autokorrelationen und der Erstellung von Zukunftsprognosen eine grofRe Bedeutung haben.

Definition 1.3.1 Orthogonales Komplement

Das orthogonale Komplement einer Teilmenge M eines Hilbertraumes H ist jene Teilmenge M+
von H, fur die gilt:

xEMt © (x,y)=0 VyeM .



Satz1.3.1 Projektionssatz
Sei M ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraumes H und sei x € H , dann gilt

N e . ol = s _

(i)3!' X € M mit ||x — x| J}glfvlllx yli

(i) X € Mund ||x — X|| = ig}&llx—yll@J?EMund(x—J?)EMJ-.
y

Die Abbildung Py, : H - M mit Py (x) = X heilt Orthogonalprojektion von H auf M.

1.4 Schitzfunktionen

Im Folgenden werden einige wichtige Eigenschaften von Schatzfunktionen vorgestellt, die in jenen
Teilen dieser Arbeit, die sich mit statistischen Aspekten der Zeitreihenanalyse beschaftigen, von
Bedeutung sein werden.

Definition 1.4.1 Erwartungstreue
Eine Schatzfunktion S fiir einen Parameter a heiRt erwartungstreu, wenn gilt:
E(S)=a .

Eine Folge von Schéatzfunktionen (S,,),en flr einen Parameter a heit asymptotisch
erwartungstreu, wenn gilt:

lim E(S,) =a .

n—oo

Definition 1.4.2 Konsistenz

Eine Folge von Schatzfunktionen (S,,),en flr einen Parameter a heiBt konsistent, wenn gilt:
Ai_r)gOP(lSn—al >e)=0 Ve>0 .

Satz1.4.1

Seien fur alle n aus N die Schatzfunktionen S,, fiir den Parameter a erwartungstreu, dann ist
(8)nen konsistent, wenn gilt:

lim Var(S,) = lim E[(S,—a))]=0 VneN .

n—oo



2. Zeitreihen, Stationaritit und Autokovarianz

In diesem Kapitel soll der Begriff ,,Zeitreihe” zunachst einmal klar definiert werden und der wichtige
Begriff der Stationaritat vorgestellt werden. Darauf aufbauend sollen die linearen
Abhdngigkeitsstrukturen innerhalb stationdrer Zeitreihen genauer untersucht werden, wobei die
Begriffe Autokovarianz, Autokorrelation und partielle Autokorrelation definiert werden. Den
Abschluss dieses Kapitels bilden zwei Satze, die zur Beweisfiihrung in folgenden Kapiteln enorme
Bedeutung haben werden.

Definition 2.1 Stochastischer Prozess

Ein stochastischer Prozess ist eine Familie von auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, IP) definierten Zufallsvariablen (X; : t € T) mit beliebiger Indexmenge T.

Definition 2.2 Zeitreihe, Zentrierte Zeitreihe

Ein stochastischer Prozess (X; : t € T) mit diskreter Indexmenge T heilt Zeitreihe. Im Speziellen
nennt man also die stochastischen Prozesse X = (X; : t € Z) und Y = (Y; : t € N) Zeitreihen.
Sei Z = (X; : t € T) eine Zeitreihe und gelte fir alle t, dass E(Z;) = 0, so nennt man Z zentriert.

Definition 2.3  Strenge Stationaritat

Eine Zeitreihe X = (X; : t € Z) heillt streng stationar, wenn gilt, dass die
Zufallsvektoren (X3, ..., Xi) und (X141, ..., Xx4p) fur alle k und h aus Z die selbe (multivariate)
Verteilung besitzen.

Definition 2.4 (Schwache) Stationaritat

Eine reellwertige Zeitreihe X := (X, : t € Z) heiRt schwach stationire L*- Zeitreihe, oder auch
nur stationare Zeitreihe, wenn gilt:

)EX?) <o VteEZ dh: X, €L? VteTL
i) Ju ER, sodassE(X;) =u VteLZL
iii) Cov(X¢y, Xe,4n) = Cov(Xe,, Xepon) Vit hETL .

Die Funktiony : Z =» R mity(h) = Cov(X¢, Xt4n) = Cov(X,, Xp) heiBt Autokovarianzfunktion,
die Zahl h bezeichnet man als Lag.
14W)

Firy(0) > 0 heiRt die Funktion p(h) = o) Autokorrelationsfunktion .



Korollar 2.1
Flr eine stationare Zeitreihe X gilt, dass:

(i) Var(X;) =y(0) VteZ
(i) 3c ER, sodass E(X?) =c VtEZ
(iii) y(h) =y(—=h) VhEeLZ
(iv) p(h) = p(=h) VhEL

Ist X zentriert, so gilt auRerdem:

(v) y(h) = E(X; - X¢yn) VLR EZL
(vi) y(0) = E(X?) VteZ

Beweis:

(i) Var(X,) = Cov(X, X) = Cov(Xy, X¢10) = v(0)

(i) Var(X) = E[(X, — 0?] = E(X?) — u? = E(X?) = Var(X,) + i = ¢

(i) y(h) = Cov(Xy, Xein) = E[(Xy — ) Kesn — ] = E[(Xppn — )X — )] =
= E[(X; — W) (Xe—p — )] = Cov(Xe, Xp—p) = y(=h)

. _ym _yCm
(iv) p(h) = 70 = 70 p(=h)

(v) y(h) = Cov(Xy, Xein) = E[(Xy — 1) - (X, — )] = E(Xp - Xein)

(vi) EX?) = Var(X,) + p? =y(h) +u? =y(h)
@) ®

Anmerkung 2.1

Stationaritat ist wohl die ,wichtigste” Eigenschaft, die eine Zeitreihe besitzen kann. Diese Bedeutung
lasst sich folgendermalien erklaren:

Salopp ausgedriickt bedeutet Stationaritat, dass die linearen Abhangigkeitsstrukturen zwischen den
einzelnen Zufallsvariablen einer stationaren Zeitreihe in der ,, Zukunft” dieselben sein werden wie
diejenigen in ,Gegenwart” und ,Vergangenheit”.

Ohne Stationaritat konnte man niemals (sinnvolle) Schliisse aus der ,,Vergangenheit” auf das
,zukinftige” Verhalten einer Zeitreihe ziehen, was in der Praxis die Analyse von Zeitreihen, speziell
wenn das Ziel dabei das Erstellen von Zukunftsprognosen darstellt, als wenig sinnvoll erscheinen
lieRe.

Obgleich strenge Stationaritat bedeuten wiirde, dass samtliche Abhangigkeitsstrukturen zwischen
den Zufallsvariablen zeitinvariant sind, geniigt es im Allgemeinen von (schwacher) Stationaritat
auszugehen, da das Hauptinstrument der Zeitreihenanalyse die Analyse der Autokorrelationsfunktion
darstellt, die ohnehin lediglich lineare Zusammenhange beschreiben kann.



Definition 2.5 Partielle Autokorrelation

Sei X = (X;:t € Z) eine stationadre und zentrierte Zeitreihe.Seih > 1,
H = span{X;, X;41, .., Xt+n—1} und Py die Orthogonalprojektion von L? auf H , sodass

Py(Xern) = dp1Xesn—1 t dpaXegr + -+ dppXe

dann nennt man m(h) = dj , die partielle Autokorrelation von X zum "Lag" h.

Satz 2.1 Berechnung der partiellen Autokorrelation

Die partiellen Autokorrelationen 7(h) ergeben sich fiir y(0) # 0 als Teile der Lésungen der
folgenden linearen Gleichungssysteme, sofern diese eindeutig I6sbar sind.

1 p(1) - pth—1) dp,1 p(1)
ZONE R R e
plh=1) o -1 ORI

Beweis

Esgilt:  (Py(Xtyn) — Xeynou) =0 Vu€eH
= (Py(Xe4n) = Xevn Xewr) =0 VK €[0,h — 1]
& (PyXean) Xews) — Xexn Xeqr) =0 Ve €[0,h—1]
& E(Py(Xesn) - Xerr) = EXeyn - Xerx) VK €[0,h—1]
© E(Xh o dn;  Xevnoj Xerk) = EKpin - Xew)  Vk €[0,h—1]
And Z?=1 dh,j ) IE(Xt+h—j 'Xt+k) = EX¢4n Xewr) VK E[O,R—1]
oY dy;y(h—j—k)=y(h—k) Vkel[0,h—1]

oYX dyj-pth—j—k)=ph—k) Vkel[0,h—1]

Satz 2.2

Sei X = (X; : t € Z) eine beliebige reellwertige Zeitreihe und (a,),cz eine beliebige Folge reeller
Zahlen, fur die gilt, dass

() supE(X.]) < oo
teZ
(i) zwlaj| < o,

dann konvergiert folgende Reihe fiir alle t € Z fast sicher absolut:

[ee) co

©
Z ant—j = Z ant—j + a_th+j
=1

= =0 j
Handelt es sich bei X zusatzlich um eine L?-Zeitreihe (also X, € L? Vt € Z), so konvergiert die Reihe

im quadratischen Mittel gegen denselben Grenzwert, gegen den sie fast sicher konvergiert.
9



Beweis

E{ D lgj|-|x] | = Zl%l E(X;-i[) < sup E(X.D)- Z|a,|<oo,
j:—oo j_—oo _4—/ ]_—oo
Satz v.d.mon.Konvergenz <

d.h.: Z;’;_m a;X;_j konvergiert fast sicher absolut.

Fiir die Konvergenz im quadratischen Mittel genligt es nun zu zeigen, dass die Folge der
Partialsummen der Reihe fiir alle t € Z eine Cauchyfolge in L? darstellt.
Ist X eine L2-Zeitreihe, so folgt E(X?) < o VtE€Z.

Seienm,n € N mit 0 < m < n. Dann gilt, dass

2 2
n n n n

lim z a;jXe_j + Z a_Xeekll = lim E Z a;jXe_j+ Z a_Xevk =

m,n—oo m,n—oo
j=m k=m j=m k=m
2

= lim E Z a;Xe_j = lim E 2 Z aj-ag-Xej Xep | =

m,n—co m,n—co

m<|jl<n m<|jl<n m<|k|<n

= lim Z Z aj-ay E(Xe—j* Xe—p) < lim [sup E(X2) - Z a| |=0,
m,n—oo mmn-o| te7
m<|jl<n m<|k|<n ~— m<|jl<n
<00
-0

wobei Zm<|j|<n a; gegen 0 konvergiert, weil nach Voraussetzung Z;’-°=_oo|aj| konvergiert, somit auch
[ee]

j=—-oo @ konvergiert und deshalb nach dem Cauchykriterium die Folge der Partialsummen dieser

Reihe eine Cauchyfolge sein muss.
Das bedeutet nun, dass die Folge der Partialsummen der Reihe Z;’;_m a;X;_; eine Cauchyfolge in
L? ist und somit diese Reihe im quadratischen Mittel konvergiert.

Nun muss noch die fast sichere Gleichheit der beiden Grenzwerte gezeigt werden.
Sei S der Grenzwert im L%-Sinne, dann gilt:

2 2 2
n n n
j=—-n j=-n Fatou j=—n
[ >0 VweQ:P(w)>0 J

Dabei kann man den Limes dem Limes Inferior gleichsetzen, weil man weiR, dass die Reihe

}__OO a;X;_j fast sicher konvergiert und somit auch § — Z]__Oo a;X;_j fast sicher konvergieren
muss.
Die rechte Seite dieser Ungleichung ist nun, nachdem Z;L_n
flir n — oo gegen S konvergiert, gleich 0. Die linke Seite der Ungleichung kann klarerweise nicht

a;X;_j im quadratischen Mittel

kleiner als 0 sein, also muss sie genau 0 sein.

10



2
Also konvergiert (S - Z;L_n ant_j) fast sicher gegen 0, woraus wiederum folgen muss, dass
S — Z}L_n a;X;_; fast sicher gegen 0 und somit Z;L_n a;X;_j fast sicher gegen S konvergiert,

woraus die fast sichere Gleichheit der beiden Grenzwerte folgt.

Lemma 2.1

Sei X = (X, : t € Z) eine L?-Zeitreihe und sei die Reihe Zﬁ_m a;X,_j fast sicher absolut konvergent,
so gilt

Beweis:
Es gllt Z;.;—oo ant—j = Z;}.;O ant—j + Z;}.;l a_]-XH]- = ‘r{l—l;lgo Z?:O ant—j + Tlll—>n<}o Z?:l a_th+j .

Nachdem Y72 _, a;X;_; fast sicher absolut konvergiert missen auch Y72 a;X;_; und Y72, a_; X,
fast sicher absolut konvergieren und damit natiirlich auch fast sicher konvergieren. Aus dieser fast
sicheren absoluten Konvergenz, jeweils gegen die L?-Zufallsvariablen Y; und Y5, folgt

. vn € N: |Z;-‘=0 ant—j| < Z}‘=0|ant_j| =Y; fast sicher
. vn € N: |Z;-‘=1 a_th+j| < Z?=1|a_th+j| =Y, fast sicher.

Deshalb kann man den Satz von der dominierten Konvergenz fiir L?-Zufallsvariablen (Satz 1.2.2)
anwenden und erhalt

B2 aXe—;) = E(lim T aX,—;) + B (lim Tfy a Xy ) =
= T{l_r){)lo o a;E(Xe—j) + YEI_I)TC}O Y1 a-EXey)) =

= 220 GB(Xe-j) + Xj2 o0 GE(Xe-j) = oo GE(Ke—)) -

Satz 2.3

Sei X = (X; : t € Z) eine stationare Zeitreihe mit Autokovarianzfunktion y. Sei (aj)]_eZ eine Folge

reeller Koeffizienten, fur die gilt, dass Z;’;_w|aj| < oo, dann gilt fur alle t aus Z folgendes:

(i) Die Reihe Z;’;_w a;X;_;j konvergiert fast sicher absolut.

(ii) Die Reihe Z;’;_m a;X;_;j konvergiert fast sicher und im quadratischen Mittel gegen
denselben Grenzwert Y;.

(iii) Die so erhaltene Zeitreihe Y := (Y;:t € Z) ist stationar.

(iv) Ist X zentriert, so ist auch Y zentriert.

(v) Die Zeitreihe Y besitzt die Autokovarianzfunktion

oo oo

=) > aawh—k+)).

j=—oo k=—c0
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Beweis:

Aufgrund der Definition von Stationaritit ist X eine L2-Zeitreihe, somit auch eine L!-Zeitreihe und es

gilt somit fur alle t, dass E(]X;|) < oo und somit trivialerweise auch sup E(|X;|) < .
teZ

Somit sind die Bedingungen von Satz 2.2 erfiillt, woraus einerseits fir Z;’;_oo a;X;_; fur alle t die fast

sichere und die L? - Konvergenz gegen den jeweils selben Grenzwert Y; aus L? folgt, andererseits
aber auch die fast sichere absolute Konvergenz der Reihe hervorgeht. Somit ist (i) und (ii) bewiesen.

Fur die Zeitreihe Y = (Y; : t € Z) gilt nun

E(Y,) = E Z aXe—; = Z aE(X,—;) = E(X,) - z aj =ce€R VteZ .
j=—o0 Lemma 2.1 j——oo =UVLEL j=—o0
< oo

Wenn X zentriert ist, so gilt offensichtlich fir alle t aus Z, dass E(X;) = 0 und somit auch E(Y;) = 0,
womit (iv) bewiesen ist (unter der Voraussetzung, dass (iii) stimmt, wurde doch Zentriertheit nur fir
stationare Zeitreihen definiert). Weiters gilt

E(Y;  Yen) = E Z ajXej (Z akXt—k+h) = Z Z ajapXe_jXeksn | =

j=—o0 k=—o0 j=—00 k=—0c0
= > D gm B Xewn) = ) ) gady(h—k+))+EX)?]
Lemma 2.1 j=—co k=—o0 E(XY)=Cov(X,Y)+E(X)E(Y) Jj=—k=-o

Anzumerken ist, dass man Lemma 2.1 hier anwenden darf, weil bekanntlich das Produkt zweier
absolut konvergenter Reihen wiederum absolut konvergent sein muss. Insgesamt gilt nun also

Cov(Yeyn, Ye) = E(Ye - Yeyn) — E(Y) - E(Yeyp) =

i i ajarly(h —k +j) + E(Xp)?] | — E(X,)? Z Z aja, =

j=-— — j=—00 k=—0c0

Z Z ajagy(h—k+j) .

j=—00 k=—o00

unabhiangig von t

Somit sind nun einerseits alle Kriterien von Stationaritdt nachgewiesen worden und damit (iii)
bewiesen, andererseits hat man auch die gewiinschte Autokovarianzfunktion erhalten, womit auch die
Korrektheit von (v) nachgewiesen wurde.

Anmerkung 2.2

Auch wenn die Aussagen der vorangegangenen Satze auf den ersten Blick recht ,trocken” wirken
mogen, so sind doch Satz 2.3, der ja auf Satz 2.2 aufbaut, und auch Lemma 2.1 von fundamentaler
Bedeutung fir die Beweisfiihrungen der nachsten Kapitel.
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3. Weifdes Rauschen, MA(q)- und AR(p)-Zeitreihen

In diesem Kapitel werden erstmals konkrete Arten von Zeitreihen behandelt, allen voran das
elementar wichtige Modell des Weillen Rauschens, aber auch Moving Average- und
Autoregressive-Zeitreihen. Dabei wird auf den Spezialfall der AR(1)-Zeitreihen naher eingegangen
werden um einige Problemstellungen des Kapitels 4 bereits im Vorfeld etwas ndher zu beleuchten.

Definition 3.1 WeiRRes Rauschen

Eine reellwertige Zeitreihe e = (e; : t € Z) heillt Weifles Rauschen, wenn sie folgende
Bedingungen erfllt:

(i) E(e;)) =0 VteZ
(i) 0<Var(e) =02<ow VteL
(i) E(er, ~€r,) =0 Vty #ty; ty,t, €Z .

d.h.unkorreliert

Korollar 3.1
Ein WeiRes Rauschen ist immer stationar und zentriert.
Beweis

VteZ: E(e) =0

VtEZ: E(e?) =Var(e,) < o

a?, h=0

= Cov ist unabhingig von t
0, sonst 818

Cov(et, erqn) = {

Beispiel 3.1

Sei e jene Zeitreihe, die entsteht, wenn man immer wieder einen gewdhnlichen 6-seitigen Wurfel wirft
und jedes Ergebnis abziglich des Erwartungswertes (= 3,5) notiert. Es handelt sich bei e um ein —in
diesem Fall nicht nur unkorrelliertes, sondern sogar stochastisch unabhangiges — WeilRes Rauschen,
dessen Graph, wie man sehen kann, keine Abhangigkeitsstrukturen erkennen lasst.

Realisierung eines WeilRen Rauschens

| Iu"u l \
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Definition 3.2 Moving-Average-Zeitreihen

Seie = (e; : t € Z) ein Weiles Rauschen. Eine Zeitreihe X = (X; : t € Z) heiRt
Moving Average Zeitreihe der Ordnung q oder kurz MA(q)-Zeitreihe, wenn sie
fiir alle t aus Z die folgende Gleichung erfillt:

Xt = €t + b1et_1 + -+ bqet_q bl' ...,bq € R, q € N, bq =0 .

Satz 3.1
Eine MA(q)-Zeitreihe ist immer stationdr und zentriert.
Beweis:

Sei by := 1 und o2 die Varianz des zugrundeliegenden WeiRen Rauschens, dann gilt fiir alle t aus Z,

dass E(X;) = E(e; + byeg_q + -+ bqet_q) =E(e;) + b1E(er—q) + -+ bq]E(et_q) =0.
=0 =0 =0

Aullerdem gilt Folgendes:

Cov(Xe, Xeyn) = E(X; * Xeyn) = E Z bj-e.j | Z by er—k+n || =
[ \J=

q
0
a q
=E Zzb by erj" er—p+n Z

q
z bj IE(et—j : et—k+h) =

R —
j=0k=0 j=0k=0 {gg_ j=k-h
0, sonst
q-h
2
Te Z bj * bjsn., h<gq = (Cov unabhangigvont .
j=0
0, sonst
Insbesondere folgt, dass E(X?) = 02 - i= 0b]2 <o

Anmerkung 3.1

Man hatte den vorigen Satz selbstverstandlich auch wesentlich kiirzer mittels Satz 2.3 beweisen
kdonnen. Das Motiv an dieser direkteren Beweisflihrung ist jenes, dem/der Leserin nochmals die
Kriterien fiir Stationaritat vor Augen zu fiihren. AuBerdem hat man durch diesen Beweis sogleich die
Gleichung der Autokovarianzfunktion von MA(q)-Zeitreihen erhalten, deren wesentliches Merkmal
ist, dass sie fiir Lags groRer als g nur noch den Wert 0 annimmt.

Wahrend die einzelnen Zufallsvariablen des elementaren Zeitreihenmodells des weilRen Rauschens
untereinander unkorrelliert sind, ist dies offensichtlich bei den Moving Average Zeitreihen nicht
der Fall. Hier haben zufillige Ereignisse kurz-bzw. mittelfristige Nachwirkungen auf zukiinftige Werte.
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Beispiel 3.2

Man betrachte das in Beispiel 3.1 beschriebene Weille Rauschen. Anstatt nun direkt die erwiirfelten
Werte abzliglich des Erwartungswertes zu notieren, addiert man nun jeweils die vorhergegangen 4
Werte zum aktuellen Wiirfelergebnis — jeweils abziglich 3,5 — hinzu. Man erhalt so die
MA(4)-Zeitreihe X, gegeben durch X; = e; +e;_1 +er_p+er_3+eiy4.

Realisierung einer MA(4)-Zeitreihe

10
5

n

\

0 ,’\L l‘ \

INJ
5
-10
- = = = WeiBes Rauschen MA(4)-Zeitreihe

Definition 3.3 Autoregressive Zeitreihen

Seie = (e; : t € Z) ein Weiles Rauschen. Eine Zeitreihe X = (X; : t € Z) heillt Autoregressive
Zeitreihe der Ordnung p oder kurz AR(p)-Zeitreihe, wenn sie fir alle t aus Z die folgende
Gleichung erfullt:

Xt = et + a1Xt_1 + -+ apXt_p al, ,ap € [R, ap * 0

Anmerkung 3.2

Zu jedem gegebenen Weillen Rauschen kann man durch willkiirliches Festlegen von
»Anfangswerten” X, ..., X,, , seien sie deterministisch oder auch mit dem WeiRen Rauschen
unkorrelierte Zufallsvariablen, problemlos verschiedene AR (p)-Zeitreihen erzeugen. Im Generellen

sind diese — im Gegensatz zu MA(q)-Zeitreihen- jedoch nicht stationar.

Setzt man beispielsweise fiir eine AR(1)-Zeitreihe, gegeben durch die Gleichung

X, = 0,8X,_; + e, mit N(0,3%)-verteiltem WeiRem Rauschen e, einfach fiir eine diese Gleichung
erfiillende Zeitreihe Y den deterministischen Anfangswert Y, := 20 und flr eine andere, dieselbe
Gleichung erfiillende Zeitreihe Z den Anfangswert Z, := —20, so ergeben sich zwei offensichtlich
sehr verschiedene AR (1)-Zeitreihen, die nach Definition nicht stationar sind, wie man am Diagramm
am Ende dieser Anmerkung sehen wird.

Man sieht, dass zu Beginn der Zeitreihen eben durch das Setzen der Anfangswerte die Stationaritat
gestort wird, sich die so generierten Zeitreihen aber immer mehr annahern. Das lasst den Verdacht
aufkommen, dass wohl zu jedem WeiBen Rauschen und zu jeder AR(1)-Gleichung eine eindeutig
bestimmte stationdre Zeitreihe existiert, was spater noch bewiesen werden wird. Betrachtet man
nun die Gleichung X; = X;_; + e, mit demselben Weiflen Rauschen und setzt fiir die diese
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erfiillende AR(1)- Zeitreihe W den Anfangswert W, = 20 fest, so erhalt man eine Zeitreihe, die ganz
offensichtlich nicht stationar beginnt und sich auch nicht an eine stationare Zeitreihe annahert.

Realisierungen dreier mit Anfangswerten erzeugter
AR(1)-Zeitreihen

60

WeiRes Rauschen

Die folgenden beiden Satze beschaftigen sich nun mit der Frage, fiir welche Koeffizienten a
Uberhaupt stationare AR (1)-Zeitreihen existieren und ob diese stationdren Lésungen eindeutig
bestimmt sind.

Satz 3.2

Es existieren keine stationdren AR(1)-Zeitreihen, die die Gleichung X; = e; + aX,_; fur |a| =1
erfillen.

Beweis:

l1.Fal:a=1

Seien r € Z beliebig und 0.B.d.A. t € Z mit t > r, dann kann man X; durch X, folgendermaflen
ausdriicken: X; =X, +e, ==X, + Z;zrﬂ ej. Angenommen X wadre stationdr, dann gilt

Var(x,)) = EX?) — i = E (X, + Z¢o 1 ej)z] _u?=
= E(X2) + 2E(X, - X_yyr ) +E [(Zj-:r+1 ej)z] =

=Var(X)) + u* + 2E(X; - Xjoy11€)) + Ljoris Thmrs1 E(ej-e) — 4 =
~————

{03 . j=k
0, sonst

=Var(X,) + 2E(X, - X5 pq) + (t—1r—1)-0Z =

=Var(X) + (t —r—1)- 62 + 2uE(X%_ 41 ¢) + 2 Cov(X,, 2o ir€5)
=0 =0
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Also muss gelten, dass 62 = 0, was nach Def. 3.1 nicht méglich ist und somit einen Widerspruch
. . . _ _ _ _1
darstellt. Driickt man hingegen X, durch X; aus mittels X,, = X, ;1 —e, = -+ = X; — 5':r ej

so stoRt man auf denselben Widerspruch.

2.Fall:a=-1

Analog mittels X, = (—1)""X, + Z§=r+1(—1)t‘jej )

Satz 3.3

Fur gegebenes WeiRes Rauschen e = (e; : t € Z) und eine reelle Zahl a mit 0 # |a| # 1, gibtes
stets genau eine stationdre AR(1)-Zeitreihe mit Koeffizient a. Diese ist immer zentriert.

Beweis:
1L.Fall: |la] <1

Xe=e +aX, s =e +ale,+aX,_p)==e +ae_,+-+ale_q+aT"' X, (q41) =

q q

= aT" X qen) + Z de._j o X - z ale,j=a'™ X (g+1) VEELVGEN
j=0 j=0

. ; ; 1 .
Aus Satz 2.3 weiR man nun, dass Z;’;O a’e,_j wegen Z;"=0|a1| = o < o sowohl in L? als auch

fast sicher gegen den selben Grenzwert konvergiert. Nun muss noch tberpriift werden, ob es sich bei
diesem, Stationaritat von X vorausgesetzt, fir alle t jeweils um X; handelt.
Angenommen X = (X; : t € Z) ware stationar, so muss gelten, dass

2

q
Xe — Z ale.j|| = ||aq+1Xt—(q+1)”2 =E [(aq+1Xt—(q+1))2] = IE(‘1zq+2Xt2—(q+1)) =
=0

= a®TE(Xgv) = @PTPEMD).

stationar
q 2 oo
) ) ; ] 2042 ) . 12, f.s
Also gilt: lim ||X; —Zafet_j = lim g®"" E(X7) =0 = ) ale,.; — X, Vt€EL
q—0oo q—oo S—— ——
=0 lal<l <o =0

Es wurde also bewiesen: Wenn es eine stationdre AR(1)-Zeitreihe fiir gegebenes Weilles Rauschen
und |a| < 1 gibt, so ist diese eindeutig bestimmt durch X, = Z;’-°=0 ajet_]- . Nun muss noch gezeigt
werden, dass Z?:o ajet_j auch tatsachlich eine stationare und zentrierte AR(1)-Zeitreihe mit

Koeffizient a ist. Es gilt:
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q q-1
X, —aX,_; = lim Zajet_j —a ake,__; || = lim Zajet_j —

ES
1l <
[uy

&

a“e;_ =
j=0 k=0 j=0
q q
= lim (e, + Eajet_j - Z aeiy || = lime, =e, ,
q—© = — q—

dh:X = (X, :t €Z) mitX, = Y55, ajet_j ist fur |a| < 1 eine AR(1)-Zeitreihe.

Nachdem das Weille Rauschen e eine zentrierte, stationare Zeitreihe ist, folgt nun direkt aus Satz 2.3,
dass X eine stationare und zentrierte Zeitreihe ist.

2.Fall: |a| > 1
X =aX X =—(X = ! ! X, =
t+1 = Xt Tt €1 S X = E( t41 — €t41) = TRl Tz b2 T T g Cag +E t+q =
q q
1 1 1
=EXt+q_Zaet+j® Xt_ z Xt+q vtEZ,quN
j= j=

. . 1 . .
Wiederum ist aus Satz 2.3 klar, dass — Z;’;1get+j fast sicher und in L? gegen den selben Grenzwert

konvergiert, und wieder soll untersucht werden ob es sich unter der Annahme von Stationaritat
hierbei fiir alle t aus Z um X; handelt.

Angenommen X = (X, : t € Z) ware stationar, so muss gelten, dass

- e[(gere) | - 5lrte) = ()5

= lim ”Xt - (—zj?:l%etﬂ-)nz = lim (%)Zq EXR) =0 = -3 ey L1 X,

q—> q—0oo

2

I 1 1
Za Ct+j - ”a_qXHq

j=1

2

Wenn es eine stationare AR (1)-Zeitreihe fiir gegebenes WeiRes Rauschen und |a| > 1 gibt, so ist
diese also eindeutig fur alle t aus Z bestimmt durch X; = — Z;’Ll i].etﬂ- . Nun muss wiederum

gezeigt werden, dass — Z] 15 et+] auch tatsachlich eine stationare AR(1)-Zeitreihe zum

Koeffizienten a ist. Es gilt, dass

q q+1
a =lim|l - ) —e a-| — €ty
t t-1 = U% o Ctti q) Ctri-1
j=1 ]=1
[ q q+1 q q
(- e || =t (s )+ Y
= lim — — et |— | — —— Cpyi— = lIm . 7
g . al t+j . al-1 t+j-1 g a t+j ' al t+}
| Jj=1 Jj=1 j=1 j=0
q q
1 1
= lim (e, + 7€) 7er+j| = lime, = e,
q—0oo
j=1 j=1




Nun muss noch die Stationaritdt und Zentriertheit bewiesen werden. Nachdem — Z?’;l —jCt+j fast

sicher absolut konvergiert, darf die Summationsreihenfolge gedandert werden. Es gilt nun
-1

21 1 T 21y
S S e w S-S <o
]=—OO ]:

]:1 Jj=—c0

Somit kann man nun Satz 2.3 anwenden, woraus Stationaritidt und Zentriertheit folgt.

Anmerkung 3.3

Fur praktische Anwendungen sind AR(1)-Zeitreihen mit |a|] > 1 kaum brauchbar und werden
deshalb meist nicht weiter beachtet. Der Grund dafir liegt darin, dass diese Zeitreihen, die ja

gegeben sind durch die Gleichung X; = — Z;‘;l%etﬂ-, durch Ergebnisse in der ,Zukunft” beeinflusst

sind, sie sind, wie spater noch genauer definiert werden wird, nicht kausal.

Nochmals klarzustellen ist Folgendes: Die Gleichung X; = a - X;_1 + e; wird fiir jedes WeiRe
Rauschen und fiir alle reellen Koeffizienten von unendlich vielen Zeitreihen erfillt (Man beachte
Anmerkung 3.2). Erst durch die Forderung von Stationaritat definiert diese Gleichung, |a| # 1
vorausgesetzt, eindeutig eine zugehdrige Zeitreihe.

Die Existenz von stationdren AR (p)-Zeitreihen héherer Ordnung p soll im folgenden Kapitel als
Sonderfall einer weiteren Klasse von Zeitreihen untersucht werden, den so genannten
ARMA-Zeitreihen.

Satz3.4

Sei X = (X;:t € Z) die stationdre AR(1)-Zeitreihe zum WeiRen Rauschen e und zum Koeffizienten
a mit Autokovarianzfunktion y, Autokorrelationsfunktion p und partieller Autokorrelationsfunktion
1T, dann gilt:

(i) Firlal <1git yh) =2 = und p(h) = at

2 a

(i) Furla|l > 1gilt y(h) =0

und p(h) =a™"

Beweis:

(i) Aus dem Beweis von Satz 3.3 weils man. dass sich die Zeitreihe durch X; = Z;’;O ajet_j

ausdrucken lasst. Nach Satz 2.3 lasst sich nun die Autokovarianzfunktion berechnen:

n—h
L Z j j+h 2 h
. ; . i al-al™ g <n
y(h) = lim ZZaJ-ak-ye(h—k+]) = lim < ¢ e =
n—oo |\ £ TTL/ n—-o | j=0
Jj=0k=0 o; fur j=k-
{Oe sonst 0 4 SonSt
oo [ee] h
= g2 zazlahzaz.ah.zazfzaz a
e e e 1= g2
Jj=0 Jj=0
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2 ah

- . . . _ym) _% 772 _ n
Fur die Autokorrelationsfunktion gilt nun, dass p(h) = o=, =
% 1 gz
(i) GemaR des Beweises von Satz 3.3 lasst sich die Zeitreihe durch X; = — Z;’;lﬁetﬂ- ausdricken

und so umformen, dass man Satz 2.3 anwenden kann. Der Rest des Beweises erfolgt wie fiir (i)
durch einfaches Ausrechnen.

Beispiel 3.3

Zum besseren Verstandnis der soeben so ausfiihrlich behandelten AR (1)-Zeitreihen seien hier
Diagramme mehrerer Realisierungen solcher Zeitreihen iiber dem stets selben N (0,3?%)-verteilten
Weillen Rauschen mit wechselndem Koeffizienten a prasentiert. Man sieht recht deutlich den
Einfluss des Koeffizienten auf den Verlauf des Graphen der zugehorigen Zeitreihe. Je ndher a von
unten an die 1 heranriickt, desto starker weicht die Zeitreihe vom jeweiligen Wert des WeifRen
Rauschens ab, je ndher a von oben an —1 heranriickt, desto starker oszilliert sie.

Flr die ,nicht-stationaren” Koeffizienten a = +1, hier fiir einen groReren Zeitraum geplottet, sieht
man deutlich das Ergebnis von Satz 3.2: Der Erwartungswert ist nicht konstant bzw. steigt die
Varianz mit fortlaufender Zeit, wodurch Stationaritat in beiden Fallen nicht gegeben sein kann.

Realisierung fir a=0,80 Realisierung fiir a=1

20 150

100

50

AR(1)-Zeitreihe —— WeiBes Rauschen

- = = = Weiles Rauschen AR(1)-Zeitreihe

Realisierung fur a=-0,80 Realisierung fur a=-1

il

> R i

-50 ‘onHHHh‘wM\‘mummw Il

i

—— AR(1)-Zeitreihe —— AR(1)-Zeitreihe
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4. Das ARM A-Modell, Kausalitat und Invertierbarkeit

In diesem Kapitel wird nun, wie bereits angekiindigt, die vielleicht wichtigste Klasse von Zeitreihen in
der angewandten Zeitreihenanalyse, die der so genannten ARM A-Zeitreihen, vorgestellt werden um
einen soliden theoretischen Hintergrund fir die spateren Kapitel, die von statistischen Verfahren
handeln werden, zu geben. Zusatzlich zu diesen ARM A-Zeitreihen werden auch noch zwei weitere
zentrale Begriffe der Zeitreihenanalyse vorgestellt und untersucht werden, namlich einerseits
Kausalitat, ein Begriff, der bereits bei der Behandlung von AR(1)-Zeitreihen einen ersten Auftritt
hatte, und andererseits Invertierbarkeit.

Definition 4.1 ARMA(p, q)-Zeitreihen

Seie = (e; : t € Z) ein WeiRes Rauschen. Eine Zeitreihe X = (X; : t € Z) heiBt Autoregressive
Moving Average Zeitreihe der Ordnungen p und q, oder kurz ARMA(p, q)-Zeitreihe, wenn sie
fur alle t aus Z folgende Gleichung, die auch ARMA-Gleichung genannt wird, erfillt:

p

q
X = Z ajXe_j |+ Z byei_r | mit by =1; ay,...,ap,by,...,bg ER; ap, by #0; p,q €Ny.
j=1 k=0

Anmerkung 4.1

Offensichtlich setzt sich eine ARMA(p, q)-Zeitreihe, wie schon aus dem Namen ersichtlich ist, aus
einer AR(p)-und einer MA(q)-Zeitreihe zusammen. Eine ARMA(O, q)-Zeitreihe erfillt klar ersichtlich
die Gleichung X; = e; + bye;_1 + - + bge,_, und ist somit eine MA(q)-Zeitreihe.

GleichermaRen ist eine ARMA(p, 0)-Zeitreihe, die ja X; = a1 X;_4 + -+ + apX;_p, + € erfillt, eine
AR (p)-Zeitreihe und eine ARMA(0,0)-Zeitreihe X; = e; trivialerweise einfach ein WeiRes Rauschen.
Insofern kann man insbesondere AR (p)- und MA(q)-Zeitreihen als Spezialfélle der Klasse der
ARMA(p, q)-Modelle betrachten, weshalb alle allgemeinen Aussagen (iber diese ibergeordnete
Klasse selbstverstandlich auch Giltigkeit fir diese Sonderfaille haben.

Um Missverstandnisse zu vermeiden ist noch zu erwdhnen, dass in Teilen der Literatur zur
Zeitreihenanalyse Stationaritat bereits in der Definition von ARMA-Zeitreihen vorausgesetzt wird,
was in dieser Arbeit nicht der Fall ist, was eventuell zu Verwirrungen fiihren kdnnte, aber keine
tatsachlichen Auswirkungen haben wird.

Definition 4.2  Backshift-Operator, AR- und MA-Polynom

Der Operator B, definiert durch B/ - X, = Xi—j Vj € Ng heiBt Backshift-Operator.

Sei ®(x) = —Z?=0 ajxj mitay = —1 und ¥(x) = Z?:o bjxj mit by = 1, so kann man die

ARM A-Gleichung auch vereinfacht schreiben mittels

®(B) X, =¥(B) e .
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Dabei bezeichnet man ®(x) als Autoregressives Polynom, oder kurz AR-Polynom,
und W(x) als Moving-Average-Polynom, oder kurz MA-Polynom.

Definition 4.3 Kausalitat

Eine ARMA(p, q)-Zeitreihe X = (X; : t € Z) heiBt kausal, wenn eine Folge reeller Koeffizienten
a;). mit Y7o ,|d;| < oo existiert, sodass gilt:
( ])JeNO j 0| ]|

(00}
thzdjet_j VtEZ
j=0

Eine ARM A-Zeitreihe ist also kausal, wenn man sie als "M A(o0)"-Zeitreihe darstellen kann, oder,
salopp ausgedriickt, wenn ihre Zufallsvariablen nicht von zukiinftigen Werten des WeiRen Rauschens
abhangen.

Korollar 4.1
Eine kausale ARMA(p, q)-Zeitreihe ist immer stationdr und zentriert.
Beweis:

Die Aussage folgt unmittelbar aus Definition 4.3, Korollar 3.1 und Satz 2.3 . [ |

Satz 4.1

Sei X = (X; : t € Z) eine stationdre ARMA(p, q)-Zeitreihe, die die Gleichung ®(B) - X; = ¥(B) - e;
erflllt und fur die das AR- und das MA-Polynom keine gemeinsamen komplexen Nullstellen haben,
dann gilt:

(i) X ist genau dann kausal, wenn keine komplexen Nullstellen des AR-Polynoms ®(x)
existieren, deren Betrag < 1 ist.

(ii) Die Koeffizienten der Darstellung von X mittels X; = Z;":O d; e;_; sind eindeutig

bestimmt durch

id-xj —@ VxeC: x| <1
j=0 ' @ () . - .

Beweis:

"&" Gelte also fir alle Nullstellen von @, dass deren Betrag groRer als 1 ist. Dann existiert ein

& > 0,sodass der Ausdruck$ fur alle komplexen Zahlen x mit |x| < 1 + & definiert ist.

1 . . . 1 1
—— |asst sich nun in Faktoren — -

. zerlegen, wobei Ny, ..., N, die Nullstellen von
D(x) —ap x—N; x—Np

®(x) bezeichnen. Jeder der Faktoren o lasst sich jeweils als Potenzreihe um 0 mit
—Nj

Konvergenzradius |N]| darstellen. Das Produkt dieser Potenzreihen, multipliziert mit dem konstanten
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FaktorT, lasst sich wiederum als Potenzreihe darstellen mit Konvergenzradius R > m1n|1\/]-| .
“a, J

Nachdem gilt, dass mjn|N~| > 1+ ¢, folgt, dass die so entstandene Potenzreihe zumindest fur

x| <1+4+¢ gegen —— konverglert Es existiert also eine Potenzreihe c(x), fur die gilt, dass
) = — Z i vxeC mitlx] <1+
c(x) =——== Cix x mit |x € .
®0) L7
]=

Aus der Konvergenz der Potenzreihe folgt nun, dass die Folge ihrer Summanden eine Nullfolge sein

muss, d.h. es gilt lim cjxj = 0 und damit selbstverstdndlich auch lim c; (1 + 2)1 = 0.
j—oo j—ooo

Es folgt daraus, dass es ein reelles K mit 0 < K < oo geben muss, sodass gilt, dass

c]-(1+§)j<1((:>|cj|-(1+)<K<:>|c]|< K vjeN,
—_— 1

>0
VRN
1 1 2
:Z|C]|<Z =K'2 s =K- - 1 =K-—+K<o .
- 1+ = &
1+2) j=0 145
<1 2

Trivialerweise folgt auBerdem: ®(x)-c(x) =1 Vx €C mit|x| <1+ ¢.

Nachdem die Zeitreihe X = (X;: t € Z) nach Voraussetzung stationér ist, gilt nach Satz 2.3, dass
c(B) - X; sowohl fast sicher absolut als auch im quadratischen Mittel (gegen jeweils denselben
Grenzwert) konvergiert. Man darf also auf beide Seiten ihrer ARM A-Gleichung

®(B) - X; = W(B) - e; den Operator c(B) anwenden und erhalt

®B) X, =¥Y(B) e, ©c(B)-®dB) X, =c(B)-¥Y(B)-e, X, =c(B)-¥Y(B)-e; .
=1
Nachdem c(x) - W(x), eine Potenzreihe multipliziert mit einem Polynom, offensichtlich wiederum

eine Potenzreihendarstellung besitzt, existiert eine Folge von Koeffizienten (dj)jeN , sodass gilt:
0

_¥®
<I>(B)

o Z;’;O|d]~| < oo, was man auf dieselbe Weise folgern kann wie schon zuvor fiir Z?’;0|cj| < oo .

e X,=c(B)-¥(B)-e =Y%,dje_; VtEL

Das bedeutet nun, dass X kausal ist, wobei ((Tj) . gegeben ist durch:
J€ENg

P) = i a; x’ Vx € C mit |x| < 1 (4+¢)
dx) L

Damit ist, unter der Voraussetzung, dass die Bedingungen in (i) erfillt sind, (ii) bewiesen.

" = " sei X eine kausale Zeitreihe, dann existiert eine Folge von Koeffizienten ((i])jeN , sodass gilt:
0

Xe =XYilod e—j Vt€ETL mit Z;’-°=0|CTJ| < oo. Seid(x) =X, djxj , dann gilt, dass

la(x)| = |Z;’;O djxj| < Z 0|a]| x|/ < sup|a]| Zj olxl) = sup|a]| — <o fir|x| <1 .
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Offensichtlich ist |@(x)| fir |x| > 1 divergent, d.h.: @(x) hat Konvergenzradius 1.

Nun gilt W(B) - e, = ®(B) - X, = ®(B) - d(B) - e; .

Wiederum wird eine Potenzreihe mit einem Polynom multipliziert, weswegen dieses Produkt durch
eine Potenzreihe mit minimalem Konvergenzradius 1 ausgedriickt werden kann. Untersucht man das
Verhalten am Rand des Konvergenzbereiches, so erhdlt man

®(x) - a(x) < (zzzolak - (J_rl)kl) : <Z;|aj : (J_rl)f|> <o .

<00 <00

Die Potenzreihe ®(x)d(x) konvergiert also auch absolut fir |[x| = 1. Deshalb kann man definieren:

8(x) =P -alx) = ) &x/ VxeCmit|x| <1.

Jj=0
Man erhalt somit

W(B)-e, = D(B) X, © W(B) e, = ®(B)-a(B) e, & ¥(B) e, = 5(B) - e;

q [ q )
(= Z bjet_]- = Z Sjet—j (=1 et_kZ bjet_j = et_kE 5jet_j =
j=0 j=0 j=0 j=0

q 0o q 0o
= E ijet_jet_k =E ZSjet_jet_k @Zb] IE(et_jet_k) = 25] IE(et_jet_k)
- - - S——’ - S——
j=0 j=0 j=0 Z, j=k j=0 (o2 j=k

(o
_{0 , sonst {0 , sonst

Das , Hineinziehen” des Erwartungswertes in die Reihe auf der rechten Seite ist folgendermafien zu
argumentieren: Man hat gesehen, dass 8 (x) auch fiir x = 1 absolut konvergiert, weshalb Z;’;O 6;

absolut konvergieren muss. Nach Satz 2.3 konvergiert nun Z;’-’;O je;—; absolut (sowohl fast sicher als
auch in L?) und damit trivialerweise auch e,_y - Z;’;O djer_j= Z;‘;O ;e jer_x- Darum darf man hier

Lemma 2.1 anwenden.
Man erhalt nun

o VkSq bka€2=6k0-62®bk=6k
o Vk>q0=5k0'62@6k=0
o
>0

Somit gilt also: W(x) = §(x) = ®(x) - d(x) Vx € C mit |x| < 1.

Indirekt angenommen ®(x) hatte nun eine Nullstelle x, mit |x,| < 1, dann musste gelten, dass
|a(x)] < o0 Vx € C mit|x|] < 1= P(xq) - d(xy) = 0und, dass

Y(x) = &(x) - d(x) Vx € C mit|x|] < 1und ®(xy) - d(xy) =0 = ¥Y(x) =0 .

Also missten W(x)und ®(x) die gemeinsame Nullstelle x,, besitzen, was einen Widerspruch zur
Voraussetzung darstellt, womit nun auch (i) bewiesen ist.
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Anmerkung 4.2

Der vorhergegangene Satz hat nun zwar festgelegt, dass, gibt es unter den gegebenen
Voraussetzungen an die ARMA-Gleichung tatsachlich eine stationare Zeitreihe, die diese erfillt,
diese kausal sein muss. Noch nicht behandelt wurde die Frage, ob es denn (iberhaupt solche
stationaren ARM A-Zeitreihen gibt, eine Liicke, die der folgende Satz 4.2 schlieBen soll.

Satz 4.3 soll dann abschlieBend die Bedingungen an das AR- und das MA-Polynom verallgemeinern
um auch Aussagen bzgl. Kausalitat flir ARM A-Gleichungen machen zu kénnen, deren AR- und MA-
Polynome gemeinsame Nullstellen besitzen, was ja in Satz 4.1 explizit ausgeschlossen war.

Satz 4.2

Flr jedes WeilRe Rauschen und jede ARMA-Gleichung, fiir die das AR- und das MA-Polynom keine
gemeinsamen komplexen Nullstellen haben, und fiir die keine Nullstellen des AR-Polynoms ®(x)
existieren, deren Betrag < 1 ist, gilt folgende Aussage:

Es existiert genau eine stationdare ARMA-Zeitreihe X = (X;:t € Z), die die gegebene
ARM A-Gleichung fiir dieses Weilte Rauschen erfiillt. Diese ist kausal.

Beweis:

Aus Satz 4.1 weild man, dass, wenn es eine solche stationdre ARM A-Zeitreihe X gibt, diese eindeutig
bestimmt und kausal sein muss, das heiBt, es kann zu jeder solchen ARMA-Gleichung nicht mehr als
eine diese erfiillende stationare Zeitreihe existieren.

Im Beweis von Satz 4.1 hat man gesehen, dass man fiir eine ARMA-Gleichung, die die gegebenen

. . . . 0~ y - .
Voraussetzungen erfiillt, stets fur alle x mit |x| < 1 die Potenzreihe d@(x) = % definieren kann, die

immer die Bedingung Z;';Oldjl < oo erfillt.

Deshalb ist es nun ohne weiteres moglich fir jedes WeiRe Rauschen und fiir jede solche ARMA-
Gleichung eine Zeitreihe Y = (Y;:t € Z) mitY; := d(B)e; = Z;’-°=0 djec_;j Vt € Z zu definieren.
Nun muss noch nachgewiesen werden, dass diese Zeitreihe Y auch tatsachlich stets eine stationare
ARMA-Zeitreihe ist, die die gegebene ARMA-Gleichung fiir das vorgegebene WeiRe Rauschen erfiillt.
Zundachst ist nach Satz 2.3 ersichtlich, dass Y stationar sein muss. Durch Einsetzen von X; = @(B)e; in
die ARMA-Gleichung erhélt man ®(B)-Y; = ®(B)-d(B)e; = ¥(B) -e; .

Also erfiillt Y diese ARMA-Gleichung und ist somit eine stationdre ARMA-Zeitreihe.

Definition 4.4 Reduzierte ARMA-Gleichung

Existieren gemeinsame Nullstellen Ny, ..., N;, des AR- und des M A-Polynoms einer
ARMA-Gleichung ®(B) - X; = W(B) - e; , dann nennt man die folgende Gleichung die zugehorige
reduzierte ARMA-Gleichung:

®(B) Y(B)

_°%® ., ___¥®
Ko(B-N;) Ik (B-N;) T
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ien () 1= =2 ind Fx) = 2D __
Seien q)(x) = H?=0(x—Nj) Und l.lJ(x) = H;-;O(X—Nj) ’

AR-Polynom und ¥ (x) als reduziertes MA-Polynom.

so bezeichnet man ®(x) als reduziertes

Existieren keine gemeinsamen Nullstellen von ®(x) und ¥(x), so nennt man ®(B) - X; = ¥(B) - e;
reduzierte ARMA-Gleichung, ®(x) reduziertes AR- und W(x) reduziertes MA-Polynom.

Satz 4.3

Flr jedes WeilRe Rauschen und jede ARMA-Gleichung, deren reduziertes AR-Polynom keine
Nullstellen besitzt, deren Betrag < 1 ist, gilt folgende Aussage:

Es existiert genau eine stationdare ARMA-Zeitreihe X = (X;:t € Z), die die gegebene
ARM A-Gleichung fiir dieses Weilte Rauschen erfiillt. Diese ist kausal.

Wenn nicht alle Nullstellen des AR- und des M A-Polynoms gleich sind, so sind die Koeffizienten der
Darstellung von X mittels X; = Z;’;O d;j e;_j eindeutig bestimmt durch

> P
zajxf =—— VxeClxl<1.
= ®(x)

Dabei bezeichnet ®(x) das reduzierte AR-Polynom und P(x) das reduzierte MA-Polynom.

Beweis:

Seien Ny, ..., Ny alle gemeinsamen Nullstellen von ®(x) und W(x), so gilt fur die eindeutig
bestimmten reduzierten Polynome ®(x) und P(x), dass

D(x) = D) - [1fo(x — Nj) und W(x) = P(x) - [Tk (x — ;) .

Setzt man dies nun in die ARMA-Gleichung ein erhalt man
r T
®(B) - X, = Y(B) - e, © P(B) -Xt-l_[(B —-N;) = @(B)-et-H(B -N) &
j=0 j=0

© dB) X, =P(B) e .

Das bedeutet: Eine Zeitreihe erfiillt eine ARMA-Gleichung genau dann, wenn sie deren reduzierte
ARMA-Gleichung erfiillt. Nachdem nun ®(x) und P(x) keine gemeinsamen Nullstellen besitzen
kénnen und das reduzierte AR-Polynom nach Voraussetzung keine Nullstellen besitzt, deren
Betrag < 1 ist, kann man auf die reduzierte ARMA-Gleichung nun direkt Satz 4.2 anwenden.

Anmerkung 4.3

Genauso wie fiir AR(1)-Zeitreihen gibt es auch stationdare ARM A-Zeitreihen, die nicht kausal sind,

namlich dann, wenn das AR-Polynom keine Nullstellen mit Betrag = 1 besitzt.

Ebenfalls analog zu den AR(1)-Zeitreihen existieren tiberhaupt keine stationdren ARMA-Zeitreihen,

wenn das reduzierte AR-Polynom mindestens eine Nullstelle mit Betrag 1 besitzt.

Wie bereits bei den AR (1)-Zeitreihen kurz angesprochen wurde, sind fir die Praxis in erster Linie
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kausale ARMA-Zeitreihen interessant, weswegen hier auf die diesbeziglichen Sdtze und Beweise
verzichtet wird.

Definition 4.5 Invertierbarkeit

Eine ARMA(p, q)-Zeitreihe X = (X; : t € Z) heiBt invertierbar, wenn eine Folge reeller
Koeffizienten (bf)jeNo existiert mit Zj=0|b]| < oo, sodass gilt, dass

j=0

Eine ARMA-Zeitreihe ist also invertierbar, wenn sich die einzelnen Zufallsvariablen e; des WeilRen
Rauschens eindeutig durch vergangene Elemente von X bestimmen lassen, bzw. wenn sich X als
"AR(00)"-Zeitreihe darstellen lasst.

Satz4.4

Sei X = (X; : t € Z) eine stationdre ARMA(p, q)-Zeitreihe, die die Gleichung ®(B) - X; = W(B) * e;
erfillt, dann gilt:

() X ist genau dann invertierbar, wenn das zugehorige reduzierte MA-Polynom P(x) keine
Nullstellen besitzt, deren Betrag < 1 ist
(ii) Die Koeffizienten der Darstellung von X mittels e, = Z;’;o 15; Xt sind durch das reduzierte

AR-Polynom @ (x) und das reduzierte MA-Polynom P (x) bestimmt mittels

ZE '=% VXEC: |x| <1 .

Beweis:

Haben das AR- und das MA-Polynom keine gemeinsamen Nullstellen und vertauscht man im Beweis
von Satz 4.1 einfach W(x) mit ®(x), so folgt der Rest der Beweisfiihrung im Wesentlichen analog.
Existieren wiederum gemeinsame Nullstellen, so erfolgt der Beweis der Aussage im Wesentlichen
analog zum Beweis von Satz 4.3.

Anmerkung 4.4

Erfiillt eine ARM A-Gleichung sowohl die Bedingungen von Satz 4.3 als auch jene von Satz 4.4, so
existiert offensichtlich wiederum genau eine stationare Zeitreihe X, die diese

ARM A-Gleichung erfiillt, wobei X dann klarerweise kausal und invertierbar ist.

Wie in spateren Kapiteln noch ersichtlich werden wird, wird bei der Suche nach einem passenden
ARMA-Modell zu einer real beobachteten Zeitreihe dessen Koeffizienten (auch) anhand der
(empirischen) Autokorrelationsfunktion geschatzt. Setzt man Invertierbarkeit und Kausalitat — und
die damit verbundenen Anforderungen an die Polynome ®(x) und W(x) - nicht voraus, so kann dies
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aufgrund fehlender Eindeutigkeit der Autokorrelationsfunktion zu Problemen bei der richtigen
Modellwahl fiihren, wie die folgenden beiden Beispiele zeigen sollen.

Beispiel 4.1

Sei X eine beliebige MA(1)-Zeitreihe, d.h. gelte, dass X; = e; + b - e;_; , dann ist nach dem Beweis
von Satz 3.1 ersichtlich, dass die Autokorrelationsfunktion von X folgendermalien bestimmt ist:

1, h=0 ) b (1)

_)_b _ - . __b? b
p(h) = 1352 h=1 . Es gilt nun aber: T - 1+2 I
0, sonst b? 1+ (E)

Die Autokorrelationsfunktion von MA(1)-Zeitreihen mit Koeffizient b ist also die gleiche wie jene von
MA(1)-Zeitreihen mit Koeffizient %, nur durch Kenntnis der Autokorrelationsfunktion lasst sich also
keine Entscheidung dariiber treffen, welche der beiden Zeitreihen fir die Modellierung der

vorliegenden Realisierung besser geeignet ist.

Setzt man aber bei der Modellsuche fiir den Koeffizienten bereits Invertierbarkeit voraus, so kann
man von vornherein einen — namlich den fiir das weitere Vorgehen ,,ungiinstigeren” - der beiden
Koeffizienten ausschlieRen.

Beispiel 4.2

Dieselbe Problematik betrifft auch die Autokorrelationsfunktion von AR (p)-Zeitreihen.
Betrachtet man beispielsweise die stationdre AR(1)-Zeitreihe X, die die Gleichung X; = e; + aX;_4
erfiillt, so ist gemaR Satz 3.4 fur |a| < 1 deren Autokorrelationsfunktion bestimmt durch

la|>1 =2 ph)=a" und |a|<1=ph)=a" .

Das bedeutet nun, dass fir jeden Koeffizienten a mit |a| # 1 die AR(1)-Zeitreihen Y und Z, die die
GleichungenY; = e; + aYy_q bzw. Z; = e, + %Zt_l erfiillen, die selbe Autokorrelationsfunktion

besitzen, weshalb es sinnvoll ist, die Erflllung der Bedingungen von Satz 4.3 fiir das AR-Polynom und
damit eben auch Kausalitdt vorauszusetzen, um somit von vornherein den ,ungiinstigeren” der
beiden Koeffizienten ausschlieRen zu kénnen.

Satz 4.5

MA(q)-Zeitreihen sind immer kausal, AR (p)-Zeitreihen immer invertierbar.

Beweis: trivial.
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Satz 4.6

(i) Sei X eine kausale ARM A-Zeitreihe mit der Darstellung X; = Z;’-’;O dje;_; , so fallen die

Koeffizienten d; geometrisch ab, das bedeutet:
IK>0;3c>1: |g|<K-c/ vj=0

(ii) Sei X eine invertierbare ARM A-Zeitreihe mit der Darstellung e; = Z;":O 5] X;_j, sofallen

die Koeffizienten 5] geometrisch ab, das bedeutet:

IK>0;3c>1: |b|<K-c/ vj=0

Beweis:
(i) Gemal dem Beweis von Satz 4.1 weild man, dass ein § > 0 existiert, sodass die
Potenzreihe }. 72 d]-xj fur alle x mit |x| < 1 + & konvergiert. Es muss also offensichtlich
im speziellen fir x = 1 + & gelten, dass lim [07]- (14 6)f] = 0 sein muss.
]—)OO
Es muss nun also ein K > 0 existieren, sodass fir alle j = 0 gilt, dass:
j
K>|a-(1+68)|= |aj|-<1+5> e |a|<K-c .
~————— ——
>0 =c
(ii) Analog mittels des Beweises von Satz 4.4.

Satz4.7 Bestimmung der Koeffizienten @, und E-
Seien a; := 0 furj ¢ [0,p], b :== O fir j & [0,q], und @; := Bj == 0 furj < 0, dann gilt:

(i) SeiX eine kausale ARMA(p, q)-Zeitreihe, die die Gleichung ®(B) - X; = W(B) - e; erfillt.
Danngiltd; = b; + Z£=1 dj_xar Vj€ENg .
(i) Sei X eine invertierbare ARMA(p, q)-Zeitreihe, die die Gleichung ®(B) - X; = W(B) " e;
erfillt. Dann gilt Ej =—a; — Zﬁ=1 Ej_kbk VieN, .
Beweis:
Sei 0.B.d.A die ARMA-Gleichung ®(B) - X; = W(B) - e, bereits reduziert.

(i) Nach Satz 4.3 gilt fiir alle x € C mit |x| < 1, dass

o p q
. Y(x) o k ,
alx) = sSdlx) Px)=¥Ykx) e Z ax) |- — Z ax® | = Z bjx) <
@ (x) . .
j=0 k=0 j=0
o0 J q 14 q
j=0 \ k=0 j=0 j=0 \ k=0 j=0
Durch Koeffizientenvergleich erhalt man nun fir alle j aus Z, dass
p p p
- aj_xai = —a; % za] Kk =bj o a;=>b +2a] kg
k=0 =-1 k=1 k=1
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(ii) Nach Satz 4.4 gilt fir alle x € C mit |x| < 1, dass

o0 q 14
b(x) = % e b(x) Y=ok e bix’ |- Z bpxk | =— Z axk o
=0 k=0 k=0
o j p [4 q 4
& Z 2 bj_xby |x) = — 2 apx® o Z Z bi_by |x) = — Z agx®
=0 \i=o k=0 =0 \k=0 k=0

Wiederum durch Koeffizientenvergleich erhadlt man fiir alle j aus Z , dass

q
2 Ej—kbk =
k=0

b

T

S

LLS

q
+ z b;_iby
k=1

q
—aj (=1 b] = —aj - Z bj—kbk .
k=1

Beispiel 4.3

Gegeben sei die ARMA(3,2)-Gleichung X; = %Xt—l - %Xt—z + %Xt_3+et + %et_z .

Die Nullstellen von ®(x) =1 — %x + %xz - %x3 sind 2 und + 2i, deren Betrag offensichtlich groRRer

als 1 ist. Die Nullstellen von ¥(x) = 1 + éxz wiederum sind £ 3i und ihr Betrag ist ebenfalls groRer

als 1. AuBerdem haben ®(x) und W(x) keine gemeinsame Nullstellen, also ist die
ARMA-Gleichung bereits reduziert. Es existiert also zu dieser Gleichung fiir jedes WeiRRe Rauschen e
eine eindeutig bestimmte kausale und invertierbare ARMA(3,2)-Zeitreihe X. Die Koeffizienten der

Darstellung von X durch X; = Y,

J

2o a, e;_; ergeben sich nun nach Satz 4.7 folgendermalen:

do =b0:1

o 1

a; =b1+a1=0+a1=5

a b, + d,a, + @ 1+1 1+1( 1) !

a = =_42.Z B P

2 2 T a141 T QoAy 97327 2 9

~ ~ ~ G G, G s
a vj>2 =bj +d;_qa; + dj_a, + dj_zaz = ]2 - ]4 + ]8
=0

Zusatzlich sollen nun die Koeffizienten 5] der Darstellung der Zeitreihe durch e; = Z;’;O 5] Xi—j

bestimmt werden. Man erhalt wiederum gemaR Satz 4.7 :

EO = _ao =1

El == _al - Eobl = _E

- - - 5

b, = —ay; — biby — bob; = 36

- - - 5

bs = —a3 = byby = bib, = ——
. A 5
b] VJ> 3 —_a4_b3é}_b]’_2b2:_T

=0 =0
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Beispiel 4.4

Gegeben sei die ARMA(2,1)-Gleichung X; = —iXt_l + %Xt_z + e — %et_l .
Die Nullstellen von ®(x) = 1 + %x — %xz sind 4 und —2, die einzige Nullstelle von ¥(x) = 1 — %x

ist 4.
Das AR- und das MA-Polynom haben also die gemeinsame Nullstelle 4, weshalb man die
ARMA-Gleichung erst reduzieren muss mittels

1 1 1 101 1
Xt:_ZXt—l +§Xt_2+et—zet_1 <=><1+ZB—§B )Xt=<1—ZB>et<=>

1 1 1 1
S-cB-DB+DX=-;B-De, & —gB+DX, =700 B+X, =2¢, &

1
(=1 2Xt +Xt—1 = Zet @Xt = _EXt_l + et .

Man kann also diese ARMA(2,1)- Zeitreihe durch eine AR (1)-Zeitreihe mit Koeffizient a = —%

ausdriicken. Da ®(x) = 1 + %x nun lediglich die Nullstelle —2 besitzt und deren Betrag

offensichtlich nicht < 1 ist, existiert nun zu jedem WeiBen Rauschen eine eindeutig bestimmte
stationdre Zeitreihe X, die kausal ist. Nachdem es sich um eine AR(1)-Zeitreihe handelt, ist die
Zeitreihe auBerdem invertierbar.

Wie im Beweis von Satz 3.3 bereits ausgefiihrt wurde, kann man jeden AR(1)-Prozess mit |a|<1
ausdricken durch X, = Z;":O ajet_j , wodurch ersichtlich ist, dass d; = a’ Vj € N,.
Die Folge der Ej lasst sich nun sehr direkt bestimmen. Es gilt

1 1 o - _ 1
Xi=—=X; 1 +teto e =Xt +=-Xi1 e = ijXt_j firby =1,by =3 und b; =0Vj > 1.

2 2
j=0

5. Die Autokorrelationsfunktion kausaler ARM A-Zeitreihen

Bevor sich diese Arbeit nun, nachdem das ARMA-Modell vorgestellt wurde, den eher statistischen,
anwendungsbezogeneren Aspekten der Zeitreihenanalyse widmet, soll noch kurz das Augenmerk
naher auf bisher nicht behandelte Aspekte der Autokorrelationsfunktion kausaler ARM A-Zeitreihen
gelegt werden. Diese wird spater eine Grundlage bilden, aus der Modelle fiir real vorliegende
Realisierungen von Zeitreihen entwickelt werden kénnen.

Satz5.1 Bestimmung der Autokorrelationsfunktion

Sei X eine kausale ARM A-Zeitreihe, gegeben fir alle t aus Z durch die Gleichung X; = Z;’;O djec_j,
so ist ihre Autokovarianzfunktion y eindeutig bestimmt durch

[oe]

y(h) = o? z ;04 |n|

j=0
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Beweis:

Nachdem gemaR Korollar 3.1 das WeiRRe Rauschen e eine stationare Zeitreihe sein muss, kann man
Satz 2.3(v) anwenden um die Autokovarianzfunktion von X zu bestimmen. Sei y, die
Autokovarianzfunktion von e, so erhdlt man

© i © - ) |h|_k+]:0
Y =y(hD = )" g (bl —k+) =) > Ga- {7
=0 k=0 =0 k=0 sonst
_ o, k=j+I|hl _ o
S S M S g

j=0k=0 j=0

Satz5.2 Geometrische Abnahme der Autokovarianzfunktion

Sei X eine kausale ARMA-Zeitreihe, so nehmen die Werte ihrer Autokovarianzfunktion y
geometrisch ab, das heildt es gilt

3L>0;3c>1:|y(w)|<L-c M
Beweis:

Aus Satz 4.6 weill man, dass fir die Koeffizienten d; der Darstellung der Zeitreihe X durch
X = Z;’;O dje;_j eine Konstante K > 0 und eine Zahl ¢ > 1 existieren, sodass fir alle

j > 0 gilt, dass |dj| < K- c™/.GemiR Satz 5.1 erhilt man nun

oo (0] (0.0)
— |2 5 2 =~ 1.5 2 -j —j=Ihl —
ly(h)| = |og -Zaa+|h| <Je-2|aj|-|aj+|h||<ae 'ZK'C JoK i =
=0 =0 j=0
oo o) .
2, .2 -2j . .—|h| 2, .2 1% —|h| —lhl|
=K“-gf- ) c“-c =|K* a5 - C =L-c
c
| — =0 ~——
Jj=0 =077
=L (<)

Beispiel 5.1

Gegeben sei die ARMA(3,2)-Gleichung X; = %Xt—l %Xt—z + %Xt_3+et + %et_z mit dem
N(0,2?)-verteilten WeiRen Rauschen e. Aus Beispiel 4.3 weiR man, dass es eine kausale (und
invertierbare) Zeitreihe X gibt, die diese Gleichung erfiillt. AuRerdem wurden dort bereits die
Koeffizienten d; fur X bestimmt. Berechnet man nun beispielsweise die ersten 8 Koeffizienten

numerisch, so ergeben sich folgende Werte:

Qo

ay

a,

as

ds

de

ay

1

0,5

0,1

0,05

0,0625

0,03125

0,00694

0,003472

32




Eine gute Ndherung an die Werte der Autokovarianzfunktion von X erhalt man nun mittels

7

y(h) = O'ez 2 djdj+|h| =4- Z C~lj6~lj+|h| ,wobei ﬁj =0Vj>7 .

j=0 j=0
Man erhilt so die folgenden Ndherungswerte:
y(0) y(1) y(2) y(3) y(4) y(5) y(6) y() | y(h>7)
5,0815 | 2,2696 | 0,5924 | 0,3635 | 0,3164 | 0,1404 | 0,0347 | 0,0139 0
Aus diesen Werten kann man nun mittels p(h) = % sehr einfach Naherungswerte fir die
Autokorrelationsfunktion berechnen und erhilt:
p(0) p(1) p(2) p(3) p(4) p(5) p(6) p(7) | p(h>7)
1 0,4466 | 0,1166 | 0,0715 | 0,0623 | 0,0276 | 0,0068 | 0,0027 0
; Realisierung der Zeitreihe Autokorrelationsfunktion
A
) M 4
5 Y | | \
0
D N 0,4
N \\’—‘\bo—o—o
O T T
8 0 2 4 6 8
Satz 5.3

Die Autokorrelationsfunktion einer MA(q)-Zeitreihe verschwindet fiir Lags gréRRer als q.

Beweis:

Siehe den Beweis von Satz 3.1.

Satz5.4

Die partielle Autokorrelationsfunktion einer kausalen AR (p)-Zeitreihe verschwindet fiir Lags groRer

als p.

Beweis:

Sei X die kausale Zeitreihe, die die AR (p)-Gleichung X; — Z?zl a;X;_;j = e furalle t € Z erfillt. Sei

auRerdem fir beliebiges h > 0 der Raum H definiert durch H := span{X;, X;11, .., Xt +n_1} und sei
Y € H beliebig.
Aufgrund der Kausalitat von X gilt nun:
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p p
0 =(e+n Y) = Xeyn — Z aXesn-j ,Y) = z i Xe+n-j = PuXesn) -

j=1 j=1
Insbesondere ergibt sich somit fiir h > p, dass
Py(Xesn) = dp1Xern—1 + -+ dpp-1Xerr +T(W)X, =

= alXt+h_1 + -+ apXt+h_p + 0 " Xt+h—p—1 + -+ O " Xt .

Hieraus folgt trivialerweise, dass fiir h > p die partielle Autokorrelation w(h)=0 sein muss.

6. Das Komponentenmodell

In diesem und den folgenden Kapiteln wird es sich nun um die Entwicklung geeigneter ARMA-
Modelle zur Beschreibung von in der Realitat auftretenden Zeitreihen drehen. Dabei ist es
offensichtlich, dass zu untersuchende Zeitreihen das Kriterium der Stationaritat erfiillen sollten, da
ansonsten Zukunftsprognosen nicht sinnvoll moglich waren. Des Weiteren ist es auch klar ersichtlich,
dass die zu behandelnden Zeitreihen jedenfalls kausal und idealerweise auch invertierbar sein

sollten.

Nun ist es aber im Allgemeinen so, dass solche auf Beobachtungen und Messungen basierenden
Zeitreihen schon auf den ersten Blick als nicht-stationar erkennbar sind. In den meisten Féllen liegt
dies daran, dass stochastische Zeitreihenmodelle wie das bereits ausfihrlich vorgestellte
ARMA-Modell so genannte reine nicht-deterministische Modelle sind, wahrend Ereignisse und
Zustadnde in der Realitdt meist nicht nur vom (gewissen Regeln folgenden) Zufall abhangig sind,

sondern auch von dueren Begebenheiten beeinflusst werden.

So lasst sich oftmals schon mit bloBRem Auge bei Betrachtung des Graphen einer Zeitreihe ein Trend
feststellen. Ebenfalls zu beobachten ist in sehr vielen Fallen ein zyklisches Verhalten. Ein Beispiel
hierfiir wire etwa eine monatliche Aufzeichnung der Anzahl der Ubernachtungen in der
Osterreichischen Tourismusbranche. Diese zeigt einen der allgemeinen Wirtschaftslage geschuldeten
Trend auf der einen und klare zyklische Strukturen —im Winter und Sommer gibt es stets mehr
Ubernachtungen als im Herbst — auf der anderen Seite, was Stationaritit ausschlieRt, bleibt ja weder
der Erwartungswert noch die Varianz konstant. Dieses Kapitel wird sich nun mit Methoden
beschaftigen die Trendkomponente wie auch die zyklische Komponente aus einer Zeitreihe
herauszufiltern um eine ,,Restzeitreihe” zu erhalten, der man Stationaritat unterstellen kann und fir
die es sinnvoll ist, nach sie moglichst gut beschreibenden kausalen (und invertierbaren) ARMA-

Modellen zu suchen.
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Definition 6.1 Realisierung einer Zeitreihe

Sei Y := (Y; : t € Z) eine beliebige Zeitreihe und sei n > 1, so nennt man ¥, := (¥;: t € [1,n]) eine
Realisierung der Zeitreihe Y vom Umfang n, wenn gilt, dass ¥, fiir alle t € [1,n] eine Realisierung

von Y; ist. In diesem Fall nennt man Y auch die Y/[,:] zugrunde liegende Zeitreihe.

Definition 6.2 Komponentenmodell

Sei Y := (Y; : t € Z) eine beliebige Zeitreihe, so nennt man die Gleichung Y; = T; + S; + X; das
Additive Komponentenmodell vonY und Y; = T; - S; - X; das Multiplikative
Komponentenmodell von Y, wobei man die Zeitreihe T := (T;: t € Z) die Trendkomponente von
Y, die Zeitreihe S := (S;: t € Z) die Saisonale Komponente von Y und die Zeitreihe

X = (X;:t € Z) die Stochastische Komponente von Y nennt.

Anmerkung 6.1

Es kann neben der Existenz von Trend- und/oder Saisonalkomponenten auch noch einen anderen
Grund fir Nicht-Stationaritat einer vorliegenden Realisierung einer Zeitreihe geben, ndmlich, dass
zuféllige Ereignisse nicht-verschwindende Auswirkungen auf die Zukunft haben, oder anders
ausgedriickt, dass das AR-Polynom der zugrunde liegenden ARMA-Zeitreihe eine Nullstelle besitzt,
deren Betrag (sehr nahe bei) 1 ist.

In diesem Fall wird die Zeitreihe so lange durch Differenzenbildung bearbeitet, bis das Ergebnis
stationar ist, man nennt solche Zeitreihen auch ARIM A-Zeitreihen. Um festzustellen, ob man nun mit
dem Komponentenmodell oder mit dem ARIMA-Modell arbeiten sollte, existieren mehrere
Testverfahren, die feststellen sollen, ob eben solch eine ,,Unit Root"“ — also eine Nullstelle, deren
Betrag genau (oder sehr nahe bei) 1 ist — existiert. Zu nennen waéren hierbei u.a. der

Augmented Dickey-Fuller-Test oder auch der Kwiatkowski—Phillips—Schmidt-Shin-Test.
Auf diese wird hier aber aus Griinden des Umfanges der Arbeit nicht ndher eingegangen werden,
weshalb im Folgenden stets die Anwendbarkeit des Komponentenmodelles vorausgesetzt werden

und die Moglichkeit der Existenz einer ,Unit Root" ignoriert werden wird.

Anmerkung 6.2

Der Sinn der Aufteilung einer Zeitreihe in ihre deterministischen und nicht-deterministischen
Komponenten liegt darin begriindet, dass, bereinigt man die Zeitreihe um die Trend- und die

Saisonalkomponente, nur noch die stochastische Komponente (ibrig bleibt, die man meistens mittels
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einer ARM A-Zeitreihe modellieren kann. Die Entscheidung, welches der beiden
Komponentenmodelle auf eine vorliegende Realisierung einer Zeitreihe anwendbar ist, ldsst sich
recht einfach treffen: Man fiihrt zunachst das additive Modell aus und betrachtet die nach der
Bereinigung um die Trend- und die Saisonale Komponente entstandene stochastische Zeitreihe.
Weist diese keine wachsende Varianz auf, so ist das additive Modell gut dafiir geeignet, wachst oder

sinkt die Varianz hingegen signifikant mit der Zeit, so sollte man das multiplikative Modell anwenden.

Durch Logarithmieren der vorliegenden Werte der urspriinglichen Realisierung der Zeitreihe erhalt
man, wendet man das multiplikative Modell an, log(Y;) = log(T;) + log(S;) + log(X;), also

wiederum ein additives Modell, wobei die Varianz von log(Y;) konstant bleibt.

Zur Berechnung der Trend- und der Saisonalen Komponente existieren zahlreiche Moglichkeiten, von

denen hier nur einige besonders wichtige exemplarisch angefiihrt werden.

6.1 Bestimmung der Trendkomponente

6.1.1 Polynomiale Regression mit der Methode der kleinsten Quadrate

Sei 17[;] eine Realisierung der Zeitreihe Y. Bei dieser Methode versucht man 17[,:] mittels einer
Polynomfunktion Ty = f(t) = ap + ast + a,t* + -+ + a,tP moglichst gut abzuschétzen. Dafiir
verwendet man die Methode der kleinsten Quadrate, das bedeutet, man sucht Koeffizienten
ao, .-, Ap, sodass die Summe der quadrierten Abstéande zwischen den Werten von f und Y’[,;]

moglichst gering ist. Dieser quadratische Abstand ist nun fur alle t € [1, n] offensichtlich gegeben
durch (v, — f(t))2 =, —ay—a;t—-— ocptp)2 und die Summe der beobachteten
Abstandsquadrate dementsprechend durch dz(ao, ...,ap) = Z{;l(Yt —ag— at — - — aptp)2 .

Um das Minimum der Funktion d? zu erhalten differenziert man nun d? nach allen Variablen und

setzt diese Ableitungen jeweils gleich 0:

dd> < _ C
a—zZZ-(—l)-(Yt—ao—alt—---—aptp)=—ZZYt—aO—alt—---—aptp =0
% = t=1
dd2 < _ o
a—=22-(—t)-(Yt—ao—alt—-'-—aptp) =—ZZt-(Yt—ao—alt—m—aptp) =0
= t=1
dd> < _ SR
@=ZZ-(—tl’)-(Yt—ao—alt—---—aptp) =—Zz:tp-(Yt—ao—alt—---—aptp) =0 .
t=1 t=1
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Man erhalt so das lineare Gleichungssystem

n-ao+a1(it)+a2<it2)+~-+<it”>=i7

t=1 t=1 t=1

()l nlE) e ) S

t=1 t=1

ay (i tP> +a; (i tP+1> + a, (i tP+2) + et (i t2p> = i tP-Y; .

t=1 t=1 t=1 t=1 t=1

Durch Losen dieses Gleichungssystems erhdlt man nun fir geeignetes p eine Schatzung fiur die
Trendkomponente T der Zeitreihe Y. Wahrend es selbstverstandlich moéglich ist durch Erhéhung der
Ordnung der gesuchten Polynomfunktion diese immer genauer an die tatsachlichen Werte
anzupassen, sollte davon moglichst abgesehen werden, da hierbei stets die Gefahr des so genannten
,Overfittings” besteht — berechnet man im Extremfall fur Y/[,\l] eine polynomiale Trendfunktion der
Ordnung n — 1, so bleibt nach der Bereinigung der Zeitreihe um die Trendkomponente nur noch eine
Zeitreihe Ubrig, deren Werte stets konstant O sind. Es ist bei der Trendbereinigung — und auch bei der

Bereinigung um saisonale Anteile — also durchaus Fingerspitzengefiihl gefragt.

6.1.2 Exponentielle Regression mit der Methode der kleinsten Quadrate

Bei manchen Zeitreihen ist es sinnvoll, deren Trend nicht als Polynomfunktion, sondern als
Exponentialfunktion T; = f(t) = a - et zu beschreiben. Man geht hierbei dhnlich vor wie bei einer
Polynomfunktion ersten Grades, jedoch muss man die Exponentialfunktion erst einmal mittels

Logarithmierens linearisieren. Es ergibt sich

n

log[d?(a, )] = Z(log(ﬁ) —log(a) — At)2 .

t=1
Um das Minimum dieser Funktion, die ja trivialerweise auch das Minimum der Funktion d?(a, 1) ist,

zu erhalten leitet man wieder partiell nach a und nach 4 ab und setzt die Ableitungen 0. Man erhalt

dadurch das lineare Gleichungssystem:
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n n
n-log(a) +/’l-2t = Zlog(ft)
t=1  t=1

log(a) (Z t) +21 (Z t2> = Z t - log(¥:)

t=1 t=1 t=1

Durch das Losen dieses Gleichungssystems erhdlt man die Werte A und log(a), woraus wiederum a
errechnet werden kann. AbschlieRend muss man bei dieser Methode —im Gegensatz zur
polynomialen Regression — die so erhaltene trendbereinigte Zeitreihe noch zentrieren, indem man
von samtlichen Werten der so erhaltenen Zeitreihenrealisierung (Y — T)[n] deren empirischen

Erwartungswert subtrahiert, man rechnet also folgendermalien:

(P = (7T~ Y (7T vee (o]
i=1

6.2 Bestimmung der Saisonalen Komponente

Um die Saisonale Komponente S einer Zeitreihe Y abschatzen zu kdnnen muss man sich zunachst
Gedanken liber die Periodenlange moglicher zyklischer Schwankungen machen. Diese sind meist

entweder anhand des Graphen der bereits trendbereinigten Realisierung der Zeitreihe erkennbar,
oder aber bereits durch die Haufigkeit der Aufzeichnungen — bei monatlicher Datenerfassung wird

man meist die Periodenldange 12, bei taglicher oftmals die Periodenlange 7 wahlen — ersichtlich.

Sei (Y — T)[n] eine zentrierte Realisierung der trendbereinigten Zeitreihe Y — T, d die verwendete
Periodenlange, m die Anzahl der komplett beobachteten Perioden und k := n — d - m, so definiert

man fur alle g € [1,d]:
m-1

1 —
T m 2 U)o

=0
Furalle g # [1,d] hingegen definiert man s, := Sy.q4x = Sk

Man erhalt somit eine Schatzung fiir den Saisonalen Anteil S mittels S; = s; .
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Beispiel 6.1 Osterreichischer Verbraucherpreisindex

Fiir dieses Beispiel wurde die Entwicklung des monatlichen 6sterreichischen Verbraucherpreisindex
mit der Basis des Jahres 1996 ndher betrachtet. Der Datensatz hierfiir wurde entnommen von
http://statistik.at/web_de/statistiken/wirtschaft/preise/verbraucherpreisindex_vpi_hvpi/index.html.
Es liegen monatliche Daten von Janner 1999 bis Dezember 2014 vor, insgesamt also 192 Daten. Der

Graph der unbehandelten Zeitreihe Y sieht wie folgt aus:

Unbehandelte Zeitreihe
145,0

140,0 AL

135,0
130,0
125,0 N
120,0 /'//

115,0 /“”f/

110,0

105,0 ,_._/"/

100,0 T T T T T T T T T T T T T T T
J&n 99 J&n 00 J&n 01 J&n 02 J&n 03 J&n 04 Jan 05 Jan 06 Jan 07 Jan 08 Jan 09 Jan 10 Jan 11 Jan 12 Jan 13 Jan 14

Ganz offensichtlich ist diese Zeitreihe nicht stationar, weshalb nun zunachst die Trendkomponente
T errechnet werden soll. Nachdem man schon mit bloBem Auge sehen kann, dass es sich im
Wesentlichen um einen linearen Trend handelt, ist es sinnvoll diesen auch als solchen zu

modellieren. Zu |6sen ist also das lineare Gleichungssystem

191 191

I: 192-a+a1-2t=zl7t
t=1 t=1

191 191 191

II:aO-Zt+a1-zt2 =Zt-17t
t=1 t=1 t=1

Man erhélt so die lineare Funktion f(t) = 101,0199 + 0,2033t = T;. Bereinigt man nun die

urspriingliche Zeitreihe Y, von T, so erhlt man die Zeitreihe (Y, — T) .

Nun muss noch die Saisonale Komponente S bestimmt werden. Nachdem die Aufzeichnungen

monatlich erfolgen, wird die Periodendauer 12 gewahlt. Man erhalt so die Saisonalen Gewichte

S1 S2 S3 Sq Sg Se S7 Sg Sg S10 S11 S12

-0,39 | -0,22 | 0,26 | 0,30 | 0,34 | 0,32 | -0,13 | -0,17 | -0,02 | -0,08 | -0,19 | -0,02
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Bereinigt man nun die trendbereinigte Zeitreihe (¥, — T") noch von diesem Saisonalanteil, so erhalt

man eine Realisierung der Zeitreihe X =Y — T — §, die — wie es bei Anwendung der polynomialen

Regression stets der Fall ist — zentriert ist und die man beispielsweise als ARMA-Zeitreihe

modellieren kann.

-2

Trend-und Saisonbereinigte Zeitreihe

by, L]
\ /Y

Beispiel 6.2 AuRenhandelsvolumen der Volksrepublik China

Flr dieses Beispiel wurde das monatlich zwischen Januar 1995 und Dezember 2012 ermittelte

Gesamtvolumen der chinesischen Importe und Exporte betrachtet. Die Daten hierfir wurden

entnommen von http://data.stats.gov.cn/english . Wie man leicht sehen kann ergibt sich bei diesem

Unbehandelte Zeitreihe

Datensatz ein Problem: Die Varianz nimmt im

160 N Verlauf der beobachteten Zeitspanne offenbar zu.
140
|| . . . .
o 120 M Deshalb empfiehlt es sich hier die gesamte
3 100 d\’l Zeitreihe zu logarithmieren und in der Folge mit
c
% 80 IJ,‘VAV dem multiplikativen Modell zu arbeiten. Man
©
= 60 A .. . . . _
S I\/Vv erhalt somit wiederum eine trend- und
40 o
vV v . .. . . .
M saisonbereinigte Zeitreihe, die man als
20
0 stationdaren ARMA-Prozess modellieren kann.
Logarithmierte Zeitreihe Trend- und saisonbereinigte
19 . .
Zeitreihe
0,3
18,5 l
0,2
18 0,1 |
V ! M,
’A '0,1 A ‘
17 W
U 0,2
16,5 -0,3
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7. Die empirische Autokorrelationsfunktion

Hat man nun eine stationare und zentrierte Zeitreihe vorliegen, so kann man diese als Realisierung
eines ARMA-Prozesses betrachten und dementsprechend verschiedene KenngréRen dieses
Prozesses abschatzen. Den hierzu bendtigten Verfahren werden sich dieses und die kommenden
Kapitel widmen.

Wahrend es fur die Behandlung von Zeitreihen allgemein sehr wichtig ist sich mit Schatzungen des
Erwartungswertes zu beschéftigen, so kann man darauf in dieser Abhandlung iber Modellierung mit
kausalen ARM A-Zeitreihen durchaus verzichten, da diese ja ohnehin zentriert sind (siehe Korollar
4.1) und man daher vorliegende Realisierungen von Zeitreihen beispielweise mit den Methoden aus
dem vorigen Kapitel soweit transformieren muss, dass die Annahme einer Zentriertheit der sich
daraus ergebenden Zeitreihe sinnvoll ist.

Definition 7.1 Schéatzfunktionen fir ARMA-Zeitreihen

Sei X/[;l] := (X;:t € [1,n]) eine Realisierung einer (unbekannten) stationiren ARMA-Zeitreihe X, so

bezeichnet man

(i) die Schatzfunktion y(h) = %-Z?;lh X - Xeon, furh € [0,n — 1] als empirische
Autokovarianzfunktion

(i) die Schatzfunktion p(h) = % als empirische Autokorrelationsfunktion und
(iii) die Schatzfunktion, die sich ergibt, wenn man samtliche Autokorrelationen in der
Berechnungsmethode der partiellen Autokorrelation (siehe Satz 2.1) durch deren empirische

Gegenstiicke ersetzt, als empirische partielle Autokorrelationsfunktion 7 (h).

Korollar 7.1

Die empirische Autokovarianzfunktion ist keine erwartungstreue Schatzfunktion fir die
Autokovarianzfunktion.

Beweis:
1 n—h 1 n—h 1 n
EP(] =~ > E(ReZeon) == D B, Xe) = - (0= h) -y () = y(W) =~y (h) .
t=1 t=1

Anmerkung 7.1

Wie man sieht, ist lediglich der Schatzwert 7(0) erwartungstreu bzgl. y(0). Es stellt sich nun
natlrlich die Frage, weshalb man einen nicht erwartungstreuen Schatzer verwendet, obwohl man
sofort sieht, dass die Schatzfunktion n—ih L ym-h IE()?t . )?Hh) das Kriterium der Erwartungstreue

erfullen wirde.
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Wie in den folgenden Ausfiihrungen ersichtlich werden wird, bringt die Verwendung der nicht

Ill

erwartungstreuen empirischen Autokovarianzfunktion grof3e Vorteile mit sich, die diesen ,,Make
mehr als wettmachen. Man sollte jedoch immer im Hinterkopf behalten, dass die Verwendung dieser
Schatzfunktion nur dann sinnvoll ist, wenn der Umfang einer Realisierung ausreichend groR und die

gesuchten Lags ausreichend klein sind, sodass der ,Fehlerterm” % y(h) weitgehend unbedeutend

wird. Trivialerweise ist namlich fiir jedes beliebige fest gewdhlte k = 0 die Schatzfunktion y(h)
asymptotisch erwartungstreu fur y(0), ..., y (k).

In den folgenden Abhandlungen wird nun eine wichtige Eigenschaft der empirischen
Autokorrelationsfunktion bewiesen, ndmlich, dass die Wahl des Faktors % anstelle von ﬁ garantiert,

dass die empirische Autokovarianzmatrix —und damit natdirlich auch die empirische
Autokorrelationsmatrix — positiv definit ist, woraus, wie man noch sehen wird, folgt, dass die
empirischen partiellen Autokorrelationen immer eindeutig bestimmt werden kénnen.

Lemma 7.1

Sei X/[;] = (X;: t € [1,n]) eine Realisierung einer (unbekannten) stationaren ARMA-Zeitreihe X,
so gilt

70=0o X, =X,=-=X,=0 .
Beweis:
1 v L
?(O)IOQ)E'ZXE Z)?,?z X =0 Vvte[ln] .
t=1 t=1 =0

Proposition 7.1

Sei X’[;l] = (X;:t € [1,n]) eine Realisierung einer (unbekannten) stationaren ARMA-Zeitreihe X ,

so gilt:
7@ 7@ - (-1
Die Matrix 4 :== ?(:1) )7(:0) . : ist positiv semidefinit.
Pn-1 . o (0
Beweis:
?:1&2 Z?=_11Xt Xevr o XXy

Esgilt: A = 1| X X X Y X?
n H .

X, X, oy X2
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Dies kann man alternativ schreiben durch A = ~ B - BT ,wobei B einen X 2n- Matrix ist,

o .. 0 0 X X, .. X,
o .. 0 X% X, .. X, O

gegeben durch B :=(
0% % .. % 0 0 0

Sei v ein beliebiger reellwertiger 1 X n-Vektor, der nicht der Nullvektor ist, so gilt

1 1 1 1
v-A-vT=v-E-B-BT- T=E-(v-B)-(BT-vT)=;-(v-B)-(v-B)T=E-(v-B,v-B)=

S

=~-llv-BI? 2
n

Proposition 7.2

Sei X/[;l] := (X;:t € [1,n]) eine Realisierung einer (unbekannten) stationaren ARMA-Zeitreihe X, so
ist fur #(0) # 0 die Matrix 4 aus Prop.7.1 positiv definit.

Beweis:

Indirekt angenommen die Matrix A ware nicht positiv definit (aber nach Prop.7.1 positiv semidefinit),
dann musste es (mindestens) einen 1 X n-Vektor g = (g4, ..., gn) ungleich dem Nullvektor geben,

sodass % llg - BlI> = 0 gilt, wobei B gleich definiert ist wie in Prop.7.1. BekanntermaRen kann dies

nur der Fall sein, wenn (g - B) der Nullvektor ist, das heiBt es muss gelten, dass

(0 W 000 £ £ . Xn\

o .. 0 X X .. X, O

(G rgn) | 122 "o =(0,0,...,0) .
\0 X X .. X, 0 .. 0

Man erhilt so die Gleichungen g,X; = 0; gn_1 X1 + gnX2 =0;...; 9. X1 + 2% + -+ g, X, = 0;
91Xz + - gn1X, = 0; ...; g1 X, = 0 und dadurch das lineare Gleichungssystem C - X = 0,

In 0 0 0

In-1 In 0 .. .o .. 0 |o
; ; ; S £
gegeben durch 91 g2 - e e e Gn || undx = :
0 g1 v o e e Gneal X,

0 N PR

BekanntermaRen ist ein lineares Gleichungssystem D - x = b genau dann eindeutig l6sbar, wenn der
Rang der m x n —Matrix D und der Rang der um b erweiterten Matrix (D, b) gleich n ist. Nachdem b
hier ein Nullvektor ist, durch dessen Hinzufiigen sich der Rang einer Matrix nicht verandert, genligt
es den Rang der Matrix C zu bestimmen.
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Wie bekannt sein diirfte gilt, dass der Rang der Matrix C derselbe der Matrix CT ist und sich dieser
durch Zeilenvertauschungen nicht verandert, d.h. es gilt

gn gn_l . g1 0 . . 0

0 - 0

rang(C) = rang Gn : g2 g:1 :
O ves vee gn gn_l vee vee gl

Man weil} nun, dass der Rang dieser n X 2n — Matrix héchstens n sein kann.

Indirekt angenommen der Rang der Matrix ware kleiner als n. Fir g,, # 0 sieht man sofort, dass
samtliche Zeilenvektoren linear unabhéangig sein missen, der Rang der Matrix also n ware. g,, muss
also gleich 0 sein. Dasselbe gilt nun fir g,,_1, gn—2, ---, g1 Was bedeutet, dass der Vektor g der
Nullvektor sein muss, was einen Widerspruch darstellt. Somit ist zundchst bewiesen, dass der Rang
der Matrix C gleich n ist und das Gleichungssystem C - ¥ = 0 eindeutig |6sbar ist.

0
Offenbar ist nun der Vektor X = () eine, und damit eben auch die einzige Losung des
0
Gleichungssystems. Daraus folgt nach Lemma 7.1, dass ¥ (0) gleich 0 sein muss, was einen

Widerspruch zur Voraussetzung darstellt.

Satz7.1

Sei X/[;l] = (X,:t € [1,n]) eine Realisierung einer (unbekannten) stationaren ARMA-Zeitreihe X und
seien nicht alle Werte der Realisierung gleich 0, so lasst sich die empirische partielle Autokorrelation
ft(h) fur alle Lags h mit h < n eindeutig bestimmen.

Beweis:

Aus Lemma 7.1 folgt, dass #(0) ungleich Null sein muss. Trivialerweise lassen sich fir alle A mit
0 < h < n die Ergebnisse von Prop. 7.1 und Prop 7.2 auch auf die Matrizen

)Z(O) )Z(l) - Ph—=1)
B = %. V(_l) V(:O) . ibertragen.
yth=1) .. - 7(0)

Aufgrund der positiven Definitheit von A, muss fir all ihre Eigenwerte 4; gelten, dass 44, ..., 4, > 0.
Da es sich um eine reelle, symmetrische Matrix handelt, muss auRerdem gelten, dass

det(4,) = A1 * .- 4, > 0. Somit ist jedes lineare Gleichungssystem A;, - x = b eindeutig |6sbar.
- e
>0 >0

44



Anmerkung 7.2

Die zweite, in der Praxis noch wesentlich wichtigere Eigenschaft der hier verwendeten
Schatzfunktionen wird im folgenden Satz deutlich, der aussagt, dass unter bestimmten Bedingungen
die empirische und auch die empirische partielle Autokorrelationsfunktion approximativ multivariat
normalverteilt sind. Aufgrund des groflen Umfangs der zu diesem Satz gehorigen Beweisfiihrung wird
diese hier ausnahmsweise nicht angefiihrt werden. Interessierte Leserlnnen seien beispielsweise auf
Peter J. Brockwell, Richard A. Davis, Time Series: Theory and Methods (Springer, 1991) 5.221-236,
241, 262-264 verwiesen.

Satz 7.2

Sei X’[;l] = (X;:t € [1,n]) eine Realisierung einer (unbekannten) kausalen ARMA-Zeitreihe X und
seien die Zufallsvariablen des zugrundeliegenden WeiRen Rauschens e identisch verteilt und
paarweise stochastisch unabhdngig, dann gilt fiir alle h > 0, dass der Zufallsvektor

T
(ﬁ(l), ...,ﬁ(h)) fir groBes n approximativ multivariat normalverteilt ist mit Erwartungswertvektor

(p(D), ...,p(h))T und Kovarianzmatrix % M, wobei die Elemente m; ; von M bestimmt sind durch

die Gleichung
My = z oG+ D) p(r+k)+p(r—0)plr+k)+2pD)pU)p*(r) — 2p(Dp()p(r + k)

—2p()p(M)p(r+ D] .

Handelt es sich bei X auBerdem um eine AR(p)-Zeitreihe, so ist fiir h > p der Wert der empirischen
partiellen Autokorrelationsfunktion beim Lag h flir groRe n approximativ normalverteilt mit

Erwartungswert 0 und Varianz % .

(kein Beweis)

8. Parameterschatzung in ARM A-Modellen

Hat man eine Realisierung einer Zeitreihe vorliegen, diese trend- und saisonbereinigt und hat man
deren empirische Autokorrelationsfunktion errechnet, so kann man daran gehen fiir festgelegte
Parameter p und g ein fiir diese Realisierung moglichst geeignetes ARMA(p, q)-Modell zu erstellen.
Wie man bei der Wahl von p und q vorgehen soll wird Thema des nachsten Kapitels sein — hier wird
zunachst angenommen, man wisste bereits die Ordnungen des der Realisierung optimal
entsprechenden ARMA-Modells.

Obgleich fiir die Parameterschatzung fiir kausale ARMA-Zeitreihen mehrere Methoden existieren,
wird hier lediglich die Methode der Maximum-Likelihood-Schatzung nadher beleuchtet werden, da
diese, obwohl sie durchaus als sehr rechenaufwandig bezeichnet werden kann, meist sehr gute
Ergebnisse liefert und in vielerlei Hinsicht ohnehin dquivalent zu der qualitativ gleichwertigen
Methode der Parameterschatzung mittels der Methode der kleinsten Quadrate ist.
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Definition 8.1 Ein-Schritt-Vorhersage

Sei X eine beliebige zentrierte Zeitreihe und sei H,, := span{Xy, ..., X,,} furn = 1, so nennt man
Xn+1 = Py (Xni1) = dp1 Xy + -+ dp Xy

die Ein-Schritt-Vorhersage fiir X,,,, und definiert X; := 0.

Sei X/[;] eine Realisierung von X vom Umfangnund seifiralle1 <j <n+1
)?j jener Wert, den man durch Einsetzen von X; = X, ...,)?j_l = Xj_1 in die Ein-Schritt-Vorhersage
Xj von X; erhdlt, so nennt man )?j die empirische Ein-Schritt-Vorhersage von )?j und setzt

wiederum )?1 =0.

Proposition 8.1

Sei X eine zentrierte, stationare Zeitreihe, so ergeben sich fiir alle n = 1 die Koeffizienten
dp1,..,dyy der Ein-Schritt-Vorhersage von X;, 1 als Lésung des linearen Gleichungssystems

y©) ¥ - ym-D\ /dni\  /y(D)
@ | e | @)
y—1 . o y© ) \d/ v

sofern dieses eindeutig I6sbar ist. Dabei entspricht der Koeffizient d,, ,, der partiellen Autokorrelation
von X beim Lag n.

Beweis:

Der Beweis erfolgt weitgehend analog zu jenem von Satz 2.1.

Definition 8.2  Ein-Schritt-Vorhersagefehler

Sei X eine beliebige zentrierte Zeitreihe und seien X, ;. fiir n > 0 die Ein-Schritt-Vorhersagen fiir
Xn+1, 50 nennt man

Up = ||Xn+1 - Xn+1||2

den Ein-Schritt-Vorhersagefehler der Zeitreihe fur X, ;1.

Satz 8.1

Sei X eine zentrierte, stationare Zeitreihe und sei 4 invertierbar, wobei

y©  y1) - y-1) dns y (D)
a=[ @ 7O : k ,dy = dr.l'z und y,, = y(.Z) ,
yn—1 .. = p(0) dnn y(n)
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so sind fir n > 0 die Ein-Schritt-Vorhersagefehler v,, bestimmt durch
Un =y(0) —dp1 y(D) = —dpy-y(n) ,
bzw. durch die dquivalente Gleichung
v =y(0) —vn A" ¥n .
Beweis:

Nach Prop.8.1gilt: A d, =y, = A 1-A-d, =A"1 -y, ©d, =A"1"y, und somit, weil das
Inverse symmetrischer Matrizen stets symmetrisch ist: d,T, = )/,Tl -A~1 . Es gilt nun, dass

Up = ”Xn+1 - Xn+1”2 =E [(Xn+1 - Xn+1)2] - E(szwl — 2Xp41  Kpar + Xﬁﬂ) =

Xn
d,ﬁ-(s)
X

=y(0) —2-df -y +Var(Xns) =y(0) = 2-y5- A7 -y, + Var

2

=y(0) = 2E(Xp41 K1) + E(XZ11) = v(0) — 2E +E

Xn+1 - IE:()?n+1)
__4—/
n
= Y(O) -2 'Y,T; A1 “VYnt+ Z Cov(dn,i "Xn—i+1 dn,j 'Xn—j+1 ) =

0
Xy
Xn

ij=1

=y(0) —-2-yL-Aty,+d,-A-dL=y(0) -2y Ay, +yE-AT A4y, =

=y(0) -2y Ay, +yvh Ay =y(0) —yh- ATy,

Aullerdem gilt:

Uy =y(0)—yh Ay, =y(0) —dy ¥y =y(0) —dpy y(D) — - —dy ¥y ()

Anmerkung 8.1

Obwohl es natiirlich moglich ist — zumindest fiir stationare Zeitreihen - mittels Prop. 8.1 die
Koeffizienten dy, ; , ..., d, , und damit dann schlussendlich die Ein-Schritt-Vorhersage Xp412u
berechnen, ist es unumganglich eine weitere, rekursive Berechnungsmethode vorzustellen, die des
so genannten Innovationsalgorithmus. Neben dessen Wichtigkeit fiir die Beweisflihrung im Kontext
der Maximum-Likelihood-Schatzer, wie man noch spater sehen wird, hat dies vor allem praktische
Griinde.

Gerade fiir groRe n ist ndmlich die Berechnung der Koeffizienten d,, , ..., d,, , sehr aufwandig, da
hierfir ein sehr umfangreiches lineares Gleichungssystemen gelést werden muss. In der praktischen
Anwendung muss dies fiir die Bestimmung empirischer Ein-Schritt-Vorhersagen bei Beobachtung
eines neuen Wertes auBerdem stets wiederholt werden, was duBerst unpraktisch ist.

Der Innovationsalgorithmus, der nun beschrieben werden wird, verwendet hingegen in diesem Fall
die bereits berechneten Koeffizienten d,, ;, ..., d,, ,, direkt fiir die Bestimmung der Koeffizienten
dpnt11 s dnt1 ne1, Was ihn der ,naiven” Berechnungsmethode aus Prop. 8.1 deutlich Giberlegen
macht.
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Lemma 8.1

Sei X eine beliebige zentrierte Zeitreihe. Gelte fir n = 1, dass H,, = span{Xy, ..., X} und seien die
Ein-Schritt-Vorhersagefehler v, stets ungleich Null, so gilt:

(i) H,=span{X; —X,, ... X,, — X,;}
(i) vmeN,1<m<n 3f,1, .., fmm E R, sodass gilt, dass
Xm+1 = fm1- Xon — Xm) + -+ fmm X; —Xy) .

Beweis:

(i) Nachdem die Ein-Schritt-Vorhersagefehler v; fiir alle i € [0,n — 1] ungleich Null sind, Idsst sich
keine der Zufallsvariablen X5, ..., X,, vollstandig als Linearkombination der vorangegangenen
Zufallsvariablen darstellen, also sind X3, ..., X, linear unabhangig, woraus folgt, dass die
Zufallsvariablen X4, ..., X, eine Basis des von ihnen erzeugten Raumes H,, bilden.
Trivialerweise gilt nun zunachst, dass X; — X; = X; — 0 = X, € H,,.

Nachdem fiiralle 1 < i < n gilt, dass X; := Py,_, (X;), liegen selbstverstandlich diese X; und
somit auch die einzelnen X; — X; in H,,.

Zusatzlich sind diese X; — )?l- aufgrund des Projektionssatzes jeweils orthogonal auf den Raum
H;_4, woraus induktiv folgt, dass fur 1 < j < n alle Zufallsvariablen X; — )?j orthogonal
zueinander und damit trivialerweise auch linear unabhangig sind. Somit bilden also die
Zufallsvariablen X; — )?]- eine Basis des Raumes H,,.

(ii) Trivial.

Satz8.1 Der Innovations-Algorithmus

Sei X eine beliebige zentrierte Zeitreihe, deren Ein-Schritt-Vorhersagefehler stets ungleich Null sind.
Seim > 1 und sei die Kovarianzmatrix des Zufallsvektors (X, ..., X, )T invertierbar, so lassen sich fiir
0 < n < m die Ein-Schritt-Vorhersagen X,,,; und ihre Vorhersagefehler v, rekursiv berechnen
mittels

n
* Xn+1 = an.j ) (Xn—j+1 - Xn—f+1)
j=1

e vy =Cov(X,X;)

k-1
1
*  fan-k= V_k Cov(Xpt1, Xiv1) — Z fk,k—j 'fn,n—j "V vk € [0,n — 1]
j=0

n-1

o Uy =Cov(Xn41, Xn+1) — Z fnﬁn—j vy
Jj=0
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Beweis:

Xnt1 = X7t fuj - (Xn—js1 — Xnejsn) gilt genau dann, wenn fiir alle k mit 0 < k < n gilt:

n
(Xn+1'Xk+1 - Xk+1) = (Z fn,j ' (Xn—j+1 - Xn—j+1):Xk+1 - Xk+1> =
j=1

n
= an,j ’ (Xn—j+1 - Xn—j+1 y Xir1 — Xk+1 )= fn,n—k ’ (Xk+1 - Xk+1 y Xir1 — Xk+1) =
j=1 =0Vj#n—k

= fn,n—k *Vg -
Dies ist nun dquivalent zu Folgendem:
(Xn+1 Xi1 — Xk+1 ) = fan—k " Vk = Xng1 Xig1 — Xk+1 ) — (Xn+1:Xk+1 - Xk+1) =

= (Xn41 — Xn+1 » X1 — Xk+1) =0.

Somit ergibt sich

k

fn,n—k = % (Xn+1le+1 - Xk+1 )= v_lk (Xn+1:Xk+1 - jzlfk,j ' (Xk—j+1 - Xk—j+1)> =

1 - -
= V_k (Xn+1 er+1) - ka,j ' <Xn+1'Xk—j+1 - Xk—j+1 ) | =

j=1

1 S 3

= o Cov(Xp41, Xit1) — Z fije—j - Kns1, X1 — Xjia) | =
j=0 =fnn-jvj

1 k-1

=0 Cov(Xp1, Xiw1) — jZ)fk,k—j “fan-j Y

Aus dem Projektionssatz folgt nun, dass X,, .1 — X,+1 L X,,+1 - Man erhélt somit mittels des Satzes

von Pythagoras || X1 — )?n+1||2 = |1 Xp41 1% — ||Xn+1||2. Es gilt daher:

Up = ||Xn+1 - Xn+1||2 = ”Xn+1”2 - ”)?n+1||2 = Cov(Xn4+1, Xnt+1) — (Xn+1 'Xn+1) =

n—1 n—1
= Cov(Xn+1an+1) - (Z fn,n—j ’ (Xj+1 - Xj+1) , Z fn,n—j ! (Xj+1 - Xj+1) )=
j=0 j=0

n—-1

= Cov(Xn41, Xns+1) — Z fn,n—j ' (Xj+1 - Xj+1:Xj+1 - Xj+1) -
j=0

_an,n—i fanj Kivr — Kivn, Xjo1 — Xj1) =

i#j =0
n-1 n-1
= 2
= Cov(Xpt1, Xns+1) — Z fn,n—j ) ||Xj+1 - Xj+1|| = Cov(Xp41, Xn+1) — Z fn,n—j v
j=0 =0
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Beispiel 8.1

Sei X die stationire AR (1)-Zeitreihe mit X, = e; + 0,5 - X;_; und N(0,12)-verteiltem WeiRen
Rauschen e. Nach Satz 3.4 ist die Autokovarianzfunktion dieser Zeitreihe gegeben durch
05" 05"

y(h) = a2 - oz o005 Mochte man nun mittels des Innovationsalgorithmus die Ein-Schritt-
Vorhersagefehler v,, berechnen, so geht man folgendermaRen vor:
4
1L ovo=y(0) =3
2. fir=p v =3
’ 11 Vo 2
3. v, =y(0) - Z?:Ofnz,n—j -v; = y(0) _f12,1 "o =1
1 1
4 fra=v(@ =7
1 1 1
5 fin= o (r) = X%0 fik—j * fan—j " vj) = o (YD) = fi1 " faz o) = >

6. v, =y(0) — X} frin—j vy =v(0) — (fl vo+fAv) =1

Lemma 8.2

Sei X eine kausale ARMA(p, q)-Zeitreihe mit ARMA-Gleichung ®(B) - X; = W(B) - e; und
Autokovarianzfunktion y. Sei m := max(p, q) und sei Y jene Zeitreihe, die durch Transformation
von X mittels

1

—-X;, te|l,

s t [1,m]
Yt= 1

— - ®(B) " X;, t>m

Ge

entsteht, so gilt:

(i) Y istzentriert

S . 1

(i) Firt > mgiltY, = o (et + biep_q + -+ bqet_q) .

(i) vn>1 : H, = span{Xy, .. X} = span{¥y, ..., Y, } .
Beweis:

(i) Nachdem gemaR Korollar 4.1 kausale ARM A-Zeitreihen immer zentriert sind, gilt:
1.Fall: t € [1, m]
1 1
E(r) = E(—X,) =— B(X) = 0
O-e Ue
2.Fall: t > m

IE(Yt)=IE(Gi-CI>(B)-Xt>=Ul- —Zp:aj-m(xt) =0

e e ]=0
.. 1
(“) Yt = O'_E * (Xt - a1Xt_1 — e — apXt_p) =
=" alXt_l + -+ apXt_p + et + blet_l + -+ bqet_q - alxt_l — apXt_p =
e
=Xt

1
=" (et + blet_l + -+ bqet_q) .
O-e
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(iii) Es gilt zunachst trivialerweise, dass Y; € H, , da man fur alle t > 1Y; als Linearkombination von
X4, ..., X;, ausdriicken kann. Induktiv ist leicht zu sehen, dass jedes Y, mit k > 2 nicht als
Linearkombination von Yj, ..., Y;,_;ausgedriickt werden kann, da ej unkorreliert zu ey, ..., €x_1
ist. Deshalb sind Y3, ..., Y}, linear unabhdngig und somit eine Basis von H,.

Satz 8.2

Sei X eine kausale ARMA(p, q)-Zeitreihe mit ARMA-Gleichung ®(B) - X; = W(B) - e; und
Autokovarianzfunktion y. Sei m := max(p, q), sei b; :== 0 Vj > q und sei Y jene Zeitreihe, die durch
Transformation von X wie in Lemma 8.2 entsteht, so gilt:

(i) Die Kovarianzen von Y sind gegeben durch

(1 . .
— v =), i,j €[1,m]
O-e
1 p
pra y(@—j - 2 a -y —li—jD|, min(i,j) < m < max(i,j) < 2m
Cov(Yi,Y}) =] € k=1
q
Z by * by y)i-j1» min(i,j) > m
k=0
\ 0, sonst

(i) Seienn>j, n>mundj <n-—gq,sogiltCov(¥,Y;) =0.

Beweis:

(i) LFall:i,j €[1,m]
1 1 1 T
Cov(Y,,Y;) = Cov (U— X — Xj) =7 Cov(X;,X;) = o7 y@—j .

e e

4. Fall: min(i, j) < m und max(i,j) > 2m
Seio.B.d.A.i <.
Sei p = m. Dann gilt:
1
Cov(Y;,Y;) = = Cov <a1Xi_1 + -t apXip +boe; + -+ bgei_g, biej_q + -+ bqej_q>
Te = = b S5
Aufgrund der Unkorreliertheit des WeilRen Rauschens gilt nun Cov(Yi, )G) =0.
Sei ¢ = m. Dann gilt:
1
Cov(Y;,Y;) = ?COV <a1Xi—1 totapXip thoe; + o+ bgei_g biej_q + ot bqej—Q>
e “ —— e ——

=q <q >q >q
Aufgrund der Unkorreliertheit des WeilRen Rauschens gilt wiederum Cov(Yi, Y]) =0.
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2.Fall: min(i,j) < m < max(i,j) < 2m
Seio.b.d.A. i <m < j, dann gilt:
p

1 1 1
Cov(Y,Y;) = Cov(— Xl, - ®d(B) - X) 2-601: Xi,—z:ak-xj_k =
e k=0

1
=~ [Cov(X;,—aoX;) + Cov(X;,—a,X;_1) + -+ Cov(X; , —a,X;_p)] =

e

1
== [~ayi-D-ar-yQ-li=jh——ayy@-li-jD] =

e

14

1 o o
=—- V(l—J)—Zak-V(k—Il—JI)

e k=1

3.Fall: min(i,j) > m
Seii < j, dann gilt:

k- Cov(ej_y,Y;) =

Ma

1
Cov(YL,Y)=— Cov(bge; + -+ + bge;_g, Y
k=0

q q
1
:_2 z Zb Cov(el k’e] r) == Zbk br—¢i-jy - Cov(el k'el k)
e

= =0 furl k#j-r,
Sei i > j, dann gilt:

1
Cov(Y;, j) =— Cov(Yl,bOeJ + -+ bgej_ q) =—- Z by - Cov(Yi,ej_k) =
e
L q
=3 Z Zb -Cov(e;_r, €j_y) = Zbk brci-j) - Cov(ej_y, €j—x)
% = = =0 fur i-r#j—k, —52
q

> vi,j min(,j) >m: Cov(¥,Y}) = z b Bieaji—j| -

=0
(i) 1.Fall:j >m
Cov(Yp, ¥,) = Z B Bispnoj) =0 -
i=0 >q
=0
2.Fall:j<m
) p
Cov(Y,,Y;) ==+ Cov| boe, + -+ bgen_q,— Z ax " Xj_x + boej +--+bgei_q|=0.
Te k=0 j<n—q
Lemma 8.3

Sei Y eine Zeitreihe, die durch Transformation einer kausalen ARMA(p, q)-Zeitreihe gemaR Lemma
8.2 entsteht und sei m := max(p, q). Verwendet man zur Berechnung der Ein-Schritt-Vorhersagen
Y;+1 den Innovationsalgorithmus, so gilt fiir die somit ermittelten Koeffizienten fij

izmAj>q =>f;=0
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Beweis:

Sei i = max(m, q + 1) beliebig und seil :=i — (q + 1). Trivialerweisegiltl=i—q—1<i—qund
somit selbstverstandlichauchl —1<i—¢q;l—-2<i—gq; ..; 1<i—q.
Somit gilt aufgrund von Satz 8.2 (ii)

1
fii=—"Cov(Y;4,,Y1) =0

1
fii-1=—" [COU(Yi+1rY2) —fi1 fii v =0
V1 _«—/=O :6'

1
fiict =—- [COU(YHLYI) —fuifiitvo+ fui—1 fiici vi ot fia fiica-n) Vi =0
v | —— -

' N
=q+1 =0 =0 =0 =0

Satz 8.3 Berechnung der Ein-Schritt-Vorhersagen fiir kausale ARM A-Zeitreihen

Sei X eine kausale ARMA(p, q)-Zeitreihe mit ARMA-Gleichung ®(B) - X; = W(B) - e; und
Autokovarianzfunktion y und sei Y die gemaRk Lemma 8.2 transformierte Zeitreihe.

Seien Y,,, ,die Ein-Schritt-Vorhersagen und 7, die Ein-Schritt-Vorhersagefehler fiir ¥, ; und fi,j die
Koeffizienten, die bei Berechnung von ¥,,,.; mittels des Innovationsalgorithmus auftreten und sei
m := max(p, q), so lassen sich die Ein-Schritt-Vorhersagen X,,,; und die Vorhersagefehler v, fiir
Xn41 rekursiv berechnen mittels

n
an] (Xn+1] Xnt1- ]) lsn<m
° Xn+1 = ;

kza] n+1- ]+an] (Xn+1 —-J Xn+1—j): nzm
j=1

Beweis:

Zunachst gilt aufgrund von Lemma 8.3, dass

n
an,j'(yn—j+1_yn—j+1), 1<n<m
n+1 = 1_1

Efn.j ) (Yn—j+1 - 17n—j+1) ’ nzm

=1

=

Projiziert man Y; auf H,_, = span{X, ..., X;—1} = span{Y;, ..., Y;_1}, so erhilt man

1
O__ 'Xt ) t e [1,m]
Yt = €
1
O__'(Xt_alXt_l_"'_apXt_p), t>m
e
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AuRerdem gilt furallet = 1

Y, -7,) = Xt' te[lm] X _ %
O Ve ™ _aOXt —apXep = (—aoX; — = apXip),  t>m I

Durch einfaches Einsetzen erhalt man somit

anj (Xn+1 —j — Xn+1- ]) 1<n<m

|k_ Za] n+1—j anj (Xn+1 —-j = n+1 ]) nzm

AuRerdem gilt v, = E(Xp4q — )?n“)z = E[o, - (Y1 — Yn+1)]2 =02 E(Yp41 — Yn+1)2 =c?'r, .

Korollar 8.1

Sei Y eine Zeitreihe, die durch Transformation einer kausalen ARMA(p, q)-Zeitreihe X gemal Lemma
8.2 entsteht und sei m = max(p, q), so gilt:

(i) Firallei,j = 1ist Cov( 0 Y

(i) Verwendet man zur Berechnung der Ein-Schritt-Vorhersagen Yn+1 den Innovationsalgorithmus,
so sind alle Koeffizienten f; ; und alle Ein-Schritt-Vorhersagefehler r;, unabhangig von o,.

) unabhangig von der Varianz des WeilRen Rauschens o, .

AuRerdem sind die Ein-Schritt-Vorhersagen X,,.; fiir alle n > 1 unabhéngig von a,.

Beweis:

(i) GemaR Satz5.1gilty(h) = g - X720 G;dj4 -

Fir i,j € [1,m] ergibt sich also nach Satz 8.2(i):

o] [oe]

1 . 1 - o
Cov(V,Y;) = —y(i—)) = — 0 Z jj+)i-j| = Z 4 +)i-j|
Ge Te j=0 j=0
fur min(i, j) < m < max(i, j) < 2m ergibt sich ebenfalls gemaR Satz 8.2(i)
P

1
Cov(V,Y)) == lv(i—)D— ) ar-yk—li—jD
Oe k=1
D (%)

o0
1 5 _
=52 %" @i8jyji-j) — ) k08 41 |k—|i- )|
e

=0 = =
(0]
Zajaﬁll il Zak Zaf At |k~|i-j|

Flr die anderen beiden Falle ist der Beweis der Aussage trivial.

(ii) Die Aussage folgt direkt aus dem Innovationsalgorithmus, aus Satz 8.3 und aus (i).
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Anmerkung 8.3

Um durch Verwendung des Innovationsalgorithmus die Ein-Schritt-Vorhersagen )?nﬂ mittels
Xpi1 = Z}l:lfn,j . (Xn_j+1 - )?n_j+1) zu berechnen, missen fir jedes n stets sowohl alle

vorhergegangenen Werte X,,_4, ..., X1 und ihre Projektionen als auch samtliche Koeffizienten
fn1s s Jun vErwendet werden.

Handelt es sich bei X allerdings um eine kausale ARMA(p, q)-Zeitreihe, so kann man durch
Verwendung des Algorithmus aus Satz 8.3 Rechenzeit einsparen, da fiir n = m maximal p Werte
Xn+1-p, - X und maximal q Projektionen )?nﬂ_q, ..., X, verwendet werden miissen. Wie man in
Lemma 8.3 gesehen hat, wird auch die Anzahl der zu berechnenden Koeffizienten fiJ drastisch
reduziert.

Wahrend also der Innovationsalgorithmus den Vorteil hat, sogar fiir nicht-stationare Zeitreihen
einsetzbar zu sein, sollte fir kausale ARMA-Zeitreihen stets der Algorithmus aus Satz 8.3 verwendet
werden.

Beispiel 8.2

Sei X die selbe AR(1)-Zeitreihe wie in Beispiel 8.1. Fiir die Berechnung der Ein-Schritt-Vorhersagen
)?n mittels des Innovationsalgorithmus geht man folgendermaRen vor:
1. Xl = 0
- - 1
2. X, =f1,1 ’ (X1 —X1) =E'X1
5 - 5 1 4
3. X3=/f1" (Xz —Xz) + f22 (X1 —X1) = g'X1 +;X2

Die Berechnung fiir wachsende n gestaltet sich also, wie man sieht, immer aufwandiger. Verwendet
man hingegen Satz 8.3, so reduziert sich der Arbeitsaufwand wegenp = 1, g = 0 und m = 1 auf die

- i 1
Berechnungvon X1 = a1 X, + Z;I=1fn,j : (Xn+1_j - Xn+1_]-) =a Xy = > X .

=0

Definition 8.3 GauBsche Zeitreihe

Eine Zeitreihe (X; : t € Z) heilt Gaulsche Zeitreihe, wenn fir alle k € N und alle t4, ..., t; € Z gilt,

dass die gemeinsame Verteilung von (th, ...,th) eine k-dimensionale Normalverteilung ist.

Sei X, = (X4, ..., X;,)T ein Zufallsvektor, bestehend aus Zufallsvariablen X;, ..., X,, einer GauRschen
— A A \T ~
Zeitreihe mit Erwartungsvektor p,, und Kovarianzmatrix A4, und sei X, = (Xl, ...,Xn) = X, eine

Realisierung von X, , so ist, sofern A4,, invertierbar ist, die Dichtefunktion von X,, bei )?n gegeben
durch

1
JGor ety T

F(Ra) = (-3 Gam ) 23" (= )
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Satz 8.4

Sei X eine gauRsche, kausale ARMA-Zeitreihe und sei firn > 1 X, := (Xy, ...,)?n)T eine
Realisierung des Zufallsvektors X,, :== (Xj, ...,Xn)T, dessen Kovarianzmatrix A4,, invertierbar sei. Seien
aulerdem firallel1 <j<n+1 )?j die empirischen Ein-Schritt-Vorhersagen fiir )?j und seien v; die
Ein-Schritt-Vorhersagefehler fir X;, ; , so lasst sich der Wert der Dichtefunktion von X, bei X,
berechnen mittels

1 1 (% -%)
£(n) = . exp "'Z]-—]
N 2 = Vj_q

Beweis:

GemaR Korollar 4.1 sind kausale ARM A-Zeitreihen stets zentriert, also ist der Erwartungsvektor von
X, der Nullvektor. Es gilt also zundchst

1
e
\/(Zn)” -det(4,,)
Seien f; ; fir i = 1 und j € [1, ..., {] die Koeffizienten, die man mittels des Innovationsalgorithmus

erhalt, sei X, == (X, ...,)?n)T und seien

f(Ra) = S TS Al

1 0 - 0 0
/ A1 0 0\ ve 0 0 0
B =l 2,2 2,1 ' | c=|o o
| w10 : 0
\ 1 0 (.) ves ves 0 vn_l
n—1n-1 fn—l,l 1

Gemals des Innovationsalgorithmus gilt

( 0 \

1

Xl | fn,j ’ (Xn—j+1 _Xn—j+1) |
=1

X, =% |=|" —B-D-(X,-X,).

n-1 '
Z fn,j ' (Xn—j+1 _Xn—j+1)
=1

Somit muss nun auch gelten, dass
Xo=Xp—Xp+Xy=1-X,—-X,)+B-D X, —X) =B - X, —Xy).
BekanntermaRen gilt fir alle Matrizen M € R™*"™ und alle n-dimensionalen Zufallsvektoren Y, dass

Cov(M-Y) =M - Cov(Y)-MT und offensichtlich gilt C = Cov(X,, — X,,). Somit erhalt man

A, = Cov(X,) = Cov (B~ (X, —X,,)) = B~ Cov(X, — X,) - BT =B-C-BT.
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Somit folgt, dass X%, - Az - X, = [B- (X, = X,,)] - (B-C-B") " -B- (X, —X,) =

= (X,—X,) -BT-(BT) -1 BB (Xy—Kn) = (Xu - X,) € (X, — )=

= =1

X -X XI—)? (X - %)’

=<1 1’ ,u>'(X1—X1, 'Xn_Xn)T:Z4
Vo Vn-1 = Vj—1

<)
>

n ( )2
> XD a7t Ry = ) ST
=1 1

Nachdem die Determinante einer Dreiecksmatrix stets das Produkt ihrer Hauptdiagonalelemente ist,
gilt auBerdem

det(4,) = det(B - C - BT) = det(B) - det(C) - det(BT) = det(C) = vy - vy " vy -

=1 =1

Gesamt ergibt sich durch Einsetzen fiir det(4,,) und fir XT - 4,1 - X,, also

1 1w (@& -%)
£(Xn) = < exp "'Z]-—J
\/(27'[)” Vg Up_q 2 = Vj_q

Definition 8.4 Maximum- Likelihood -Schatzer

Sei X/[;] = (X;: t € [1,n]) eine Realisierung einer ARMA(p, q)-Zeitreihe, deren Parameter

a4, .-, Ap, by, ..., by und 62 unbekannt sind, so nennt man @, ..., a,, b, ..., Bq, 62 die Maximum-
Likelihood-Schitzer fir die Parameter ay, ..., ap, by, ..., bq und a2, wenn fir

ay = Ay, n, Ap = Ay, by = b, v bg = Eq,aez := 62 der Funktionswert der Dichtefunktion der
gemeinsamen Verteilung von (X;,.., X;,)7 bei ()?1, ..,)?n)T unter allen moglichen Kombinationen
von Parametern maximal ist.

Satz 8.5

Sei X definiert wie in Satz 8.4 und sei v,, := 62 * 13, , so sind die Maximum- Likelihood -Schitzer
ay, -, dp, b, ..., Bq gegeben als jene Kombination von Parametern aq, ..., ap, by, ..., bg , fur die
folgender Ausdruck minimal wird:

1 ()? 5 )2 n-1
M:=In —-z ] ] +— Zln(r])

n £ Ti_q .
]:1 J ]:O
Der Maximum- Likelihood -Schatzer 62 ist dann gegeben durch

n ~ =\2
o 1 _Z(Xj - X;)
65 =— —_—
n = Ti_1
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Beweis:

Durch Einsetzen von v, := 62 - 1;, in die in Satz 8.4 ausgearbeitete Berechnungsmethode der
Dichtefunktion erhalt man

n ~ =
- 1 X X
f(®a) = - Z
(%) V@Ia™ 1o Ty 2”6 =
und mittels Logarithmierens beider Seiten
n ~ =2
- 1 i — X;
In[f(X,)] = ——ln(a )—— In(2m -1y - Tn—1)—2 22( ] ]) :
O¢ = Tj1

Nachdem aus Korollar 8.1 bekannt ist, dass )?j (und somit selbstverstandlich auch )?j) und rj
unabhingig von ¢ sind, kann man zunichst partiell nach o2 ableiten und erhilt

onlf(x)]  n (X X) Lo LN &)
a 2(062)2 Z S0= _E; Tj-1

do? 202

Setzt man nun dieses die Wahrscheinlichkeit der beobachteten Realisierung maximierende o2

wiederum in ln[f()?n)] ein, so erhalt man

—~ n 1 X—)? 1 n
In[f(X,)] = _E.ln 52(17}#]) _E'IH(ZH'T”O 1) -7
=1

Nun sucht man nach Parametern @y, ..., @y, by, ..., bg, fir die dieser Ausdruck maximal ist. Durch
Vereinfachen erhdlt man

a3

n =2
Z XJ)
=
1 < =~)2 1 1
In - Zr—] +—-1n(2m) + —-In(ry =+ 1,—1) + 1 — minimal &
j=1
>

NIS

n
-3 In(2m -1y = 1y_1) — 7 maximal &

0

j-1 n_____
>0

~ =2 n—-1
(X - X))

j=1 ]=0

:I»—*

ln(r — minimal .

Anmerkung 8.4

Obwohl im vorhergehenden Satz die Maximum- Likelihood -Schéatzer nur fiir gauRsche, kausale
ARM A-Zeitreihen beschrieben wurden ist es, wie in vielen Bereichen der Statistik, durchaus sinnvoll
beliebigen kausalen ARM A-Zeitreihen eine multivariate Normalverteilung, also gaulisch zu sein, zu
unterstellen, da hierdurch meist sehr gute Ergebnisse erzielt werden — selbst dann, wenn es sich
nicht um eine gauRsche Zeitreihe handelt.
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Anmerkung 8.5

s =\2
. . 1 ¢n (Xj—Xj) 1 ¢n-1 . . .
Der in Satz 8.5 beschriebene Ausdruck In (; f=1rj—_1> + ” Zj=0 ln(rj) , der in Abhdngigkeit

von Parametern ay, ..., ap, by, ..., by fir die gesuchte ARMA(p, q)-Zeitreihe minimal werden soll,
lasst sich nicht mehr weiter vereinfachen oder nach einem der Parameter partiell differenzieren.
Deshalb sind die einzigen Moglichkeiten diese Minimalisierung durchzufiihren iterative , Trial and
Error — Methoden”, die, nachdem in Abhangigkeit jeder versuchten Parameterkombination samtliche
empirische Ein-Schritt-Vorhersagen )?1, ...)?n und samtliche Vorhersagefehler ry,..,1r,,_1 mittels Satz
8.3 berechnet werden miissen, sehr rechenaufwandig sind. Man kann die Rechenzeit signifikant
verringern, indem man — ungenaue — Vorabschatzungen verwendet. Diese Schatzungen erhalt man
folgendermalRlen:

Seien fu die Koeffizienten und ¥; die Ein-Schritt-Vorhersagefehler, die bei Durchfiihrung des
Innovationsalgorithmus fiir eine kausale ARMA-Zeitreihe entstehen, wenn man bei dessen
Durchfiihrung die tatsachliche (unbekannte) Autokovarianzfunktion durch die empirische
Autokovarianzfunktion ersetzt, so erhdlt man fiir ausreichend groes m mit g + p < m < n eine
erste grobe Abschatzung der Parameter 4@y, ..., d;,, B{, . B{J, 662’ mittels Losung des linearen
Gleichungssystems

/ fm,q fm,q—l fm,q+1—p ai fm,q+1
PN PN S ~! ol
fm,q+1 fm,q fm,q+2—p a_l — fm,q+2
A o . K ,\:, A :
fm,q+p—1 fm,q+p—2 fm,q ap fm,q+p

des rekursiven Anwendens von

min(j,p)

B =fmj= ) @fuji Vi€[Lg]

i=1
. . A ! ~
und des einfachen Gleichsetzens von 62 = D,,,.

Nachdem die hierzu benétigte Beweisflihrung recht umfangreich ist, und es sich hierbei nur um eine
Vereinfachung der Berechnung der Maximum- Likelihood -Schatzer handelt, die auch ohne diese
Vorabschatzung prinzipiell moglich ist, wird hierbei auf einen Beweis verzichtet. Dieser ist
beispielsweise in Peter J. Brockwell, Richard A. Davis, Time Series: Theory and Methods (Springer,
1991) S.245-254 nachzulesen.

Anmerkung 8.6

Da die gesuchte Zeitreihe X im vorhergegangenen Satz nach Voraussetzung kausal sein muss, ist es
unumganglich beim Ausprobieren von Parameterkombinationen ay, ..., ap, by, ..., bq zur Findung der
Maximum- Likelihood -Schatzer @, ..., &p, 131, s Bq, 62 diese auf solche Parameter zu
beschranken, die die Bedingungen aus Satz 4.1 erfillen.

Ebenfalls sinnvoll (wenn auch nicht zwingend notwendig) ist es, von vornherein
Maximume-Likelihood -Losungen auszuschlieRen, die gemal Satz 4.4 zu nicht-invertierbaren
ARMA-Zeitreihen gehoren.
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9. Modellierung mittels ARMA-Zeitreihen

Das vorherige Kapitel lieferte Methoden ein kausales (und evtl. auch invertierbares)

ARMA(p, q)-Modell zu beobachteten Daten zu erstellen, wobei davon ausgegangen wurde, dass die
Ordnungen p und g bereits bekannt seien. Offensichtlich ist dies aber in der Praxis tGblicherweise
nicht der Fall. Es stellt sich also die Frage danach, wie man jene Ordnungen bestimmen kann, die mit
der Methodik aus Kapitel 8 das beste Modell liefern.

Dieses Kapitel wird nun zwei Methoden hierfiir beschreiben: Zunachst wird beschrieben werden, wie
man durch Betrachtung der empirischen (partiellen) Autokorrelationsfunktion bestimmen kann, ob
es sich bei der beobachteten Zeitreihe um eine AR- oder M A-Zeitreihe oder gar um ein Weiles
Rauschen handelt. Sollte dies nicht der Fall sein, bleibt schlieRlich nur die weniger elegante Methode
verschiedenste Kombination von Ordnungen p und g mittels dem in Kapitel 8 beschriebenen
Maximum- Likelihood-Verfahren zu berechnen und anschliefend auf ihre Giite zu untersuchen.
Hierfiir stehen mehrere Kriterien zur Verfligung, wovon hier das wohl gebrauchlichste naher
vorgestellt werden wird, namlich das so genannte AIC(C).

AnschlieSend wird kurz ein Verfahren vorgestellt werden mit dem tberprift werden kann ob ein
erstelltes Modell tiberhaupt die vorliegende Realisierung einer Zeitreihe adaquat beschreiben kann.
Zum Abschluss wird schlussendlich naher auf die Thematik der Erstellung von Zukunftsprognosen
eingegangen werden, die ja eine, wenn nicht sogar die wichtigste, Motivation fiir die Beschaftigung
mit den Methoden der Zeitreihenanalyse darstellt.

9.1 Uberprﬁfen auf einfache MA(q) oder AR(p)-Zeitreihen

9.1.1 Uberpriifen auf WeiRes Rauschen

Nachdem ein identisch verteiltes und paarweise stochastisch unabhangiges Weilles Rauschen nichts
anderes ist als eine ARMA(0,0)-Zeitreihe, und diese offensichtlich kausal ist, lasst sich zur
Behandlung der Frage, ob es sich bei einer beobachteten Realisierung X/[,\q] = (X;:t € [1,n]) einer
Zeitreihe um solch ein Weilles Rauschen handelt, fiir grofles n Satz 7.2 anwenden.

p(m)—p)

Es gilt p(h) ~ N (p(h), == mpp) & ﬁ ~N(0,1) .
n Mnh

Bezeichne Z(1 5) das (1 - %)-O,uantil der Standardnormalverteilung, so ergibt sichfir 0 <a <1

2

A _Gwp)

\_ (1-2) \/?ﬂhh (-2 ]~

ag) Hag) e

<p) <p()+—*=—]=1-a
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Aus Definition 3.1 ist klar ersichtlich, dass nun, sollte es sich bei X tatsachlich um ein WeiRes
Rauschen handeln, die Autokorrelationen von X ab Lag 1 gleich Null sein miissen.

Um dies zu Giberprifen erstellt man nun zu jedem Lag h = 1 ein Konfidenzintervall, so wie es gerade
beschrieben wurde, und setzt p(h) gleich Null. Somit erhalt man jeweils ein Intervall, in dem, sollte
die Hypothese, es handle sich bei X um ein WeiRes Rauschen, stimmen, in (1 — a) - 100 Prozent der
Realisierungen dieser Zeitreihe der Wert p(h) liegen muss.

Sollte die empirische Autokorrelation nun nicht in diesem Intervall liegen, kann man die Hypothese
mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von a - 100 Prozent verwerfen.

Um diese wichtigen Intervalle berechnen zu kénnen ergibt sich nun noch das Problem der
Berechnung von my, , . Unter der Annahme, dass es sich um WeiRes Rauschen handelt, ist dies sehr
einfach, es gilt nach Satz 7.2 fir alle h > 1:

(0.0

My = Z p*(r+h) +p(r—h)-p(r+h)+2-p*h)-p*(r) —4-p(h) - p(r) - p(r +h) =
5 ~

r=—co =0V(r+h)=0 = =0 =0

=p?0)=1 .

Somit ergibt sich also fiir alle Lags h > 1 fur Irrtumswahrscheinlichkeit a das Konfidenzintervall

EERE N

Beispiel 9.1

Die folgenden zwei Diagramme zeigen die empirischen Autokorrelationsfunktionen bis zum Lag
20 von Realisierungen vom Umfang 200 eines N (0,22)-verteilten WeiRen Rauschens und einer
ARMA(2,1)-Zeitreihe mit der ARMA-Gleichung X; = 0,6X;_; + 0,2X,_, + 0,6e;_, + ¢; .

Man sieht sofort, dass die Hypothese, es handle sich um ein Weilles Rauschen im Fall der
ARMA(2,1)-Zeitreihe eindeutig abgelehnt werden kann, im anderen Fall allerdings nicht, wobei die
in der Praxis tbliche Irrtumswahrscheinlichkeit a = 0,05 verwendet wurde.

Weilles Rauschen ) ARMA(2,1)-Zeitreihe
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9.1.2 Uberpriifen auf MA(q)-Zeitreihen

Mochte man eine Realisierung X’[;l] = ()’(;: t € [1,n]) darauf untersuchen, ob sie sich gut durch eine
MA(q)-Zeitreihe modellieren lasst, geht man genau so wie in 9.1.1 vor. Aus Satz 5.3 weill man, dass
die Autokorrelation von MA(q)-Zeitreihen ab dem Lag g + 1 immer gleich Null ist.

Unter der Annahme, dass es sich um eine solche Zeitreihe handelt, erhdlt man also fir alle h > q
wiederum die Konfidenzintervalle

wobei gilt, dass

My = Z p*(r+h)+p(r—h)-p(r+h)+2-p*(h)-p?(r) —4-p(h) - p(r) - p(r + h) =
=0

=0 =0

r=—o00

=p2(=qQ) + p2(—q+ D+ -+ p2(0) + p2(D) + -+ p2(@) =1+ 2 (p2(1) + -+ p2()) .

Der Faktor my, j, ist also vom wahren Wert der Autokorrelation der MA(q)-Zeitreihe abhangig.
Nachdem man diese in der Praxis nicht kennt, werden fiir die Werte der Autokorrelationsfunktion oft
einfach die Werte der empirischen Autokorrelationsfunktion eingesetzt — was aber ein ungenaues
Intervall liefert, das sowohl zu grof8 als auch zu klein sein kann - oder aber der Faktor wird komplett
weggelassen, was ein ,strengeres” Intervall liefert und zusatzlich den Vorteil hat, dass dieses nicht
flir jede untersuchte Ordnung g neu berechnet werden muss.

Beispiel 9.2

Die folgenden zwei Diagramme zeigen die empirische Autokorrelationsfunktion bis zum Lag 20 von
Realisierungen vom Umfang 200 einer MA(3)- und einer ARMA(1,3)-Zeitreihe mit den folgenden
ARMA-Gleichungen:

L Xt = e — 0,8 "1 + 0,75 *er_p — 0,6 *€er_3
L Yt = _0,7 ) Yt—l - 0,8 1 + 0,75 "o — 0,6 *er_3 + et

Bei beiden Zeitreihen wurde die Hypothese, es handle sich um eine MA(3)-Zeitreihe Gberprift (mit
Irrtumswahrscheinlichkeit a = 0,05 und unter Weglassen des Faktors my, ;). Offensichtlich liefert das
Verfahren die richtigen Ergebnisse, es verwirft die Hypothese fur die ARMA(1,3)-Zeitreihe, kann dies
aber fir MA(q)-Prozesse mit Ordnung q = 3 nicht tun.

) MA(3)-Zeitreihe . ARMA(1,3)-Zeitreihe
1 !
0,5 0,5
0 - 0 !
-0,5 -0,5
1 1
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9.1.3 Uberpriifen auf AR (p)-Zeitreihen

Mochte man eine Realisierung X/[;] = (7(:: t € [1,n]) darauf untersuchen, ob sie sich gut durch eine
kausale AR (p)-Zeitreihe modellieren lasst, so hilft das Betrachten der empirischen
Autokorrelationsfunktion nicht wirklich weiter. Aus Satz 5.4 weil man allerdings, dass fiir solche
Zeitreihen deren partielle Autokorrelationsfunktion fiir Lags groBer als p konstant Null ist und aus

Satz 7.2, dass 72(h) fur diese Lags approximativ N (0, %)—verteilt sind.

Unter der Annahme, es handle sich bei der beobachteten Realisierung um eine AR (p)-Zeitreihe kann
man also fiir h > p das Konfidenzintervall

<_ Z(\l/_a%) | Z(\l/-ﬁ%) )

erstellen, in dem bei (1 — a) - 100 Prozent der Realisierungen der Wert 7(h) liegen muss.

Anmerkung 9.1

Die in 9.1.1 bis 9.1.3 vorgestellten Konfidenzintervalle fir die diversen SchatzgroRen kann (und sollte)
man selbstverstandlich auch anders interpretieren. Wie man gesehen hat, wird in allen drei Fallen
schlussendlich ein Intervall verwendet, das unabhangig vom jeweiligen Lag ist, was es, wie es auch in
den Beispielen schon stillschweigend angewendet wurde, ermoglicht, anstatt einzelner Werte der
Schatzfunktion gleich deren mehrere zu betrachten.

Nun ist es aber wichtig zu verstehen, dass nicht unbedingt jeder dieser Werte innerhalb der
Intervallgrenzen liegen muss. Man kann im Gegenteil sagen, dass sich eben nur mindestens

(1 — a) - 100 Prozent von ihnen innerhalb des Konfidenzintervalls befinden missen, damit die
jeweilige Hypothese nicht abgelehnt werden kann.

Beispiel 9.3

Im Folgenden sind die Diagramme der empirischen Autokorrelationsfunktion und der empirischen
partiellen Autokorrelationsfunktion einer Realisierung der stationdren AR (3)-Zeitreihe

X = —%-Xt_l - % “Xe_p + % - X¢_3 + e; angefiihrt. Man sieht sehr deutlich anhand des linken
Diagrammes, dass man die Zeitreihe nicht angemessen durch ein MA(q)-Modell niedriger Ordnung
modellieren kann. Anhand des rechten Diagrammes sieht man, dass man die Hypothese, es handle

sich um eine AR(3)-Zeitreihe (zurecht) mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit a = 0,05 nicht ablehnen
kann.

Emp. Autokorrelation Emp. Partielle Autokorrelation

0,8 0,8
0,6
0,4

0,2

-0,2

-0,4
-0,6

63



Anmerkung 9.2

Obwohl es natirlich moglich ist, fiir eine Realisierung vom Umfang n die empirischen (partiellen)
Autokorrelationen bis zum Lag n — 1 zu berechnen, ist die Untersuchung der Schatzfunktion fir sehr
groflSe Lags nicht sonderlich sinnvoll, einerseits da fiir deren Berechnung schlicht zu wenige Werte
vorliegen und somit sdmtliche asymptotische Aussagen Uiber die empirische (partielle)
Autokorrelation in keiner Weise mehr giiltig sind, andererseits da man, vorausgesetzt natirlich es
handelt sich bei der untersuchten Zeitreihe tatsachlich um die Realisierung einer ARM A-Zeitreihe,
gemal’ Satz 5.2 ohnehin davon ausgehen kann, dass die Werte fiir groRe Lags verschwinden werden.

9.2 Das Akaike-Informations-Kriterium

Wie man an den vorangegangenen Beispielen sehen konnte, ist es also moglich durch Betrachtung
der empirischen (partiellen) Autokorrelationsfunktion oftmals gut zur Modellierung geeignete
Ordnungen zu finden.

Dies gilt aber nur, wenn es sich bei der beobachteten Zeitreihe um WeilRes Rauschen oder um
entweder eine AR (p)- oder eine MA(q)-Zeitreihe handelt, flr allgemeinere ARMA(p, q)-Prozesse ist
dies nur sehr bedingt moglich.

Aus Satz 5.2 weill man, dass die Werte der Autokorrelationsfunktion einer kausalen ARMA-Zeitreihe
fiir wachsende Lags stets geometrisch abklingen, was aufgrund der asymptotischen Erwartungstreue
der empirischen Autokorrelationsfunktion in gewisser Weise auch fir diese gilt. Somit ist flir
ausreichend groBen Umfang der Stichprobe mit Sicherheit gewdhrleistet einen Lag g finden zu
konnen, ab dem sich die Werte der empirischen Autokorrelationsfunktion (etwaige statistische
AusreilRer ausgenommen, sieche Anmerkung 9.1) innerhalb des in 9.1.2 ermittelten Intervalls
befinden, wodurch man die Hypothese, es handle sich um eine MA(q)-Zeitreihe, nicht mehr
ablehnen kann.

Durch ein derartiges Vorgehen sto8t man aber in der Regel sehr schnell auf das in der Statistik
allgegenwartige Problem des , Overfittings” — also die Gefahr durch das Wahlen zu vieler Parameter
ein zu ,starres” Modell zu erhalten, das zwar sehr gut zur vorliegenden Realisierung passt, aber kaum
noch zu den dieser zugrunde liegenden Strukturen.

Der gelaufigste Weg mit diesem Problem bei der Ordnungswabhl fir ARMA(p, q)-Zeitreihen
umzugehen ist der Vergleich verschiedener Parameterkombinationen mittels des

Akaike Information Criterions, kurz AIC. Dies funktioniert im Allgemeinen, nicht speziell auf das
Themenfeld der Zeitreihenanalyse bezogen, folgendermalen:

Stehen verschiedene Parameteranzahlen K; zur Auswabhl, so wird fir diese jeweils mittels
Maximume-Likelihood-Schatzung ein Modell erstellt und die Wahrscheinlichkeit der vorliegenden
Realisierung (die man ja im Zuge des Verfahrens maximieren muss) unter der Annahme, das Modell
ware korrekt, notiert. Sei nun L; diese Wahrscheinlichkeit, so berechnet sich fiir jedes i der Wert des
AIC mittels

AIC(D) = —2-log(L) + 2 - K;

Die am besten zur Modellierung geeignete Parameteranzahl K; ist nun jene, fiir die AIC (i) minimal
ist. Wahrend bei wachsender Parameteranzahl L; Gblicherweise immer groRer wird und somit

— 2 -log(L;) der 0 ,,von oben” immer ndher kommt, wird der , Korrekturfaktor” 2 - K; immer groRer,
was ein , Overfitting” verhindern soll.
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Die genaue Herleitung dieses Verfahrens wird hier schuldig geblieben werden, interessierte
Leserlnnen seien hierfir beispielsweise auf Sadanori Konishi, Genshiro Kitagawa, Information Criteria
and Statistical Modeling (Springer, 2008) S.29-60 verwiesen.

Versucht man nun dieses allgemeine statistische Verfahren an die Erfordernisse der
Zeitreihenanalyse mittels kausaler ARMA(p, q)-Modelle anzupassen, so gestaltet sich dies denkbar
einfach. Man erstellt fir mogliche Kombinationen von p und g mittels der Methoden aus Kapitel 8
Maximume-Likelihood-Schitzungen und ermittelt deren AIC mit Hilfe der Formel

Alc(p,q)=-2 W (f(Xy))+2-(p+q+1),

wobei f(f(n) der Wert der Dichtefunktion des fir gegebene Parameter p und q ermittelten
Maximum-Likelihood-Modells bei der beobachteten Realisierung ist (siehe Satz 8.4). Offenbar ist
die Anzahl der geschatzten Parameter gleich p + g + 1, wobei die Addition der "1" daher kommt,
dass ja nicht nur die Koeffizienten des AR- und des MA-Polynoms, sondern auch die Varianz des
WeiRen Rauschens geschatzt werden muss.

Wahrend die Verwendung des AIC-Kriteriums durchaus gangig ist, hat sich im Lauf der Zeit ergeben,
dass dieses weiterhin zu ,,Overfitting” neigt, weshalb oftmals statt des AIC das so genannte

Akaike Information Corrected Criterion (AICC) verwendet wird. Dieses ist gerade fir in der
Praxis vorkommende, verhaltnismaRig kleine, Stichprobenanzahlen aussagekraftiger und berechnet
sich fiir kausale ARMA(p, q)-Zeitreihen mittels

p+qg+1

AICC(p, ) = =2 - In(f(Ry)) + 2n- e

wobei, wie man sieht, lediglich der , Korrekturfaktor” verandert wurde, sodass dieser die Wahl hoher
Ordnungen im Vergleich zum klassischen AIC starker ,bestraft”.

Gesamt kann man also zum Vorgang der Ordnungswahl folgendes Vorgehen empfehlen: Zunachst
sollte die beobachtete Realisierung stets mittels 9.1.1 -9.1.3 darauf iberprift werden, ob es sich
dabei um ein WeiRes Rauschen, eine MA(q)- oder eine AR(p)-Zeitreihe mit p,q < 2 handeln
konnte. Sollte dies eindeutig der Fall sein, kann man auf das Berechnen des AIC oder des AICC
verzichten.

Sollte die Modellierung mittels solcher AR- oder AR-Modelle geringer Ordnung sich nicht anbieten,
oder deren Ordnung nicht eindeutig sein, so kommt man nicht umhin fiir verschiedene maogliche
Ordnungen p und q Modelle zu erstellen, deren AI(C)C zu berechnen und wiederum jenes Modell
zu wahlen, fir die das AI(C)C minimal ist.

Hierbei empfiehlt es sich zunachst fir alle anhand der Methoden aus 9.1.2 und 9.1.3 ermittelten
moglichen Ordnungen p und q die zugehdrigen AR (p)- und MA(q)-Modelle und zusétzlich
ARMA(r, s)-Modelle fiir alle r, s #+ 0 und r + s < max(p, q) zu errechnen und diese anschlieBend
mittels des AIC(C) zu vergleichen.

Sollte beispielsweise anhand der empirischen und der empirischen partiellen Autokorrelations-
funktion ein MA(2)-, ein MA(4)- oder ein AR(3)-Modell vorstellbar sein, so sollte man neben diesen
auch noch ARMA(p, q)-Modelle mit (p, q) € {(1,1), (2,1), (1,2)} erstellen.

Dies ist sinnvoll, da die Verwendung eines ,,gemischten” Modelles die Anzahl der zu schdtzenden
Parameter reduzieren kann. Diese besondere Starke des ARMA-Modelles wird spater in Beispiel 10.3
klar zutage treten.
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9.3 Uberpriifen des Modells

Hat man nun ein nach den bisherigen angefiihrten MaRstdben optimales ARMA-Modell fir eine
Zeitreihe gefunden, muss es noch daraufhin tberprift werden, ob dieses wirklich zur Beschreibung
der Zeitreihe und im speziellen flr Vorhersagen liberhaupt geeignet ist — bisher wurde ja lediglich
untersucht, ob unter der Annahme ein Modell ware richtig, die Wahrscheinlichkeit, dass bei
Durchfiihren eines Zufallsexperiments die beobachtete Zeitreihe entsteht, auch ausreichend grofR ist.

Geht man nun davon aus, dass das mittels Maximum-Likelihood-Methode ermittelte ARMA(p, q)-
Modell mit Koeffizienten a4, ... ap, b4, ...,bq,aez tatsachlich der ,,wahre” der Realisierung

X/[;] = (X;:t € [1,n]) zugrundeliegende stochastische Prozess ist und ermittelt man anhand dieses
Modells die Ein-Schritt-Vorhersagen X;, ..., X,, und die Ein-Schritt-Vorhersagefehler ry, ..., 7,1 , SO
lasst sich die Glite des Modelles durch Betrachtung der Zeitreihe

Xt_)?t

Yt =
Tt—1

fur 1 < t < n bestimmen, wobei man die einzelnen Y; auch als Residuen bezeichnet.

Wenn das verwendete kausale ARMA-Modell tatsachlich das der Realisierung zugrundeliegende
ausreichend gut beschreibt, so miissen die Ein-Schritt-Vorhersagen X, den Wert X, bis auf einen rein
zufilligen, nicht von vorherigen oder zukiinftigen Zeitpunkten abhangigen, Teil X, — X, vorhersagen
koénnen, woraus folgt, dass

o« Cov(YyYeen) = = Cov(Xe = Ry, Xeon — Ken ) =0 VR #0 .
t—-1
AuRRerdem miusste gelten, dass

o B0 == (E(R) ~E(X) = o=+ (B(Eiz deoy  Xeo)) — E(XD) = 0

e Var(Y,) = i Var(X, — X,) = 22 = = o?

Tt—1 Tt—1
Man sieht also, dass alle Voraussetzungen aus Definition 3.1 erflllt sind, es sich also bei Y um ein
WeiRes Rauschen mit Varianz 62 und damit natiirlich bei ¥ um eine Realisierung eine solchen
WeiRen Rauschens handeln misste.

Die einfachste Art und Weise dies zu tGberpriifen ist nun den Graphen der Residuen auf auffillige
Abweichungen, die auf nicht-Stationaritat hindeuten wirden, zu untersuchen, also auf Trend,
Saisonalitat oder sich verandernde Varianzen, und anschliefend gemal 9.1.1 die Hypothese, es
handle sich um ein WeilRes Rauschen, zu Uberpriifen.

Stellt es sich heraus, dass es sich bei den empirischen Residuen tatsachlich um die Realisierung eines
WeilRen Rauschens handeln konnte, so kann man nun das ermittelte ARMA(p, q)-Modell als passend
flr die vorliegende Zeitreihe bezeichnen. Sollte dies hingegen nicht der Fall sein, kann man das
erstellte Modell getrost verwerfen und sollte entweder andere Ordnungen p, q in Betracht ziehen
(idealerweise jene, fiir die das AIC(C) am zweitkleinsten ist) oder die ermittelten, nicht passenden
Koeffizienten bei einem erneuten Durchlauf des Maximum- Likelihood -Verfahrens explizit
ausschlieBen.

66



9.4 Erstellen von Zukunftsprognosen

Hat man gemaR der vorangegangenen Ausfiihrungen fir eine vorliegende Realisierung einer
Zeitreihe ein moglichst gut passendes ARMA-Modell erstellt und ist dieses invertierbar — es sei
nochmals angemerkt, dass man die Invertierbarkeit des mittels Maximum- Likelihood -Verfahrens
gewonnenen Modelles stets garantieren kann, indem man Lésungen fir die Parameter, die die
Bedingungen von Satz 4.4 nicht erfiillen, einfach nicht zuldsst — so lassen sich bekanntlich die
einzelnen Werte é; der vorliegenden Realisierung des zugrundeliegenden Weillen Rauschens anhand
der Werte der Realisierung der Zeitreihe approximativ berechnen.

Nun kann man anhand dieser Daten die Hypothese, das WeiRe Rauschen e sei normalverteilt, mittels
diverser, hier nicht ndher beschriebenen Testverfahren, wie beispielsweise mit dem Shapiro-Wilk-
Test oder dem Kolmogorow-Smirnow-Test Uberpriifen. Wenn man diese nicht ablehnen kann, so
ermoglicht dies die Erstellung von approximativen Konfidenzintervallen fiir den jeweils nachsten —
noch unbekannten — Wert der Realisierung der Zeitreihe.

Flr ausreichend viele Daten ist namlich offensichtlich, dass flir ebenfalls ausreichend grofies t gilt,

dass X, — X, =~ e,. Zusitzlich gilt trivialerweise, dass O_i N(0,1)-verteilt ist. Somit erhalt man fur

e

ausreichend grofles t

P(—Z(l_%)séﬁz(l a))=1—a=>]P<—Z(1 a)SXt_)?tSZ( )>z1—a .

a
Ue Ue 1= 2

Hieraus erhalt man nun trivialerweise fir den unbekannten Wert )?t das approximative
(1 — a)-Konfidenzintervall

N A

Man kann nun also etwas salopp sagen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass der nachste Wert der
beobachteten Zeitreihe innerhalb von I liegen wird, etwa (1 — a) - 100 Prozent betragt.

Obwohl es selbstverstandlich moglich ist Vorhersagen nicht nur fiir den jeweils ndchsten
unbekannten Wert einer Zeitreihe zu treffen, sondern auch wesentlich weiter ,in die Zukunft zu
blicken”, geht dies trivialerweise mit einer starken Verschlechterung der Verlasslichkeit dieser
Prognosen einher, weshalb diesbeziigliche Methoden hier nicht ndher behandelt werden.

Es sei hier beispielsweise auf Peter J. Brockwell, Richard A. Davis, Time Series: Theory and Methods
(Springer, 1991) S. 174f, 179-182 verwiesen.

Mit der soeben vorgestellten Methode zur Erstellung von Ein-Schritt-Zukunftsprognosen sind die
theoretischen Ausfiihrungen dieser Diplomarbeit an ihrem Ende angekommen, der/die Leserln sollte
nun in der Lage sein, anhand vorliegender Rohdaten einer Realisierung einer Zeitreihe ein moglichst
gut dazu passendes ARMA-Modell zu erstellen und anhand dessen Zukunftsprognosen zu errechnen.
Zum besseren Verstdndnis der behandelten Themen und zur Demonstration der Wirksamkeit der
beschriebenen Verfahren sollen nun im folgenden Kapitel abschlieBend drei Anwendungsbeispiele
ausfiihrlich behandelt werden.
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10. Anwendungsbeispiele

Beispiel 10.1

Gegenstand der Betrachtung ist hier der Verlauf der taglichen Schlussstande des Deutschen
Aktienindex zwischen 14.11.2014 und 02.09.2015. Die Daten hierfir wurden entnommen von
http://www.finanzen.net/index/DAX/Historisch.

DAX-Schlussstinde Wie man links sehen kann, ist ein klarer Trend erkennbar,
13.000,00 der durch eine quadratische Funktion
12.000,00 modelliert wurde. Auch die ,saisonalen” Anteile wurden
berechnet, wobei sich ergab, dass die Kursstande
11.000,00 tendenziell Montags eher durchschnittlich sind, Dienstag
10.000,00 / "\ urlmd Mittwoch abfallen, um dann Donnerstag und‘ Frei.tag
wieder zu steigen (an Samstagen und Sonntagen ist die
9.000,00 Borse geschlossen, weshalb fiir diese Tage auch keine
8.000,00 Daten vorhanden sind).

Nach dieser Trend- und Saisonbereinigung ergab
sich schlieRlich nebenstehende Zeitreihe, mit der 1.000,00
von nun an weitergearbeitet wurde. AnschlieRend

wurden die empirischen Autokorrelationen und 50000 .A I\
die empirischen partiellen Autokorrelationen h
MW A

DAX-Schlusstdande bereinigt

berechnet und die Zeitreihe daraufhin untersucht,

ob sich flr deren Modellierung ein einfaches AR- 0,00

I
oder MA-Modell anbietet. Wie man sehen kann W
nimmt die empirische Autokorrelation sehr -500,00

langsam ab, weshalb an Modellierung mittels

einer MA(q) Zeitreihe nicht zu denken ist. -1.000,00
Emp. Autokorrelation Emp. partielle Autokorrelation
1 1
0,8 0,8
0,6 0,6
04 0,4
0,2 0,2
0 0
. -0,2

Betrachtet man hingegen die empirische partielle Autokorrelationsfunktion, so sieht man recht
deutlich, dass es sinnvoll wére diese Zeitreihe als AR (1)-Prozess zu modellieren (obwohl die
empirische partielle Autokorrelation zum Lag 18 aulRerhalb des Konfidenzintervalls liegt — besagt
dieses Intervall doch lediglich, dass mindestens 95% der Werte innerhalb derer Schranken liegen
missen, was hier trotz des ,, AusreiBers”“ immer noch der Fall ist).
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AnschlieBend wurde nun nach einem passenden Parameter a fiir die Zeitreihe X; = e, + a - X;_4
gesucht. Hierflr waren zwei Methoden moglich: Einerseits weill man aus Satz 3.4, dass folgende
Beziehung existiert: p(1) = a.

Man kénnte nun einfach flir den Wert von a die empirische Autokorrelation zum Lag 1 verwenden,
wodurch man a = 0,894 erhalten wiirde.

Verwendet man hingegen das Maximum-Likelihood-Verfahren, so erhdlt man fiir AR(1)-Zeitreihen
(siehe auch Beispiel 8.2) fiir die Berechnung der empirischen Ein-Schritt-Vorhersagen die einfache
Formel )?t+1 = a- X, . Fir die Ein-Schritt-Vorhersagefehler der gemaR Lemma 8.2 transformierten
Zeitreihe Y erhalt man nun nach Satz 8.2

1
1-a?

1
o 19=Cov(Y,Y) = ;'V(O) =

€ Satz 3.4
o 1y =Cov(Ynip, Yuyq) — Z;:Olfnzn—] = Z:O bg=1*=1 vn21.

Lemma 8.3= =0

Es wurde nun der bereits angefihrte Wert a = 0,894 als erster Schatzwert verwendet und fiir
dhnliche Werte die GroRe M aus Satz 8.5 berechnet. Man erhilt hierfiir Folgendes:

a |0,875 0,88 0,885 0,89 0,895 0,9 0,905 0,91 0,915

M | 10,0519 | 10,0498 | 10,0481 | 10,0466 | 10,0455 | 10,0446 | 10,0441 | 10,0439 | 10,0440

Das Minimum nimmt M also zwischen 0,905 und 0,915 an. Nochmaliges Durchprobieren der
dazwischen liegenden Werte liefert a = 0,911 als Maximum-Likelihood-Schatzer. Ebenfalls gemaR
Satz 8.5 erhalt man nun gf = 22811,68 und somit o, = 151,04 .

Nun soll noch liberprift werden, ob das Modell Giberhaupt passend ist. Hierzu werden die Residuen
gemal Kapitel 9.3 betrachtet. Untersucht man die empirische Autokorrelationsfunktion, so erkennt
man auch keinen Widerspruch in der Hypothese, es handle sich um WeiRes Rauschen.

600

Residuen . Emp. Autokorr. der Residuen

400 0,75

200
0,5

0,25
-200

-400 0

-600 -0,25

Gesamt kann man nun die beobachtete (trend- und saisonbereinigte) Zeitreihe der DAX-Kurse durch
die stationdre AR (1)-Zeitreihe X; = 0,911 - X;_; + e; mit o = 22811,68 beschreiben.

Stellt man nun eine Realisierung dieses Modelles der untersuchten Zeitreihe gegeniber, so kann man
schon mit bloRem Auge gewisse Ubereinstimmungen im Verhalten der beiden Prozesse erkennen,
auch wenn deren gesamter Verlauf, dem Zufall geschuldet, natirlich vollig unterschiedlich ist.
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DAX-Schlusstdande bereinigt Simulation der AR(1)-Zeitreihe
1.000 1000

,«’k"’A ﬁ M.,

2w w

-1000

-1.000

Nun kann man anhand des ermittelten Modelles leicht Ein-Schritt-Vorhersagen erstellen.
Fiir den — nicht beobachteten und somit als zukiinftig anzunehmenden - Wert der Realisierung bei
t = 201 erhélt man die empirische Ein-Schritt-Vorhersage

X301 = 0,911 - X500 = 0,911 - (—319,48) = —291,05 .

Nachdem es sich beim ermittelten Modell um eine AR(1)-Zeitreihe handelt (und diese ja
trivialerweise invertierbar sein muss), lassen sich die einzelnen Realisierungen des Weillen Rauschens
fur t > 2 mittels &, = X, — 0,911 - X,_; aus den vorliegenden Daten berechnen. Nun kann man die
so erhaltenen Realisierungen des WeilRen Rauschens é,, ..., ;4 mittels verschiedenen Testverfahren
auf Normalitat Gberprifen. In diesem Fall wurde der Shapiro-Wilk-Test angewendet, der die
Hypothese, es handle sich um normalverteilte Zufallsvariablen, mit Irrtumswahrscheinlichkeit 5%
nicht verwerfen konnte. Somit kann man nun, vorausgesetzt das verwendete Modell entspricht der
Realitat, sagen, dass der (unbekannte) Wert der trend- und saisonbereinigten Zeitreihe der DAX-
Schlusskurse am 03.09.2015 mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit in folgendem Intervall liegen sollte:

[-291,05 - 151,04-1,96 ; —291,05 + 151,04 - 1,96] = [-587,09 ; 4,99].

Dies allein sagt aber nun noch nicht allzu viel Gber den tatsachlich erwarteten Wert des DAX-
Schlussstandes vom 03.09.2015 aus. Um diesen zu ermitteln, muss man nun zu dem gerade
ermittelten Intervall die zuvor bereinigten Trend- und Saisonanteile hinzurechnen und man erhalt fur
den Borsenkurs an diesem Tag das Intervall

[—587,09 + Tyo1 + Sa01 ; 499 + Tyo1 + Sy01] = [9742,52 ; 10334,59] .

Der tatsachliche Wert des DAX an diesem Tag betrug nun 10317,84 , liegt also tatséchlich (knapp)
innerhalb dieses Intervalls. Verwendet man nun das einmal erstellte Modell um Tag fir Tag
Zukunftsprognosen fir die ndchsten 30 Arbeitstage zu erstellen, so erhdlt man, wie man deutlich
sehen kann, durchaus gute Ergebnisse.
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Bei gesamt 30 Ein-Schritt-Prognosen liegen lediglich 2 tatsachlich aufgetretene Borsenkurse
aullerhalb der ermittelten Intervalle und selbst diese nur dufSerst knapp — das erstellte Modell darf
also als durchaus gut geeignet angesehen werden. Berechnet man an jedem Arbeitstag nun mittels
des neu aufgetretenen tatsachlichen Wertes ein komplett neues Modell, so liefert dieses in diesem
Fall kein signifikant anderes Ergebnis — das muss aber nicht immer der Fall sein.

Erstellt man beispielsweise das oben ausgearbeitete Modell nicht fiir die DAX-Schlussstdande
zwischen 14.11.2014 und 02.09.2015, sondern stattdessen fiir jene zwischen 02.01.2015 und
14.10.2015 und verwendet man fir die Vorhersage der nachsten 30 Werte durchgehend ein am
14.10. erstelltes Modell, so sieht man an rechtsstehendem Diagramm, dass dies pl6étzlich zu héchst
unbefriedigenden Ergebnissen flihrt — nur knapp Uber die Halfte der tatsachlichen Borsenkurse liegt
in den jeweiligen Vorhersageintervallen.

Vorhersageintervalle festes Modell DAX-Schlussstéande und
11.500,00 Trendmodell vom 14.10.2015
13.000,00
11.000,00
[
10.500.00 ’ 11.000,00
’\I-—”"”\’\ I\,--\’
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10.000,00 K 9.000,00
-—”
9.500,00 : .
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Der Grund hierfir ist im Wesentlichen eine nicht mit den Methoden der Zeitreihenanalyse
vorhersagbare Trendumkehr in der Kursentwicklung des DAX — man sieht dies sehr deutlich an der
rechts oben abgebildeten Gegentiberstellung der unbehandelten Zeitreihe bis 26.11. mit dem am
14.10. modellierten Trend.

Es ist also im Allgemeinen unabdingbar nach jedem neu beobachteten Wert einer Zeitreihe ein von
Grund auf neues Modell fiir diese zu erstellen. Wahrend sich anfanglich das Versagen der
Modellierung des Trends mittels einer quadratischen Funktion noch durch Zufall erklaren lasst, sollte
spatestens am 22.10. klar werden, dass man diesen wohl besser mit einem Polynom dritten Grades
modellieren sollte.

Erstellt man nun Tag fiir Tag ein komplett neues ARMA-Modell, so fihrt dies in diesem Fall, wie
schon auf den ersten Blick auf das unten abgebildete Diagramm ersichtlich ist, zu signifikant besseren
Vorhersagen — nur an 2 Tagen liegt der tatsachliche DAX-Kurs auRerhalb des ermittelten Intervalls.

Vorhersageintervalle bei variablem Modell
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Beispiel 10.2

In diesem Beispiel soll die Entwicklung der Einnahmen der Republik Osterreich durch die

Mehrwertsteuer ndher betrachtet werden. Die Daten hierfir liegen seit Anfang des Jahres 2001

quartalsweise vor und wurden von http://statistik.at/web_de/statistiken/wirtschaft/oeffentliche_

finanzen_und_steuern/oeffentliche_finanzen/einnahmen_und_ausgaben_des_staates/020005.html

entnommen und bis Ende des Jahres 2014 zur Erstellung eines Modelles verwendet.
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Wie man nebenstehendem Diagramm
entnehmen kann, weist diese
Zeitreihe einen einfachen Trend auf,
der mittels einer linearen Funktion
modelliert wurde. Bei der
Betrachtung saisonaler Komponenten
konnte festgestellt werden, dass die
Steuereinnahmen im ersten und
vierten Quartals eines Jahres
tendenziell hoher sind als in der
Jahresmitte.

Bereinigt man die gegebene Zeitreihe nun um
ihren Trend und ihre saisonale Komponenten, so 300,00
erhélt man die rechts abgebildete Zeitreihe, der
man Stationaritat unterstellen kann. 200,00
100,00
Betrachtet man nun die empirische
Autokorrelationsfunktion und die empirische 0,00
partielle Autokorrelationsfunktion dieser 100,00
Zeitreihe, so kann man erkennen, dass sich ihre
Modellierung mittels einer MA(1)-Zeitreihe -200,00
anbietet, da ihre empirische Autokorrelations-
-300,00

funktion fur Lags groRer als 1 verschwindet.

Bereinigte Zeitreihe
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Betrachtet man hingegen die empirische partielle Autokorrelationsfunktion, so sieht man, dass sich

die Zeitreihe wohl eher nicht durch einen AR(p)-Prozess mit kleinem p darstellen lasst, da hier

insgesamt 3 Werte auRerhalb des eingezeichneten Intervalls liegen.
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Im Vergleich zu vorigem Beispiel bendétigt nun die Modellbildung mittels einer MA(1)-Zeitreihe

Xt - et + b1 * et_l
einiges mehr an theoretischer Arbeit.

Zunachst weill man aus dem Beweis von Satz 3.1 Folgendes Uber die Autokovarianzfunktion eines
solchen Prozesses, es gilt ndmlich

o y(0) =0 (1+b7)
e y()=0Z"by
e y(h)=0 Vh>1 .

Mittels Satz 8.2 kann man nun die Kovarianzen der gemaR Lemma 8.2 transformierten Zeitreihe
berechnen:

1 1
o COV(Y1;Y1):a_g')’(o):a_ez'aez'(l'l‘bf):l‘*‘b%
1 1
o Cov(Y,Y,) = Cov(Yy, Yy) = G_g')’(l) = O_—g'O'eZ “b=b
° COU(YK, Yt+1) = bo - bl + bl ) bZ = bl ve>1

e Cov(Y,Y) =b3+b?=1+b? Ve > 1

Anhand dieser Informationen kann man nun mittels des Innovationsalgorithmus die Ein-Schritt-
Vorhersagefehler r;; und die Koeffizienten f; ; der Zeitreihe Y berechnen. Es gilt

e 1,=_Cov(Y,Y;) =1+b?

1 b
* fi1= g Cov(Y,, V) = TZ%
b? bi+b?+1
e 1, =Cov(Y,,Y;) —f12,1 =1+ b12 - (1+;%)2 -(1+ b12) = 11+;%

e lemma83=f,,=0

1 b?+1
. =—-(Cov(Y,Y,) — : ‘19 | = by 2
f21 " ( (Y3,Y2) — fi1 ]é_g 0 1" pipiig
=0
2
_ 2 L 2 2, bit+l
e 1, =_Cov(Y;,Y;3) —fz1 - =bi+1—-bf DA b2

L Lemma 83$ f3,3 = f3,2 = 0 .
Man erhalt schlussendlich folgende rekursive Berechnungsmethode:

(] ro = 1 + b12
by
[ ] = —
far = 2=
i rn:b12+1_b1'fn,1 .
GemaR Satz 8.3 lassen sich nun die Ein-Schritt-Vorhersagen der nicht transformierten Zeitreihe X
folgendermalen bestimmen:

Xn+1 = fn,l ’ (Xn - Xn)

Bevor man sich nun daran macht eine Maximum- Likelihood-L6sung zu erstellen, ist es sinnvoll sich
Gedanken zu machen, welche Losungen man tberhaupt zuldsst. Aus Satz 4.5 weiR man, dass
MA(q)-Zeitreihen immer kausal sind, weshalb man hierfiir keine Einschrankungen moglicher Werte
fir den Parameter b; treffen muss.
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Nachdem es aber zur Erstellung von Konfidenzintervallen fur die Ein-Schritt-Vorhersagen
unumganglich ist ein invertierbares Modell zu verwenden, darf gemald Satz 4.4 das MA-Polynom
1 + b, x keine Nullstellen x mit |x| < 1 besitzen, man sollte also nur Parameter b; mit |b;| < 1
zulassen.

Mittels des Maximum- Likelihood-Verfahrens erhalt man nun das Modell
Xt = et + 0,913€t_1 y O = 63,65 .

Betrachtet man nun die Residuen, so zeigt sich, wie man an den untenstehenden Diagrammen sehen
kann, dass die Hypothese es handle sich um WeiRes Rauschen, nicht verworfen werden kann.
Dementsprechend kann man davon ausgehen, dass das ausgearbeitete Modell gut zur Modellierung
der vorliegenden Zeitreihe geeignet ist.

Residuen . Emp. Autokorr. der Residuen
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Auch hier kann man mit bloRem Auge feststellen, dass eine simulierte Zeitreihe gemaR des
erarbeiteten Modelles ein durchaus dahnliches Verhalten wie die trend- und saisonbereinigte
urspriingliche Zeitreihe an den Tag legt.

Bereinigte Zeitreihe Simulation MA(1)-Prozess
300 300

200 200
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Nun, nachdem also nichts gegen die Verwendung des Modells X, = e; + 0,913e;_4 spricht, soll noch
das Weille Rauschen e auf Normalverteilung Giberprift werden. Nachdem der Parameter

b; = 0,9103 die Invertierbarkeit der Zeitreihe garantiert, die einzelnen Werte der Realisierung des
WeiRen Rauschens also berechenbar sind, miissen nun die Koeffizienten Ej der Darstellung des

Weillen Rauschens mittels e; = Z;’-‘;O 5] X;_j berechnet werden.

Es gilt nach Satz 4.7, dass



Somit erhélt man:

° b0=_a0_B_1b1:1
) =1 :26’
° bl = - al - bObl = _0,913
=0
° EZ = - az - Elbl = 0,9132
=0

Man sieht sofort, dass sich die Koeffizienten Ej also mittels der einfachen Formel Ej = (—0,913)/
berechnen lassen. Obwohl man, da diese Koeffizienten auch fir sehr groRe j nie ganz verschwinden,
gerade bei der sehr begrenzten Anzahl der hier vorliegenden Daten die Werte der Realisierung des
WeiRen Rauschens nicht genau berechnen kann, lassen sich doch fiir ausreichend groRes t (bspw. fir
t > 10) gute Naherungen an é; errechnen (man beachte Satz 4.6). Untersucht man diese
Ndherungen wieder mittels diverser Testverfahren auf Normalitat, so kann die Hypothese, es handle
sich um normalverteilte Daten, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% nicht verworfen werden
—es konnen also Konfidenzintervalle flr zukiinftige Werte der Zeitreihe erstellt werden.

Mittels der bereits ausfiihrlich beschriebenen Verfahren lassen sich also fir die
Mehrwertsteuereinnahmen der Republik Osterreich folgende Aussagen treffen:

Vorhersage fir: Vorhersageintervall a = 0,05 Tatsachlicher Wert
Quartal 2015 [6428,52; 6677,97] 6469
Quartal 2015 [6294,87 ; 6544,32] 6457
Quartal 2015 [6420,68; 6670,13] 6505

Man sieht also, dass die tatsachlich eingetroffenen Werte stets in den Grenzen der vorhergesagten
Intervalle liegen — das Modell ist also tatsachlich gut geeignet um Zukunftsprognosen zu erstellen.

Beispiel 10.3

Zum Abschluss sollen hier die monatlichen Durchschnittstemperaturen in Wien analysiert werden.
Zur Erstellung eines Modelles wurden Werte von Janner 2000 bis Dezember 2014 verwendet, die
Daten hierfiir wurden von der Website http://rimfrost.no entnommen und um einen linearen Trend
und die saisonalen Anteile bereinigt.
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Wie gewohnt wurden anschliefend die empirische Autokorrelationsfunktion und die empirische
partielle Autokorrelationsfunktion betrachtet. Im Gegensatz zu den vorherigen zwei Beispielen stoRt
man hier aber auf ein Problem: Es ist anhand dieser Hilfsmittel nicht klar erkennbar, durch welche Art
von ARMA(p, q)-Modell sich die Zeitreihe optimal modellieren lasst.

Emp. Autokorrelation Emp. partielle Autokorrelation
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Anhand der empirischen Autokorrelation lasst sich die Verwendung eines MA(1)-Modelles
argumentieren, wenn man das duBerst knappe Uberschreiten des Konfidenzintervalls beim Lag 3 als
zufalligen AusreiRer ansieht. Andererseits ist es aber natirlich auch moglich, dass eine
MA(3)-Zeitreihe besser geeignet ist und es sich eben nicht um solch einen Ausreiler handelt.
Zusatzlich ist die empirische Autokorrelation beim Lag 2 zwar innerhalb der Intervallgrenzen, kommt
diesen aber so nahe, dass man auch ein MA(2)-Modell in Betracht ziehen sollte.

Erschwerend kommt nun auRerdem hinzu, dass auch der Wert beim Lag 1 nur sehr knapp lber der
gezogenen Grenze liegt — es kénnte sich bei dieser Zeitreihe also durchaus auch um ein einfaches
Weilles Rauschen handeln.

Anhand der empirischen partiellen Autokorrelation sieht man zusatzlich, dass sich eventuell auch ein
AR(1)-Modell anbieten wiirde. Zieht man zusatzlich auch noch die Maoglichkeit in Betracht, dass ein
,gemischtes” Modell optimal sein konnte, erhdlt man somit folgende Moglichkeiten fiir passende
Modelle: MA(1), MA(2), MA(3),AR(1) und ARMA(1,1).

Das Vorgehen bei der Modellbildung bei AR(1) und MA(1)-Zeitreihen wurde in den vorigen
Beispielen ausfiihrlich beschrieben, es bleibt den Innovationsalgorithmus fiur MA(2)-, MA(3)- und
ARMA(1,1)-Zeitreihen exemplarisch naher zu behandeln.

Der Innovationsalgorithmus fir ARMA(1,1)-Zeitreihen

Gegeben sei zunachst die ARMA(1,1)-Zeitreihe —agX; = a1 X;—1 + bier—1 + bgeg mitag == —1,
bo == 1 und WeiRem Rauschen e mit Varianz 2.

GemaR Satz 4.7 gilt fur alle j = 0, dass d@; = b; + 21€=1 dj_i " Ak -

Angewendet auf diese Zeitreihe ergibt sich somit d, = 1 und @ = (a; + b) - alj_1 furallej > 1.
Nach Satz 5.1 lassen sich hieraus nun die Autokovarianzen von X bestimmen mittels

y(h) = o 'Zdj "y -
=0
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Die Kovarianzen der durch Transformation von X gemalR Lemma 8.2 entstehenden Zeitreihe Y lassen
sich nun nach Satz 8.2 einfach berechnen, es gilt

. 2 2
Cov(Vy, 1) = Z5-y(0) = 1+ (ay + b2 BLea) =1+t - Lot

1 1-a? 1-a?
1 oo [e9)
Cov(Y,Y,) = oz (V(l) - 'V(O)) =220 ajqj+1 — A1 " Uiz aj2 =

2j+1 2j
=a; + by + (ag + by)?- (Z;’o:o a;’") —a; —a; - (ay + by)? Yizo a;’ = b,

Cov(Y,,Y,) =bg+by by =1+b% Vt=2
(W]
=1

COU(YDYHI) = bl + bl - bz = bl vVt = 2

(S}

o

CO‘U(Y[;, Yt+h) = bh + bl ) b1+Tl =0 Vt,h = 2 .

Man kann hier und auch im Folgenden sehr schon das Resultat von Korollar 8.1 sehen: Die
Kovarianzen sind allesamt unabhangig von der Varianz des WeiRen Rauschens, was fiir die spatere
Modellbildung unumgénglich ist, da ja 62 unbekannt ist.

Wie leicht nachzurechnen ist, lassen sich nun die Ein-Schritt-Vorhersagefehler 7;, von Y und die
Koeffizienten f; ; mittels des Innovationsalgorithmus folgendermaRen rekursiv bestimmen:

_ 1+2a.b1+b2
¢ o= T
by
i fn,l = .
L Tn:1+bf_b1'fn’1 anl.

Die Ein-Schritt-Vorhersagen ergeben sich nun fiir alle n = 0 gemal Satz 8.3 mittels

Xny1=a1 - Xp + fn,l : (Xn - Xn) .

Der Innovationsalgorithmus fur MA(2)- und MA(3)-Zeitreihen

Gegeben sei die MA(3)-Zeitreihe —agX; = bye;_1 + byes_p + bzey_3 + bgey mitag == —1,by =1

und WeiRem Rauschen e mit Varianz g2.

Mit Verwendung von Satz 4.7 erhalt man:

ao a a, s a vj >3
1 b, b, bs 0

Nach Satz 5.1 lassen sich die Autokovarianzen von X nun einfach berechnen:

y(0) y(1) y(2) Y(3) y(h)

02 - (1+ b2 + b2 + b2) | 62 (by + byby + bybs) | 62 (by + bybs) | 02-b; | 0 Vh>3
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Die Kovarianzen der durch Transformation von X gemaR Lemma 8.2 entstehenden Zeitreihe Y sind
nun nach Satz 8.2 folgendermaRen bestimmt:

e Cov(Y,Y,)= % -y(0) =1+ b%+ b2 +bZ Vit € [1,3]
o Cov(Y, Yy = ai -y(1) = by + byb, + bybs ¥Vt € [1,2]
o Cov(ty,¥s) = 57(2) = by + bybs
o Cov(Yy,Yy3) = Gig ¥(3) = b3 VteE([13]
o Cov(Y;,Yiyy) = by +bibs Vt € [2,3]
e Cov(Y;,Y,) = by + bib, + bybs
e (0 sonst.
Seien nun f,, ; := 0 fur alle j € [1,n], so lassen sich die Ein-Schritt-Vorhersagefehler ;, von Y und die

Koeffizienten f; ; mittels des Innovationsalgorithmus folgendermaRen fiir alle n > 0 rekursiv

berechnen:
_ 2 L 12 o B2 2 . 2 . 2.
o 1 =14+by+b;+b3—fr3 Tns—faz Th-2—fa1 Th-1

b
i fn,3 = rn:

1

' (bz + bibs — fn—21 " fa3 'Tn—3)
' (bl + byby + bybs — fuo12 fuz -z = fu-1" fn2 'Tn—z) .

i fn,Z = oz

1

-1

i fn,l =
Die Ein-Schritt-Vorhersagen ergeben sich nun fir alle n = 0 gemaR Satz 8.3 folgendermalen:

Xn+1 = fn,l ’ (Xn - Xn) + fn,z ' (Xn—l - Xn—l) .

Die Berechnung der Ein-Schritt-Vorhersagen einer MA(2)-Zeitreihe ergibt sich hieraus sehr einfach
durch das Setzen von b;: = 0 und die Berechnung des Innovationsalgorithmus fiir ein Weilles
Rauschen darf als trivial bezeichnet werden.

Nun wurden fir alle moglichen Ordnungen p und g mittels des Maximum- Likelihood -Verfahrens
moglichst gut zur urspriinglichen (trend- und saisonbereinigten) Zeitreihe passende ARMA(p, q)-
Modelle erstellt, gemaR Satz 8.4 der Wert der Dichtefunktion von X,, bei der vorliegenden
Realisierung X,, berechnet und anschlieBend die zu den jeweiligen Modellen gehérenden Werte des
AIC und des AICC verglichen.

Modell ARMA-Gleichung Oe
MA(1) Xy =0,132e,_1 + e 1,65778049
MA(2) Xy =0,117e,_1 + 0,109¢,_, + ¢, 1,6492031
MA(3) X, =0,125e,_1 + 0,109¢,_, + 0,142e;_3 + e, 1,63285083
AR(1) X; =0,158X,_1 + ¢, 1,65407423
ARMA(1,1) X: = 0,686X,_1 —0,534e;,_; + e, 1,639592
WeiRes Rauschen X = e 1,67499012
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Modell Wert der Dichtefunktion bei X,, AlIC AlCC
MA(1) 3,619 - 107151 696,808 696,876
MA(2) 9,138 - 107151 696,956 697,092
MA(3) 5,343 - 107150 695,424 695,652
AR(1) 5,394 - 107151 696,010 696,078
ARMA(1,1) 2,822 107150 694,701 694,837
WeiRes Rauschen 5,69 - 107152 698,508 698,531

Man sieht, dass sowohl das AIC als auch das AICC beim ARMA(1,1)-Modell minimal sind (obwohl
die Realisierungswahrscheinlichkeit des MA(3)-Modelles fast doppelt so hoch ist), weshalb man sich
nun fir die Verwendung dieses Modelles entscheidet. Zunachst muss man sich aber versichern, dass
das mittels Maximum- Likelihood-Verfahrens ermittelte ARMA(1,1)-Modell Giberhaupt kausal und
invertierbar ist. Das AR- und das MA-Polynom besitzen jeweils nur eine einzige Nullstelle, namlich
1,458 bzw. 1,873 , weshalb diese Zeitreihe gemaR Satz 4.3 bzw. Satz 4.4 sowohl kausal als auch

invertierbar ist.

Bereinigte Originalzeitreihe ; Simulation
4 4
2 2
0 0
2 -2
-4 -4
6 -6

Auch wenn eine mittels des ermittelten Modelles simulierte ARMA(1,1)-Zeitreihe der vorliegenden
Realisierung durchaus dhnlich sieht, muss nun erstmals wie gewohnt die Giite des Modelles mittels
Betrachtung der Residuen verifiziert werden.

Residuen Emp. Autokorr. der Residuen
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Man sieht deutlich, dass nichts gegen die Verwendung des ARMA(1,1)-Modells spricht.

Nun soll wieder die vorliegende Realisierung des Weillen Rauschens é; auf Normalverteilung
Gberprift werden. Hierflir miissen zunachst die Koeffizienten Bj berechnet werden. Wie man leicht
nachrechnen kann, sind diese bestimmt mittels

* by =

1 L4 Bl = —aq — EObl L4 En = _Bn—lbl .
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Flr ausreichend groRes t lassen sich somit die Werte der Realisierung des WeiRen Rauschens
bestimmen und auf Normalitat Gberprifen. Es stellt sich heraus, dass die Hypothese, die é; waren
normalverteilt, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% nicht abgelehnt werden kann. Man erhalt
somit fur die Zeit zwischen Januar und Oktober 2015 folgende Ein-Schritt-Vorhersageintervalle:

Vorhersageintervalle der monatlichen
Durchschnittstemperaturen 2015

Januar Februar Marz April Mai Juni Juli August September Oktober

Samtliche tatsachlich eingetroffenen Werte liegen in diesen Intervallen, was bedeutet, dass das
erarbeitete Modell durchaus erfolgreich in seinen Vorhersagen ist. Allerdings zeigt sich hier auch sehr
deutlich die Beschrankung der Wirksamkeit der Methodik der Zeitreihenanalyse: In vielen Fallen, wie
eben beispielsweise hier, lasst sich zwar ein gutes Modell fiir eine Zeitreihe erstellen, es muss aber
nicht immer auch der Fall sein, dass die so erhaltenen Ein-Schritt-Prognosen tatsachlich
aufschlussreich fiir eine praktische Anwendung sind.

Mittels des soeben ermittelten Modells kénnten nun Zukunftsprognosen wie folgende getroffen
werden: , Die Durchschnittstemperatur im Juni 2015 wird mit 95%-iger Wahrscheinlichkeit zwischen
16,77°C und 23,20°C liegen.”

Diese Vorhersage stellte sich zwar im Nachhinein als vollig zutreffend heraus, ist aber viel zu
unprazise um tatsachlich anwendbare Erkenntnisse daraus ziehen zu kdnnen — ein Problem, das in
der Zeitreihenanalyse immer wieder auftritt. Existieren zusatzlich zu den Daten einer Zeitreihe zum
nachsten Wert beitragende bekannte Faktoren, wie hier zum Beispiel das Wissen um Hochdruck- und
Tiefdruckgebiete, so ist es meist verniinftiger anhand dieser Modelle zu erstellen — oder aber auf
multivariate Modelle der Zeitreihenanalyse zuriickzugreifen.

Diese Beschrankung der Wirksamkeit von Prognoseverfahren erkannte bereits der groRe Physiker
Niels Bohr, dessen treffendes Zitat diese Arbeit abschlieRen soll:

,Prognosen sind immer schwierig, besonders, wenn sie die Zukunft betreffen.”?

! Jiirgen Vogel, Prognose von Zeitreihen : Eine Einfiihrung fiir Wirtschaftswissenschaftler (Springer, 2015) S.9
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Anhan

Zusammenfassung

Diese Diplomarbeit befasst sich mit der Analyse von Zeitreihen, also mit dem Suchen von Modellen
zur Beschreibung von in festen zeitlichen Abstdnden aufgezeichneten Daten.

Dazu werden zunéachst allgemein der Begriff Zeitreihe und damit eng verbundene Konzepte wie
Stationaritat und Autokorrelation definiert und ndaher betrachtet um anschlieRend die elementaren
Zeitreihenmodelle des WeiBen Rauschens, der Autoregressiven- wie auch der Moving-Average-
Prozesse einzufiihren. Diese werden schlieBlich zu der dieser Arbeit titelgebenden Klasse der
Autoregressiven-Moving-Average-Zeitreihen oder kurz der ARM A-Zeitreihen verallgemeinert, wobei
besonderes Augenmerk auf die praktisch relevanten Eigenschaften diese Modellklasse, wie
beispielweise Kausalitat, gelegt wird.

Anschliefend wird das Verfahren der Maximum-Likelihood-Schatzung fiir die Parameter einer
ARMA-Zeitreihe, die zu eine zu untersuchende Zeitreihe moglichst gut beschreiben soll, ndher
behandelt und eine Methode zur Prognose zukiinftiger Werte beschrieben.

Den Abschluss dieser Diplomarbeit bilden drei Anwendungsbeispiele.

Abstract

The subject of this diploma thesis is the analysis of Time Series, that means the search for suitable
models to describe data, which are observed at regular intervals.

At first the term Time Series and associated concepts like Stationarity or Autocorrelation are defined
and examined. Subsequently the most basic classes of Time Series, namely White Noise,
Autoregressive- and Moving-Average-Processes, are introduced to the reader. These are then
generalized to the so-called Autoregressive-Moving-Average-Processes, or ARMA-Processes, which
are eponymous to this thesis. Following this, practically relevant properties of such processes like
Causality are closer examined.

Afterwards the method of Maximum-Likelihood-Estimation for the unknown parameters of an
ARMA-Process, which should describe a given Time Series as good as possible, are discussed as well
as a way to forecast its future values. Finally three Time Series are exemplarily modelled as ARMA-
Processes.
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