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Abstract

Im Rahmen dieser Arbeit wird der Frage nachgegangen, inwieweit es Zusammenhénge zwischen den
Disziplinen ,Mathematik” und ,Politik” gibt und wie sich diese im Mathematikunterricht in der Schule

umsetzen lassen.

Die Notwendigkeit einer Vernetzung der beiden Disziplinen wird gleich zu Beginn der Arbeit aufgezeigt,
und zwar durch den Anspruch des Mathematikunterrichts zur Allgemeinbildung der SchiilerIlnnen bei-
zutragen. Bereits 1978 wurde die politische Bildung als Unterrichtsprinzip in den Lehrplénen verankert,
wodurch auch eine rechtliche Verpflichtung fiir alle Unterrichtsfacher besteht. Um diesem Unterrichts-
prinzip nachkommen zu kénnen, muss sich das Verstdndnis von politischer Bildung aber zunéchst von
der theoretischen Staatsbiirgerkunde hin zu einer kompetenzorientierten Entwicklung von Miindigkeit
wenden. Erst dann lassen sich Verbindungen zu allen Disziplinen herstellen.

Anhand dreier Bereiche werden Verschrénkungen von Mathematik und Politik aufgezeigt und hinsicht-

lich ihres Potenzials fiir die Umsetzung in der Schule analysiert.

Der erste solche Bereich ist die Wahlmathematik. Einleitend werden allgemeine Wahlmethoden, wie
das Mehrheitsprinzip, sequentielle Wahlsysteme, das Condorcet-Verfahren und das Borda-Verfahren
beschrieben und nach und nach wird aufgezeigt, dass die zugrunde liegende Wahlmethode das Ergebnis
einer Wahl erheblich beeinflusst. Anschliefend wird auf die Prinzipien der Mehrheits- und Verhéltnis-
wahl und insbesondere auf Probleme im Umgang mit ihnen eingegangen. So hat sich gezeigt, dass bei
einer Wahl nach dem Mehrheitsprinzip eine hohe Disproportion zwischen Stimmen und Mandate in
Kauf genommen werden muss. Dies kann sogar so weit gehen, dass der stimmenschwéchere Kandidat die
Mebhrheit aller Mandate erhiilt. Das Hauptaugenmerk bei der Verhiltniswahl liegt in der Ubertragung
der Stimmen auf Mandate, wobei hier anhand des Verfahrens bei 6sterreichischen Nationalratswahlen
eine Moglichkeit zur Umrechnung aufgezeigt wird.

Im zweiten Abschnitt wird das Thema ,Steuern” hinsichtlich seiner mathematischen Aspekte unter-
sucht. Hier ergibt sich eine Vielzahl an Moglichkeiten fiir den Mathematikunterricht. Vor allem im
Bereich der Funktionen ldsst sich Wissen {iber Steuertarife vermitteln und so zur politischen Bil-
dung der SchiilerInnen beitragen. Aber auch aktuelle Reformen konnen als Anlass zur Thematisierung
genommen werden und aus mathematischer Sicht analysiert und bewertet werden, wie anhand der

Einkommensteuerreform, die mit 2016 in Kraft tritt, gezeigt wird.

Der dritte und letzte Teilbereich behandelt die Statistik. Hier werden die Grundbegriffe gekldrt und
auf mogliche Fallen und manipulative Absichten hingewiesen. Vor allem grafische Darstellungen von
Statistiken spielen eine groffe Rolle in der politischen Meinungsmache und bieten viele Moglichkei-
ten zur Beeinflussung. So kann beispielsweise ein und derselbe Trendverlauf durch geschickte Wahl
der Achsenskalierung ganz unterschiedlich dargestellt werden. Eine kritische Betrachtung statistischer
Aussagen liegt hier also im Fokus.

Insgesamt zeigt die Arbeit, dass es durchaus ein breites Spektrum an Moglichkeiten zur Verwirklichung

von politischer Bildung im Rahmen eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts gibt.
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1 Einleitung

Die Mathematik spielt in vielen Bereichen des Lebens eine sehr grofie Rolle. Manche dieser Zusammen-
hénge sind ganz deutlich und fiir jeden sofort erkennbar, wohingegen andere erst auf den zweiten Blick
zu erkennen sind. Wie verhélt es sich mit der Politik? Spielt die Mathematik auch in dieser Disziplin
eine Rolle? Wo liegen mdgliche Schnittstellen? Und welche Mdglichkeiten ergeben sich daraus fiir den
Mathematikunterricht in der Schule?

Diese Fragen habe ich mir zu Beginn meiner Diplomarbeit gestellt und nach der Reaktion all jener zu
urteilen, denen ich mein Diplomarbeitsthema mitgeteilt habe, sind sie dem ersten Anschein nach nicht
einfach zu beantworten. Doch der Zusammenhang mag nur zunéichst unklar erscheinen, denn bei nihe-
rer Betrachtung wird ganz deutlich, dass auch die Politik nicht ohne Mathematik auskommt. Durch das
Thematisieren genau dieser Schnittstellen zeigt diese Arbeit Moglichkeiten auf, dem Unterrichtsprinzip

»Politische Bildung” im Mathematikunterricht nachzukommen.

In Teil I der Arbeit wird zunéichst auf den allgemeinbildenden Wert des Mathematikunterrichts né-
her eingegangen, wodurch bereits die Unumginglichkeit der Vernetzung von politischer Bildung und
Mathematik deutlich wird.

AnschlieRend gibt Teil II einen kurzen Uberblick iiber die historische Entwicklung der politischen
Bildung an Osterreichs Schulen und ihre aktuelle Situation, sowie iiber die Kompetenzen, die mittels

politischer Bildung vermittelt werden sollen.

Der dritte Teil bildet den Hauptteil der Arbeit. Darin werden bestehende Zusammenhénge zwischen
Mathematik und Politik anhand dreier Bereiche aufgezeigt. Dies ist zum einen die Wahlmathematik,
wo sowohl auf allgemeine Wahlmethoden als auch auf das konkrete Wahlverfahren bei 6sterreichischen
Nationalratswahlen eingegangen wird. Ein weiterer Bereich ist die Steuergesetzgebung. Der dritte und
letzte Abschnitt befasst sich mit dem politisch bildenden Wert der Statistik.

Am Ende eines jeden Teilbereichs werden konkrete Unterrichtsvorschlige zur Umsetzung im Mathe-

matikunterricht gegeben.



Teil 1

Mathematik und Allgemeinbildung

Der Unterricht an einer AHS, also einer Allgemeinbildenden hoheren Schule, muss schon allein des
Namens wegen zur Allgemeinbildung der SchiilerInnen beitragen. Der Begriff der Allgemeinbildung
ist ein sehr geldufiger und hat einen Platz in der Alltagssprache gefunden, dennoch fillt es schwer, zu
sagen, was denn genau die ,Allgemeinbildung* sei. In der Wissenschaft existieren viele verschiedene
Definitionen und Konzepte dazu. Fiir Heinrich WINTER soll zur Allgemeinbildung ,das an Wissen,
Fertigkeiten, Fahigkeiten und Einstellungen gezdhlt werden, was jeden Menschen als Individuum und
Mitglied von Gesellschaften in einer wesentlichen Weise betrifft, was fiir jeden Menschen unabhéngig
von Beruf, Geschlecht, Religion u.a. von Bedeutung ist.“ (WINTER, 2003, S.6) Dies ist eine noch
recht grobe Beschreibung, die nicht wirklich Auskunft dariiber gibt, was konkret in den Bereich der
Allgemeinbildung f&llt.

H.W. HEYMANN (1996, S.50ff.) entwickelte ein schon etwas konkreteres Allgemeinbildungskonzept, in
dessen Zentrum sieben Aufgaben der allgemeinbildenden Schule stehen. Diese sind:

e Lebensvorbereitung
Hier meint HEYMANN einerseits die Vermittlung von Qualifikationen, die fiir die Bewéltigung des
Alltags notwendig sind, und andererseits die Anregung zur Auseinandersetzung mit herausfor-
dernden Stoffen, um individuelle Fahigkeiten so weit wie moglich zu entfalten.

o Stiftung kultureller Kohérenz
HEYMANN versteht darunter zum einen den Aufbau einer reflektierten kulturellen Identitat, um so
fiir kulturelle Kontinuitdt zu sorgen, und zum anderen die Verbindung zwischen unterschiedlichen

Kulturen. Auch die Vermittlung von Wertvorstellungen gehdrt dazu.

e Weltorientierung
Hier fordert HEYMANN, dass SchiilerInnen die Erscheinungen in der Welt einordnen kénnen, sie
miteinander in Beziehung setzen koénnen und auch iiber ihren begrenzten Erfahrungshorizont

hinaus iiber die Welt Bescheid wissen sollen.

e Anleitung zu kritischem Vernunftgebrauch
SchiilerInnen sollen, so HEYMANN, zu einem kritisch-hinterfragenden Denken angeregt werden.

Die Erziehung zur Miindigkeit und Emanzipation fillt ebenfalls hier hinein.

e Entfaltung von Verantwortungsbereitschaft
Lernen, die Folgen seines Handelns fiir sich und andere zu bedenken und fiir sie einzustehen,
heiftt fiir HEYMANN Verantwortungsbereitschaft auszubilden, wodurch die ethische Dimension

der Schule gekennzeichnet ist.

e Einiibung in Verstédndigung und Kooperation
Die Schule besitzt klarerweise eine bedeutende Sozialisationsfunktion, wobei fiir HEYMANN die

Ausbildung von Verstandigung und Kooperation besonders in den Vordergrund zu heben sind.



o Stirkung des Schiiler-Ichs
Darunter versteht HEYMANN die Entwicklung eines Selbstbewusstseins und Selbstvertrauens, so-
wie die Fahigkeit, eigene Ziele und Wiinsche zu verwirklichen und eigene Stiarken und Schwichen

zu kennen.

Da der Schulunterricht einer AHS immer ein Fachunterricht ist, muss somit jedes Fach der allgemein-
bildenden Schule zur Allgemeinbildung der SchiilerInnen beitragen. Die Frage, die sich stellt, ist,

inwieweit der Mathematikunterricht das kann.

Auf den ersten Blick scheint er sich damit schwer zu tun. SchiilerInnen beklagen mit Aussagen wie
»,Das brauch ich doch eh nie wieder! die ,Lebensferne”. Nicht selten wird die , Abstraktheit“ der
Mathematik beanstandet, und auch der haufig fehlende Bezug zu Anwendungen schiirt eine negative
Einstellung gegeniiber diesem im Schulsystem so zentralen Fach. ,Daf [sic] das in der Schule erworbene
mathematische Wissen ihnen fiir ihr Leben niitzlich sei, abgesehen von einigen sehr elementaren Fer-
tigkeiten, konnen Schiiler oder Erwachsene, sofern sie keinen mathematiknahen Beruf ausiiben, kaum
noch erfahren.“ (HEYMANN, 1996, S.8)

Somit ist es von besonderer Bedeutung den SchiilerInnen die Niitzlichkeit und die Anwendbarkeit
von Mathematik ndher zu bringen und ihnen so die Relevanz der Mathematik deutlich zu machen.
Nur Realititsbeziige kénnen SchiilerInnen ein addquates Bild von Mathematik vermitteln und die-
nen auferdem dem besseren Verstehen und Behalten mathematischer Inhalte. KAISER (1995, S.76)

unterscheidet vier Arten von Realitétsbeziigen:

o Eingekleidete mathematische Probleme: Hier werden mathematische Begriffe oder Verfahren
in scheinbare Anwendungskontexte eingekleidet. Die Aufgabe der SchiilerInnen ist es, die in

Textform gegebenen Zusammenhénge in Terme oder Gleichungen zu iibertragen.

e Veranschaulichungen mathematischer Begrifflichkeiten: Dies sind beispielsweise negative Tempe-

raturen oder auch Schulden zur Veranschaulichung des negativen Zahlenraums.

¢ Anwendung mathematischer Standardverfahren zur Losung realer Probleme: Bereits bekannte
mathematische Verfahren werden zur Losung realer Fragestellungen eingesetzt. Optimierungs-

aufgaben wiren ein Beispiel dafiir.

e Modellierungen: Im Rahmen komplexer Problemlésungsprozesse wird bewusst die Beziehung
zwischen Realitdt und Modellebene ins Zentrum gestellt.

Auch gut gewéhlte eingekleidete Aufgaben haben im Unterricht durchaus ihre Berechtigung als Briicken
zwischen der Schulmathematik und der Welt, so HEYMANN (1996, S.198), jedoch sollte unbedingt auf
die Einkleidung hingewiesen werden, um nicht den Eindruck zu erwecken, die Problemstellung sei
realistisch mathematisiert. Bedeutender jedoch, so HINRICHS (2008, S.4), sind Anwendungen und
Modellierungen, um ein angemessenes Bild von Mathematik und ihrer Beziehung zur Welt zu verdeut-

lichen.



2 Modellierungen im Mathematikunterricht

In nahezu allen Bereichen unserer modernen Welt spielt die Mathematik eine grofse Rolle und ohne
sie wiirden viele Dinge, die wir téglich benutzen, wie beispielsweise das Handy oder ein Routenplaner,
nicht existieren. Gleichzeitig bleibt sie meist verborgen und kaum jemand weifl iiber diese Bedeutung
Bescheid. Um einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht bieten zu kénnen, muss nach HINRICHS
(2008, S.v) also dieses ,Relevanzparadoxon“ betrachtet werden und genau hier liegt die Funktion
der mathematischen Modellierung, denn sie bildet die Schnittstelle zwischen der Mathematik und der
iibrigen Welt.

Was ist iiberhaupt ein Modell?

»Ein Modell ist eine vereinfachende Darstellung der Realitét, die nur gewisse, einigermafsen objektivier-
bare Teilaspekte beriicksichtigt. (HINRICHS, 2008, S.8) Diese Definition ist recht offen formuliert und
so kann man zwischen mehreren Arten von Modellen unterscheiden. Das sind einerseits deskriptive
Modelle, welche versuchen bestimmte Aspekte der Realitidt darzustellen, wie etwa ein Stadtplan, und
andererseits normative Modelle, welche einen Teil der Realitét definieren. Zu den deskriptiven Mo-
dellen zdhlen also jene, die einen Sachverhalt vorhersagen, erkliren oder beschreiben, wohingegen ein
normatives Modell etwas vorschreibt. Auferdem muss man darauf hinweisen, dass es keine eindeutig
richtigen oder falschen Modelle gibt, sondern bezogen auf die gegebenen Umstinde angemessene und

unangemessene Modelle unterschieden werden kénnen.

Man konnte das Wesen der Modellierung folgendermafien beschreiben: ,Vereinfachen ist eine Tugend
von Modellen, kein Nachteil“ (HINRICHS, 2008, S.10) Man wihlt diejenigen Grofen aus, die zur Be-
schreibung der Thematik wichtig sind und vernachlissigt alle anderen.

Der Modellierungskreislauf

In der Schule versteht man als Modellieren den gesamten Prozess, der bei der Losung des zu model-
lierenden Problems durchlaufen wird. Dieser Prozess ldsst sich als eine Art Kreislauf darstellen, siehe
Abbildung 1 (vgl. BLuwm, 2006, S.9).

Am Beginn steht das Lesen und Verstehen der Aufgabe. Dabei sollen die SchiilerInnen die n&tigen
Informationen entnehmen und so eine Vorstellung von der Situation entwickeln. So gelangen sie zum
Situationsmodell. Im zweiten Schritt wird dieses Situationsmodell dann strukturiert und vereinfacht,
wobei zwischen fiir das Problem wichtigen und unwichtigen Informationen unterschieden werden soll.
Auch Fragen wie ,,Welche Mathematik kenne ich in diesem Kontext?“ oder ,Welche Zusammenhéinge
kann ich erkennen? und individuelle Kreativitét spielen bei der Schaffung des Realmodells eine Rolle.
Im Anschluss gilt es die relevanten Grofen und Beziehungen zu mathematisieren, um so zu einem
mathematischen Modell zu kommen. Der néchste Schritt ist dann das mathematische Bearbeiten der
Aufgabe, also das Finden einer Losung des Problems im mathematischen Modell. Mittels geeigneter
mathematischer Methoden, beispielsweise heuristischen Strategien oder dem Einsatz von neuen Tech-
nologien, erzielen die SchiilerInnen mathematische Resultate. Damit ist der Modellierungskreislauf aber

noch nicht beendet. Nun ist noch wichtig, das mathematische Resultat wieder auf die Realsituation
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Abbildung 1: Modellierungskreislauf nach BLUM und LEISS

zu beziehen und somit zu interpretieren. Hier muss auf Einheiten und Grofien geachtet werden und
moglicherweise eine spezielle Losung verallgemeinert werden. Das Ergebnis ist dann das reale Resultat.
Dieses wird anschliefsend kritisch iberpriift beziehungsweise validiert. Man kontrolliert, ob die Losung
angemessen und plausibel ist und ob die Grofienordnungen {ibereinstimmen. Treten hier Unstimmigkei-
ten auf, iiberpriift man einzelne Teile des Modellierungskreislaufes und optimiert diese gegebenenfalls.
Interessant wére hier auch ein Vergleich von unterschiedlichen Modellen fiir dieselbe Realsituation. Sie
werden aus verschiedenen Perspektiven durchgefiihrt, das heifst es werden verschiedene Einflussgrofien
unterschiedlich bewertet oder verschiedene Zielsetzungen gesetzt, weshalb man auch zu unterschied-
lichen Modellen gelangt. Eine Thematisierung, warum man sich nun fiir beziechungsweise gegen ein
bestimmtes Modell entscheidet, ist von zentraler Bedeutung. So kann den SchiilerInnen vermittelt wer-
den, dass mathematische Methoden nicht verabsolutiert werden diirfen, wie es jedoch oft, vor allem in
der Politik, passiert. Es werden Entscheidungen mit schlagkriftigen Zahlen begriindet, deren Aussage-
kraft in Wahrheit aber oftmals sehr begrenzt ist. Somit ist der Einsatz von mathematischen Methoden,
ohne nach Sinn und Bewertung zu fragen, héufig in Zweifel zu ziehen. Der letzte Schritt ist schliefslich
die Darlegung, welche hauptséchlich eine didaktische Funktion erfiillt. Getroffene Modellannahmen

und Ergebnisse sollen von den SchiilerInnen dokumentiert und dargestellt werden.

Je nach Wissenstand der SchiilerInnen und Schulstufe kann beziehungsweise soll dieses Schema di-
daktisch reduziert werden (vgl. HINRICHS, 2008, S.8ff.). Die Abbildung 2 beschreibt ein einfacheres
Schema, das als ,,Losungsplan® fiir SchiilerInnen dienen kann (vgl. BLum, 2006, S.21).

HEYMANN (1996, S.153) fand es schon 1996 von zentraler Bedeutung, dass sich das Verstindnis
von Mathematik in der Schule eher weg von ,Mathematik als Werkzeug* und hin zu ,Mathematik
als Kommunikationsmedium* bewegt, da sie auf diese Weise auch in der Gesellschaft relevant ist.
Das sture Abarbeiten von Algorithmen sollte zugunsten von beispielsweise Interpretation von Gra-
phiken und Tabellen oder einfachen mathematischen Modellierungen im Unterricht und auch in den

Lehrplédnen vernachléssigt werden. Ein wichtiger Schritt in diese Richtung war die Einfiihrung der
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+  Textgenau lesen + +  Evil. Annahmen treffen
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= Antwort hinschreiben aufschreiben

Abbildung 2: ,Lésungsplan“ fiir Modellierungsaufgaben nach BLUM

Bildungsstandards fiir die achte Schulstufe' und der standardisierten schriftlichen Reifepriifung fiir die

AHS-Oberstufe? und dem damit einhergehenden Kompetenzmodell.

In den Bildungsstandards fiir die achte Schulstufe ist Modellbilden einer von vier Bereichen mathema-

tischer Handlungen, wie in Tabelle 1 zu sehen ist, und ist somit schon von grofser Bedeutung.

] mathematischer Inhalt | mathematische Handlung | Komplexitit |
I1: Zahlen und Mafse H1: Darstellen, Modellbilden K1: Einsetzen von
Grundkenntnissen und
-fertigkeiten
12: Variable, funktionale H2: Rechnen, Operieren K2: Herstellen von
Abhéngigkeiten Verbindungen
I3: Geometrische Figuren und H3: Interpretieren K3: Einsetzen von
Korper Reflexionswissen, Reflektieren
I4: Statistische Darstellung H4: Argumentieren,
und Kenngrofsen Begriinden

Tabelle 1: Kompetenzmodell fiir die achte Schulstufe

Auch im Lehrplan der AHS-Unterstufe® ist das Modellieren fest verankert. So heifit es beispielsweise
bei den Bildungs- und Lehraufgaben: ,Das Bilden mathematischer Modelle und das Erkennen ihrer
Grenzen soll zu einem verantwortungsvollen Umgang mit Aussagen fiihren, die mittels mathematischer

Methoden entstanden sind.“

Des Weiteren wird als mathematische Grundtétigkeit unter dem Punkt Unterrichtsziele und -inhalte

unter anderem Folgendes genannt:

lygl. Bundesinstitut bifie. Bildungsstandards.
https://www.bifle.at/system/files/dl/bist m sekl kompetenzbereiche m8 2013-03-28.pdf
Stand: 06.11.2015

2vgl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Reifepriifung.
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht /ba/reifepruefung.html
Stand: 06.11.2015

3vgl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Unterstufe.
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht /Ip/ahsl4 789.pdf?4dzgm2
Stand: 06.11.2015



e  Kritisches Denken, insbesondere: Erkennen von Unzuldnglichkeiten mathematischer Modelle*

e  Darstellen und Interpretieren, insbesondere: Erstellen und Interpretieren mathematischer Mo-

delle aulermathematischer Sachverhalte

Beim konkreten Lehrstoff ist im Kernbereich aufterdem noch vermerkt: ,Die Schiilerinnen und Schii-
ler sollen praxisorientierte Aufgaben unter dem Aspekt der Modellbildung moglichst oft rechnerisch,
geometrisch und graphisch darstellen, 16sen und kritisch betrachten kénnen. Dabei sollen sie von ih-
rer unmittelbaren Erlebniswelt ausgehen und ihre Erfahrungen auch in facheriibergreifende Vorhaben
einbringen.“ Und schlieflich bildet ,, Arbeiten mit Modellen, Statistik“ einen von vier Inhaltbereichen
des Lehrstoffs.

Auch die Formulierungen des neuen Reifepriifungskonzepts weisen stark auf eine Umorientierung im
Sinne HEYMANNS hin. Darin wird von einer mathematischen Grundbildung im Sinne der OECD,
welche sie als ,die Fahigkeit einer Person, die Rolle zu erkennen und zu verstehen, die Mathematik
in der Welt spielt, fundierte mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine Weise mit der Ma-
thematik zu befassen, die den Anforderungen des gegenwirtigen und kiinftigen Lebens dieser Person
als konstruktivem, engagiertem und reflektiertem Biirger entspricht“ (FucHS/SILLER, 2010, S.130)
beschreibt, ausgegangen. Die SchiilerInnen sollen Grundkompetenzen erwerben, die sie dazu befahi-
gen, die Mathematik als ein ,sinnvolles und brauchbares Instrument ihrer unmittelbaren Lebenswelt”
zu erkennen beziehungsweise einzusetzen. Modellbildung konkret wird im Inhaltsbereich Funktionale
Abhdangigkeiten und im Inhaltsbereich Wahrscheinlichkeit und Statistik bei den bildungstheoretischen

Grundlagen hervorgehoben.

Im Lehrplan der AHS-Oberstufe wird als didaktischer Grundsatz das Lernen in anwendungsorientier-
ten Kontezten angefiihrt, wobei hier auf die Aufgabe der ,Reflexion des jeweiligen Modellbildungspro-
zesses hinsichtlich seiner Vorteile und seiner Grenzen® verwiesen wird. Aufierdem wird im Lehrstoff der
fiinften und sechsten Klasse (neunte beziehungsweise zehnte Schulstufe) jeweils im Bereich Funktionen
das Reflektieren iiber Modelle beziehungsweise das Vergleichen von Modellen und das Erkennen der

Grenzen von Modellbildungen genannt.

Zur Uberpriifung der Legitimation aus allgemeindidaktischer Sicht kann das anfangs erwihnte Mo-
dell fiir einen allgemeinbildenden Mathematikunterricht von HEYMANN herangezogen werden. Der
wesentliche Punkt hier ist die Weltorientierung. Weltorientierung heiftt, dass SchiilerInnen erkennen
sollen, wo in der Welt Mathematik auftaucht, welche Rolle sie spielt und auch welche Grenzen sie
hat. In der Natur von Modellierungsaufgaben liegt gerade der auflermathematische Bezug, wodurch
sie zur Weltorientierung beitragen kénnen. Die anderen Punkte aus HEYMANNs Konzept* kénnen
mittels iiberlegter Auswahl der Aufgaben und vor allem einer entsprechenden Unterrichtskultur, in der
unterschiedliche Losungsideen konstruktiv genutzt werden, eine offene, wechselseitige Kommunikation
ermoglicht wird, Fehler als Lernanlass gesehen werden und Versténdnis im Vordergrund steht, trainiert

werden.

4siehe S.2f.



Einsatz neuer Technologien

Um sich im Unterricht voll und ganz auf den tatséchlichen Modellierungsprozess konzentrieren zu
konnen, kann es nach HINRICHS (2008, S.93ff.) oftmals hilfreich sein, neue Technologien, wie etwa ein
Computeralgebrasystem (CAS) oder eine Tabellenkalkulation (TK), einzubinden. Dadurch ergeben

sich einige Vorteile, von denen die wichtigsten hier angefiihrt sind.

e Die SchiilerInnen kénnen sich auf den Rechenweg und auf die Interpretation von einzelnen Er-

gebnissen konzentrieren, wodurch unliebsame Rechenfehler verhindert werden.

e Der tatsichliche Rechenvorgang wird von der Technologie ibernommen und lenkt somit nicht
vom eigentlichen Modellierungsprozess ab.

e Mittels einer dynamischen Geometriesoftware lassen sich auch dynamische Abhiingigkeiten, bei-
spielsweise mit einem Schieberegler, zeigen. So kann auch gut veranschaulicht werden, welchen

Einfluss einzelne Parameter besitzen.

e Unzédhlige realitdtsnahe Kontexte konnen behandelt werden, da die Verarbeitung realistischen

Datenmaterials einfacher ist.

Diese Technologien kénnen aber nur Hilfestellungen beim mathematischen Arbeiten geben, sie {iber-
nehmen jedoch nicht den Prozess des Modellbildens. ,Fiir die Konstruktion von Modellen bzw. die
Ubersetzung von einem Realmodell zu einem mathematischen Modell sind kreative Ideen nétig, die
technische Hilfsmittel nicht vollstindig iibernehmen kénnen.* (HINRICHS, 2008, S.95)



3 Die WINTER’schen Grunderfahrungen

Auch WINTER (2003, S.6) beschiftigte sich mit der Frage, was mathematische Allgemeinbildung sei
und entwickelte dazu drei miteinander verkniipfte Grunderfahrungen, die WINTER’schen Grunderfah-

rungen, die ein Mathematikunterricht anstreben sollte.

(G1) ,Erscheinungen in der Welt um uns, die uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur,

Gesellschaft und Kultur, in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen,

(G2) mathematische Gegensténde und Sachverhalte, représentiert in Sprache, Symbolen, Bildern und
Formeln, als geistige Schépfungen, als eine deduktiv geordnete Welt eigener Art kennen zu lernen

und zu begreifen,

(G3) in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefahigkeiten (heuristische Féhigkeiten), die

iiber die Mathematik hinaus gehen, zu erwerben.”

Im ersten Punkt, (G1), wird die Mathematik als niitzliches Instrument mit nahezu universeller Reich-
weite beschrieben. Er konkretisiert hier aber noch weiter: ,Interessant und wirklich unentbehrlich
fiir Allgemeinbildung sind Anwendungen der Mathematik erst, wenn in Beispielen aus dem gelebten
Leben erfahren wird, wie mathematische Modellbildung funktioniert und welche Art von Aufklérung
durch sie zustande kommen kann, und Aufklirung ist Biirgerrecht und Biirgerpflicht [...].“ (WINTER,
2003, S.7) Von grofer Bedeutung ist also auch bei ihm die Hervorhebung des Modellcharakters der
Mathematik. Hier nennt er beispielsweise den Aufbau eines Versténdnisses dafiir, wie Kapital aufgrund
von Zins und Zinseszins exponentiell wachst beziehungsweise schrumpft. Das heifst eine Vorstellung
von exponentiellem Wachstum und Zerfall sind notwendig, um 6konomische Zusammenhénge zu er-
kennen. Neben Zinsberechnungen gibt er als weitere Beispiele fiir solche Erscheinungen in der Welt
Fragen der Altersvorsorge, des Versicherungs- und Steuerwesens an. Dies soll keinesfalls als Fachrech-
nen fiir Finanzexperten gesehen werden, sondern als eine ,politisch-aufklarerische Arithmetik®. Auch
die Besprechung von Modellen aus Technik und Naturwissenschaft, wie etwa dem Fallgesetz, ist un-
entbehrlich fiir einen allgemeinbildenden Unterricht. Schlieflich dufsert sich WINTER noch iiber die
Geometrie, dessen primirer Wert es ist, als Modellierung unserer Welt zu dienen.

Die Grunderfahrung (G2) bezieht sich auf die innere Mathematik als strenge Wissenschaft. Ein Ver-
stédndnis fiir den Begriff der Zahl und vor allem fiir die Erweiterbarkeit des Zahlenbegriffs zu entwickeln,
ist hierbei von groflem Interesse. Als eines der wichtigsten Ziele der mathematischen Allgemeinbildung
versteht er den iiberlegten und kreativen Umgang mit Variablen, Termen, Formeln und Gleichungen.
Aber auch der geometrische Bezug darf nicht aufser Acht gelassen werden. So kann beispielsweise durch
die Messung der Diagonale mit der Seite eines Quadrats nachentdeckt werden, dass es einerseits kein
gemeinsames Mafs fiir die beiden gibt, jedoch durch Wechselwegnahme eine Folge konstruiert werden
kann (1, 3/2, 7/5, 17/12, ...), die schlieklich gegen den Wert /2 strebt, woraus folgt, dass die Diagonale
das v/2- fache der Seite ist. Auch sollen die SchiilerInnen Einsicht in die logische Schliissigkeit von

Argumentationen gewinnen.

Mit der dritten Grunderfahrung, (G3), ist die Mathematik in ihrer Funktion als ,Schule des Denkens*
angesprochen. Hier ist wesentlich, Problemltsefdhigkeiten zu entwickeln und {iber den Loésungsprozess



zu reflektieren, das heifft zu fragen, wo Schwierigkeiten oder Knackpunkte liegen, ob die Aufgabe in
Teilaufgaben zerlegt werden kann oder ob Symmetrien erkannt werden kénnen, beziehungsweise danach
zu fragen, ob die Losung kontrolliert werden kann, ob dieses Ergebnis zu erwarten war oder ob es einen
einfacheren Losungsweg gegeben hétte. Der Grundsatz ,Fehler zum Lernen zu nutzen“ hat dabei einen

grofien allgemeinbildenden Wert.

Das hier schon angesprochene reflexive Denken muss auch im Zusammenhang mit (G1) geschult werden.
Der Modellierungsprozess ist erst dann abgeschlossen, wenn auch die Angemessenheit des Modells
diskutiert worden ist. Besonders interessant ist das auch hinsichtlich der dahinterstehenden Interessen.
Dies betrifft vor allem Modelle zu Erscheinungen in Wirtschaft, Staat und Gesellschaft, wie bei (G1)
schon angesprochen. Aber auch scheinbar rein wissenschaftliche Modelle kénnen spédter zu anderen
Zwecken benutzt werden, so beschreibt beispielsweise die Wurfparabel sowohl die Bahn des Lobs im

Tennis, sowie auch den Weg einer zerstorerischen Granate.

Tatséchlich ist es aber leider so, dass der Wert der mathematischen Allgemeinbildung in der breiten
Masse kaum geschitzt wird. Die Mathematik wird als etwas gesehen, dass nur fiir besonders begabte
Menschen oder Experten aus den Bereichen Physik oder Technik zugénglich ist, und fiir den Rest eher
uninteressant erscheint. Es gilt sogar, so WINTER, fast als modern, trotz einer langen Schulausbildung
nichts von Mathematik verstanden zu haben. , Ausgerechnet Mathematik als Musterfall absoluter
Klarheit wird verbreitet als Musterfall besonderer Unversténdlichkeit empfunden. (WINTER, 2003,
S.13)

Auf die von WINTER schon angesprochene Notwendigkeit der Vernetzung von politischer Bildung und
einem allgemeinbildenden Mathematikunterricht, er nennt dies ,politisch-aufklirerische Arithmetik®,

wird in dieser Arbeit nun niher eingegangen.
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Teil 11

Zur Situation der politischen Bildung an

Osterreichs Schulen

Geschichte der politischen Bildung seit 1945

Durch einen Erlass von 1949, der ,Erlass zur staatsbiirgerlichen Erziehung", versuchte man an die Zeit
vor dem Zweiten Weltkrieg anzukniipfen. Im Mittelpunkt dabei standen die traditionelle staatsbiirger-
liche Erziehung und die Entwicklung eines ausgeprigten Nationalstolzes, vielmehr als eine Erziehung
zum autonomen politischen Denken. Daran dnderte sich auch so bald nichts. Erst das Schulorganisa-
tionsgesetz von 1962, im speziellen §2, zeigte eine Neuerung, die noch heute die Basis der politischen

Bildung im schulischen Rahmen darstellt. Die Aufgabe der Schule ist darin folgendermafen formuliert:

,Die Osterreichische Schule hat die Aufgabe, an der Entwicklung der Anlagen der Jugend
nach sittlichen, religitsen und sozialen Werten sowie nach den Werten des Wahren, Guten
und Schonen durch einen ihrer Entwicklungsstufe und ihrem Bildungsweg entsprechenden
Unterricht mitzuwirken. Sie hat die Jugend mit dem fiir das Leben und den kiinftigen
Beruf erforderlichen Wissen und Konnen auszustatten und zum selbsttétigen Bildungser-
werb zu erziehen. Die jungen Menschen sollen zu gesunden, arbeitstiichtigen, pflichttreuen
und verantwortungsbewussten Gliedern der Gesellschaft und Biirgern der demokratischen
und bundesstaatlichen Republik Osterreich herangebildet werden. Sie sollen zu selbststin-
digem Urteil und sozialem Verstédndnis gefiihrt, dem politischen und weltanschaulichen
Denken anderer aufgeschlossen sowie befidhigt werden, am Wirtschafts-und Kulturleben
Osterreichs, Europas und der Welt Anteil zu nehmen und in Freiheits- und Friedensliebe

an den gemeinsamen Aufgaben der Menschheit mitzuwirken.” °

In den 60er Jahren entwickelte sich zudem langsam eine ausgedehnte sozialwissenschaftliche Disziplin
an den Osterreichischen Universitdten und 1968 wurde schlieflich auch ein Lehrstuhl fiir Politikwis-
senschaft an der Universitdt Wien eingerichtet. Auswirkungen auf den Unterricht an den Schulen
zeigten sich jedoch zu Beginn kaum. Die politische Bildung gewann aber immer mehr an Bedeutung,
beispielsweise mit der Errichtung einer Arbeitsgemeinschaft ,Geschichte und Sozialkunde - Geographie
und Wirtschaftskunde im Jahr 1970, deren Aufgabe es auch war eine zeitgeméfse Staatsbiirgerkunde
zu erarbeiten. Im selben Jahr schaffte sie als unverbindliche Ubung den Sprung an die Schulen. Ziel
dieser Ubung war, den SchiilerInnen Kenntnisse iiber Faktoren und Funktionszusammenhinge der
Ordnungen und des Geschehens in Politik, Wirtschaft und Gesellschaft zu vermitteln. Sie sollten eine
kritische Urteilsfdhigkeit erlangen und rational kontrollierte Entscheidungen treffen kénnen. Bemiithun-

gen politische Bildung als Pflichtgegenstand einzufiihren, scheiterten jedoch aus den verschiedensten

5Bundeskanzleramt Rechtsinformationssystem.
https://www.ris.bka.gv.at/GeltendeFassung.wxe? Abfrage=Bundesnormen& Gesetzesnummer=10009265
Stand: 16.04.2015
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Griinden am Widerstand der Parteien. Nur in den BMHS und Berufsschulen konnte ,Politische Bil-
dung“ als eigener Unterrichtsgegenstand frith Fufs fassen. In den AHS hingegen war dies ein langer
Kampf. Nach langen Diskussionen und Uberarbeitungen konnte aber schlieRlich am 11. April 1978 ein
Grundsatzerlass zur Verankerung der politischen Bildung als Unterrichtsprinzip unterzeichnet werden.
Dadurch wurde die politische Bildung ein Auftrag, der sich an alle Unterrichtsficher richtet und Leh-
rerInnen aller Gegensténde dazu auffordert, im Rahmen ihres Unterrichts einen Beitrag zur Erziehung
der SchiilerInnen zu politisch miindigen StaatsbiirgerInnen zu leisten (vgl. WOLF, 1998, S.24ff.).

Der Grundsatzerlass

Im Grundsatzerlass wird zu Beginn die wesentliche Aufgabe der Politischen Bildung mit der Erziehung
zu einem demokratisch fundierten Osterreichbewusstsein, zu einem gesamteuropiischen Denken und
zu einer Weltoffenheit, die vom Versténdnis fiir die existentiellen Probleme der Menschheit getragen
ist, beschrieben. Im Weiteren werden Wichtigkeit und Kennzeichen einer demokratischen Gesellschaft
besprochen, und auf die Grundwerte Friede, Freiheit, Gleichheit und Gerechtigkeit verwiesen. Es wer-
den drei einander wechselseitig beeinflussende Bereiche genannt, die politische Bildung kennzeichnen.
Diese sind ,,Vermittlung von Wissen und Kénnen“, | Entwicklung von Fahigkeiten und Kenntnissen“ und
~Weckung von Bereitschaft zu verantwortungsbewusstem Handeln“. Sie spiegeln sich auch in den for-
mulierten Zielen von politischer Bildung wider. Demnach soll politische Bildung dazu beitragen, dass
SchiilerInnen gesellschaftliche Strukturen erkennen, aktiv am politisch Leben teilhaben, eine tolerante
Einstellung gegeniiber anderen politischen Meinungen einnehmen, ein Verstandnis fiir die Aufgaben der
Landesverteidigung entwickeln und fiir unantastbare Grundwerte, wie Freiheit und Menschenwiirde,

eintreten.

Schlieflich werden im Grundsatzerlass noch Hinweise fiir die Gestaltung des Unterrichts gegeben.
Die Lehrperson soll besonders darauf achten, den Grundgedanken, dass Lernen auf Erfahrung und
Einsicht beruht, zu beriicksichtigen, und durch Ubertragung verantwortungsvoller Titigkeiten zur
Foérderung des Erlebens demokratischer Einstellungen und Verhaltensweisen beitragen. SchiilerInnen
sollen lernen, verschiedene Meinungen zu respektieren und Kompromisse im Dialog zu finden. Sind die
personlichen Ansichten der Lehrperson gefragt, sollte diese besonders darauf achten, andere Meinungen
nicht herabzusetzen und den SchiilerInnen Kritik daran zu erméglichen.

Auch hier ist der Erfolg abhéingig von einer guten Zusammenarbeit zwischen SchiilerInnen, Eltern und

LehrerInnen.%

Somit gilt nun das Unterrichtsprinzip politische Bildung, doch da daneben zum heutigen Zeitpunkt
noch elf weitere Unterrichtsprinzipien existieren und das Ausmaf der Verwirklichung allein bei den Leh-
rerInnen liegt, kann man die Bedeutung dieses Erlasses fiir die tatsdchliche Unterrichtspraxis gerecht-
fertigterweise in Frage stellen. Erst 2001 wurde in den letzten beiden Schulstufen der AHS-Oberstufe
das bisherige Unterrichtsfach ,Geschichte und Sozialkunde durch das Fach ,Geschichte und Politische

Svgl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Grundsatzerlass.
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht /uek /pb_grundsatzerlass 1994 26943.pdf?4dzgm?2
Stand: 04.03.2015
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Bildung* ersetzt, was jedoch erst 2004 in den Lehrplidnen geregelt wurde. In der 4. Klasse der Sekun-
darstufe I passierte das 2008. Grund dafiir war die im Juni 2007 beschlossene Senkung des aktiven
Wahlrechts auf das vollendete sechzehnte Lebensjahr. Es entstand eine Diskussion dariiber, ob die
Jugendlichen dieses Alters schon die notige Reife und das Reflexionsvermogen, um wéhlen zu gehen,
haben, vor allem deshalb, weil die meisten Jugendlichen bis dahin kaum politische Bildung erhielten.
Als Folge dessen wurde es nun auch in der Sekundarstufe I als Unterrichtsgegenstand etabliert (vgl.
AMMERER, 2010, S.15f.).

Einen guten Uberblick iiber die momentanen Gegebenheiten an Osterreichs Schulen liefert die unten
stehende Abbildung 3.

F Zendrum .
BM | Bundesministerium for " ) ] o p O-l-l S
Bildung und Frauen Politische Bildung in den Schulen — tabellarische Ubersicht P||I|II:II.I:1_|I||II|I!|I"“I
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N 1 2 2 2
AHS - Oberstufz GSKIPE GSkPE GSKFE GSKPE
PTS - Folytechnische Schuis BB u- ik
Benfsschule PB (inspesamt 30 Wochenstunden)
Technische und (kunsth 2
gewerbliche Fachschulen Gu.PB
2 2 1
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7o . o , _ .
Fachschuie fiir Mode PBw Rech
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Bekleidungstechnik PB u Rechi
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Benfe PBw Recht
Fachschuie fir Sozialbends PEu Recht | PBuReht | FBu Rec
Héhere Technische 2 2
Lehranstalt Gu.PB GuPB
Hohere Technische Geo;aﬁe Geogzmﬁe Gec;aﬁe Geo;aﬁe
Lehranstalt (Lehrplan 2011) Gu.PB GuPB Gu.PB GuPE
Hihese Lehranstalt fiir 2 2
wirtschafifiche Bensfe PBu. Recht | PBuw Recht
1 2 2
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forstwirtschaftliche Schulen GuPB Gu PB
Bildungsanstalt fir 2 1 2 2
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" _ F
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Stand September 2014. Zur genauen Bezeichnungen der Schultypen und Gegenstande siehe 5. 2und 3

Abbildung 3: Ubersicht: Politische Bildung an Osterreichs Schulen

Unterrichtsprinzipien

Wie eben erwihnt, gibt es zurzeit zwolf Unterrichtsprinzipien, deren Zweck der Erwerb facheriibergrei-

fender Kompetenzen ist, welche einerseits dazu dienen, fachspezifische Anforderungen zu unterstiitzen

"vgl. Zentrum Polis.
http://www.politik-lernen.at/content /site/basiswissen/politischebildung/lehrplaene/index.html
Stand: 04.03.2015
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und andererseits wichtige individuelle beziehungsweise gesellschaftliche Angelegenheiten ansprechen
(vgl. WEIGLHOFER, 2013, S.1). Sie leisten einen wesentlichen Beitrag zur Erfiillung der im Schulorga-
nisationsgesetz formulierten Aufgabe der Schule®. Konkret lauten sie wie folgt®:

e Entwicklungspolitische Bildungsarbeit
o Erziehung zur Gleichstellung von Frauen und Ménnern
e Europapolitische Bildungsarbeit

o Gesundheitserziechung

o Interkulturelles Lernen

e Leseerziehung

e Medienbildung

e Politische Bildung

o Sexualerziehung

e Umweltbildung

e Verkehrserziehung

e Wirtschaftserziehung und Verbraucher/innenbildung

Auch wenn sich manche davon auf den ersten Blick bestimmten Fichern zuordnen lassen, wie bei-
spielsweise Umweltbildung dem Fach ,Biologie und Umweltkunde®, sollen sie nicht auf einzelne Facher

beschrénkt werden, sondern sich wie ein roter Faden durch alle Gegenstinde ziehen.

Kompetenzen durch politische Bildung

Die Demokratie lebt von der Beteiligung der BiirgerInnen. Um angemessen an diesen Prozessen der
Meinungsbildung und politischer Entscheidungsfindung teilnehmen zu kénnen, benétigt man gewisse
Kompetenzen, welche durch politische Bildung erworben werden sollen. Grundlegend ist die Fahigkeit,
selbstbestimmt politisch zu denken und an politischen Prozessen eigenverantwortlich teilzunehmen.
Dies kann offensichtlich nicht durch blofe Wiedergabe von Wissen erfolgen, sondern benétigt Lehr-
und Lernformen, in denen diese Kompetenzen selbst antrainiert werden kénnen. Oberstes Ziel ist das
,reflektierte und selbstreflexive politische Denken und Handeln” (vgl. KRAMMER, 2010, S.23).

Was erwartet nun unsere demokratische Gesellschaft von der politischen Bildung der Jugend im Bereich
des Schulischen? Dieser Frage ging 2007 im Auftrag des BMfUK!? eine Kommission, u. a. mit Reinhard
Krammer, nach und entwickelte dazu ein Kompetenz-Strukturmodell.

8siehe S.11

9vgl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Unterrichtsprinzipien.
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht /index.html
Stand: 04.03.2015

10Bundesministerium fiir Unterricht, Kunst und Kultur
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Im erarbeiteten Modell werden vier verschiedene Kompetenzbereiche genannt, die jedoch nicht strikt
voneinander getrennt betrachtet werden sollen, da sie einander oftmals {iberschneiden. Diese sind die

Urteilskompetenz, die Handlungskompetenz, die Methodenkompetenz und die Sachkompetenz.

Die politische Urteilskompetenz beschreibt ,die Fahigkeit, Fertigkeit und Bereitschaft zu einer selbst-
standigen, begriindeten und mdoglichst sach- und/oder wertorientierten Beurteilung politischer Ent-
scheidungen, Probleme und Kontroversen.” (KRAMMER, 2010, S.26) Hierbei geht es sowohl um fertig
vorliegende Urteile, also auch um selbst zu treffende Urteile. Ein Beispiel hierfiir wire, die Bindung
vorliegender oder eigener politischer Entscheidungen und Urteile an vorgegebene Interessen zu erken-

nen.

Als politische Handlungskompetenz wird ,die Fhigkeit, Fertigkeit und Bereitschaft, eigene Positionen
in politischen Fragen zu formulieren und zu artikulieren, politische Positionen anderer zu verstehen
und aufzugreifen, sowie an der Losung von Problemen aus den Bereichen Politik, Wirtschaft und Ge-
sellschaft unter Riicksichtnahme auf eigene und fremde Bediirfnisse mitzuwirken.” (KRAMMER, 2010,
S.28) Grundlegend hierbei sind die Bereitschaft zum Kompromiss, die Féhigkeit zur Kommunikation
sowie Toleranz und Akzeptanz. Dies ldsst sich in zwei Handlungsbereiche einteilen. Zum einen das
Artikulieren, Vertreten und Durchsetzen von Interessen, Entscheidungen und Meinungen, und zum

anderen das Nutzen von Angeboten verschiedener politischer Einrichtungen.

Unter politischer Methodenkompetenz versteht man zwei Dinge. Auf der einen Seite geht es um
»das Verfiigenkdnnen iiber Verfahren und Methoden, die es erlauben, sich miindlich, schriftlich, vi-
suell und/oder in modernen Medien politisch zu artikulieren und so im Idealfall auf reflektierte und
(selbst)reflexive Weise eigene Manifestationen zu schaffen.” (KRAMMER, 2010, S.29) und auf der an-
deren Seite umfasst sie ,die Fahigkeiten, Fertigkeiten und Bereitschaften zum Entschliisseln fertiger
Manifestationen des Politischen (in unterschiedlichen Medien, in unterschiedlichen Textsorten, fiir un-
terschiedliche Adressaten ...).* (KRAMMER, 2010, S.29) Daher lassen sich auch hier zwei Bereiche
nennen. Dies ist einerseits der kritische Umgang mit fertigen Manifestationen des Politischen und

andererseits eigenstindige politische Aukerungen zu titigen.

Die politische Sachkompetenz umfasst ,,jene Fihigkeiten, Fertigkeiten und Bereitschaften, die Begriffe,
Kategorien bzw. die Konzepte des Politischen zu verstehen, iiber sie zu verfiigen sowie sie kritisch wei-
terentwickeln zu konnen.” (KRAMMER, 2010, S.31) Es geht beispielsweise darum, die Unterschiede der
Alltagssprache des Politischen und der wissenschaftsorientierten Fachsprache zu kennen (vgl. KRAM-
MER, 2010, S.22ff.).

Wie eben erlautert, ist also auch an der AHS Politische Bildung als Unterrichtsgegenstand kombiniert
mit Geschichte und Sozialkunde verankert, dennoch bleibt das Unterrichtsprinzip fiir alle Facher er-
halten. Dies bietet eine grofartige Moglichkeit aus verschiedensten Perspektiven wichtige politische
Themen zu betrachten. ,Kompetenzorientierte politische Bildung lasst sich in allen Fachern umsetzen,
da sie das enge theoretische Feld der Staatsbiirgerkunde hinter sich ldsst und bewusst lebensweltliche
Ankniipfungspunkte zu allen Disziplinen sucht.“ (AMMERER, 2010, S.18)

Im Folgenden mochte ich das am Unterrichtsfach Mathematik demonstrieren.
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Teil ITI

Zusammenhange von Mathematik und Politik

In den vorigen Kapiteln wurde schon ganz deutlich, dass die politische Bildung einen grofien Stellenwert
im Rahmen eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts einnimmt. Als Lehrperson kommt man
also nicht umhin, die Zusammenh#nge von Mathematik und Politik beziehungsweise die Rolle, die die

Mathematik in der Politik spielt, aufzudecken und den SchiilerInnen ndher zu bringen.

Fiir viele Menschen, so Jiirgen Maass (2010, S.122ff.), gilt gerade die Mathematik als Paradebeispiel
einer unpolitischen, sachlichen und neutralen Wissenschaft. Die Rechnung ,2+2=4" beziehungsweise
geltende Rechengesetze sind in jedem Staat der Erde giiltig, unabhéngig vom politischen System oder
von bestimmten PolitikerInnen. Dass dem nicht so ist, haben wir schon in Teil I gesehen. Er hat nun
drei Grundbereiche vorgeschlagen, anhand derer die Verkniipfung der beiden Disziplinen verwirklicht

werden kann.

Uberzeugend ist der Zusammenhang von Mathematik und Politik am Beispiel der Wahlmathematik.
Da prinzipiell jeder Staatsbiirger, der das sechzehnte Lebensjahr vollendet hat, aktiv wahlberechtigt
ist, betrifft dieses Thema eine/n jede/n und héchstwahrscheinlich jede/r Schiiler/in hat sich schon
einmal damit beschéftigt, sei es in Gesprichen mit Eltern oder Freunden, oder durch das Fernse-
hen, Zeitungen oder andere Medien. In erster Linie sind hier natiirlich politische Wahlen, im Sinne
von Gemeinderats-, Landtags- oder Nationalratswahlen, gemeint, aber auch in anderen Lebensberei-
chen spielen Wahlen eine Rolle. Gerade fiir SchiilerInnen, die noch nicht aktiv wahlberechtigt sind,
bieten Wahlen im Bereich der Schule, beispielsweise KlassensprecherInnenwahlen oder Schulspreche-
rInnenwahlen, einen guten Ankniipfungspunkt. Zur Diskussion stehen hier Fragen wie ,Wie fithren
unterschiedliche Wahlmethoden zu unterschiedlichen Ergebnissen?”; oder, konkret im Bezug auf poli-
tische Wahlen, ,Wie werden abgegebene Stimmen in Sitze im Parlament umgerechnet?” oder ,Weshalb
wurde George Bush im Jahr 2000 Président der Vereinigten Staaten, obwohl sein Kontrahent Al Gore
um etwa 500 000 Wihlerstimmen mehr bekam?”. Antworten auf diese Fragen und andere interessante
Gegebenheiten zum Thema Wahlmathematik werden in Abschnitt 4 behandelt.

Ein weiterer Teilbereich, der die Vernetzung von Mathematik und Politik zweifelsohne aufzeigt, ist die
Wirtschaftsmathematik.

Bei zahlreichen, wenn nicht fast allen, politischen Entscheidungen geht es um Geld. Dies betrifft Otto
Normalverbraucher vor allem dann, wenn im Rahmen von Sparmafsnahmen Lohnkiirzungen vorge-
nommen oder neue Steuern eingefiihrt werden. Zur Rechtfertigung solcher Sparprogramme werden
oft mathematisch fundierte Argumente herangezogen, insbesondere Prozentangaben, als Beweis dafiir,
dass etwas gerade noch oder nicht mehr so weiter geht. Viele dieser Entscheidungen basieren auferdem
auf Prognosen und Vorhersagen, die aufgrund mathematischer Modelle getroffen werden. SchiilerIn-
nen einen Einblick in die tatséchliche Aussagekraft solcher Prognosen und in die Modellbildung in der
Wirtschaft zu geben, kann so auch zur politischen Bildung beitragen. Abschnitt 5 beleuchtet diesen
Aspekt néher.

Das dritte und letzte Gebiet, anhand dessen die Moglichkeit zur Verkniipfung von Mathematik und
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Politik gezeigt wird, ist die Statistik.

Diese spielt heutzutage eine grofte Rolle, wenn es um politische Diskussionen und vor allem deren
Darstellung in den Medien geht. Nahezu ein jeder Vorschlag oder eine jede Mafnahme wird von einer
untermauernden Statistik begleitet. Genauso haben aber auch deren KritikerInnen Statistiken parat,
die wiederum ihre Meinung unterstiitzen. Meinungsumfragen in Bezug auf politische Themen sind aus
den Medien nicht mehr wegzudenken, man denke nur an manche Printmedien, die fast jeden Tag eine
neue Meinungsumfrage prasentieren. Sie sind zu einem wichtigen politischen Instrument geworden,
um ein Bild von der Einstellung der Bevolkerung zu erhalten, aber auch um diese zu beeinflussen.
Gerade aufgrund dieser Vielzahl an Statistiken und Meinungsumfragen ist es von besonderer Bedeu-
tung, dass SchiilerInnen lernen, diese richtig zu lesen, richtig zu interpretieren und eine mdoglicherweise

dahinterstehende manipulative Absicht zu erkennen. Genaueres dazu wird in Abschnitt 6 besprochen.
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4 Wahlmathematik

4.1 Allgemeine Wahlmethoden

Der Prozess der Entscheidungsfindung wird immer mehr von mathematischen Methoden beeinflusst,

ja ganze Teilgebiete der Mathematik haben sich der Entscheidungstheorie verschrieben.

Die Ausgangsfrage hier ist, wie eine Gruppe von Personen, mit unterschiedlichen Einstellungen und
Anschauungen, zu einer kollektiven Meinung kommt, wenn eine Reihe von Alternativen zur Wahl
stehen. In einer demokratischen Gesellschaft miissen haufig Entscheidungen dieser Art, im Rahmen
von Wahlen, getroffen werden. Es wird sich zeigen, dass alle Wahlsysteme gewisse Méngel aufweisen,
und so nicht frei von Manipulation sind. Dessen sollte sich ein jeder Biirger und jede Biirgerin bewusst

sein.

Das wesentliche Problem liegt also darin, aus den Entscheidungen einzelner Personen fiir verschiedene
Alternativen, eine Gesamtentscheidung der Gruppe zu machen, so wie es etwa bei der Verabschiedung
eines Gesetzes im Parlament oder bei der Aufstellung eines Schulelternbeirates der Fall ist. Uberall

beeinflusst das zugrundeliegende Wahlsystem ganz entscheidend den Wahlausgang.

Eine ganze Reihe von Wahlmethoden haben sich mittlerweile etabliert und finden Anwendung, unter
anderem das absolute Mehrheitsprinzip, das relative Mehrheitsprinzip, verschiedene Eliminations- und
Ausscheidungsverfahren, sequentielle paarweise Vergleiche, verschiedene Gewichts- und Punktesysteme
und die Wahl durch Zustimmung. Aus dieser Vielzahl an Moglichkeiten ist nun ein der Situation ent-
sprechendes System zu wéhlen, da keines universell einsetzbar ist. Oftmals bew#hrt hat sich dabei
das absolute Mehrheitsprinzip. Wirklich gerecht ist dies aber nach niherer Betrachtung nur, wenn es
nur zwei Auswahlmoglichkeiten beziehungsweise Kandidaten gibt, denn dann gewinnt derjenige mit
den meisten Stimmen, welcher nun logischerweise auch die Stimmenmehrheit besitzt. Aber schon bei
drei Kandidaten kann der Fall eintreten, dass keiner iiber 50 Prozent der Stimmen erhélt, und so der
Kandidat mit den meisten Stimmen keine Stimmenmehrheit hat. Nach dem absoluten Mehrheits-
prinzip hat hier also niemand die Wahl gewonnen, weshalb in diesen Féllen meist auf das relative
Mehrheitswahlrecht zuriickgegriffen wird, bei dem auch weniger als die Héalfte der Stimmen fiir einen

Sieg ausreichen.

Aber nicht nur das verwendete Wahlsystem wirkt sich auf das Ergebnis aus, sondern vieles mehr, wie
beispielsweise die Formulierung oder die Anordnung von Wahlalternativen, Lucas (1989, S.127) fasst
das unter dem Begriff Wahltaktik zusammen (vgl. Lucas, 1989, S.125f.), eine Rolle spielt.

Beispiel 1
Die eben erwdhnte Wahltaktik 1dsst sich anhand eines historischen Beispiels zeigen.

Plinius der Jiingere, Senator im ROmischen Reich, gilt offiziell als der erste, der sich vor fast 2000
Jahren mit der Frage nach der richtigen Stimmenauszdhlung beschéftigte. Ausgelést wurde sein In-
teresse an diesem Thema durch den mysteriosen Tod des Senators Afranius Dexter. Dieser starb
keines natiirlichen Todes, weitere Umstadnde sind aber nicht bekannt. Es ergeben sich drei mégliche

Szenarien fiir seinen Tod. Das ist zum Ersten Selbstmord, zum Zweiten Mord und zum Dritten von
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ihm selbst in Auftrag gegebener Mord, also quasi Tétung auf Verlangen, wobei hinsichtlich des Mor-
des und der Tétung auf Verlangen seine Sklaven verdichtigt wurden. Der Senat musste iiber deren
Schuld (im Fall des Mordes), teilweiser Schuld (im Fall der Tétung auf Verlangen) oder Unschuld (im
Fall des Selbstmordes) entscheiden. Das jeweilige Strafmaf dafiir war Hinrichtung, Verbannung oder

Freispruch.

Die Problematik bei dieser Entscheidung ist, dass es nicht zwei mogliche Alternativen (Schuld oder
Unschuld) gibt, sondern dass noch eine dritte (teilweise Schuld) hinzukommt, weshalb verschiedene

Intrigen und Manipulationen méglich waren (vgl. Szpiro, 2011, S.21ff.).
Im Senat bildeten sich drei Gruppen, die jeweils unterschiedlicher Meinung iiber das Strafmafl waren.

Gruppe A: Die Sklaven sind unschuldig und somit ist Freispruch das angemessene Strafmafk.
Diese Gruppe machte 40 Prozent des Senats aus.

Gruppe B: Die Sklaven sind teilweise schuldig und somit ist Verbannung das angemessene Strafmaf.
Dieser Gruppe waren 35 Prozent des Senats angehorig.

Gruppe C: Die Sklaven sind des Mordes schuldig und somit ist Hinrichtung das angemessene Strafmafs.
Die restlichen 25 Prozent bildeten diese Gruppe.

Gruppe A|B|C
Urteilsspruch a | b c
Prozentsatz 40 | 35 | 25

Im Folgenden sollen die Buchstaben A, B und C fiir die drei Gruppen stehen, und a, b und c fiir das
zugehorige Strafmaf. Der Urteilsspruch hingt bei dieser Verhandlung sowohl vom Wahlsystem, als

auch von den Informationen, die die Senatoren besitzen, und ihren taktischen Strategien ab.

Das relative Mehrheitsprinzip

Unterliegt die Abstimmung diesem Wahlsystem, so erhélt man zunéchst den Eindruck, dass die Sklaven

freigesprochen werden wiirden, da die Gruppe A mit 40 Prozent die meisten Anhinger hat.

Unter der Annahme, die Senatoren wiissten im Vorfeld, dass 40 Prozent zu a, 35 Prozent zu b und 25
Prozent zu c¢ neigen, kénnte es jedoch ganz anders ausgehen. Hchstwahrscheinlich wiirde die Gruppe
C dann von der Todesstrafe ablassen und zu Gruppe B wechseln, um mit den dann erreichten 60
Prozent die Mehrheit zu bilden und so zumindest eine Verbannung zu erzielen. Das heifst, weifs man
iber die weiteren Priferenzen einer Gruppe Bescheid, ldsst sich dies zum eigenen Zweck nutzen. In

Gruppe A|B|C
1. Préferenz a | b ¢
2. Préferenz b a | b
3. Préferenz ¢ ¢ a
Prozentsatz || 40 | 35 | 25

Tabelle 2: Priaferenztabelle

diesem Fall wiirde sich die Praferenzen zum Beispiel wie in Tabelle 2 dargestellt ergeben.
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Nun wihlt Gruppe A immer a, fiir Gruppe B und C sollen jedoch alle Méglichkeiten offen bleiben. Es
ergibt sich dadurch folgende Ergebnistabelle. Darin kann man sehen, dass bei ehrlicher Wahl, also wenn

C stimmt fiir

A stimmt fiir la b c

B stimmt fiir

[ IRV 1]

a a a
a b a
a a ¢
Tabelle 3: Ergebnistabelle

jeder seiner ersten Priferenz entsprechend wihlt, das Ergebnis a sein wird. Bei genauerer Betrachtung
ist zu sehen, dass die Gruppen B und C ein zufriedenstellenderes Ergebnis erzielen konnten, wenn die
Gruppe C b statt ¢ wihlt. Das Wahlergebnis wiirde in diesem Fall b lauten, was der ersten Préferenz
von B und der zweiten Préferenz von C entspricht. Das heifit, es ergibt sich fiir beide Gruppen eine
Steigerung im Vergleich zum vorigen, ehrlichen Wahlergebnis. Sich gemeinsam gegen A zu verbiinden

ist sogar fiir die Gruppen B und C die beste aller Moglichkeiten, auch besser als die ehrliche Wahl.

Sequentielle Wahlsysteme

Gegen das relative Mehrheitsprinzip spricht die Tatsache, dass bei mehr als zwei Alternativen der
Gewinner moglicherweise nur weniger als der Hélfte der Stimmen erhalten hat, wie es auch in diesem
Beispiel unter der Annahme einer ehrlichen Wahl der Fall ist. Mithilfe eines sequentiellen Verfahrens,

bei dem in jedem Schritt eine absolute Mehrheit entscheidet, kann dies umgangen werden.

In diesem Beispiel konnte der Senat zuerst iiber ,Schuld” oder ,Unschuld” entscheiden. Die Gruppe
A, also 40 Prozent, wiirde dabei fiir ,,Unschuld” stimmen und die Gruppen B und C, also 60 Prozent,
fiir ,,Schuld”; was bedeutet, dass das Ergebnis ,Schuld” lautet. Im zweiten Schritt muss nun iiber das
Strafmaf, entweder b (Verbannung) oder ¢ (Hinrichtung), entschieden werden. Hierbei wird sowohl
die Gruppe A also auch die Gruppe B, das heiflt insgesamt 75 Prozent, fiir b und die Gruppe C, also
25 Prozent, fiir ¢ stimmen. Das Endergebnis hier ist also wie auch vorhin b, mit dem Unterschied, dass
mit diesem Wahlsystem die ehrliche Wahl die beste Strategie fiir alle Gruppen ist, da kein Biindnis

moglich ist, welches fiir A und C zu einem besseren Ergebnis fiihrt.

Der Senat konnte im ersten Schritt aber auch iiber die Bestrafung im Fall der Schuld, und dann erst
iiber die eigentliche Schuldfrage abstimmen. Das heifit zuerst wird zwischen den Alternativen b und
¢ gewdhlt, wobei b mit 75 Prozent siegt. Im zweiten Schritt wird dann iiber ,,Unschuld”, also a, und
»wchuld”, also b, da ja ¢ im ersten Wahlgang ausgeschieden ist, entschieden. Aus dieser Wahl wiirde
somit wieder b als Sieger hervorgehen. Bei dieser Wahlanordnung gébe es aber nun fiir A sehr wohl
eine Moglichkeit zu einem wiinschenswerteren Ergebnis zu kommen. Diese Gruppe konnte im ersten
Wahlgang unehrlich fiir ¢ stimmen, um so gemeinsam mit Gruppe C und den damit erreichten 65
Prozent b zu eliminieren. Sie wiirde jedoch im zweiten Wahlgang, bei dem nun zwischen a und c
entschieden wird, wieder zu seiner ersten Préferenz, a, zuriickkehren und so gemeinsam mit Gruppe B
iiber Gruppe C siegen. Das Endergebnis hier wiirde also a sein, was bedeutet, dass fiir A in diesem Fall

eine unehrliche Wahl zu einem wiinschenswerteren Ergebnis fiihrt. Unter Umsténden konnte jedoch
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Gruppe C das Vorhaben von Gruppe A durchschauen, und deshalb im ersten Durchgang nicht fiir c,

sondern fiir b stimmen, um das fiir sie unangenehmste Ergebnis a zu verhindern.

Condorcet-Sieger

Eine weitere Wahlmoglichkeit besteht darin, den Condorcet-Sieger zu bestimmen, das heifit jene Alter-
native, die jede andere Alternative im direkten Vergleich schldgt. Unter der Bedingung einer ehrlichen
Wahl ergibt sich Folgendes: b schlidgt a mit 60 : 40, b schligt ¢ mit 75 : 25, a schlagt ¢ mit 75:25.

Somit ist auch mit dieser Wahlordnung die Alternative b der Sieger. Aber auch hier kann der Sieg
von b durch geschickte Taktik verhindert werden. Angenommen die Gruppe A vertauscht die zweite
und die dritte Préferenz, das heifit sie zieht ¢ gegeniiber b vor. Dann ergibt sich im direkten Vergleich
folgendes Szenario: b schldgt a mit 60 : 40, ¢ schligt b mit 65 : 35, a schlagt ¢ mit 75 : 25.

Dies fiihrt, wie zu sehen ist, zum Zirkelschluss ,,b schligt a schligt ¢ schldgt b”. Obwohl also die Whler
bei ihrer Wahl das Transitivitdtsgesetz beachten, also Préferenz eins gegeniiber zwei gegeniiber drei
vorziehen, ist die Entscheidung der Wihlergesamtheit nicht transitiv. Man nennt dies ein Condorcet-
Paradoxon (vgl. Lucas, 1989, S.129ff.).

Anhand dieser Ausfithrungen wird klar, dass das Urteil {iber die Sklaven, und somit der Ausgang der
Wahl, ganz eindeutig von der taktischen Strategie der Wé&hler und von der Regelung, nach der die
Entscheidung getroffen wird, abhéngt. Es ldsst sich zwar eine Haufigkeit der Alternative b feststellen,
aber dennoch kann es auch ganz anders ausgehen.

In einem weiteren Beispiel, angelehnt an jenes von Lucas (1989, S.135f.), wird diese Abhingigkeit

noch extremer spiirbar.

Beispiel 2

Im Rahmen eines Parteitages der Partei X soll ein neuer Obmann gewahlt werden, wofiir fiinf Kandi-
daten, im Folgenden A, B, C, D und E genannt, nominiert wurden. Insgesamt stimmen 55 Mitglieder
iiber den neuen Vorsitz ab. Diese sollen nun die Reihenfolge der fiinf Kandidaten entsprechend ihrer
Priferenz angeben. Aus mathematischer Sicht gibe es dafiir natiirlich 5! = 120 Moglichkeiten, in
der realen politischen Praxis jedoch schlieffen sich meist mehrere Mitglieder zu einer Liste zusammen
und vertreten ihrem Interesse zweckdienlich eine einheitliche Position beziehungsweise Reihenfolge.

Angenommen es ergibt sich die in Tabelle 4 dargestellte Aufteilung.

’ Anzahl der Mitglieder \ 18 \ 12 \ 10 \ 9 \ 4 \ 2 ‘
1. Praferenz A|B|C|D|E|E
2. Praferenz D/ E|B|C|B|C
3. Préferenz E|D|E|E|D|D
4. Praferenz cC|C|D|B|C|B
5. Préferenz B|A|A|A|A A

Tabelle 4: Priferenztabelle der Mitglieder

Der Tabelle zu entnehmen ist, dass zwar die grofste Gruppe Kandidat A als neuen Obmann haben

mochte, jedoch alle anderen diesen an letzter Stelle sehen. Der Kandidat E wird von sechs Mitgliedern
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als bester Kandidat gesehen, jedoch unterscheiden sich diese in ihren weiteren Préferenzen und bilden
so zwei Gruppen. Im Folgenden werden nun verschiedene Wahlmethoden auf diese Ausgangslage
angewandt, wobei eine ehrliche Wahl vorausgesetzt wird, das heifit mogliche Taktiken nicht besprochen

werden.

e Mehrheitsprinzip
Es ist schnell zu sehen, dass nach einem relativen Mehrheitsprinzip Kandidat A gewinnt, obwohl
er nur 32,7% der Stimmen erhilt und von allen anderen Listen an die letzte Stelle gereiht wurde.

Sieger: A

e Sequentielles Verfahren
1. Moglichkeit: Ausscheidung
Im ersten Wahlgang werden nach dem relativen Mehrheitsprinzip die beiden besten Kandidaten
bestimmt, unter denen im zweiten Wahlgang eine Stichwahl vorgenommen wird. Dabei gewinnen
zuerst A und B, und schlieflich siegt B mit 37 von 55 Stimmen.
Sieger: B
2. Moglichkeit: Elimination des Verlierers
Es werden eine Reihe von Wahlgingen vorgenommen, wobei jeweils der Kandidat mit den we-
nigsten Stimmen ausscheidet. Im ersten Wahldurchgang scheidet E mit nur 6 Stimmen aus,
worauf dieser Kandidat aus der Préferenzliste gestrichen wird und sich fiir die nichste Runde
Al B | ¢ |D
18 | 12+4 [ 1042 | 9
Daraus folgt, dass in der zweiten Runde Kandidat D verliert und ausgeschlossen wird. Seine Stim-
AlB| ¢
18 | 16 | 12+9
Kandidat B scheidet also im dritten Wahlgang aus, woraufhin seine Stimmen an Kandidat C

folgende erste Plétze ergeben:

men gehen nun an die zweite Priferenz, ndmlich C. Es entsteht nun Folgendes:

iibergehen und dieser die Wahl mit 37 von 55 Stimmen gegeniiber A schliefslich gewinnt.
Sieger: C

e Borda-Verfahren
Bei diesem Wahlsystem werden den einzelnen Priferenzen der Mitglieder Punkte zugeordnet,
wobei jener mit der insgesamt hochsten Punktezahl als Sieger hervorgeht. Fiir einen ersten Platz
erhilt ein Kandidat fiinf Punkte, fiir einen zweiten vier, einen dritten drei, einen vierten zwei
und fiir einen letzten Platz einen Punkt. Damit ergibt sich fiir die einzelnen Kandidaten folgende
Punktezahl:
A: 18 x5+ 37 x 1 =127
B:12x5+4+14x4411x2+18x1=156
C:10x 5411 x4+34x2=162
D:9x5+18x4+18x3+10x2=191
E:6x5+12x4+37%x3=189
Somit gewinnt bei diesem Verfahren Kandidat D knapp vor E.
Sieger: D

e Condorcet-Verfahren

Wie schon vorhin werden wieder alle Kandidaten paarweise miteinander verglichen. Da es fiinf
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5
Kandidaten gibt, muss es 5 = 10 Vergleiche geben, welche wie folgt enden:

B schldgt A mit 37:18 Stimmen.

C schlagt A mit 37:18 Stimmen, C schldgt B mit 39:16 Stimmen.

D schldgt A mit 37:18 Stimmen, D schligt B mit 29:26 Stimmen, D schligt C mit 43:12 Stimmen.
E schldgt A mit 37:18 Stimmen, E schlégt B mit 33:22 Stimmen, E schldgt C mit 36:19 Stimmen,
E schldgt D mit 28:27 Stimmen.

Kandidat E besiegt also alle anderen Kandidaten im direkten Vergleich und gewinnt somit die
Wahl.

Sieger: E

Alles in allem ergeben sich also bei Anwendung von fiinf verschiedenen Wahlsystemen auch fiinf ver-
schiedene Wahlsieger. Es ldsst sich so eindrucksvoll zeigen, wie sehr die Spielregeln, nach denen gewahlt
wird, das Ergebnis mithestimmen. Genau diese Spielregeln werden nun von jenen aufgestellt, die po-
litische Macht besitzen, und so kdnnen diese das Ergebnis bis zu einem gewissen Grad beeinflussen.
Natiirlich ist das hier dargestellte ein konstruiertes Beispiel, doch solche Umstidnde kénnen durchaus
auch in der Realitdt vorkommen.

Ein nicht so extremes, aber dennoch interessantes Beispiel hierfiir ist die Bundesprisidentenwahl in
Osterreich, bei der nach dem absoluten Mehrheitswahlrecht gewihlt wird. Bei der Wahl im Jahr 1951,
also der ersten Bundesprésidentenwahlen, die nach den Bestimmungen des Bundes-Verfassungsgesetzes
abgehalten wurde, traten insgesamt sechs Kandidaten an und erhielten im ersten Wahlgang die in Ta-

belle 5 dargestellten Stimmen. Wiirde bei dieser Wahl das relative Mehrheitsprinzip angewandt, so

] Kandidat | giiltige Stimmen in % |
Dr. Burghard Breitner 15,4
Gottlieb Fiala 5,1
Dr. Heinrich Gleifner (OVP) 40,1
Ludovica Hainisch 0,1
Dr. h.c. Theodor Kérner (SPO) 39,2
Dr. Johannes Ude 0,1

Tabelle 5: Bundesprésidentenwahl 1951, 1. Wahlgang

hiitte der Kandidat der OVP, Heinrich Gleifner, die Wahl gewonnen. Aufgrund des absoluten Mehr-
heitsprinzips wurde aber ein zweiter Wahlgang, bei der eine Stichwahl zwischen den beiden stimmen-
starksten Kandidaten aus dem ersten Wahldurchgang stattfindet, notig. Dabei kam es zu folgender
Stimmenverteilung, siche Tabelle 6. Bei diesem Wahlgang erhielt, wie in der Tabelle ersichtlich ist,

] Kandidat | giitlige Stimmen in % |
Dr. Heinrich Gleifner (OVP) 47,9
Dr. h.c. Theodor Kérner (SPO) 52,1

Tabelle 6: Bundesprésidentenwahl 1951, 2. Wahlgang

Theodor Korner mehr als die Hélfte der Stimmen und wurde so Bundesprasident.

So ziemlich dasselbe Szenario ergab sich bei der Bundesprésidentenwahl im Jahr 1992. Es traten vier

Kandidaten zur Wahl an, und auch hier erhielt keiner davon eine absolute Mehrheit, siehe Tabelle 7.
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] Kandidat | giiltige Stimmen in % |

Dr. Rudolf Streicher (SPO) 40,7
Dr. Thomas Klestil (OVP) 37,2
Dr. Heide Schmidt 16,4
Robert Jungk 5,7

Tabelle 7: Bundesprésidentenwahl 1992, 1. Wahlgang

Die meisten Stimmen erhielt in diesem ersten Wahlgang der Kandidat der SPO, namlich Rudolf Strei-
cher. Im notwendigen zweiten Wahlgang adnderte sich dies jedoch recht deutlich und Thomas Klestil

wurde Bundespriisident, siche Tabelle 8.!!

] Kandidat | giiltige Stimmen in % |
Dr. Rudolf Streicher (SPO) 43,1
Dr. Thomas Klestil (OVP) 56,9

Tabelle 8: Bundesprésidentenwahl 1992, 2. Wahlgang

Es sollte also von besonderem Interesse sein, Schiilerinnen und Schiilern genau diese Abhéngigkeit vor
Augen zu fithren und sie so sensibel gegeniiber Machtanspriichen zu machen. Im Schulrahmen bietet
sich dafiir eine detaillierte Analyse, ahnlich zu jener aus Beispiel 2, einer Klassensprecherwahl an.

4.2 Mehrheits- und Verhiltniswahl

Im Folgenden werden die zwei Wahlsysteme, ndmlich Mehrheitswahl und Verhiltniswahl, n&her be-
trachtet, die im politischen Diskurs tatséchlich eine Rolle spielen und Anwendung finden. Ganz all-
gemein versteht man unter der Mehrheitswahl, oder auch Wahl nach Majorz genannt, eine Wahl, bei
der derjenige gewinnt, der die (absolute oder relative) Mehrheit erreicht. Bei einer Verhéltniswahl,
beziehungsweise einer Wahl nach Proporz, hingegen geht es um eine moglichst genaue Verteilung der
Stimmen auf die einzelnen Parteien. Dies sind aber, so NOHLEN (2000, S122f.), keine geeigneten Defi-
nitionen um die Systeme miteinander zu vergleichen, da sie sich auf unterschiedliche Dinge beziehen.
So geht es bei der Definition der Mehrheitswahl um eine Entscheidungsregel, wohingegen die Defini-
tion der Verhéltniswahl auf das Wahlergebnis abzielt. Eine erfolgreiche Klassifikation fiir beide ist
also nur mdglich, wenn diese nach denselben Kriterien erfolgt. Fiir NOHLEN gibt es zwei solche mogli-
chen Kriterien. Das ist einerseits das Représentationsprinzip und andererseits die Entscheidungsregel.
Nach der Entscheidungsregel erfolgt bei der Mehrheitswahl die Mandatsvergabe an denjenigen, der
eine geforderte Mehrheit (absolut oder relativ) der Stimmen erzielt. Bei der Verhéltniswahl erfolgt
diese Vergabe nach dem Anteil der Stimmen, den eine Partei oder ein Kandidat erreicht hat.

Politisch bedeutsamer ist jedoch die Unterscheidung nach dem Représentationsprinzip, bei dem es um
die Ziele politischer Reprisentation geht. Dabei wird bezogen auf die Mehrheitswahl die parlamentari-

sche Mehrheit einer Partei angestrebt. Das heiftt, es soll eine Mandatsmehrheit fiir eine Partei geben,

1ygl. Bundesprisident.
http://www.bundespraesident.at/historisches/wahlergebnisse-seit-1951/
Stand: 16.04.2015
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auch wenn sie keine Stimmenmehrheit besitzt. Eine moglichst genaue parlamentarische Abbildung der
bestehenden politischen Gruppen in der Bevolkerung ist das Ziel der Verhaltniswahl. Es sollen also

Stimmen- und Mandatsanteile so gut wie moglich {ibereinstimmen.

Ein besonders wichtiges Element, so NOHLEN (2000, S.77ff.), bei beiden Wahlsystemen ist die Wahl-
kreiseinteilung.

In den meisten Lindern, so auch in Osterreich, wird das Wahlgebiet, das heifit, dasjenige geographi-
sche Gebiet, in dem gew#hlt wird, in kleinere Wahlkreise unterteilt. Die Wahlkreise werden meist in
Ubereinstimmung mit der administrativen Gliederung gebildet, wobei anschliefend diesen nach einem
Représentationsschliissel entsprechend viele Mandate zugeteilt werden. Die Grundidee dahinter ist,
dass jedes Mandat den gleichen Bevolkerungsanteil reprasentiert. Dazu wird je nach staatlicher Rege-
lung die Bevolkerungsanzahl oder die Anzahl der Wahlberechtigten durch die Anzahl der insgesamt zu
vergebenden Mandate dividiert. Die Grofe der Wahlkreise gibt somit nicht iiber die Fliche Auskunft,
sondern iiber die Anzahl der zu vergebenden Mandate. Dabei kann nun zwischen Einerwahlkreisen, das
heifst nur ein Mandat kann vergeben werden, und Mehrpersonenwahlkreisen, das sind alle Wahlkreise,
wo mehr als ein Mandat vergeben wird, unterschieden werden. Im Einerwahlkreis ist logischerweise
die Mandatsvergabe nur nach dem Majorz, also dem Mehrheitsprinzip, moglich, da ja nur ein Man-
dat zu vergeben ist und dieses an die stimmenstérkste Partei beziechungsweise den stimmenstérksten
Kandidaten geht. Bei Mehrpersonenwahlkreisen kann nach beiden Kriterien entschieden werden und

héngt so vom verwendeten System ab.

In dieser Wahlkreiseinteilung liegen aber einige Tiicken.

Zum Ersten wird in der Realitit der Grundsatz ,Jede Stimme soll den gleichen Z&hlwert haben® oft
nicht eingehalten. Aus moglicherweise guten Griinden wird manchen Teilen der Bevolkerung eine
grofere Reprisentation wie anderen zugesprochen. Oftmals passiert das aber auch, um giinstigerere
Bedingungen fiir die eigene Partei zu schaffen. So werden Toleranzgrenzen fiir die Abweichungen vom
Gleichheitsgebot nicht selten {iberschritten, wodurch kaum mehr von einem gleichen Wahlrecht gespro-
chen werden kann, sondern ein manipuliertes Wahlergebnis vorliegt. Aufserdem muss darauf geachtet
werden, die Wahlkreise und deren Mandatzahl laufend an die Bevolkerungsentwicklung anzupassen.
Besonders fiir kleinere Parteien hat auch die Grofe der Wahlkreise grofe Auswirkungen. Je kleiner
der Wahlkreis ist, das heifft je weniger Mandate er zu vergeben hat, desto geringer sind die Chancen
fiir kleinere Parteien, da die Prozenthiirde zur Erreichung eines Mandats steigt.

Des weiteren kann durch eine politisch motivierte Wahlkreiseinteilung die Wahl manipuliert werden.
Dies wird riickfiihrend auf den Gouverneur von Massachusetts, Elbridge Gerry, der sich 1812 einen
Wabhlkreis, der einem Salamander glich, bastelte, um ein sicheres Mandat zu erhalten, auch gerryman-
dering genannt. Angestrebt wird dadurch entweder ein sicherer Wahlerfolg fiir einen bestimmten Kan-
didaten oder aber auch eine erhéhte oder begrenzte politische Reprasentation einer sozialen Gruppe.
Konkret kann dazu die Whlerschaft gemischt werden, um so den Einfluss einer bestimmten Gruppe zu
minimieren, oder aber eine Hochburg gebildet werden, um den Einfluss einer Gruppe zu maximieren.

Ein einfaches Beispiel zeigt diesen Effekt deutlich.

Beispiel 3

Ein Wahlgebiet besteht aus insgesamt neun WahlerInnen, wovon vier Anhinger der Partei A und
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fiinf Anhénger der Partei B sind. In jedem Wahlkreis sollen drei WihlerInnen sein, welche jeweils
ein Mandat vergeben kénnen. Angenommen die Partei A ist an der Macht und hat die Aufgabe die
Wabhlkreise einzuteilen. Sie wird dies derart machen, dass sie ihre vier Anhénger gleichermafsen auf
zwel Wahlkreise aufteilt, wodurch sie zwei mal mit 2:1 gewinnt und so zwei sichere Mandate erhélt und
eines mit 0:3 verliert. Das Resultat ist, dass die Partei A trotz einer Unterlegenheit gemessen an der
Anhéngerzahl eine Mehrheit im Parlament besitzt. Hat umgekehrt die Partei B die Macht wird sie die
Wahlkreise so bestimmen, dass sie zwei sichere Mandate bekommt und so die Mehrheit im Parlament

innehat.

Ist die Wahlkreiseinteilung somit nicht verfassungsmifsig geregelt, sondern wird von den regierenden
Parteien vorgenommen, kdnnen diese offensichtlich das Ergebnis mitbeeinflussen. In etwas subtilerer
Form als 1812 durch Gerry passiert dies durchaus auch noch heute.

Welche konkreten Auswirkungen hat nun die Verwendung der Majorz- beziehungsweise der Proporz-

regel?

Wird nach dem Majorzprinzip gewéhlt, zdhlen am Ende nur die Stimmen des stimmenstéirksten Kan-
didaten, wohingegen alle anderen Stimmen unwichtig werden und quasi verloren gehen. Kleinere
Parteien haben kaum die Mdglichkeit ein Mandat zu erreichen. Dies kann auch dazu fiihren, dass in
Parteihochburgen die Opposition an Motivation verliert und es so zu einer Eintonigkeit in der poli-
tischen Landschaft kommt und folglich zu einer Wahlbeteiligungsabnahme. Aufserdem verlieren jene
Stimmen, die iiber der geforderten Mehrheit liegen, ihren Wert. Hat eine Partei somit ihre Wihler
nicht gleichermafien iiber die Wahlkreise verteilt, sondern bildet Hochburgen, kann sich dies nachteilig

auswirken. Es herrscht somit eine grofe Disproportion zwischen Stimmen und Mandaten.

Entscheidet hingegen die Proporzregel, so zdhlt tatsédchlich jede Stimme, da diese mdglicherweise einen
Mandatsgewinn beziehungsweise -verlust fiir eine Partei bedeuten kann. Fiir einen grofteren Anteil der
Wabhlberechtigten fiihrt die Wahl somit zum Erfolg, was sich wiederum positiv auf die Wahlbeteiligung
auswirkt. Hier haben auch kleine Parteien, mit beispielsweise nur vier Prozent Stimmenanteil, die
Moglichkeit ein Mandat zu erlangen und auch neue politische Stromungen haben hier tatséchlich eine
Chance, was bei der Mehrheitswahl nicht der Fall ist.

In Lindern, in denen nach Majorz entschieden wird, kristallisiert sich meist ein Zweiparteiensystem
heraus, wobei die beiden Parteien haufig abwechselnd regieren, da schon kleinste Verdnderung in der
Stimmenverteilung grofe Mandatsverdnderungen bedeuten koénnen. Aufgrund der Regierung einer
einzigen Partei sind diese Regierungen auferdem stabiler als Koalitionsregierungen, die hiufig aus
Verhéltniswahlen folgen. Auch die Zuschreibung der politischen Verantwortung ist damit beim Ma-
jorzprinzip eindeutiger gegeben. Und die Verbindung zwischen Stimme und Wahlergebnis ist hier fiir
den Wahler deutlicher zu sehen. Hinzu kommt, dass die Mehrheitswahl meist mit kleinen Wahlkrei-
sen kombiniert wird, wodurch eher eine Person gewdhlt wird, die man tatséchlich kennt und der man
vertraut. Bei der Verhiltniswahl sind auferdem mathematische Verfahren notwendig, um Stimmen
méglichst gerecht in Mandate umzurechnen.!? Diese Stimmverrechnungsverfahren sind vielzihlig und
fiir den Grofiteil der Bevolkerung relativ schwer nachzuvollziehen, weshalb vielen nicht klar ist, was
genau mit ihrer Stimme passiert (vgl. NOHLEN, 2000, S.135ff.).

12giehe 4.3
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Ein reales Beispiel soll nun die grofite Problematik der Mehrheitswahl, ndmlich die Disproportion

zwischen Stimmen und Mandaten, verdeutlichen.

Am 7. November 2000 wurde in den USA ein neuer Préasident gewdhlt. Dabei kam es zu der Situa-
tion, dass der Kandidat der Demokraten, Al Gore, um etwa 500 000 W&hlerstimmen mehr bekam als
der republikanische Kandidat, George W. Bush, welcher aber dennoch die Wahl gewann und der 43.
Préasident der Vereinigten Staaten von Amerika wurde.Wie lasst sich das erkléren?

In den USA wird der Président nach einem relativen Mehrheitswahlrecht gewahlt, wobei die Wahler
nicht direkt den Prisidenten wéhlen, sondern Wahlménner, die anschliefsend den Prisidenten wihlen.
Jeder Bundesstaat und das Bundesdistrikt District of Columbia entsendet eine bestimmte Anzahl an
Wahlménnern proportional zur Bevolkerungsanzahl. Das relative Mehrheitswahlrecht bedeutet dann,
dass die Partei des Kandidaten der die relative Mehrheit erhalt, alle Wahlméannerstimmen des Staates
bekommt, man nennt das auch das winner-takes-all-Prinzip.!> Wie oben beschrieben sind am Ende
also nur diejenigen Stimmen wichtig, welche die Mehrheit bilden. Das heifst gleichzeitig auch, dass
der Stimmenunterschied belanglos wird. So hat beispielsweise George W. Bush im Bundesstaat New
Hampshire mit einem Vorsprung von nur 11 711 Stimmen gewonnen, und deshalb nach dem Mehr-
heitswahlrecht alle vier Wahlmé&nnerstimmen erhalten. Im Vergleich dazu hat Al Gore im Bundesstaat
Rhode Island um 118 953 Stimmen mehr als G.W. Bush erhalten und so ebenfalls alle vier Wahl-
ménnerstimmen fiir sich gewinnen kénnen, jedoch mit einem deutlich gréferen Unterschied.!? Dies
sind genau jene Stimmen, die iiber der geforderten Mehrheit liegen, und so wie oben erwéhnt, ihren
Wert verlieren. Aus diesem Grund kann es in grenzwertigen Situationen, wie es hier der Fall war,
dazu kommen, dass ein Kandidat zwar mehr Stimmen als ein anderer erhélt, viele davon aber ihren
Wert verlieren, weshalb dennoch der andere Kandidat siegt. Von besonderem Interesse war bei dieser
Wabhl der Bundesstaat Florida. Dieser ist ein klassischer Swing State, das heifst das Ergebnis in diesem
Staat ist immer verschieden von dem der letzten Wahl und meist relativ knapp. Er kann also keiner
Partei von vornherein zugeschrieben werden, wie etwa Texas den Republikanern oder Kalifornien den
Demokraten. Doch bei dieser Wahl war das Ergebnis hier besonders knapp und umstritten, denn Bush
erhielt 2 912 790 Stimmen und Gore 2 912 253 Stimmen, was einen Unterschied von nur 537 Stimmen
bedeutet. Diese 537 Stimmen entschieden letztlich {iber alle 25 zu vergebenden Wahlminnerstimmen.
Das heifit ein Vorsprung von allein 537 Stimmen hiefl gleichzeitig ein Vorsprung von 25 Wahlmén-
nerstimmen fiir Bush, das sind 0,00051 Prozent der abgegebenen Stimmen, die iiber 4,65 Prozent der
Wahlménnerstimmen entscheiden. Die angesprochene Disproportion ist hier deutlich zu sehen. Beson-
ders heikel ist dieses Ergebnis auch deshalb, weil in Florida einige Ungereimtheiten auftraten. Trotz
der Uberpriifung durch den Supreme Court und Nachzihlungen in einigen Wahlkreisen, wodurch die
Auszdhlung schlieflich iiber einen Monat dauerte, ist das Ergebnis bis heute umstritten.

13ygl. US-Prisidentenwahl.
http://www.wahlrecht.de/ausland /us-praesident.html
Stand: 09.04.2015

l4giche Tabelle 9. vgl. US-Prisidentenwahl 2000.
http://www.wahlrecht.de/ausland /us-wahl.html
Stand: 09.04.2015
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Wahlerstimmen Wahlméannerstimmen
Bundesstaat Bush Gore Bush Gore Enthaltung
Alabama 941 173 692 611 9 0 0
Alaska 167 398 79 004 6 0 0
Arizona 781 652 682 341 8 0 0
Arkansas 472 940 422 768 3 0 0
California 4 567 429 5 861 203 0 54 0
Colorado 883 748 738 227 8 0 0
Conneticut 561 104 816 659 0 8 0
Delaware 137 288 180 068 0 3 0
District of Columbia 18 073 171 923 0 2 1
Florida 2912 790 2 912 253 25 0 0
Georgia 1419 720 1116 230 13 0 0
Hawaii 137 845 205 286 0 4 0
Idaho 336 937 138 637 4 0 0
Tllinois 2 019 421 2 589 026 0 22 0
Indiana 1245 836 901 980 12 0 0
Towa 634 373 638 517 0 7 0
Kansas 622 332 399 276 6 0 0
Kentucky 872 520 638 923 8 0 0
Lousiana 927 871 792 344 9 0 0
Maine 286 616 319 951 0 4 0
Maryland 813 724 1143 888 0 10 0
Massachusetts 878 502 1616 487 0 12 0
Michigan 1953 139 2 170 418 0 18 0
Minnesota 1 109 659 1 168 266 0 10 0
Mississippi 572 844 404 614 7 0 0
Missouri 1189 942 1111 138 11 0 0
Montana 240 178 137 126 3 0 0
Nebraska 433 850 231 776 5 0 0
Nevada 301 575 279 978 4 0 0
New Hampshire 278 559 266 848 4 0 0
New Jersey 1284173 1 788 850 0 15 0
New Mexico 286 417 286 783 0 5 0
New York 2 403 374 4 107 697 0 33 0
North Carolina 1631 163 1 257 692 14 0 0
North Dakota 174 852 95 284 3 0
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Ohio 2 350 363 2 183 628 21 0 0
Oklahoma 744 337 474 276 8 0 0
Oregon 713 577 720 342 0 7 0
Pennsylvania 2 281 127 2 485 967 0 23 0
Rhode Island 130 555 249 508 0 4 0
South Carolina 786 892 566 037 8 0 0
South Dakota 190 700 118 804 3 0 0
Tennessee 1 061 949 981 720 11 0 0
Texas 3 799 639 2 433 746 32 0 0
Utah 515 096 203 053 5 0 0
Vermont 119 775 149 022 0 3 0
Virginia 1437 490 1217 290 13 0 0
Washington 1 108 864 1 247 652 0 11 0
West Virginia 336 473 295 497 5 0 0
Wisconsin 1237 279 1 242 987 0 11 0
Wyoming 147 947 60 481 3 0 0
Gesamt 50 461 080 | 50 994 082 271 266 1
Stimmen fiir andere 3 910 654
Kandidaten

Tabelle 9: Ergebnis der Présidentschaftswahlen der USA, 2000

4.3 Stimmverrechnung bei Nationalratswahlen in Osterreich

Wie oben erwidhnt, sind bei einer Verhiltniswahl mathematische Verteilungsverfahren notwendig, um
die Aufteilung der Mandate moglichst genau geméf der Stimmenverteilung vorzunehmen. Angestrebt
wird natiirlich eine bestméogliche Ubereinstimmung von Mandatsanteil und Stimmenanteil, was aber
hiiufig Schwierigkeiten mit sich bringt, da die Ubertragung der Stimmenanteile auf Mandatsanteile in

den wenigsten Fillen ganzzahlig ist.

Beispiel 4

Ein Gremium mit 27 Mitgliedern soll durch Mitglieder dreier Parteien A, B und C besetzt werden.
Von den insgesamt 365 giiltigen Stimmen entfallen 128 auf Partei A, 187 auf Partei B und 50 auf Partei
C. Der daraus resultierende proportionale Anteil im Gremium lésst sich fiir Partei A, und analog dazu

fiir die anderen Parteien, wie folgt berechnen: % <27 =9,47

’ Partei ‘ Stimmen | Anteil im Gremium

A 128 9,468
B 187 13,833
C 50 3,699

Wie kann dabei nun dennoch die gewiinschte Ganzzahligkeit erreicht werden? Im Folgenden wird die
Stimmverrechnung bei Nationalratswahlen in Osterreich als eine Mdglichkeit der Stimmeniibertragung
ndher erldutert. Genaue Beschreibungen anderer Verrechnungsverfahren finden sich in einschligiger

Fachliteratur, beispielsweise in ,,Wahlrecht und Parteiensysteme* von Dieter Nohlen (NOHLEN, 2000).
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Geregelt wird die Wahl zum Nationalrat durch die Nationalrats-Wahlordnung von 1992.'®> Oster-
reich wird dazu in neun Landeswahlkreise, die den Bundeslédndern entsprechen, unterteilt, welche sich
wiederum in insgesamt 39 Regionalwahlkreise gliedern. Jeder dieser Landes- beziehungsweise Regio-

nalwahlkreise hat eine festgesetzte Anzahl an Mandaten zu vergeben, insgesamt 183.

Nachdem alle Stimmen ausgezihlt sind, wird im ersten Schritt die Wahizahl eines Landeswahlkreises
ermittelt. Dies ist jene Zahl, die sich gerundet auf die nichstgréftere ganze Zahl bei Division von den
abgegebenen giiltigen Stimmen im Landeswahlkreis durch die zu vergebenden Mandate im Landeswahl-
kreis ergibt. Man konnte also sagen, die Wahlzahl legt die Anzahl an Stimmen fest, die eine Partei
im Landeswahlkreis fiir ein Mandat braucht. Dieses Verfahren wird einfaches Wahlzahlverfahren, oder
auch Hare-Quotaverfahren, benannt nach Thomas HARE, genannt (vgl. NOHLEN, 2000, S.107). Ist
die Wahlzahl bestimmt, folgen drei weitere Ermittlungsverfahren.

Das erste Ermittlungsverfahren bezieht sich auf den Regionalwahlkreis. Jede Partei erhélt nach §97 der
Nationalratswahlordnung genau so viele Mandate, wie die Wahlzahl in den fiir die Partei abgegebenen
giiltigen Stimmen im Regionalwahlkreis enthalten ist. Das heifit, es werden die giiltigen Stimmen einer
Partei im Regionalwahlkreis durch die Wahlzahl dividiert und der Quotient wird abgerundet.

Beispiel 5a

Nach einer Wahl ergibt sich eine Stimmenaufteilung wie in unten stehender Tabelle beschrieben.

Im Landeswahlkreis 1 werden 8000 giiltige Stimmen abgegeben und es sind insgesamt 4 Mandate zu
vergeben, das heifst die Wahlzahl betragt hier @ = 2000. Im Regionalwahlkreis 1a erhilt die Partei
A 2100 Stimmen, die Partei B 900 und die Partei C 500, im Regionalwahlkreis 1b erhilt A 700, B 650
und C 1150 und im Regionalwahlkreis 1c erhélt A 200 und B 1100 und C 700. Daraus folgt, dass die
Partei A aufgrund der Stimmen im Regionalwahlkreis la bereits im ersten Ermittlungsverfahren ein
Mandat erhélt. Die restlichen Parteien gehen bei dieser ersten Verteilung leer aus. Analog dazu wird
in allen anderen Landeswahlkreisen vorgegangen. Im Landeswahlkreis 2 ergibt sich dabei jeweils ein

Mandat fiir B und C, und im Landeswahlkreis 3 noch eines fiir Partei A.

Stimmen
Landes- | Mandate | Stimmen | Wahlzahl | Regional- | Partei A | Partei B | Partei C
wahlkreis wahlkreis
1 4 8 000 2 000 la 2 100 900 500
1b 700 650 1150
1lc 200 1100 700
2 5 12 500 2 500 2a 2 100 3 100 900
2b 1 800 1 900 2 700
3 6 14 500 2 417 3a 4 300 1 800 200
3b 1 100 2 150 1 300
3c 1 800 1200 650
Gesamt 15 35 000 14 100 12 800 8 100

15yg]l. Bundesministerium fiir Inneres. Wahlordnung.
http://www.bmi.gv.at/cms/BMI_wahlen/nationalrat/wahlordnung/start.aspx

Stand: 14.04.2015
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Meist werden hier nur wenige Mandate, auch Grundmandate genannt, vergeben, da nur wirklich stim-
menstarke Parteien beziehungsweise Parteien, die in Regionen eine Hochburg besitzen, davon profitie-
ren kdnnen.

Im zweiten Ermittlungsverfahren werden die Stimmen in den Landeswahlkreisen betrachtet. An dieser
Mandatsvergabe diirfen nun nur jene Parteien teilnehmen, die entweder im ersten Ermittlungsverfah-
ren in zumindest einem der Regionalwahlkreise ein Grundmandat erhalten haben oder aber jene, die
bundesweit mehr als vier Prozent der giiltigen Stimmen erhalten haben. Die Verteilung erfolgt wieder
nach demselben Schema wie in den Regionalwahlkreisen. Das heifst jede Partei erhilt nach §101 der
Nationalratswahlordnung so viele Mandate, wie die Wahlzahl in den fiir sie im Landeswahlkreis abge-
gebenen giiltigen Stimmen vorkommt, wobei die moglicherweise erhaltenen Grundmandate abgezogen

werden.

Beispiel 5b

Im Landeswahlkreis 1 erhélt die Partei A insgesamt also 3000 Stimmen, die Partei B 2650 und die
Partei C 2350. Die Partei A wiirde also hier ein Mandat erhalten, jedoch muss das bereits gewonnene
Grundmandat abgezogen werden, das heifft es kommt kein weiteres Mandat hinzu. Die Parteien B
und C erhalten bei diesem Schritt ebenfalls ein Mandat, und da sie vorher kein Grundmandat erhalten
haben, wird davon nichts abgezogen. Wieder analog dazu wird in den anderen Landeswahlkreisen
vorgegangen. Das fithrt im Landeswahlkreis 2 dazu, dass die Partei A ein Mandat gewinnt, ebenso die
Partei B, die Partei C bekommt jedoch kein weiteres Mandat. Auch im Landeswahlkreis 3 erhalten
die Parteien A und B jeweils ein zusitzliches Mandat, nicht aber die Partei C.

Bisher hat die Partei A somit vier Mandate, ebenso die Partei B und die Partei C steht bei zwei

Mandaten.

Die bisher angewandten Verteilungsverfahren kann man in die Kategorie der Rundungsverfahren ein-
ordnen, das heifit die Mandate werden gerundet dem Stimmenanteil entsprechend vergeben. In diesem
Fall bedeutet Runden immer Abrunden.

Fiir das dritte und letzte Ermittlungsverfahren sind die Stimmen auf Bundesebene entscheidend. Zur
Ermittlung der restlichen Mandate wird nun eine modifizierte Version des d’Hondtschen Verfahren
angewandt. Auch hier gilt wieder, dass nur Parteien, die entweder ein Grundmandat oder bundesweit
mehr als vier Prozent der giiltigen Stimmen erhalten haben, beriicksichtigt werden.

Das d’Hondtsche Verfahren, benannt nach Viktor D’HONDT, z&hlt zu den sogenannten Divisorenverfah-
ren (vgl. NOHLEN, 2000, S.104ff.). Diesen ist gemein, dass dabei die Stimmen einer Partei aufeinander-
folgend durch eine Divisorenreihe dividiert werden, und so fiir jede Partei eine abnehmende Zahlenreihe
entsteht. Die Divisorenreihe ist durch das Verfahren festgelegt. Das bekannteste solcher Verfahren ist
eben jenes nach d’Hondt. Er hat die Divisorenreihe folgendermafen bestimmt: 1, 2, 3, 4, 5, 6, und so
weiter. Eine andere bekannte Divisorenreihe stammt von André Sainte-Lague, bei der nacheinander
durch die Zahlen 1, 3, 5, 7, 9, et cetera dividiert wird. Die entstehenden Quotienten werden dann der
Grofle nach absteigend geordnet. Beim originalen d’Hondtschen Verfahren werden die Sitze der Reihe
nach, beginnend beim gréfsten Quotienten, verteilt, bis alle Mandate zugeteilt sind. Wie oben erwihnt
wird bei der Wahl zum 0Osterreichischen Nationalrat eine modifizierte Version angewandt. Dabei wird
im néchsten Schritt eine neue Wahlzahl definiert. Sind nun, wie im Gsterreichischen Nationalrat, 183
Mandate zu vergeben, so wird diejenige Zahl, die an 183. Stelle steht als neue Wahlzahl bezeichnet.

Anschlieffend werden wieder die giiltigen Stimmen einer jeden Partei auf Bundesebene durch diese
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] \ Partei A \ Partei B \ Partei C ‘
14 100 (1) 12 800 (2) 8 100 (3)
7 050 (4) 6 400 (5) 4 050 (8)
4 700 (6) 4 266,7 (7) | 2 700 (12)
3525 (9) 3200 (10) 2 025
2820 (11) | 2560 (13) 1 620
2350 (14) | 2 133,3 (15) 1 350

Tabelle 10: Division nach d’'Hondt

Wahlzahl dividiert, und das Ergebnis abgerundet. Dies liefert eine vorlaufige Mandatsverteilung. Hat
nun eine Partei durch die Berechnungen in den Regional- beziehungsweise Landeswahlkreises weniger
Mandate erhalten, so werden ihr die fehlenden zugesprochen, und sie erhélt somit so viele Mandate,
wie ihr nach dem Verfahren nach d’Hondt zugewiesen wurden. Tritt der umgekehrte Fall ein und
eine Partei hat beim ersten und zweiten Ermittlungsverfahren mehr Mandate erreicht, so werden ihr
diese zuerkannt. Jedoch muss dann der dritte Ermittlungsschritt wiederholt werden, und zwar ohne

Berticksichtigung dieser Partei und abziiglich deren bereits gewonnener Mandate.

Beispiel 5c¢

Auf Bundesebene sind also 35 000 Stimmen abgegeben worden und 15 Mandate zu vergeben. Die Partei
A erhilt davon 14 100 Stimmen, die Partei B 12 800 und die Partei C 8 100. Durch die Berechnungen
auf Regional- beziehungsweise Landesebene haben die Parteien A und B schon 4 und die Partei C
2 Mandate erhalten. Nun wird nach d’Hondt durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, et cetera dividiert und
die Quotienten werden der Grofe nach geordnet, sieche Tabelle 10. Da 15 Mandate vergeben werden,
ist jene Zahl, die an der 15. Stelle steht, die neue Wahlzahl, das ist hier 2133,3. Nun wird wieder
der Quotient aus Stimmen und Wahlzahl gebildet. Fiir die Partei A ergibt das 2% — 6,6, fiir die

2133,3

Partei B 2112;;)03 = 6 und fiir die Partei C 281%,)%03 = 3,8, das heift nach Abrunden ergeben sich fiir

A sechs fiir B ebenfalls sechs und fiir C drei Mandate. Da keine der Parteien in den beiden ersten

Ermittlungsschritten mehr Mandate erreicht hat, ist dies das endgiiltige Ergebnis. Man kann sich nun
noch die Frage stellen, inwieweit diese Mandatsverteilung mit der Stimmenverteilung {ibereinstimmt.

In diesem Fall wiirde das wie folgt aussehen:

Stimmen | Stimmenanteil | Mandate | Mandatsanteil

Partei A 14 100 40,29 % 6 40 %
Partei B 12 800 36,57 % 6 40 %
Partei C 8 100 23,14 % 3 20 %

Man sieht, dass sich fiir die Partei B ein Vorteil, der sich fiir Partei C zum Nachteil auswirkt, ergibt.
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4.4 Konkrete Unterrichtsvorschlige

Die Mathematik spielt also eine grofe Rolle im Bereich von Wahlen, wodurch dieses Thema auch fiir
den Mathematikunterricht interessant ist. Aufterdem bietet es sich gut fiir einen facheriibergreifenden
Unterricht an. So kann gleichzeitig die Behandlung des Themas im Unterrichtsfach ,Geschichte und

Sozialkunde” und auch im Fremdsprachenunterricht erfolgen.

Es folgen nun zwei fertig geplante Unterrichtseinheiten, die beispielhaft zeigen sollen, wie eine Umset-

zung in der Schule moglich ist.

4.4.1 Unterrichtseinheit ,,Allgemeine Wahlmethoden”, ab der 1. Klasse

e Lehrplanbezug
Bezogen auf den Lehrstoff der 1. Klasse AHS-Unterstufe, kann diese Stunde den Unterpunk-
ten ,Kenntnisse und Fahigkeiten im Umgang mit natiirlichen Zahlen vertiefen, dabei auch grofse
natiirliche Zahlen verwenden und mehrstellige Multiplikationen und Divisionen durchfiihren kon-
nen” und ,die Regeln iiber die Reihenfolge von Rechenoperationen,... , anwenden kénnen” aus
dem Bereich ,, Arbeiten mit Zahlen und Mafen” zugeordnet werden'®. Bezogen auf die Bildungs-
standards wird hier der Inhaltsbereich I1 (Arbeiten mit Zahlen und Mafen) angesprochen. Die

genauen Handlungs- und Komplexitétsbereiche sind bei den einzelnen Beispielen vermerkt.

e Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht
Diese Stunde kann ab der 1. Klasse AHS-Unterstufe in allen Schulstufen durchgefiihrt werden.
Eine mathematische Herausforderung ist dabei natiirlich nur fiir die 1. und méglicherweise auch
noch 2. Klasse AHS-Unterstufe gegeben, weshalb das Hauptaugenmerk in diesen Klassen auf der
rechnerischen Komponente liegen soll. Sie hat aber auch durchaus ihre Berechtigung in héheren
Klassen, wobei hier die Interpretation und Reflexion der Ergebnisse im Mittelpunkt stehen soll.
Abgesehen vom Regelunterricht eignet sich diese Stunde auferdem sehr gut fiir das Wahlfach,
besonders wenn sich das Thema aus aktuellen Anlissen, also stattfindenden Wahlen, anbietet.
Je nachdem, in welcher Schulstufe sie dann zum Einsatz kommt, muss die vorgeschlagene Zeit-
einteilung angepasst werden. Wird sie in der 1. Klasse AHS-Unterstufe eingesetzt, so miissen
SchiilerInnen im Vorfeld iiber Grundlegendes zu den natiirlichen Zahlen, wie der Ordnung, Be-

scheid wissen und die vier Grundrechenarten auf die natiirlichen Zahlen anwenden konnen.

16yg], Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Unterstufe. S.4f
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht /Ip/ahsl4 789.pdf?4dzgm2
Stand: 06.11.2015
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o Stundenbild

Zeit | Stundenverlauf Materialien | Sozialform
/Medien
5 Einfiihrung in das Thema ,Wahlmethoden” - L-S-
min | Fragen an die SuS: Gesprich
— Wo seid ihr mit Wahlen konfrontiert? (mdogliche
Antworten: Schule, Politik, Verein, Sport/Spiele)
— Wie wird dort gewéhlt? Nach welchem Prinzip wird der
Gewinner ermittelt? (mdgliche Antworten: absolute oder
relative Mehrheit, Elimination des Verlierers)
5 ,Klassensprecherwahl” - Erster Teil: Zettel GA
min | Der/die L wahlt fiinf SuS aus, die fiir die Wahl kandidieren. (Préaferenz-
(Anm.: Am besten passiert dies durch Losen. Von freiwilligen tabelle)

Meldungen oder der Auswahl der KandidatInnen durch die SuS
ist abzuraten, damit Beliebtheit nicht schon im Vorfeld der
Wabhl eine Rolle spielt!) Diese stellen sich vor die Klasse.

Die restlichen SuS bilden nun je nach Klassengrofe insgesamt
vier bis zehn Gruppen mit jeweils hochstens vier Mitgliedern
(Anm.: bei weniger als vier Gruppen wire das Ergebnis zu
einformig, bei mehr als zehn zu uniibersichtlich; mehr als vier
Mitglieder pro Gruppe wiirde weniger differenzierte Ergebnisse
zur Folge haben).

Der/die L erkldrt, wie gewéhlt wird, ndmlich mittels
Priferenztabelle. Das heifst, die Kandidaten werden so
angeordnet, dass der am meisten bevorzugte Kandidat an die
erste Position gestellt wird, der néchstbeste an die zweite
Position, und so weiter, bis schlieflich der am wenigsten
gewollte Kandidat an der fiinften Position steht.

Die Gruppen einigen sich auf ihre Wahl und fiillen die Tabelle
aus (Zettel):

’ Anzahl der Gruppenmitglieder: ‘ ‘
| | Kandidat |

1. Position

2. Position

3. Position

4. Position

5. Position

Diese werden von der Lehrperson abgesammelt.
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min

Die bereits bestehenden Gruppen werden so umgeformt, dass
sich nun insgesamt fiinf Gruppen ergeben (alle SuS werden
miteinbezogen). Jede Gruppe erhélt ein AB zu einer von
insgesamt fiinf Wahlmethoden: Mehrheitsprinzip,
Ausscheidungsverfahren, Elimination des Verlierers,
Borda-Verfahren, Condorcet-Verfahren.

Auf dem AB wird das jeweilige Verfahren anhand von Beispiel 2
genau erklért (siehe S.21ff.).

Wiéhrend sich die SuS mit dem AB befassen, fasst der/die L die

Ergebnisse der Wahl an der Tafel in einer Tabelle zusammen.

‘ Gruppe 1 ‘ Gruppe 2 | Gruppe 3 ‘ .....

1. Position

2. Position

3. Position

4. Position

5. Position

AB17

GA

10

»Klassensprecherwahl” - Zweiter Teil:

Die einzelnen Gruppen ermitteln den Sieger der zu Beginn
durchgefiihrten Wahl nach ihrer zugeteilten Wahlmethode.
(H2 K2)

Heft

GA

20

min

Die einzelnen Gruppen prisentieren vor der gesamten Klasse
ihre Wahlmethode und das Ergebnis der Klassensprecherwahl
nach ihrer Methode. Der Rest der Klasse schreibt mit.

Tafel, Heft

KA

min

Der/die L fasst die Ergebnisse nocheinmal zusammen und weist
auf die Abhingigkeit des Ergebnisses von der Wahlmethode hin.
(Falls das bei der durchgefithrten Wahl nicht gut hervorkommt,
kann es anhand des Beispiels auf den Arbeitsblattern
demonstiert werden.)

Diskussion iiber die Frage, ob eine Mehrheitsentscheidung
wirklich die beste Entscheidung fiir die jeweilige Gesamtheit ist.
Hausiibung:

Arbeitsauftrag: Recherchiere noch einmal zu den eingangs
gestellten Fragen (Wo, in deinem Umfeld, spielen Wahlen eine
Rolle und wie wird dort gewéhlt?)! Welche Methode fiihrt
deiner Meinung nach zum besten Ergebnis fiir die Gesamtheit?

Tafel

L-S-
Gesrpéch

Ziel: Aus mathematischer Sicht sollen die SuS Sicherheit bei der Anwendung der vier

Grundrechenarten auf die natiirlichen Zahlen gewinnen. Des Weiteren sollen die SuS

verschiedene Wahlmethoden kennenlernen und ein kritisches Denken beim Umgang mit

Wahlen, vor allem gegeniiber Mehrheitsentscheidungen, entwickeln.

17AB = Arbeitsblatt
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4.4.2 Unterrichtseinheiten ,,Nationalratswahlen in Osterreich", ab der 2. Klasse

Fiir die Umsetzung des folgenden Vorschlags zum Thema ,Nationalratswahlen in Osterreich” miissen
in etwa vier Unterrichtseinheiten eingeplant werden. Die erste Stunde kann dabei eher als Hinfiihrung
gesehen werden, wahrend die restlichen drei die Stimmverrechnung bei Gsterreichischen Nationalrats-

wahlen im Detail behandeln.

e Lehrplanbezug
Diese Einheiten behandeln die Punkte ,Festigen und Vertiefen der Fahigkeiten beim Arbeiten
mit positiven rationalen Zahlen, um vielfdltige und komplexere Probleme in Sachsituationen
bearbeiten zu konnen” und ,Rechnen mit Prozenten in vielfiltigen Zusammenhéngen” aus dem
Bereich , Arbeiten mit Zahlen und Mafsen” aus dem Lehrplan der 2. Klasse AHS-Unterstufe.
Auch hier wird hinsichtlich der Bildungsstandards der Inhaltsbereich I1 (Arbeiten mit Zahlen
und Mafien) angesprochen, wobei die genauen Handlungs- und Komplexitétsbereiche bei den

einzelnen Beispielen notiert sind.

o Lernvoraussetzung/Einbettung im Unterricht
Was die Mathematik betrifft, sollen SchiilerInnen bereits sicher sein im Umgang mit Prozenten,
weshalb sich diese Stunden als Abschluss des Kapitels in der 2. Klasse oder eher zu Beginn
des Kapitels in der 3. Klasse AHS-Unterstufe eignen wiirden. Jedoch ist der Gesetzestext doch
recht kompliziert, und miisste, wenn die Stunden in der 2. Klasse zum Einsatz kommen, von der
Lehrperson einfacher formuliert werden beziehungsweise noch mehr Zeit fiir das Verstehen ein-
geplant werden. Diese Stunden kdnnen aber durchaus auch in héheren Stufen behandelt werden,
wobei dann auch hier wieder der Fokus eher auf der Interpretation und Reflexion als auf der
rechnerischen Komponente liegt. Hier bietet sich die Bearbeitung dann besonders im Wahlfach

aln.

o Verlauf der Stunden

Wie oben erwihnt, dient die erste Einheit der Hinfiihrung zum Thema. Zu Beginn der Stunde wird
den SchiilerInnen Grundlegendes zur Verhéltniswahl und deren Unterschied zur Mehrheitswahl!®
erkldrt. Dabei wird besonders auf die Wahlkreiseinteilung als wichtiges Element eingegangen.
Anhand des Beispiels 3!° (H4 K1) wird die Abhiingigkeit des Ergebnisses von dieser Einteilung
demonstriert. Die Losung wird gemeinsam mit den SchiilerInnen an der Tafel erarbeitet, wobei
zunéchst alle moglichen Verteilungen aufgelistet werden und anschliefend die Konsequenzen fiir
eine Wahl und somit die Einteilung der Wahlkreise aus Sicht einer jeden Partei besprochen wer-
den. Hier muss auch darauf aufmerksam gemacht werden, dass die Reihenfolge der Wahlkreise
keine Rolle spielt. Das heift, die Féalle3-1-0,3-0-1,1-3-0,1-0-3,0-3-1und0-1-3
werden alle in einem Fall zusammengefasst. Sinngeméifs gilt das auch fiir 1-1-2und 2- 2 - 0.
Folgende Aufgabe dazu sollen die Schiilerlnnen nun in Einzelarbeit 16sen:

Ein Wahlgebiet mit insgesamt fiinfzehn WdahlerInnen soll in finf gleich groffe Wahlkreise auf-
geteilt werden. In diesem Wahlgebiet gehdren neun WihlerInnen der Partei A an und sechs
WiahlerInnen der Partei B.

18siche S.24fF.
19giehe S.25f.
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Gibt es eine Wahlkreiseinteilung, welche zum Sieg von Partei B fihrt? (H4 K1)
Die SchiilerInnen sollen dazu selbststandig mit den Daten experimentieren und so zu einer Ant-

wort kommen. Zum Schluss werden gemeinsam mit den SchiilerInnen alle moglichen Verteilungen

[BlalBfalB]

und deren Auswirkungen besprochen werden.
Patei | A B[ A[B[A]B]
Wahlkreis1 | 3 | 0 || 3 |0} 3]0
Wahlkreis 2
Wahlkreis 3
Wahlkreis 4
Wahlkreis 5
Seger | A [ A [ B [ A ]| A [
Anschliefsend wird den SchiilerInnen ein zentrales Problem der Verhiltniswahl, ndmlich die

A|B
310
2|1
2|1
2|1
013

o= =] e

== | wl
N[N | == O| T
= NN NN
N[ = | ===

3 0
3 2
0 2
0 2

W|lWw| oo

3
2
1
0

WIN|=|O

Stimmverrechnung, ndher gebracht. Ein leichtes Einstiegsbeispiel soll den SchiilerInnen die Schwie-
rigkeit der Ubertragung der Stimmen auf Mandate verdeutlichen:

Ein Ausschuss mit 20 Mitgliedern soll durch Mitglieder der drei Parteien A, B und C besetzt
werden. Insgesamt werden 365 Stimmen abgegeben, davon entfallen 128 auf Partei A, 187 auf
Partei B und 50 auf Partei C. Wie viele Sitze im Ausschuss erhdlt jede Partei? (H2 K1)

Aus den absoluten Angaben wird zunichst der Stimmenanteil einer jeden Partei in Prozent be-
rechnet. Sind die SchiilerInnen schon gefestigt im Umgang Prozenten, kann dies in Einzelarbeit
gemacht werden, ansonsten gemeinsam an der Tafel. Die Lehrperson erklirt, dass dieser Prozent-
satz bestmdglich auch dem absoluten Anteil an Sitzen im Ausschuss entsprechen soll. Gemeinsam
wird dieser absolute Anteil auf zwei Nachkommastellen genau berechnet.

’ Partei ‘ Stimmenanteil | Anteil an Sitzen

A 35,07 % 7,01
B 51,23 % 10,25
C 13,70 % 2,74

Das Problem dabei ist, dass die Anzahlen der Sitze einer jeden Partei ganzzahlig sein muss. Die
SchiilerInnen werden dazu angeregt, Vorschlige zur Losung dieses Problems zu bringen. Hochst-
wahrscheinlich wird ein Vorschlag ,Runden” sein. In diesem konkreten Fall wire das eine gute
A/B|C| X

711013 | =20
Mithilfe einer kleinen Abinderung des Beispiels wird deutlich, dass das nicht immer so einfach

Moglichkeit, da sich die Sitze dann wie folgt aufteilen wiirden:

ist. Angenommen es liegt dieselbe Ausgangsituation vor, bloff, dass nun nur 19 statt 20 Sitze
vergeben werden. Gemeinsam mit den SchiilerInnen wird besprochen, was sich nun dndert und
was gleich bleibt. Die Stimmenanteile in Prozent sind gleich, jedoch nicht die absoluten Anteile
an Sitzen. Diese sollen die SchiilerInnen in Einzelarbeit berechnen und anschliefend. Es ergibt

sich Folgendes:

AalBlc] ¥ |
6,66 | 9,73 | 2,60
7 10 3 =20>19
»Runden” fithrt hier also offensichtlich nicht zum Ziel, da ein Sitz zu viel vergeben wird. In

Partnerarbeit sollen die SchiilerInnen iiber andere Moglichkeiten zur Berechnung der Sitzanteile
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nachdenken, welche anschlieffend gemeinsam besprochen werden. Abschliefsend fasst die Lehr-
person noch einmal das Hauptproblem der Stimmverrechnung zusammen. Als Hausiibung kann
ein weiteres Beispiel zur Berechnung von Stimmen- und Mandatsanteilen gegeben werden.
Daran schliefsen nun die néchsten Stunden zum komplexen Vorgehen der Stimmverrechnung bei
Osterreichischen Nationalratswahlen an. Ausgangspunkt ist dabei der Gesetzestext?C.

In der ersten Stunde wird der erste Teil des Textes Schritt fiir Schritt gemeinsam gelesen und

vorkommende Begriffe und auftretende Verstindnisfragen geklart.

AB STIMMVERRECHNUNG BEI OSTERREICHISCHEN NATIONALRATSWAHLEN (Teil I)

§2. (1) Das Bundesgebiet wird fiir Zwecke der Wahl in neun Landeswahlkreise eingeteilt; hierbei
bildet jedes Bundesland einen Landeswahlkreis.

§3. (1) Die Stimmbezirke der Landeswahlkreise werden in einem oder mehreren Regionalwahl-
kreisen zusammengefasst.

§96. (4) Die Gesamtsumme der im Landeswahlkreis fiir die Parteien abgegebenen giiltigen Stim-
men wird anschliefend durch die Anzahl der im Landeswahlkreis zu vergebenden Mandate geteilt.
Die so gewonnene und in jedem Fall auf die néchstfolgende ganze Zahl zu erh6hende Zahl ist die
Wabhlzahl.

Erstes Ermittlungsverfahren

§97. Jede Partei erhilt so viele Mandate, wie die Wahlzahl in ihrer Parteisumme im Regional-

wahlkreis enthalten ist.

Je nachdem in welcher Schulstufe der Vorschlag umgesetzt wird, muss dafiir unterschiedlich
viel Zeit eingeplant werden. Es empfiehlt sich, nach jedem Paragraphen das Lesen zu unterbre-
chen und das Gelesene noch einmal mit eigenen Worten zu wiederholen beziehungsweise es sich
von den SchiilerInnen in ihren Worten wiederholen zu lassen. Aufierdem soll das Gelesene in
die mathematische Sprache iibersetzt werden, das heifst die Wahlzahl wird als die néchstgrofte
ganze Zahl des Quotienten von den insgesamt abgegebenen giiltigen Stimmen und den zu ver-
gebenden Mandaten definiert. Die entsprechende Notation héngt hier wieder von der Schulstufe
ab. Kennen die SchiilerInnen bereits die Aufrundungsfunktion, so kann die Wahlzahl mit ihrer
Hilfe mathematisch dargestellt werden. Wenn dies nicht zutrifft, muss ein ,aufgerundet” wortlich

hinzugefiigt werden:

abgegebene giltige Stimmen

Wahlzahl = | 1

zu vergebende Mandate

Nach §96 wird das Arbeitsblatt zunéchst zur Seite gelegt und eine Aufgabe zur Berechnung
der Wahlzahl bearbeitet. Als Ausgangspunkt kann hier der Landeswahlkreis 3 aus Beispiel 52!
dienen. Dieses Beispiel zieht sich als roter Faden durch die ndchsten Stunden. Danach wird der
Paragraph zum ersten Ermittlungsverfahren gelesen. Dieser ist schon sehr komplex, weshalb die
SchiilerInnen zunéchst iiberfordert sein werden. Der Satz muss deshalb Stiick fiir Stiick gelesen
und erkldrt werden und auch wieder mathematisch dargestellt werden. Die Anzahl an Mandaten,
die in diesem Ermittlungsschritt fiir eine Partei vergeben werden, kann als néchstkleinste ganze

20yg]. Bundesministerium fiir Inneres.
http://www.bmi.gv.at/cms/BMI_wahlen/nationalrat/wahlordnung/start.aspx
Stand: 13.10.2015

21siehe S.30f.
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Zahl des Quotienten von den fiir ihn im Regionalwahlkreis abgegebenen giiltigen Stimmen und

der Wahlzahl definiert werden. Dargestellt werden kann das wie folgt:

Stimmen im Regionalwahlkreis

Anzahl der Mandate im 1. Schritt = | Wahlsahl
ahlza

]

Ist die Gaufklammer noch nicht bekannt, muss ein ,abgerundet” wortlich hinzugefiigt werden.
Zum besseren Versténdnis sollte das wieder anhand eines Beispiels demonstriert werden, wie etwa
mithilfe der Berechnung der Mandate fiir Partei A im Regionalwahlkreis 3a aus Beispiel 5. Die
Schwierigkeit des Beispiels kann nun durch zusétzliche Informationen nach und nach erhéht wer-
den. Dazu werden noch die Stimmen der anderen Parteien in diesem Regionalwahlkreis und die
Stimmen der Parteien in den anderen Regionalwahlkreisen des Landeswahlkreises 3 angegeben.
Am Ende erhilt man die gesamte Mandatsverteilung in diesem Landeswahlkreis.

Diese Aufgabe wird gemeinsam mit den SchiilerInnen erarbeitet, wobei die notwendigen aufein-
anderfolgenden Schritte an der Tafel festgehalten werden. Die SchiilerInnen notieren sich das ins
Heft. Eine weitere dhnliche Aufgabe soll anschlieffend von den SchiilerInnen selbststindig bear-
beitet werden. Der Einfachheit halber kann diese am Arbeitsblatt abgebildet sein und so oder
ahnlich lauten: (H2 K2)

Landeswahlkreis
Stimmen Mandate
Mandate Stimmen Wahlzahl Regional- Partei | Partei | Partei | Partei

wahlkreis A B A B

12 223413 18618 a 36320 31851 1 1

b 40355 33781 2 1

c 39727 41379 2 2

Die fett und kursiv gedruckten Eintrage sind von den SchiilerInnen zu eruieren. Es sind also neun

von zwolf Mandaten nach dem ersten Ermittlungsverfahren vergeben. Hier wird in etwa die erste
Stunde zu Ende sein. Als Hausilibung eignet sich eine weitere Aufgabe dhnlich zur letzten. In der

néchsten Stunde wird der zweite Abschnitt des Gesetzestexts analog zum ersten Teil erarbeitet.

AB STIMMVERRECHNUNG BEI OSTERREICHISCHEN NATIONALRATSWAHLEN (Teil II)
Zweites Ermittlungsverfahren
§ 101. Jede Partei erhilt so viele Mandate, wie die Wahlzahl in ihrer Parteisumme im Landes-

wahlkreis enthalten ist, abziiglich allenfalls im ersten Ermittlungsverfahren erzielter Mandate.

Auch hier ist von besonderer Bedeutung die Ubersetzung des Textes in eine mathematische Spra-
che. Fiir das zweite Ermittlungsverfahren kann das ganz analog zum ersten gemacht werden,

woraus folgende ,Formel” resultiert:

. L .
Anzahl der Mandate im 2. Schritt = LStzmmen zxahclz;zj;;wahlkrezsj

- Anzahl der Mandate im 1. Schritt
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Wichtig ist dabei, auf den Unterschied zum vorigen Schritt aufmerksam zu machen, und zwar
werden nun die Stimmen im Landeswahlkreis betrachtet. Zum besseren Verstindnis soll auch
hier das Lesen des Textes kurz unterbrochen und eine Aufgabe dazu bearbeitet werden. Um
den roten Faden durch die Stunden aufrechtzuerhalten, bietet sich wieder die Bearbeitung des
Landeswahlkreises 3 aus Beispiel 5 an. Gemeinsam mit den SchiilerInnen soll das an der Tafel
erarbeitet werden. Von Vorteil ist es aufserdem, sich an dieser Stelle die bisher erreichten Mandate
aller Parteien zu notieren. Haben die SchiilerInnen das gut verstanden, so kénnen sie selbiges
nun alleine fiir die Aufgabe vom Arbeitsblatt machen. Sind sie noch eher unsicher, so sollte auch
das im Plenum erarbeitet werden.

Partei A: 28492 _ 5~ 6,25 — 5 =1,25 = ein weiteres Mandat, insgesamt: sechs Mandate

18618

Partei B: 1108201181 —4=5,75—-4=1,75 = ein weiteres Mandat, insgesamt: fiinf Mandate

Das zweite Ermittlungsverfahren ist somit abgeschlossen und es kann weiter gelesen werden.

AB STIMMVERRECHNUNG BEI OSTERREICHISCHEN NATIONALRATSWAHLEN (Teil III)

Drittes Ermittlungsverfahren

§107. (3) Auf die Parteien werden im dritten Ermittlungsverfahren alle 183 Mandate |[...] mittels
der Wahlzahl verteilt, die nach den Abs. 4 und 5 zu berechnen ist.

(4) Die Summen der Parteistimmen werden, nach ihrer Grofe geordnet, nebeneinander geschrie-
ben; unter jede Summe wird die Hilfte geschrieben, darunter das Drittel, das Viertel und die
weiterfolgenden Teilzahlen.

(5) Als Wahlzahl gilt bei 183 zu vergebenden Mandaten die hundertdreiundachtziggrofte Zahl,
bei 182 zu vergebenden Mandaten die hundertzweiundachtziggrofite, bei 181 die hunderteinun-
dachtziggrofite usw. Zahl der so angeschriebenen Zahlen.

(6) Jede Partei erhélt so viele Mandate, wie die Wahlzahl in ihrer Parteisumme enthalten ist.
Anmerkung: Hat eine Partei durch die Berechnungen in den Regional- beziehungsweise Lan-
deswahlkreisen weniger Mandate erhalten, so werden ihr die fehlenden zugesprochen. Tritt der
umgekehrte Fall ein und eine Partei hat beim ersten und zweiten Ermittlungsverfahren mehr
Mandate erreicht, so werden ihr diese zuerkannt. Jedoch muss dann der dritte Ermittlungsschritt

wiederholt werden, und zwar ohne Beriicksichtigung dieser Partei und abziiglich deren bereits

gewonnener Mandate.

Fiir die SchiilerInnen moglicherweise verwirrend ist hier, dass in §107 (3) eine neue Wahlzahl ge-
meint ist. Wie diese zu berechnen ist, wird aber in (4) und (5) recht gut erklért. Dennoch sollte
nach (5) das Lesen wieder unterbrochen werden, um die letzten Punkte zusammenzufassen und
eine Aufgabe dazu zu bearbeiten. Fiir diese neue Wahlzahl kann dabei keine mathematische
»Formel” wie oben angegeben werden, die wortliche Beschreibung muss hier ausreichen. Nicht
ganz klar kommt hervor, dass mit ,,Parteisumme” nun die Anzahl der Stimmen auf Bundesebe-
ne gemeint ist. Das muss von der Lehrperson besonders betont werden. Gemeinsam mit den
SchiilerInnen wird an der Tafel eine Tabelle zur Bestimmung der neuen Wahlzahl aus Beispiel
+22

5 angefertigt und dessen Bestimmung Schritt fiir Schritt erklért®“. Haben die SchiilerInnen das

verstanden, so kann der letzte Punkt gelesen werden. Das ist nun wahrscheinlich wieder leichter

22giehe S.31f.
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versténdlich, da das Schema analog zum ersten und zweiten Ermittlungsverfahren ist. An der

Tafel muss wieder die Ubersetzung in eine mathematische Formel festgehalten werden, némlich:

Stimmen auf Bundesebene

Anzahl der Mandate im 3. Schritt = | oue Wahleahl

]

Mithilfe von Beispiel 5 kann auch dieser letzte Schritt angewandt werden. Um die Aufgabe ganz
abzuschliefsen, muss zunéchst noch die Anmerkung am Arbeitsblatt gelesen und nachvollzogen
werden. Der erste Fall, nimlich dass keine Partei in den ersten beiden Schritten mehr Mandate
erreicht hat, kann anhand von Beispiel 5 besprochen werden, woraus dann auch die endgiiltige
Verteilung der Mandate bei dieser Aufgabe feststeht. Der zweite Fall kann folgendermafen de-
monstriert werden:

Nach den ersten beiden Ermittlungsverfahren erhdlt die Partei A nach einer Wahl bei der elf
Mandate zu vergeben sind sechs Mandate, Partei B drei Mandate und Partei C zwei Mandate.
Nach dem dritten Schritt ergibt sich aber folgende Aufteilung: finf Mandate fiir Partei A, drei
Mandate fiir Partei B und drei Mandate fiir Partei C. Nach der Anmerkung oben, miissen Partei
A sechs Mandate zugesprochen werden. Die anderen beiden Parteien miissen noch einmal den
dritten Schritt durchlaufen, wobei nur noch finf Mandate aufzuteilen sind. Das heif$t, es wird
wieder eine neue Wahlzahl bestimmt und die Mandate dementsprechend berechnet.

Das bildet den Abschluss dieser Unterrichtseinheit. Eine einfache Aufgabe mit zwei Landeswahl-
kreisen und zwei Parteien, wie beispielsweise folgende, eignet sich als Hausiibung:

In einem Land X finden Wahlen zum Nationalrat statt. Die Mandatsverteilung erfolgt dabei nach
osterreichischem Vorbild. Das Land ist in zwei Landeswahlkreise und vier Regionalwahlkreise un-
terteilt. Insgesamt sind neun Mandate zu vergeben. Berechne die Mandate einer jeden Partei bei

folgender Stimmenverteilung: (H2 K3)

’ ‘ ‘ Stimmen
Landeswahlkreis | Mandate | Stimmen | Regionalwahlkreis | Partei A | Partei B
1 4 11002 la 3373 2264
1b 2680 2685
2 5 14653 2a 3924 2841
2b 3266 4622
Gesamt 9 25655 13243 12412
Die letzte Stunde zu diesem Thema dient hauptséichlich der Wiederholung und Vertiefung. An-

hand der Hausilibung werden noch einmal die wichtigsten Schritte bei der Berechnung der Man-
datsverteilung gemeinsam wiederholt und offene Fragen gekldrt. Am besten werden diese Schritte
von der Lehrperson iibersichtlich an der Tafel festgehalten. Anschliefend sollen die SchiilerInnen
in Gruppenarbeit folgenden Arbeitsauftrag ausfiihren:

In Gruppen zu je vier SchiilerInnen soll die Mandatsverteilung bei einer Stimmenverteilung wie

in der Tabelle angegeben berechnet werden. (H2 K3)
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Stimmen
Landes- Mandate | Stimmen | Regional- Partei A | Partei B | Partei C
wahlkreis wahlkreis
1 8 15 000 la 2 600 1 750 900
1b 1250 1 500 1 600
1lc 1750 2 300 1350
2 7 13 500 2a 1 800 3 550 1 800
2b 2 950 1 850 1 550
3 7 12 000 3a 2 400 700 950
3b 1200 1 350 1 600
3c 1 650 1100 1 050
4 5 9 500 4a 1750 2 300 850
4b 1 500 1 000 2 100
Gesamt 27 50 000 18 850 17 400 13 750

Dazu wird jedem/r Schiiler/in zuerst ein Landeswahlkreis zugeteilt, anhand dessen er/sie die
ersten beiden Ermittlungsschritte selbststindig und alleine durchfiihren soll. Sind alle Gruppen-
mitglieder fertig, sollen die Ergebnisse gegenseitig {iberpriift werden. Im Anschluss wird gemein-
sam der dritte Schritt durchgefiihrt. Ein Gruppenmitglied tibernimmt dabei die Rolle des/der
Schriftfiihrers /Schriftfiihrerin.

Fiir die Bearbeitung der Aufgabe miissen in etwa zwanzig Minuten eingeplant werden. Gruppen,
die friiher fertig sind, konnen ihre Ergebnisse noch grafisch darstellen. Die Lehrperson geht dabei
durch den Klassenraum und gibt, falls notig, Hilfestellungen. Sind alle Gruppen fertig, werden
die Ergebnisse verglichen. Die Lehrperson kann dazu eine Gruppe bestimmen, die ihre Ergebnisse
présentieren soll. Abschlieffend soll noch etwas Zeit eingeplant werden um auf die Frage, inwie-
weit sich Stimmen- und Mandatsanteil entsprechen, ndher einzugehen. Hier kann noch einmal
auf Beispiel 5 zuriickgegriffen werden?® oder aber dieses Beispiel zur Hand genommen werden.
Gemeinsam mit den SchiilerInnen wird folgende Tabelle an der Tafel entworfen:

Stimmen | Stimmenanteil | Mandate | Mandatsanteil
Partei A 18850 37,7 % 10 37,04 %
Partei B 17400 348 % 10 37,04 %
Partei C 13750 27,5 % 7 25,93 %
Im Plenum wird iiber die Fragen, fiir wen sich dadurch ein Vorteil und fiir wen sich ein Nachteil

ergibt, gesprochen. Von grofer Bedeutung ist, die SchiilerInnen darauf aufmerksam zu machen,
dass dieses System grofie gegeniiber kleinen Parteien bevorzugt. Das kann auch an einem ak-
tuellen Wahlergebnis noch einmal gezeigt werden, wie beispielsweise der Wien-Wahl 2015. Hier

23siehe S.30fF.
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ergab sich folgende Stimmen- und Mandatsverteilung?*:

’ Partel ‘ Stimmenanteil in % | Mandatsanteil in %

SPO 39,6 44
FPO 30,8 34
Griine 11,8 10
ovp 9,2 7
Neos 6,2 )

Eine mogliche Hausiibung ist das Recherchieren von mehreren Wahlergebnissen Osterreichischer

Wahlen und insbesondere das Vergleichen von Stimmen- und Mandatsanteilen bei diesen.

Ziel dieser Stunden ist, SchiilerInnen die mathematischen Aspekte des Wahlverfahrens in Os-
terreich kennen und hier insbesondere iiber das Problem der Ubertragung von Stimmenanzahlen

in ganzzahlige Mandatsanzahlen Bescheid wissen.

24ygl. Die Presse
http://diepresse.com/home/politik/innenpolitik/4841870/Endergebnis Mandat-fur-Grune-Vizeburgermeister-fur-FPO
Stand: 13.10.2015
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5 Steuern

Wirtschaft und Politik sind zwei eng miteinander verkniipfte Bereiche und das eine ist ohne den anderen
nicht denkbar, denn ,Geld regiert die Welt”, wie auch ein Sprichwort sagt. In diesem Zusammenhang
sorgt vor allem ein Thema heuer immer wieder fiir Diskussionen, und das ist die Steuerreform, die
2016 in Kraft treten soll.

Diese kann zum Anlass genommen werden, das Thema ,Steuern” auch im Mathematikunterricht zu
behandeln. Ein Steuergesetz beziehungsweise der darin beschlossene Steuertarif ist ndmlich aus ma-
thematischer Sicht nichts anderes als eine Funktion, die jeder Bemessungsgrundlage die zu bezahlende
Steuerschuld zuordnet. Einem Vektor von Tatbestinden, hier sind alle einkommensteuerrelevanten
Grofen wie beispielsweise Einkommen und Familienstand gemeint, wird somit eine Zahl zugeordnet.
Die Mathematik, genauer eine mathematische Funktion oder oftmals auch Zahlentabellen oder Dia-
gramme, dient also dazu, den abstrakten Zusammenhang zwischen der Bemessungsgrundlage und der
Hohe des geschuldeten Steuerbetrags darzustellen (vgl. ZOUHAR, 2008, S.19).

Die Erhebung von Steuern ist so alt wie das geregelte menschliche Zusammenleben. Erste Anzeichen
dafiir finden sich in sumerischen Keilschriften ab 2900 vor Christus, in denen der Zehnt erwidhnt wird.
Die Zehntsteuer war in Naturalien zu leisten, wobei von jedem Erntegut ein Zehnt abzugeben war.
Generell hielt sich die Zahlung von Naturalabgaben als Steuer bis in die Neuzeit, aber auch Frondienste
waren iiblich. Im Mittelalter war die Kopfsteuer sehr verbreitet, bei der von jeder erwachsenen Person
der gleiche Betrag eingefordert wurde. In England setzte sich im 18. Jahrhundert zum ersten Mal eine
Besteuerung des Einkommens im modernen Stil durch und im 19. Jahrhundert wurde diese auch im

deutschsprachigen Raum realisiert (vgl. HOMBURG, 2005, S.25ft.).

5.1 Grundbegriffe der Steuerlehre
5.1.1 Steuern

teuern sind Geldleistungen an Gebietskorperschaften, denen eine unmittelbare Gegenleis-
tung nicht gegeniibersteht (zB Einkommensteuer, Korperschaftsteuer, Umsatzsteuer). Die
Steuerpflicht entsteht somit unabhéngig von der Nutzung 6ffentlicher Leistungen aufgrund
der Verwirklichung des Steuertatbestandes.” (TUMPEL, 2010, S.14)

Neben Beitrégen und Gebiihren sind Steuern eine Art von Abgaben. Wie schon aus der Definition
hervorgeht, beinhalten sie keine Gegenleistung. Anders ist dies bei Beitrigen, da diese dann erhoben
werden, wenn die Moglichkeit zur Nutzung offentlicher Leistungen besteht, und bei Gebiihren, welche
nur bei tatsichlicher Nutzung offentlicher Leistungen gefordert werden. Beispiele fiir Beitrige sind
Kurtaxen oder auch Anliegerbeitrage und fiir Gebiihren unter anderem Parkgebiihren und Miillab-
fuhrgebiihren (vgl. TUMPEL, 2010, S.14).

Unterschieden werden kann nun auferdem noch zwischen direkten und indirekten Steuern. Direkte
Steuern sind solche, die unmittelbar mit der wirtschaftlichen Leistungsfihigkeit in Zusammenhang
stehen, das heifft direkt Einkommen und Vermdgen betreffen. In diesem Fall stimmt der tatséchli-

che Steuerzahler mit dem vom Gesetz vorgesehenen Steuerzahler {iberein. Ein Beispiel hierfiir ist die
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Einkommensteuer. Im Gegensatz dazu zielen indirekte Steuern {iber Umwege auf wirtschaftliche Leis-
tungsfihigkeit ab, da sie in Zusammenhang mit der Einkommensverwendung auftreten. Hier ist der
tatsdchliche Steuerzahler nicht gleich dem gesetzlichen. So muss beispielsweise von einem Unternehmer
eine Umsatzsteuer gezahlt werden, welche im Endeffekt jedoch vom Verbraucher entrichtet wird (vgl.
HoMBURG, 2005, S.11fF.).

5.1.2 Bemessungsgrundlage

,Bemessungsgrundlage bezeichnet jene Wertgrofe oder Menge, anhand derer durch Mul-
tiplikation mit dem festgelegten Steuersatz die Hohe der Steuerschuld ermittelt wird.”
(TumPEL, 2010, S.21)

Des Weiteren kann in den Steuergesetzen ein Freibetrag oder auch eine Freigrenze definiert sein. Als
Freibetrag ist jener Betrag zu verstehen, der von der Bemessungsgrundlage abzuziehen ist und so-
mit steuerfrei ist. Existiert eine Freigrenze, so ist die Bemessungsgrundlage bis zu einem festgelegten
Betrag, der Freigrenze, steuerfrei, jedoch ist bei Uberschreitung dieser Grenze der gesamte Betrag
steuerpflichtig (vgl. TumPEL, 2010, S.22).

Betrachtet man beispielsweise die in Osterreich geltenden Gesetze zur Einkommensteuer niher, so

berechnet sich die Bemessungsgrundlage, oder auch das zu versteuernde Einkommen, folgendermafien:

Gesamtbetrag der Einkiinfte Einkiinfte aus Land- und Forstwirtschaft,
Einkiinfte aus selbsténdiger Arbeit, Einkiinfte
aus Gewerbebetrieb, Einkiinfte aus
nichtselbsténdiger Arbeit, Einkiinfte aus
Kapitalvermogen, Einkiinfte aus Vermietung

und Verpachtung, Sonstige Einkiinfte

- Sonderausgaben, auiergewohnliche Belastungen, Freibetrige

= zu versteuerndes Einkommen — Bemessungsgrundlage

Aus der Summe aller jahrlichen Einkiinfte ergibt sich also ein Gesamtbetrag, der nach Abzug von Son-
derausgaben, aufsergewohnlichen Belastungen und Freibetrigen, die Bemessungsgrundlage bildet. Auf
diese wird schliefslich der Steuertarif angewendet und so ergibt sich die zu zahlende Einkommensteuer,
die durch Veranlagung fiir ein bestimmtes Jahr erhoben wird. Bei Einkiinften aus nichtselbsténdiger
Arbeit wird diese als Lohnsteuer vom Arbeitgeber an das Finanzamt iiberwiesen und so bereits vom
Lohn abgezogen. In diesem Fall ist eine Veranlagung nur dann notwendig, wenn andere Einkiinfte von
mehr als 730 € eingegangen sind oder man in mehreren Dienstverhéltnissen gleichzeitig beschéftig
war. Auch wenn dies nicht zutrifft, empfiehlt es sich dennoch eine Veranlagung durchzufiihren, da so
Sonderausgaben, aufiergewohnliche Belastungen und Freibetrige geltend gemacht werden kénnen und
man moglicherweise eine Gutschrift erhélt (vgl. TUMPEL, 2010, S.43ff.).

5.1.3 Steuerzwecke

Die Erhebung von Steuern verfolgt drei Zwecke.
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Der primére und wohl auch offensichtlichste ist der Fiskalzweck, welcher Steuern als Mittel zur Be-
schaffung von Staatseinnahmen beschreibt. Daneben dienen sie aber noch einem Lenkungszweck und

einem Umverteilungszweck.

Der Lenkungszweck besteht darin, beim Steuerzahler ein bestimmtes Verhalten hervorzurufen oder
zu verhindern. So sollen Zolle beispielsweise inldndische Verbraucher davon abbringen, auslédndische
Produkte zu kaufen oder hohe Umweltsteuern zu einem bewussteren Umgang mit unserer Umwelt

fiihren.

Das Verstandnis des Umverteilungszwecks héngt von der politischen Einstellung ab. Ausgehend von
einer liberalen politischen Auffassung dienen Steuern nach dem Umverteilungszweck zur Lastentei-
lung entsprechend der wirtschaftlichen Leistungsfihigkeit. Hingegen sollen sie nach einer eher egali-
taristischen politischen Einstellung zur Nivellierung von Einkommens- und Vermogensunterschieden

beitragen. Jedenfalls geht es dabei aber um die Einkommensverteilung (vgl. HOMBURG, 2005, S.5ff.).

5.1.4 Steuertarife

Im Steuergesetz eines jeden Landes ist der Steuertarif 7', der jeder Bemessungsgrundlage x genau einen
Steuerbetrag T'(x) zuordnet, festgelegt. Wie schon eingangs erwéhnt handelt es sich hierbei also um
eine mathematische Funktion. Je nach Art des funktionalen Zusammenhangs zwischen Bemessungs-
grundlage und Steuerbetrag lassen sich nun verschiedene Tarifformen unterscheiden, welche sich grob

in drei Klassen gliedern: proportionale, regressive und progressive Tarife.
Zunichst ist noch die Klirung einiger fiir Uberlegungen zu Steuertarifen essentieller Begriffe notwendig.

Von zentraler Bedeutung ist dabei unter anderem der Durchschnittsteuersatz. Er gibt das Verhéltnis
von Steuerbetrag und Bemessungsgrundlage wieder und lésst sich wie folgt definieren:

Durchschnittsteuersatz . t(x) = —=

Dieser Wert entspricht also den fiir ein beliebiges Einkommen zu zahlenden Steuern pro verdientem
Euro. Geometrisch interpretiert gibt er, ausgewertet an einem beliebigen Punkt, die Steigung des
Ursprungsstrahls durch diesen Punkt an.

Ebenso wichtig ist der Grenzsteuersatz, welcher ndherungsweise das Verhéltnis der zusétzlichen Steuer

AT zu einem Zuwachs Az der Bemessungsgrundlage beschreibt und so definiert werden kann:

_dT'(x)  AT(z)
T dr T Ax

Grenzsteuersatz :  T'(x)

Das ist also jener Steuersatz, der auf die letzte Einheit der Bemessungsgrundlage angewandt wird. Auch
dieser lésst sich geometrisch interpretieren, ndmlich, ausgewertet iiber einem beliebigen Intervall, als
durchschnittliche Steigung der Tariffunktion auf diesem Intervall. Ist die Tariffunktion 7" differenzier-
bar, so handelt es sich dabei um die Steigung der Tangente an die Funktion 7" an der Stelle = (vgl.
HOMBURG, 2005, S.68f.).
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Proportionale Steuertarife

Beim proportionalen Steuertarif liegt zwischen Bemessungsgrundlage und Steuerbetrag ein linearer
Zusammenhang vor. Graphisch gesehen ist das also eine Gerade, die, da b = 0 ist, durch den Ursprung
geht, sieche Abbildung 4.

proportionaler Tarif : T(z)=a-x mita>0

f-\.r]“

,._“I

Abbildung 4: proportionaler Steuertarif

Aus der Definition leicht abzuleiten ist, dass Durchschnittsteuersatz und Grenzsteuersatz bei propor-

tionalen Tarifen immer konstant gleich a sind, siche Abbildung 5 (vgl. HOMBURG, 2005, S.69f.). Das

Ea) g

B

Abbildung 5: Durchschnittsteuersatz bei proportionalem Tarif

bedeutet, der Steuersatz héngt nicht von der Bemessungsgrundlage, also im weiteren Sinne dem Ein-

47



kommen, ab, sondern alle bezahlen den gleichen prozentualen Anteil. Hier ist also nur die Hohe dieses
Anteils festzulegen, ansonsten bedarf dieser Tarif keiner Gestaltung. Der proportionale Tarif ist auch
unter dem Namen flat taz bekannt (vgl. SUTTMANN, 2007, S.57).

Regressive Steuertarife

Regressive Steuertarife haben die Eigenschaft, dass der Durchschnittsteuersatz streng abnimmt. Das

kann entweder verzogert, gleichméfig oder beschleunigt passieren, sieche Abbildung 6. Wie zu sehen

F{,r]‘ tx)

tx)

Abbildung 6: verzogerte, lineare und beschleunigte Regression

ist, kann die verzogerte und die beschleunigte Regression mithilfe einer quadratischen Funktion und
die gleichméfige mithilfe einer linearen Funktion beschrieben werden. Daraus folgt auferdem, dass
der Grenzsteuersatz hier immer kleiner als der Durchschnittsteuersatz ist. Das heifst, es muss ¢’ < 0
und 77 < t gelten (vgl. HOMBURG, 2005, S.72f.). Es ist also —— < @

Steuerbetragsfunktion bedeutet, dass die Steigung der Tangente in einem Punkt immer kleiner ist als

, was im Hinblick auf die

die Steigung der Ursprungsgeraden durch diesen Punkt, siehe Abbildung 7.

Progressive Steuertarife

Im Gegensatz zu den regressiven Tarifen nimmt beim progressiven Steuertarif der Durchschnittsteu-
ersatz streng zu. Auch hier kann dieser entweder verzogert, gleichméfig oder beschleunigt wachsen,
wie in Abbildung 8 zu sehen ist, und #dquivalent zu oben kann dies mittels quadratischer Funktio-
nen fiir verzogert und beschleunigt progressive Tarife beziehungsweise mittels linearer Funktionen fiir

gleichmifig progressive Tarife dargestellt werden. Der Grenzsteuersatz ist dann immer gréfer als der
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Tix) A

Abbildung 7: — < Lley)

Z1

Durchschnittsteuersatz. Hier gilt also kontrdr zu oben, dass ¢ > 0 und 7" > t ist (vgl. HOMBURG,
2005, S.72f.). Bezogen auf die Steuerbetragsfunktion bedeutet das wiederum, dass —— > @, also
die Steigung der Tangente in einem Punkt immer grofer als die Steigung der Ursprungsgeraden durch

diesen Punkt ist, siehe Abbildung 9.

Im europdischen Raum hat sich im Zusammenhang mit einer gerechten Besteuerung ein progressiver
Tarif durchgesetzt, also eine Besteuerung nach der Leistungsfdhigkeit. Das heiftt, wer mehr verdient, soll
auch mehr Steuern zahlen, und das nicht nur absolut, sondern auch relativ. Daneben haben noch zwei
weitere Grundsétze allgemein Anerkennung gefunden. Das ist einerseits die Belassung eines steuerfreien
Existenzminimums, das heifft ¢(x) = 0 fiir 0 < & < X, und andererseits die Berticksichtigung des
Familienstandes (vgl. HENN, 2006, S.47).

5.2 Formen progressiver Einkommensteuertarife

Wie frither schon erwihnt ist der Steuertarif im Steuergesetz festgelegt. Dies kann auf drei Arten ge-
schehen. Der Gesetzgeber hat die Moglichkeit den geschuldeten Steuerbetrag entweder durch einen
Betragstarif 7'(z), einen Durchschnittsatztarif ¢(z) oder einen Grenzsatztarif 7'(z) anzugeben. Ab-
gesehen von dieser Unterscheidung lassen sich im Allgemeinen zwei Grundformen progressiver Tarife
anfiihren, das ist einerseits der Formeltarif und andererseits der Stufentarif (vgl. HOMBURG, 2005,
S.85).

5.2.1 Formeltarife

Bei Formeltarifen wird der Steuertarif mithilfe einer stetigen Funktion angegeben. Dies hat den Vorteil,
dass er sich besser theoretisch analysieren ldsst. Zundchst muss eine Funktionenklasse, in den meis-

ten Fallen Polynome, gewihlt werden. Politisch festgelegte Eckdaten, wie das Existenzminimum, der
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t(x) t(x)

t(x)

Abbildung 8: verzogerte, lineare und beschleunigte Progression

niedrigste vorkommende Steuersatz (Eingangssteuersatz) und der hiochste vorkommende Steuersatz
(Spitzensteuersatz), bilden dann die Grundlage, mittels derer man durch Ausgleichsrechnung schliefs-
lich die Tarifformel gewinnt. Damit l4sst sich fiir jedes Einkommen die zu zahlende Steuer berechnen
(vgl. HENN, 2006, S.48). Diese Art kommt zurzeit nur in Deutschland zur Anwendung und sieht wie
folgt aus (vgl. deutsches EStG §32 a25):

0 0 <z <8473
(997,6 - L5372 4-1400) - L5872 8473 <z < 13470

T(x) = (228,74 £353489 4 2397) - £13309 4+ 948,68 13470 < & < 52882
0,42z — 8261,29 52882 < x < 250731
0,45 -2 — 15783,19 250731 < @

Der zugehorige Graph sieht dann wie in Abbildung 10 aus.

5.2.2 Stufentarife

Den Steuertarif mittels Stufentarif anzugeben heifst, dass dieser abschnittsweise durch eine Treppen-

funktion definiert wird. Hier kommt nun auch die oben erwihnte Unterscheidung von Betragstarifen,

25giehe Bundesministerium der Justiz und fiir Verbraucherschutz.
http://www.gesetze-im-internet.de/estg/  32a.html
Stand: 17.09.2015
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Abbildung 9: <Lt > Tl

x

Durchschnittsatztarifen und Grenzsatztarifen zum Tragen. Allen dreien gemeinsam ist, dass zu Beginn

Einkommensintervalle festgelegt werden.

Stufenbetragstarif

Beim Stufenbetragstarif wird dann ein fester, von Intervall zu Intervall steigender Steuerbetrag fiir
jedes Einkommen, das in dieses Intervall féllt, bestimmt. Im Prinzip ist dieser Tarif also progressiv.
Innerhalb einer Stufe nimmt der Durchschnittsteuersatz aber logischerweise ab, da der Steuerbetrag fiir
ein Einkommen am unteren Ende einer Stufe gleich dem fiir ein Einkommen am oberen Ende ist, was
fiir das Einkommen am oberen Ende einen insgesamt niedrigeren Steuersatz ergibt, siehe Abbildung 11

beziehungsweise Abbildung 12. Dieses Phinomen wird innere Regression genannt.

Diesem Problem kann man aber mit geniigend schmalen Intervallen entgegen wirken, da dann die in-
nere Regression vernachlassigbar wird. Ein weiterer kritischer Punkt bei dieser Art von Tarif ist die
Reihenfolgeumkehr an den Sprungstellen. Anhand von Abbildung 11 ist gut zu sehen, dass bei einer
Bemessungsgrundlage von etwas weniger als xo keine Steuer zu zahlen ist. Steigt jedoch das Einkom-
men blof minimal auf xg, so ist bereits eine Steuer zu zahlen und das verbleibende Nettoeinkommen
betragt xo — T'(xg), wodurch nun mdoglicherweise weniger bleibt als vor der Einkommenserh6hung. Der
Grenzsteuersatz innerhalb einer Stufe ist hierbei immer null.

Dieser Tarif wurde in der Geschichte oftmals angewandt, da Berechnungen damit recht simpel sind.
Aufgrund der eben beschriebenen Fehler kommt er aber heute kaum noch vor (vgl. HOMBURG, 2005,
S.851.).

Beispiel 1

Im Land X werden Steuern nach folgendem Stufenbetragstarif berechnet:
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Abbildung 10: deutscher Steuertarif

Tix)y

Abbildung 11: Steuerbetrag bei Stufenbetragstarif

0 25000 50000 75000 100000 125000 150000 175000 200000 225000 250000 275000 z

Einkommen Steuerbetrag
z < 8000 0
8000 < z < 15000 1800
15000 < z < 28000 4600
28000 < z < 41000 7800
41000 < z 15000

Der Steuerbetrag kann fiir ein beliebiges Einkommen schnell aus der Tabelle abgelesen werden. Der
Durchschnittsteuersatz ergibt sich ebenso einfach durch Dividieren des Steuerbetrags durch das Ein-
kommen. Der Vergleich einiger weniger Werte zeigt die Schwiichen dieses System schnell auf. So
ergibt sich fiir ein j&hrliches Einkommen von 14800 Euro ein Durchschnittsteuersatz ¢(14800) =

T(Iﬁ%%o) = 114880000 ~ 0,1216, also rund 12,2 Prozent. Dem Steuerzahler bleiben hier 13000 Euro. Im

Vergleich dazu gilt fiir ein Einkommen von 15200 Euro ein erheblich héherer Durchschnittsteuersatz
von t(15200) = 145620000 ~ 0,3026, also rund 30,3 Prozent und diesem Steuerzahler bleiben bloff 10600
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Abbildung 12: Durchschnittsteuersatz bei Stufenbetragstarif

Euro. Auf derselben Stufe, jedoch am oberen Ende, also angenommen bei einem Einkommen von 26500

Euro, ist der Durchschnittsteuersatz wieder deutlich geringer, némlicht(26500) = 246650000 ~ 0,1736, also

rund 17,4 Prozent. Nach Abzug der Steuern bleibt ein Einkommen von 21900 Euro.

Stufendurchschnittsatztarif

Dieser Tarif ist dem eben genannten recht dhnlich, blofs dass anstatt des Steuerbetrags hier fiir jedes
Intervall ein fixer Durschnittsteuersatz festgelegt wird. Das heifit, dieser feste Steuersatz gilt immer
flir die gesamte Bemessungsgrundlage. Der Grenzsteuersatz innerhalb einer Stufe entspricht dann dem
Durchschnittsteuersatz. Durch diesen Tarif wird eine innere Regression verhindert, wie auch Abbil-

dung 13 zeigt. Ein anderes Problem wird aber verschirft, ndmlich die Reihenfolgeumkehr an den

t{x) A

o

Abbildung 13: konstanter Durchschnittsteuersatz bei Stufendurchschnittsatztarif

Sprungstellen, wie anhand von Abbildung 14 gut zu sehen ist. Auch dieser Tarif ermdglicht eine sehr
einfache Berechnung der Steuerschuld, ndmlich durch Multiplikation von Steuersatz und Einkommen,
also T'(x) = t(x) - x.

Um die Reihenfolgeumkehr zu vermeiden, miissen komplizierte Grenzberichtigungen vorgenommen
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Abbildung 14: Steuerbetrag bei Stufendurchschnittsatztarif

werden, wie etwa im Zuge der Erhebung der Erbschaftsteuer, wo dieser Tarif noch heute angewandt
wird?® (vgl. HOMBURG, 2005, S.86).

Beispiel 2
Die Einkommensteuer im Land Y wird mittels folgenden Stufendurchschnittsatztarifs erhoben:

Einkommen Durchschnittsteuersatz
z < 12000 0

12000 < z < 19000 0,18

19000 < z < 31000 0,24

31000 < z < 55000 0,32
55000 < z 0,45

Auch hier ist das grofte Defizit dieses Systems, die Reihenfolgeumkehr, schnell anhand weniger Werte
zu sehen. Eine Person mit einem Einkommen von 29500 Euro zahlt in diesem Land T'(29500) =
(29500) - 29500 = 0,24 - 29500 = 7080 Euro Steuern, wonach 22420 Euro iibrig bleiben. Nach einer
Gehaltserh6hung um 2500 Euro auf 32000 Euro sind 7'(32000) = 0, 32-32000 = 10240 Euro an Steuern

zu zahlen, und es bleiben nur noch 21760 Euro iibrig.

26giehe §8 ErbStG
http://www.jusline.at/8 ErbStG.html
Stand: 21.09.2015
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Stufengrenzsatztarif

Als Losung zur Vermeidung von innerer Regression und Reihenfolgeumkehr bietet sich der Stufen-
grenzsatztarif an. Dabei werden fiir die einzelnen Intervalle feste, von Intervall zu Intervall steigende
Grenzsteuersatze s angegeben. Anders ausgedriickt wird jede Tarifstufe ein fester, von Stufe zu Stufe
steigender Steuersatz bestimmt, der aber nun im Gegensatz zum Stufendurchschnittstarif nur fiir die
auf die jeweilige Tarifstufe entfallende Teilmenge der Bemessungsgrundlage gilt. Das heifst, es werden
beispielsweise die ersten 1 000 Euro zu 10 % versteuert, die dariiber hinausgehenden 1 000 Euro zu
15 %, und so weiter. Dieser Tarif wird auch Teilmengenstaffelung oder Anstofitarif genannt. Der grofte
Vorteil liegt nun darin, dass sowohl die Tariffunktion als auch die Durchschnittsteuersatzfunktion keine

Spriinge aufweisen, sondern stetig sind, siehe Abbildungen 15, 16 und 17. Die beiden wichtigen Grofsen

s(x) i

Abbildung 15: Grenzsteuersétze beim Stufengrenzsatztarif

f{,a']i

. )

Abbildung 16: Durchschnittsteuersatz bei Stufengrenzsatztarif

Steuerbetrag und Durchschnittsteuersatz sind ab der Freibetragsgrenze niemals fallend oder konstant,
sondern immer streng monoton steigend (vgl. HOMBURG, 2005, S.87f.).

Beispiel 3

Zur Berechnung der Einkommensteuer im Land Z wird folgender Stufengrenzsatztarif angewandt:
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Abbildung 17: Steuerbetrag bei Stufengrenzsatztarif

Einkommen Grenzsteuersatz
z < 10000 0
10000 < z < 30000 0,2
30000 < z < 50000 0,3
50000 < z 0,45

Die Berechnung der Steuerbetrige und der Durchschnittsteuersitze fiir verschiedene Einkommen ist
hier nun nicht ganz so simpel wie bei den ersten beiden Stufentarifen. Hat man ein Einkommen von
weniger als 10000 Euro, so sind keine Steuern zu zahlen. Liegt das Einkommen im zweiten Intervall,
sind 10000 Euro steuerfrei und derjenige Teil des Einkommens, der iiber 10000 Euro hinausgeht, mit 20
Prozent zu versteuern. Eine Person mit einem jihrlichen Einkommen von 24500 Euro zahlt demnach
T(24500) = (24500 — 10000) - 0,2 = 14500 - 0,2 = 2900 Euro an Steuern und nach Abzug der Steuern
bleiben 21600 Euro. Der durchschnittliche Steuersatz ldsst sich nun wieder einfach berechnen, ndmlich
(24500) = 2290 ~ 0,1184, also rund 11,8 Prozent. Fiir ein Einkommen aus der nichsten Stufe,

24500
beispielsweise 44000 Euro, bleiben wieder 10000 Euro steuerfrei, die niichsten 20000 Euro werden zu

20 Prozent versteuert, und alles was dariiber hinaus geht zu 30 Prozent. Der Steuerbetrag ist also
T'(44000) = (44000 — 30000) - 0,3 + 20000 - 0, 2 = 8200 Euro, was ein Resteinkommen von 35800 Euro
und einen Durchschnittsteuersatz von ¢(44000) = 484200000 ~ 0, 1864, also rund 18,6 Prozent, bedeutet. Bei
einem Einkommen der héchsten Stufe, beispielsweise 78000 Euro, ist ein Steuerbetrag von T'(78000) =
(78000 — 50000) - 0, 45 + 20000 - 0,3 + 20000 - 0, 2 = 22600 Euro bei einem Durchschnittsteuersatz von

t(78000) = ?gggg ~ 0,2897, also rund 29 Prozent, zu bezahlen. Diesem Steuerzahler bleiben 55400

Euro.

Dieser Tarif wird wegen seiner vermeintlich héheren ,Gerechtigkeit” in den meisten européischen Lén-
dern angewandt, so auch in Osterreich. Aufgrund der Aktualitit wird im Folgenden nun niher auf die

Steuerreform 2016, genauer auf die Verdnderungen hinsichtlich der Einkommensteuer, eingegangen.
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’ Einkommensstufen \ Grenzsteuersitze ‘

bis 11000 keine Steuer
ab 11000 bis 25000 36,500 %
ab 25000 bis 60000 43,214 %

ab 60000 50,000 %

Tabelle 12: Einkommensteuertarif seit 01.01.2009

5.3 Der 6sterreichische Einkommensteuertarif

Wie eben erwihnt ist der in Osterreich angewandte Einkommensteuertarif ein Stufengrenzsatztarif.
Alle paar Jahre wird dieser einer Reform unterzogen, um ihn so an verdnderte Verhiltnisse, vor allem
an die Inflation, anzupassen. Zurzeit gilt noch jener Tarif, der bei der letzten Steuerreform im Jahr 2009
beschlossen wurde. Doch schon mit 2016 dndert sich dieser. Dies bietet eine hervorragende Mdoglichkeit,
dieses Thema im Mathematikunterricht aufzugreifen und die Verdnderungen durch die Steuerreform

aus mathematischer Sicht zu behandeln.

Im Folgenden wird unter ,Einkommen” immer das ,zu versteuernde Einkommen” verstanden.

Der bisher geltende Tarif sieht wie in Tabelle 12 beschrieben aus?’.

In diesem Tarif ist also ein Freibetrag von 11 000 Euro festgelegt, danach folgen drei Einkommens-
stufen mit Grenzsteuersitzen zwischen 36,5 und 50 Prozent. Zur besseren mathematischen Handha-
bung bezeichne i = 1,..,4 die Rangordnung der Einkommensstufen, T/ den auf einer Stufe geltenden
Grenzsteuersatz, U; die Untergrenze, ab der ein neuer Grenzsteuersatz gilt, und T; die zu zahlende

Einkommensteuer fiir ein Einkommen aus der i-ten Stufe.

Zuerst interessiert man sich fiir die Steuerbetragsfunktion dieses Tarifs. Wie im obigen einfachen Bei-

spiels schon angedeutet wurde, ist
i—1
Ti(x) = (x = U)-T{ + > _(Ujt1 — U;) - T}
j=1

der Steuerbetrag fiir ein beliebiges Einkommen z (vgl. HOMBURG, 2005, S.89).

In Worten heifit das, die letzte iiberschrittene Untergrenze wird vom Einkommen abgezogen und das
Ergebnis mit dem entsprechenden Grenzsteuersatz fiir das Einkommen multipliziert. Fiir das darunter-
liegende Einkommen muss nur noch die Spannweite einer jeden Einkommensstufe mit dem zugehdrigen
Grenzsteuersatz multipliziert werden und die Ergebnisse addiert (vgl. HOMBURG, 2005, S.89). Um die
Funktion vereinfacht darzustellen, kann sie als stiickweise definierte Funktion betrachtet werden:

0 0 <z < 11000

(z — 11000) - 0, 365 11000 < x < 25000
(x —25000) - 0,43214 + 5110 25000 < z < 60000
(xz — 60000) - 0,5 + 20235 60000 < x

T(z) =

27ygl. Bundesministerium fiir Finanzen
https://www.bmf.gv.at/steuern /selbststaendige-unternehmer/einkommensteuer /est-steuertarif.html
Stand: 22.09.2015
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T(x)
40000

30000
20000

10000

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000

Abbildung 18: Steuerbetragsfunktion 2009

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 o

Abbildung 19: Durchschnittsteuersatzfunktion 2009

Graphisch veranschaulicht ist die Steuerbetragsfunktion in Abbildung 18. Da die Funktion stetig ist,
spielt es keine Rolle, ob die Untergrenzen der kleineren oder der néchstgrofieren Einkommensstufe zu-
geordnet werden. Eine Frage, die man sich als Steuerzahler aufserdem immer stellt, ist, wie viel Prozent
des Einkommens als Steuer abgefiihrt werden. Hier ist also der Durchschnittsteuersatz ¢ gesucht. Nach
Definition t(z) = ) ergibt sich dafiir

x

0 0 <z < 11000
0,365 — 4915 11000 < z < 25000

t(z) = v .
0,43214 — 2285 25000 < 2 < 60000
0,5 — 2062 60000 < x

Abbildung 19 zeigt den zugehorigen Graphen. Wie schon anhand der Formel ersichtlich war oder sonst
spatestens am Graphen erkannt werden kann, steigt der Durchschnittsteuersatz nicht beliebig hoch an,
sondern konvergiert gegen einen bestimmten Wert. Dieser ldsst sich einfach berechnen, indem der Limes
fiir + — oo der Funktion fiir die hchste Tarifstufe gebildet wird, also xlgrolo t(z) = 7clgrolo (0,5 — 2763) =
0,5 —0 = 0,5. Kein Einkommen, sei es noch so hoch, wird also durchschnittlich mit einem hoéheren
Steuersatz als 0,5 versteuert. Auferdem wird gut ersichtlich, dass es sich hierbei um eine verzogerte
Progression handelt. Das bedeutet, dass der Durchschnittsteuersatz zwar steigt, was klar ist, da es sich

um einen progressiven Tarif handelt, jedoch nimmt die Steigung mit zunehmendem Einkommen ab.
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] Einkommensstufen \ Grenzsteuerséitze‘

bis 11000 0
ab 11000 bis 18000 0,25
ab 18000 bis 31000 0,35
ab 31000 bis 60000 0,42
ab 60000 bis 90000 0,48
ab 90000 bis 1000000 0,5
ab 1000000 0,55 (befristet)

Tabelle 13: Einkommensteuertarif ab 01.01.2016

Es gilt also % > 0, aber % < 0. Das kann einfach nachgerechnet werden:

0 0 < z < 11000
dt 401511000 < z < 25000 dt
— =3 = — >0VzeRY
dz 50985 95000 < 2 < 60000 da
9765 60000 <
0 0 <z <1000
d?t —8030 11000 < = < 25000 d?t
Pl . — — <0VzeR'
dx — 1387 95000 < 2 < 60000 dz
—19550 60000 <

Fiir beide gilt, dass sie nur beziiglich der ersten Einkommensstufe gleich null sind, ab dann gilt jedoch
immer ein echtes grofser beziehungsweise kleiner. Die Durchschnittsteuersitze steigen also zu Beginn
starker an als gegen Ende. Das kann so interpretiert werden, dass die Progression ,Kleinverdiener”

starker trifft als ,Grofverdiener”.
Was dndert sich nun mit der neu beschlossenen Steuerreform?
Der ab 2016 geltende Tarif sieht wie in Tabelle 13 dargestellt aus?®.

Wie bereits in der Tabelle angedeutet, beinhaltet dieser Tarif einen Zusatz, nachdem Einkommensteile
iber eine Million Euro zeitlich beschrinkt, in den Jahren 2016 bis 2020, zu 55 Prozent versteuert

werden. Danach soll diese Stufe wegfallen und der Spitzensteuersatz wieder bei 0,5 liegen.

Abgesehen von dieser zeitlich befristeten Versteuerung fiir Einkommen {iiber eine Million Euro ist
auflerdem sofort auffillig ist, dass der neue Tarif viel differenzierter ist, also mehr Abstufungen enthalt,
als der vorige. Unter Einbeziehung der befristeten Stufe existieren nun sieben Stufen, wo vorher blofs
vier waren. Ein starker Unterschied liegt auch im Eingangssteuersatz, welcher von 36,5 auf 25 Prozent

gesenkt wurde.

28 Bundesministerium fiir Finanzen
https://www.bmf.gv.at/steuern/BGBLA 2015 I 118.pdf?5008xn, S.9
Stand: 22.09.2015

59



Bevor auf die Unterschiede noch genauer eingegangen wird, folgt zunichst noch die mathematische
Darstellung dieses Tarifs. Auch hier lassen sich nach demselben Schema wie oben Steuerbetrags- und
Durchschnittsteuersatzfunktion bilden.

0 0 < 2 < 11000
(z — 11000) - 0,25 11000 < z < 18000
(x — 18000) - 0,35 + 1750 18000 < z < 31000
T(z) = < (z—31000)-0,42 + 6300 31000 < 2 < 60000
(z —60000) - 0,48 + 18480 60000 < 2 < 90000
(z — 90000) - 0,5 + 32880 90000 < 2 < 1000000
(z — 1000000) - 0,55 + 487880 1000000 < =

0 0 < z < 11000
0,25 — 2730 11000 < 2 < 18000

x

0,35 — 4550 18000 < = < 31000

x

tlz) = <0,42— 5720 31000 < 2 < 60000

x

0,48 — 19320 60000 < = < 90000

x

0,5 — 12120 90000 < = < 1000000
0,55 — 92120 1000000 < =

Prinzipiell hat dieser Tarif natiirlich dieselben Eigenschaften wie der vorige und auch die Graphen sind
sehr dhnlich, weshalb sie hier ausgespart werden. Es wurde ja schlieflich kein vollig neues Steuermodell
entworfen, sondern blofs das alte etwas verdndert. Jedoch ergeben sich bei genauer Betrachtung doch
deutliche Unterschiede. So musste eine Person mit einem jihrlichen Einkommen von beispielsweise
13000 Euro bisher 730 Euro Steuern zahlen, in Zukunft aber nur noch 500 Euro. Fiir ein Einkommen von
24000 Euro mussten bisher 4745 Euro an Steuern bezahlt werden werden, ab 2016 nur noch 3850 Euro.
Ebenso sinkt der Steuerbetrag fiir ein Einkommen von 32000 Euro von 8134,98 Euro auf 6720 Euro.
Verdient man jedoch iiber 1000000, also beispielsweise 1200000 Euro, so mussten dafiir bisher 590235
Euro an Steuern bezahlt werden, was sich ab 2016 auf 597880 Euro erhcht. Der Spitzensteuersatz,
also der hochste durchschnittliche Steuersatz der erreicht werden kann, liegt nun bei 55 Prozent.
Anhand der eben errechneten einzelnen Werte wird schon sehr klar, dass der zu zahlende Steuerbetrag
im Allgemeinen, bis auf die hichste Stufe, kleiner geworden ist. Doch fiir wen ist die Ersparnis am

grofsten und fiir wen am geringsten?

Dazu werden nun die einzelnen Einkommensstufen, die sich aus dem alten und dem neuen Tarif ergeben,
genauer betrachtet und mithilfe des Durchschnittsteuersatzes verglichen. Dabei sei t; der Durchschnitt-

steuersatz nach altem Tarif und ¢ der Durchschnittsteuersatz nach neuem Tarif.

Da sich der Freibetrag nicht gedndert hat, bleibt auf der ersten Stufe, ndmlich bis zu einem jihrlichen
Einkommen von 11000 Euro, alles unveréndert mit ¢; = t; = 0, weshalb diese Stufe im Weiteren

vernachléssigt wird. Fiir die anderen Stufen gelten die in Tabelle 14 beschriebenen Durchschnittsétze.
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\ jahrliches Einkommen \ t1 \ to

_ 4015 95 _ 2750

11000 — 18000 0,365 =75 0,26 =5
_ 4015 _ 4550

18000 — 25000 0,365 =75 0,35 =7
0,43214 — 56935 0,35 — 4550

25000 — 31000 @ @
0,43214 — 56935 0,42 — 6720

31000 — 60000 e @
0.48 — 10320

60000 — 90000 ’ @
0.5 — 9765 0.5 — 12120

90000 — 1000000 ’ @ ’ @
_ 62120

ab 1000000 0.5 =%

Tabelle 14: Durchschnittsatze nach altem und neuem Tarif

In Abbildung 20 sind diese bis zu einem Einkommen von 100000 Euro veranschaulicht. Bereits hier
lasst sich erkennen, dass sie an manchen Stellen weiter auseinanderklaffen als an anderen. Um sie noch
besser miteinander vergleichen zu konnen, bildet man das Verhéltnis der beiden, also t; : to, was in
Abbildung 21 zu sehen ist.

Jetzt konnen genauere Aussagen iiber tatséchliche Verbesserungen fiir einzelne Einkommensstufen
gemacht werden. So sieht man deutlich, dass die erste Einkommensstufe, also von 11000 bis 18000
Euro, von der Tarifsenkung sehr stark profitiert, wohingegen in der néchsten Stufe, also von 18000 bis
25000 Euro, das Verhéltnis rapide ansteigt. Diese Einkommensklasse, vor allem jene, an deren oberen
Ende, spiirt im Vergleich dazu viel weniger von der Steuersenkung. Danach fillt die Kurve wieder ganz
leicht, das heiftt, diese Stufe wird wieder etwas mehr entlastet. Danach steigt das Verhiltnis langsam
an. Aufgrund der zeitlich befristeten Steuer fiir Einkommen iiber eine Million Euro, iibersteigt es an

dieser Stelle sogar eins und fiir Personen dieser Einkommensklasse ergibt sich eine Steuererhdhung.

Noch erwihnenswert ist hier vielleicht, dass, so gewinnbringend diese Reform damit auch scheint, es
durchaus auch Anderungen gibt, die sich negativ auswirken. So wurde beispielsweise die Kapitaler-
tragsteuer fiir Ertrage aus Aktien oder GmbH-Anteilen von 25 % auf 27,5 % angehoben oder auch
eine neue Umsatzsteuer von 13 % eingefiihrt, welche zukiinftig beispielsweise fiir Eintrittskarten fiir
kulturelle Veranstaltungen oder Nichtigungen in Hotels oder Ahnlichem gilt. Bisher waren hier blof

10 % Umsatzsteuer zu zahlen.??

29vgl. help.gv.at
https://www.help.gv.at/Portal.Node/hlpd/public/content /340 /Seite.34060831 . html# Tarif
Stand: 24.09.2015
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Abbildung 20: Vergleich der Durchschnittsteuersétze
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Abbildung 21: Verhéltnis ¢; : to
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Der mathematische Wert dieses Themas ist nun leicht erkennbar. So kann bereits in der Unterstufe
unter dem Kapitel der Prozentrechnung allgemein an das Thema herangefiihrt werden. Eine genauere
Bearbeitung kann natiirlich erst in der Oberstufe erfolgen. Hier bietet sich eine Behandlung von Steu-
ertarifen in erster Linie fiir den Bereich der Funktionen an. Wie zu sehen war, kénnen sie aber auch

im Zuge der Differentialrechnung noch einmal aufgegriffen und genauer untersucht werden.
Politisch bildend ist das Thema in zweierlei Hinsicht.

Erstens wird damit Wissen vermittelt. SchiilerInnen lernen Begriffe, die in der Diskussion rund um das
Steuersystem immer wieder auftauchen wie beispielsweise Flat tax, Progression oder Grenzsteuersatz,
und deren Bedeutung kennen. Nur so kénnen politische Entscheidungen rund um das Steuersystem

verstanden und beurteilt werden.

Der zweite und ebenso wichtige Beitrag dieses Themas fiir die politische Bildung liegt in der Frage nach
Gerechtigkeit. Was bedeutet Gerechtigkeit? Was muss ein Steuermodell leisten, um gerecht zu sein?
Ein Grundsatz, der sich im Laufe der Geschichte in diesem Zusammenhang gebildet hat, ist die schon
frither erwéhnte Besteuerung nach der wirtschaftlichen Leistungsfahigkeit. Dieser ldsst jedoch noch vie-
le Moglichkeiten, wie das Steuermodell auszusehen hat, zu. Davon ausgehend haben sich zwei weitere
Prinzipien entwickelt, ndmlich das Prinzip der horizontalen und das Prinzip der vertikalen Steuerge-
rechtigkeit. Die horizontale Gerechtigkeit besagt, dass Steuerpflichtige bei gleicher Leistungsfihigkeit
gleich besteuert werden sollen. Das wiirde auch miteinschliefen, dass alle gleich hoch besteuert werden.
Nach dem Prinzip der vertikalen Steuergerechtigkeit sind Steuerpflichtige mit unterschiedlicher Leis-
tungsfihigkeit unterschiedlich hoch zu besteuern. Damit ist nichts iiber die Besteuerung bei gleicher
Leistungsfihigkeit ausgesagt. Aus dem zweiten Prinzip folgt aber nicht, dass ein progressiver Tarif
der ,,gerechtere” ist. Denn auch beim proportionalen Tarif, also der flat tax, zahlen jene mit hoherem
Einkommen mehr, jedoch nur absolut und nicht relativ (vgl. SUTTMANN, 2007, S.42ff.). Solche Fragen,
also ob ein progressiver oder ein proportionaler Tarif ,gerechter” ist, und wenn progressiv, wie stark
progressiv dieser sein soll, und vor allem auch die Frage, woran Gerechtigkeit hier gemessen wird, und

dhnliche konnen damit im Unterricht diskutiert werden.
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5.4 Konkrete Unterrichtsvorschlage

Wie eben zu sehen war, bietet das Thema ,Steuern” viel an mathematischen Aspekten. Dieses Thema
eignet sich aufserdem hervorragend fiir einen facheriibergreifenden Unterricht, da hier Briicken zu den
Féchern ,Geographie und Wirtschaftskunde” und ,Geschichte und Sozialkunde” geschlagen werden

kénnen.

Im Folgenden werden vier mogliche Unterrichtseinheiten fiir den Mathematikunterricht vorgestellt. Da
es dabei aus mathematischer Sicht vorrangig um Funktionen geht, wird hier meist die 5. Klasse AHS-
Oberstufe angesprochen. Eine Unterrichtseinheit ist fiir den Einsatz in der 6. Klasse AHS-Oberstufe
gedacht, da sie in das Themenfeld der beschreibenden Statistik fallt. Nicht ganz so intensiv, aber
dennoch moglich, ist eine Bearbeitung des Themas auch in der 2. und 3. Klasse AHS-Unterstufe im
Rahmen der Prozentrechnung und in der 7. Klasse AHS-Oberstufe im Rahmen der Differentialrech-
nung. Beispielvorschlage dafiir werden im Anschluss an die konkreten Unterrichtseinheiten prasentiert.

5.4.1 Unterrichtseinheit ,,Allgemeine Steuertarife”, 5. Klasse

e Lehrplanbezug und Grundkompetenzen
Diese Stunde kann im Lehrplan der 5. Klasse AHS-Oberstufe dem Punkt ,,Funktionen” zugeordnet
werden. Genauer wird der Unterpunkt ,Beschreiben von Abhingigkeiten, die durch reelle Funk-
tionen in einer Variablen erfassbar sind (mittels Termen, Tabellen und Graphen)” behandelt3°.
Es werden folgende Grundkompetenzen aus dem Bereich Funktionale Abhéngigkeiten trainiert:
»FA 1.4 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen Werte(paare) ermitteln und im
Kontext deuten kénnen”3!

,FA 1.5 Eigenschaften von Funktionen erkennen, benennen, im Kontext deuten und zum Erstellen

von Funktionsgraphen einsetzen kénnen”3?

e Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht
Die Stunde eignet sich zur Einfiihrung in das Kapitel ,Funktionen” in der 5. Klasse AHS-
Oberstufe. Aus der 4. Klasse ist bereits Grundlegendes dazu bekannt, wie beispielsweise Werte

aus dem Graphen ablesen oder zu einer gegebenen Wertetabelle einen Graph zeichnen.

30ygl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Oberstufe. S.4
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/Ip/lp neu ahs 07 11859.pdf?4dzgm2
Stand: 08.11.2015

31Bundesinstitut bifie. Grundkompetenzen. S.9
https://www.bifle.at/system/files/dl/srdp _ma_konzept neuauflage 2018 2015-10-19.pdf
Stand: 08.11.2015

32ebenda

64



e Stundenbild

Zeit | Stundenverlauf Materialien | Sozialform
/Medien

10 Wiederholung bzw. Ankniipfen an Vorwissen aus der 4. Klasse Tafel, Heft | L-S-

min | anhand folgenden Beispiels (L schreibt an die Tafel): Gespréch

Die Kérpertemperatur T (in °C) eines Menschen wird an einem
Tag zu verschiedenen Uhrzeiten ¢ (in h) gemessen. Es ergibt

sich folgender Temperaturverlauf:
1(t)
39

38.5
38
37.5
37
36.5
36

355

35 >
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 ¢

Lies aus dem Graphen die Temperatur zum Zeitpunkt 07.00,
08.00, 10.00, 16.00 und 18.00 Uhr ab! Erstelle eine Wertetabelle!
Losung:
t 07 08 10 16 18
T(t) 37.25 38 38.5 37.25 37.75
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20 Erkldren neuer Begriffe (Definitionsmenge, Wertemenge, Tafel, Heft | L-S-
min | Extrema, Monotonie) mithilfe des Beispiels. Gesprich

SuS schreiben ins Heft:

Definitionsmenge Dy:

Die Menge der Zahlen, welche die unabhéngig-verénderliche

Grofe  annehmen kann bzw. soll.

Bsp.: Dy = [6.5;18.5]

Wertemenge Wy :

Die Menge aller Werte, welche die abhéngig-verdnderliche Grofe

y fiir € Dy annimmt.

Bsp.: W; = [36.75; 38.5]

Eztrema:

Der grofite bzw. kleinste Wert der Wertemenge heiffit Maximum

bzw. Minimum der Funktion. Man fasst sie unter dem Begriff

Extremwerte zusammen.

Bsp.: Maximum M = 38.5°C, Minimum m = 36.75°C

Monotonie:

Eine Funktion ist steigend, wenn mit zunehmenden z auch f(z)

zunimmt. Sie ist fallend, wenn mit zunehmenden z der

Funktionswert f(z) abnimmt.

Bsp.: steigend im Intervall [6.5; 10] und [16; 18.5]; fallend im

Intervall [10;16]
15 Das AB wird von den SuS bearbeitet. L steht bei Fragen zur AB PA
min | Verfligung.
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AB
STEUERN

Steuertarif: Ein Steuertarif gibt fiir jedes Einkommen die zu bezahlende Steuerschuld an.

— proportionaler Tarif: Alle Personen bezahlen unabhéngig von ihrem Einkommen den

gleichen prozentualen Anteil an Steuern.

— progressiver Tarif: Mit steigendem Einkommen steigt auch der prozentuale Anteil an

Steuern.

Durchschnittsteuersatz: Dies ist jener Prozentsatz, der vom gesamten zu versteuernden Ein-

kommen als Steuer abzufiihren ist.
Folgende Graphen beschreiben den Verlauf des Durchschnittsteuersatzes ¢ fiir ein

Einkommen z vier verschiedener Lander:

05 05
0.45 045
04 04
0.35 0.35
03 0.3
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
% 8000 16000 24000 32000 40000 o % 8000 16000 24000 32000 40000 T
t(x) t(z)
05 05
045 045
04 04
035 0.35
03 03
025 0.25
02 0.2
0.15 0.15
01 0.1
0.05 0.05
% 8000 16000 24000 32000 40000 % 8000 16000 24000 32000 40000

1. Lies aus den Graphen die Durchschnittsteuersitze fiir ein Einkommen von a) 8000 €,
b) 16000 € und c) 44000 € ab.

2. Beschreibe den Verlauf des Durchschnittsteuersatzes von allen vier Léndern in
Worten. Wie verdndert sich die Steigung des Graphen? Deute das im Kontext.

3. Wie verdndert sich der zu zahlende Steuerbetrag mit zunehmenden Einkommen in

den vier Fillen? Beschreibe in Worten.

5 gemeinsame Kontrolle des AB (miindlich) AB L-S-

min | Hausiibung (AB) Gesprich
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AB HAUSUBUNG

1. Folgende Graphen beschreiben den Verlauf des Durchschnittsteuersatzes zweier

verschiedener Lander. Kreuze die zutreffenden Aussagen an!

t(z) t(z)
05 05
045 045
04 04
0.35 0.35
03 03
0.25 0.25
0.2 02
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0 8000 16000 24000 32000 40000 0 0 8000 16000 24000 32000 40000 T

Land 1 Land 2

Fiir ein Einkommen von 8000 € muss weniger als
1000 € an Steuer bezahlt werden.

Verdoppelt sich ein Einkommen, so verdoppelt sich

auch der zu zahlende Steuerbetrag.

Der Steuerbetrag wichst mit zunehmenden

Einkommen.

Fiir ein Einkommen von 32000 € muss ein Viertel

als Steuer abgefiihrt werden.

Der durchschnittliche Steuersatz wachst mit

zunehmenden Einkommen.

2. Zeichne den moglichen Verlauf eines durchschnittlichen Steuersatzes, der folgende
Bedingungen erfiillt:
Der durchschnittliche Steuersatz steigt mit zunehmendem Einkommen. Ist ein
Einkommen genau doppelt so grofs wie ein anderes, so verdoppelt sich auch der

durchschnittliche Steuersatz.

Ziel: Die SchiilerInnen sollen Werte aus Graphen von Funktionen ablesen und deren

Verlauf beschreiben und interpretieren kénnen.

5.4.2 Unterrichtseinheit ,,Formeltarife”, 5. Klasse

o Lehrplanbezug und Grundkompetenzen
Diese Stunde lasst sich im Lehrplan der 5. Klasse AHS-Oberstufe dem Punkt ,,Funktionen” zuord-
nen. Im Speziellen werden die Punkte ,,Beschreiben und Untersuchen von linearen und einfachen
nichtlinearen Funktionen (zB a/x, a/z?, ax?+bx + ¢, abschnittweise definierte Funktionen)” und

,Arbeiten mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen” angesprochen®?.

33yvgl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Oberstufe. S.4
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/Ip/lp neu ahs 07 11859.pdf?4dzgm2
Stand: 08.11.2015
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Die Stunde dient der Vermittlung folgender Kompetenzen aus dem Inhaltsbereich Funktionale
Abhéngigkeiten:

,FA 1.2 Formeln als Darstellung von Funktionen interpretieren und dem Funktionstyp zuordnen
konnen”34

»FA 1.4 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen Werte(paare) ermitteln und im

Kontext deuten konnen”??

e Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht
Die SchiilerInnen sollen bereits iiber lineare und quadratische Funktionen Bescheid wissen. Diese

Stunde dient zur Einfiihrung in das Kapitel der abschnittweise definierten Funktionen.

34Bundesinstitut bifie. Grundkompetenzen. S.9
https://www.bifle.at/system/files/dl/srdp_ma konzept neuauflage 2018 2015-10-19.pdf
Stand: 08.11.2015

35ebenda
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o Stundenbild

Zeit

Stundenverlauf

Materialien
/Medien

Sozialform

10

min

Einfiihrung stickweise definierter Funktionen:
Bsp. (mit Beamer oder OHP an die Wand projizieren): Der
untenstehende Graph beschreibt den Weg, den ein/e SchiilerIn

auf dem Weg zur Schule zu Fufs zuriicklegt (¢ in min, s(¢) in m):

s(t)

900
800
700
600
500
400
300
200

100

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 ¢

gemeinsames Besprechen des Graphen (mogliche
Interpretationen);
Aufstellen der Funktionsterme fiir die einzelnen Abschnitte:
0<t<6:s(t)=50-t
6 <t<10: s(t) =300
10<t<16:s(t) =100-t— 700
Zusammenfassen zu einem Term:
50t 0<t<6
s(t) = 4 300 6<t<10

100t — 700 10<t <16

Beamer
od. OHP,
Tafel, Heft

L-S-
Gesprich

min

Bsp.: Zeichne den Graphen der Funktion f : [—6;4] — R,
4 —-6<r< -2
flx) =

—2r -2<z<0

x? 0<x<4
SuS zeichnen ins Heft.
ohne PC: Ein/e S zeichnet Losung an die Tafel.
mit PC: L zeigt, wie abschnittweise definierte Funktionen in

Geogebra gezeichnet werden kdnnen.

Heft, Tafel
od. PC

EA

25

min

Das AB wird von den SuS bearbeitet, wenn mdoglich mithilfe

von Geogebra oder einem grafikfdhigen TR. L hilft bei Fragen.

AB, PC
oder TR

PA
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AB ,DER DEUTSCHE EINKOMMENSTEUERTARIF”

Einkommensteuergesetz (EStG)

§ 32a Einkommensteuertarif
Die tarifliche Einkommensteuer im Veranlagungszeitraum 2015 bemisst sich nach dem zu ver-
steuernden Einkommen. Sie betrigt vorbehaltlich der §§ 32b, 32d, 34, 34a, 34b und 34c jeweils

in Euro fiir zu versteuernde Einkommen

1. bis 8472 Euro (Grundfreibetrag):
0;

2. von 8473 Euro bis 13469 Euro:
(997,6 - y + 1400) - y;

3. von 13470 Euro bis 52881 Euro:
(228,74 - z + 2397) - z + 948, 68;

4. von 52882 Euro bis 250730 Euro:
0,42 - x — 8261, 29;

5. von 250731 Euro an:
0,45 - x — 15783,19

Die Grofe ,,y” ist ein Zehntausendstel des den Grundfreibetrag iibersteigenden Teils des auf einen
vollen Euro-Betrag abgerundeten zu versteuernden Einkommens. Die Grofe ,,z” ist ein Zehn-
tausendstel des 13469 Euro {ibersteigenden Teils des auf einen vollen Euro-Betrag abgerundeten
zu versteuernden Einkommens. Die Grofe ,,z” ist das auf einen vollen Euro-Betrag abgerundete
zu versteuernde Einkommen. Der sich ergebende Steuerbetrag ist auf den nichsten vollen Euro-

Betrag abzurunden.

Aufgaben:

a) Lies den Auszug aus dem Gesetzestext gut durch. Berechne die Einkommensteuer fiir
ein Einkommen von (i) 9753 €, (ii) 31842 € und (iii) 67597 €. Stelle anschliefend
eine Funktion 7" fiir den Steuerbetrag auf.

b) Wie sieht der zugehdrige Graph aus? Betrachte besonders die Uberginge der
einzelnen Stufen. (nur, wenn Geogebra oder ein grafikfihiger TR verwendet werden

konnen)

c) Wie viel Prozent des Einkommens muss bei den Einkommen aus a) als Steuer
abgefiihrt werden? Gib eine allgemein Formel zur Berechnung des Prozentsatzes in
Abhéngigkeit des Steuerbetrags an. Stelle anschlieftend eine abschnittweise definierte

Funktion ¢ fiir den Prozentsatz in Abhiingigkeit vom Einkommen auf!
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10

min

Besprechen des AB, Tafel, PC | L-S-
Hausiibung (Angabe an die Tafel schreiben): od. TR Gesprich
Berechne fiir folgende Einkommen die zu zahlende
Einkommensteuer und den zugehorigen durchschnittlichen
Steuersatz!

(i) 7500 €, (ii) 12800 €, (iii) 29600 €, (iv) 135800 € und (v)
370900 €

Ziel:

Die SchiilerInnen sollen zwischen Funktionsterm und graphischer Darstellung

abschnittweiser definierter Funktionen wechseln konnen. Sie sollen ihr bisher erlerntes

Wissen iiber Funktionen anwenden konnen und im Kontext deuten konnen.

5.4.3 Unterrichtseinheiten ,,Der Osterreichische Einkommensteuertarif”, 5. Klasse

Das Thema ,Der 6sterreichische Einkommensteuertarif” eignet sich besonders gut fiir die Bearbeitung

im Rahmen eines Wochenprojekts. Der folgende Vorschlag zur Umsetzung lésst sich in drei Unter-

richtseinheiten realisieren.

Lehrplanbezug und Grundkompetenzen

Diese Stunden behandeln einen Teil aus dem Bereich der ,Funktionen” aus dem Lehrstoff der
5. Klasse AHS-Oberstufe, wobei besonders auf die Unterpunkte ,Beschreiben und Untersuchen
von linearen und einfachen nichtlinearen Funktionen (zB a/x,a/x?, ax? + bx + ¢, abschnittwei-
se definierte Funktionen)” und ,, Arbeiten mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen”
eingegangen wird*%. Es werden vor allem die Grundkompetenzen

»FA 1.3 Zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen funktionaler Zusammenhé&nge wech-
seln kénnen™37

,FA 1.4 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen Werte(paare) ermitteln und im
Kontext deuten kénnen”38

angesprochen.

Dieser Unterricht kann ausschliefslich unter Verwendung von Computern mit Internetzugang und

Geogebra, (oder einem &hnlichen Programm) durchgefiihrt werden.

Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht

Im Vorfeld sollen lineare, quadratische und abschnittweise definierte Funktionen bereits behandelt
worden sein. Diese Stunden sind als Abschluss des Kapitels ,,Funktionen” in der 5. Klasse AHS-
Oberstufe besonders geeignet.

Verlauf

Zu Beginn wird den SchiilerInnen der genaue Ablauf der folgenden drei Unterrichtseinheiten er-

36ygl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Oberstufe. S.4
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/Ip/lp neu ahs 07 11859.pdf?4dzgm2

Stand:

08.11.2015

37TBundesinstitut bifie. Grundkompetenzen. S.9
https://www.bifle.at/system/files/dl/srdp _ma_konzept neuauflage 2018 2015-10-19.pdf

Stand:

08.11.2015

38ebenda
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klart:

Die ersten beiden der drei Unterrichtseinheiten dienen der Erarbeitung der wichtigsten Inhalte
rund um den Gsterreichischen Einkommensteuertarif beziehungsweise die Steuerreform 2016. Je-
de/r Schiiler/in arbeitet selbststéndig und alleine zunichst am PC (AB INTERNETRECHERCHE)
und dann in einer von drei Stationen, die am besten durch rdumliche Abgrenzung gekennzeich-
net sind. Zu beachten ist dabei blof, dass fiir Station C der Zugang zu einem PC notwendig
ist. Jede/r Schiiler /in kann die Station, die er/sie bearbeiten mdchten, frei wihlen, jedoch sollen
sich die SchiilerInnen gleichméfig auf alle Stationen verteilen. Hat ein/e Schiiler/in diese bei-
den Punkte abgeschlossen, muss er/sie selbststindig jeweils eine/n Mitschiiler/in der anderen
Stationen finden, der/die ebenfalls fertig ist, und sich mit ihnen zu einer Dreiergruppe zusam-
menschliefien. In einer Art Expertenrunde stellt jede/r Schiiler/in ihre bearbeiteten Fragen vor
und erklért den beiden anderen SchiilerInnen seine/ihre Losungen. Falls keine gefunden wurde,
kann nun gemeinsam daran gearbeitet werden. Am Ende sollen die Ergebnisse noch einmal von
der Gruppe zusammengefasst werden und fiir eine Présentation mit dem Titel ,,Die Einkommen-
steuerreform 2016”7 vor der gesamten Klasse aufbereitet werden. Damit ist diese selbststéndige
Arbeitsphase abgeschlossen und in etwa die dritte Unterrichtseinheit erreicht. In dieser werden
zuerst im Plenum offene Fragen geklirt und abschlieffend préasentieren je nach verbleibender Zeit

ein oder zwei Gruppen ihre Erkenntnisse.

Die dafiir notwendigen Arbeitsblitter sind folgende:

AB INTERNETRECHERCHE

1. Recherchiere im Internet:

— Welcher Einkommensteuertarif wird seit 2009 in Osterreich angewandt? Wie ist dieser
im Gesetz festgelegt?

— Welche Verdnderungen treten mit der Steuerreform 2016 in Kraft?

— Erklére folgende Begriffe: progressiver Steuersatz, Durchschnittsteuersatz, Grenzsteu-

ersatz

2. Formuliere aus dem Gesetzestext eine mathematische Formel zur Berechnung der Ein-

kommensteuer sowohl vor als auch nach der Steuerreform!
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STATION A

Was ist ein gerechter Steuertarif?

Gerechtigkeit spielt in Diskussionen rund um einen geltenden Steuertarif eine grofte Rolle.
Im Laufe der Zeit haben sich unter anderem folgende zwei Grundsitze herausgebildet, um
eine moglichst gerechte Besteuerung zu erreichen:

Belassung eines steuerfreien Ezistenzminimums

Besteuerung nach Leistungsfahigkeit

Inwieweit wurden diese Grundsitze beim Osterreichischen Steuertarif beriicksichtigt? Wird
ihnen durch die Reform ab 2016 mehr oder weniger entsprochen?

Stimmst du diesen Grundsétzen im Sinne der Gerechtigkeit zu? Soll diesen eher stark oder
eher weniger stark nachgekommen werden?

Ko6nnen diese auch bei Besteuerung durch eine flat tax eingehalten werden? (flat tax =
proportionaler Tarif: Alle Personen bezahlen unabhéngig von ihrem Einkommen den gleichen

prozentualen Anteil an Steuern.)

STATION B

Wie verteilt sich die steuerliche Belastung auf die Steuerzahler?

Vergleiche die zu zahlenden Steuerbetrige fiir Jahreseinkommen von (i) 12000 €, (ii) 24000
€ und (iii) 48000 € (sowohl vor als auch nach der Reform) und berechne die zugehorigen
Durchschnittsteuersitze. Verdndern sich diese proportional zum Einkommen? Erldutere fol-
gende Aussage anhand dieser drei Einkommen: ,Die ,Mittelschicht” wird sowohl gegeniiber
der ,Unterschicht” als auch gegeniiber der ,Oberschicht” dberproportional steuerlich belas-
tet.” Hat sich diese Tatsache durch die Steuerreform verstirkt oder vermindert?

StaTioN C (MIT PC)

Stellt die Reform eine steuerliche Entlastung gleichermafen fir alle Einkommenstufen dar?

Stelle zunéchst eine allgemeine Formel zur Berechnung der Durchschnittsteuersitze auf. Er-
stelle mithilfe von Geogebra eine Abbildung, anhand derer sich die alten und neuen Durch-
schnittsteuersétze gut vergleichen lassen. Wie lisst sich damit die Steuerreform fiir die ein-
zelnen Einkommenstufen bewerten? Wer profitiert mehr, wer weniger? Fiir wen ergibt sich

eine Erhohung der Steuer? (Hinweis: Stelle das Verhdltnis t1 : to graphisch dar!)

Auf rein fachlicher Ebene dienen diese Einheiten zur Festigung des Wissens rund um das Thema
,Funktionen”. Der grofere Wert liegt aber in der {iberfachlichen Dimension, die vor allem durch
den stark anwendungsorientierten Kontext angesprochen wird. Die SchiilerInnen haben es zu
Beginn mit einem realen, gesellschaftspolitischen Problem zu tun und sollen dieses mithilfe der
Mathematik beschreiben und untersuchen. Durch den Aufbau der Stunden beziehungsweise die
verwendeten Sozialformen wird aufferdem die Selbststéndigkeit und die Selbstorganisation der
SchiilerInnen stark geférdert. Dabei ist aber zu bedenken, dass vor allem die erste Arbeitsphase,
namlich das Ausdriicken eines realen Problems durch die mathematische Sprache, fiir leistungs-
schwiéchere SchiilerInnen eine groffe Herausforderung darstellt. Wenn nétig muss hier dann zur
Partnerarbeit iibergegangen werden, vorzugsweise wird einem/einer leistungsschwachen Schii-
ler/in ein/e leistungsstarke/r Schiiler/in zur Seite gestellt. Die Lehrperson fungiert dabei haupt-
séchlich als BeobachterIn und Anlaufstelle bei Problemen. Um eine gleichméfige Verteilung der
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SchiilerInnen auf die Stationen zu erreichen, stimmt am besten die Anzahl der Arbeitsblitter
pro Station mit einem Drittel der SchiilerInnenanzahl iiberein. Da das Arbeitstempo weitgehend
von den SchiilerInnen selbst bestimmt wird, ist die Bereitstellung einer Zusatzaufgabe fiir schnel-
le Gruppen ratsam. Diese konnen beispielsweise mithilfe des Internets zusétzlich Vergleiche zu
Einkommensteuertarifen anderer Liander anstellen oder Statistiken zum Jahreseinkommen der

OsterreicherInnen suchen und mit dem Erarbeiteten in Beziehung setzen.

5.4.4 Unterrichtseinheit ,, ,,Gerechte” Steuertarife”, 6. Klasse

o Lehrplanbezug und Grundkompetenzen
Im Lehrplan der 6. Klasse AHS-Oberstufe findet sich unter dem Kapitel ,Stochastik” der Un-
terpunkt , Arbeiten mit Darstellungsformen und Kennzahlen der beschreibenden Statistik”, was
diese Stunde zum Inhalt hat3?. Die Stunde triigt zur Vermittlung der folgenden Grundkompe-
tenzen aus dem Inhaltsbereich ,,Wahrscheinlichkeit und Statistik” bei:
»WS 1.2 Tabellen und einfache statistische Grafiken erstellen, zwischen Darstellungsformen wech-
seln kénnen”*0
WS 1.3 Statistische Kennzahlen (absolute und relative Haufigkeiten; arithmetisches Mittel, Me-
dian, Modus, Quartile, Spannweite, empirische Varianz/Standardabweichung) im jeweiligen Kon-
text interpretieren konnen; die angefithrten Kennzahlen fiir einfache Datenséitze ermitteln kon-

nen7741

o Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht
Die SchiilerInnen sollen die wichtigsten Kennzahlen der beschreibenden Statistik und auch grafi-
sche Darstellungsmdglichkeiten bereits kennen. In dieser Stunde steht die praktische Anwendung
dieses Wissens im Vordergrund. Diese Stunde ist unter Verwendung von Computern durchzufiih-

remn.

39Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Oberstufe. S.5
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/Ip/lp neu ahs 07 11859.pdf?4dzgm2
Stand: 08.11.2015

40Bundesinstitut bifie. Grundkompetenzen. S.16
https://www.bifle.at/system/files/dl/srdp_ma konzept neuauflage 2018 2015-10-19.pdf
Stand: 08.11.2015

4lebenda
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o Stundenbild

Zeit | Stundenverlauf Materialien | Sozialform
/Medien
5 Erklaren der Aufgabenstellung: Frontal -
min | SuS iibernehmen die Rolle des Finanzministers eines fiktiven unterricht
Landes mit 100 EinwohnerInnen. Die 100 EinwohnerInnen
verteilen sich auf 5 Einkommensgruppen. Am AB ist dann
immer das durchschnittliche Monatseinkommen derer, die in
diese Einkommensgruppe fallen, angegeben. Aufierdem ist
angegeben wie viele Personen in jeder Einkommensgruppe sind
und wie viel diese zusammen verdienen. Als Finanzminister
miissen die SuS nun eine fixe Steuersumme von 40000 Euro
eintreiben. (vgl. HAFERKAMP /FETCHENHAUER, 2007, S.50f.)
Wie konnte eine gerechte Verteilung aussehen? (Excel-Mappe
ausfiillen)
10 Ausfiillen der Excel-Mappe: PC EA
min | (Anm.: der zu verbleibende Steuerbetrag berechnet wihrend der | (Excel)
Eingabe von Betrigen durch die SuS den Restbetrag auf 40000
€. In der Zelle G5 steht dazu folgende Formel:
] —40000-Summe(B5;C5;D5;E5;F5) \)
EXCEL-MAPPE:
A B c D E F
1 |Einkommensstufe 1 2 3 4 5
Durchschnittliches monatliches Einkommen in
2 | dieser Einkommensstufe (in €) 1100 2400 4500 8700 35200
Anzahl der Personen, die in diese
3 | Einkommensstufe fallen 20 34 33 12 1
Einkommenssumme aller Personen dieser noch zu verteilender
4 |Stufe pro Monat (in €) 22000 81600 148500 104400 35200|Steuerbetrag:
Wie viel der 40 000 Euro soll diese
5 Einkommensstufe insgesamt beisteuern? 40000
Wie viel zahlt somit eine Person dieser
6 Einkommensstufe an Steuern?
Welcher durchschnittliche Steuersatz ergibt
7 |sich dadurch fiir eine Person dieser Stufe?
8
5 SuS sagen der Reihe nach die von ihnen konstruierten PC
min | durchschnittlichen Steuersitze an. L listet sie fiir jede (Excel)
Einkommensstufe untereinander auf und schickt diese Liste an
alle PCs.
25 SuS analysieren die entworfenen Steuertarife (AB). AB, PC EA
min (Excel)
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AB ,GERECHTER STEUERTARIF”’

Arbeitsauftrag: Arbeite die von der Klasse entworfenen Steuertarife statistisch auf.

Bearbeite dazu folgende Punkte:

Gib fiir die durchschnittlichen Steuersétze einer jeden Einkommensstufe Minimum,

Maximum, Spannweite, Mittelwert, Median und das 1. und 3. Quartil an!

Veranschauliche diese Kennzahlen mit einer geeigneten graphischen

Darstellungsmoglichkeit deiner Wahl!

Betrachte die Differenzen der Steuersatze fiir die 5. Einkommensstufe und die 1.

Einkommensstufe. Berechne auch hier Minimum, Maximum und Mittelwert.

Klassifiziere die entworfenen Tarife nach folgendem Kriterium:

(i) regressiver Steuertarif: Mit steigendem Einkommen sinkt der durchschnittliche
Steuersatz.

(ii) proportionaler Tarif: Alle Personen bezahlen unabhéngig von ihrem Einkommen
den gleichen prozentualen Anteil an Steuern.

(iii) progressiver Tarif: Mit steigendem Einkommen steigt auch der durchschnittliche

Steuersatz.
Wie verteilen sich die Tarife auf diese drei Steuertariftypen?

Vergleiche die Tarife mit dem &sterreichischen Einkommensteuertarif! Vergleiche
dazu die Differenzen der durchschnittlichen Steuersétze bei einem monatlichen
Einkommen von 35200 € und 1100 €.

Nach dem Osterreichischen Steuertarif ab 2016 liegt der Durchschnittsteuersatz fiir
ein monatliches Einkommen von 35200 €, was ein jihrliches Einkommen von 492800
€ bedeutet, bei 47,54 %. Jener fiir ein monatliches Einkommen von 1100 €, das sind
15400 € jahrlich, bei 7,14 %.

min

gemeinsames Besprechen der Ergebnisse des AB; Diskutieren - L-S-

iiber ,Gerechtigkeit” des Steuertarifs: Warum haben sich die SuS Gesprich
fiir ihren Tarif entschieden? (wenn progressiv, wie stark und wie
ist das zu rechtfertigen? oder warum nicht progressiv? muss der

Steuersatz fiir alle gleich sein oder darf man ihn vom

Einkommen abhingig machen? etc.)

Ziel:

Aus mathematischer Sicht sollen die SchiilerInnen statistische Kennzahlen in

anwendungsorientierten Beispielen berechnen, darstellen und interpretieren kénnen. Des

Weiteren sollen sie sich mit der Frage der Gerechtigkeit im Hinblick auf Steuern kritisch

auseinandersetzen.
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5.4.5 Aufgaben fiir die 2. Klasse AHS-Unterstufe

Die folgenden Aufgaben sind fiir den Einsatz im Bereich der Prozentrechnung in der 2. Klasse AHS-
Unterstufe gedacht. Es ist hier immer entweder der Grundwert G, der Prozentsatz p oder der Anteil
A gesucht. Wenn nicht anders erwdhnt, wird mit dem nach der Steuerreform 2016 geltenden Tarif
gerechnet.

Aufgabe 1:

Sebastian verdient 21500 € pro Jahr, wobei er 2975 € an Steuern zahlen muss. Nach einer Lohnerho-
hung verdient er 24000 € pro Jahr, wovon er 3850 € an Steuern zahlen muss.

a) Wie viel Prozent seines Einkommens musste er vor der LohnerhShung an Steuern zahlen?

b) Wie viel Prozent muss er nach der Lohnerh6hung an Steuern zahlen?

Aufgabe 2:

Herr Schmied verdient 28000 € im Jahr. Davon bleiben 11000 € unversteuert, fiir weitere 7000 € muss
er 25 % Steuer zahlen und fiir die restlichen 10000 € muss er 35 % Steuer zahlen.

a) Wie viel Euro muss Herr Schmied an Steuern zahlen?

b) Wie viel Prozent vom gesamten Einkommen sind das?

c¢) Wie viel Euro bleibt ihm nach Abzug der Steuern tibrig?

Aufgabe 3:

Frau Mabhler hat ein jdhrliches Einkommen von 19000 €. Bisher musste sie fiir 11000 € davon keine
Steuer zahlen und fiir die restlichen 8000 € musste sie 36 % an Steuern zahlen. Es wird eine Steuerre-
form vorgenommen. Danach bleiben weiterhin 11000 € unversteuert, jedoch sind nun 7000 € mit 25
% zu versteuern und die restlichen 1000 € mit 35 %.

a) Wie viel Euro hat Frau Mahler vor der Steuerreform an Steuern bezahlt?

b) Wie viel Euro muss Frau Mahler nach der Steuerreform an Steuern bezahlen?

c¢) Wie viel Euro spart Frau Mahler durch die Steuerreform?

Aufgabe 4:
Lucas Vater bezahlt fiir sein jihrliches Einkommen 6720 € an Steuern. Das sind 21 % seines gesamten

Einkommens. Wie viel verdient Lucas Vater im Jahr?

5.4.6 Aufgaben fiir die 3. Klasse AHS-Unterstufe

Auch diese Aufgaben sind Anwendungen der Prozentrechnung, jedoch etwas komplizierter als zuvor,

weshalb sie sich besser fiir die 3. Klasse AHS-Unterstufe eignen.

Aufgabe 1:

Bei einem jahrlichen Einkommen von 23500 € muss Herr Tanner 15,64 % an Steuern zahlen. Nach
einer Lohnerh6hung um 19,2 % muss er um 3,11 Prozentpunkte mehr an Steuern zahlen.

a) Wie viel Euro musste er vor der Erhéhung an Steuern zahlen?

b) Wie viel Euro verdient er nach der Lohnerhthung und wie viel Euro muss er dafiir an Steuern

zahlen?

Aufgabe 2:
Frau Gratzer verdient 42500 € pro Jahr, das ist um 19000 € mehr als ihr Mann jahrlich verdient.
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Die Prozentsatz fiir die zu zahlende Einkommensteuer ist in Abschnitte gegliedert. So muss man nach
der neuen Steuerreform fiir Einkommensteile bis 11000 € keine Steuer zahlen, dariiber hinaus gehende
Einkommensteile bis 18000 € sind mit 25 % zu versteuern, alles weitere bis zu 31000 € mit 35 % und
was dariiber hinaus geht bis zu 60000 € mit 42 %.

a) Wie viel Euro muss Frau Gratzer an Steuern zahlen? Wie viel Herr Gratzer?

b) Um wie viel Prozent verdient Herr Gratzer weniger als seine Frau?

¢) Um wie viel Prozent muss Herr Gratzer weniger an Steuern zahlen als seine Frau?

5.4.7 Aufgaben fiir die 7. Klasse AHS-Oberstufe

Wie eingangs erwihnt kann das Thema auch in der 7. Klasse AHS-Oberstufe aufgegriffen werden, und
zwar beim Thema Differentialrechnung. Aufgaben dazu kénnen wie folgt aussehen:

(Auch hier wird immer der ab 2016 geltende Steuertarif herangezogen.)

Aufgabe 1:
Folgende Funktion ¢ beschreibt den in Osterreich geltenden Steuertarif, wobei ¢(z) der durchschnittliche

Steuersatz bei einem Einkommen von z € ist.

0 0 <z < 11000

0,25 — 2720 11000 < = < 18000
0,35 — 4250 18000 < x < 31000
t(x) = q0,42— %20 31000 < = < 60000
0,48 — 12320 60000 < = < 90000
0,5— 1220 90000 < = < 1000000
0,55 — 92120 1000000 < =

a) Berechne die erste und die zweite Ableitung der abschnittweise definierten Funktion!
b) Welche Aussagen iiber den Verlauf des Tarifs kannst du mithilfe von a) machen? Skizziere den

Graphen grob.

Aufgabe 2:
Folgende Funktion T gibt den zu zahlenden Steuerbetrag T'(z) bei einem Einkommen von z € wieder:

0 0 <z < 11000

(z —11000) - 0,25 11000 < = < 18000

(z — 18000) - 0,35 + 1750 18000 < = < 31000
T(x) = (z — 31000) - 0,42 + 6300 31000 < < 60000

(x — 60000) - 0,48 + 18480 60000 < z < 90000

(xz —90000) - 0,5 + 32880 90000 < z < 1000000

(x — 1000000) - 0,55 + 487880 1000000 < z

Der Grenzsteuersatz ist definiert als die erste Ableitung dieser Funktion. Gib die abschnittweise def-

nierte Funktion fiir den Grenzsteuersatz an und interpretiere diesen Wert fiir eine Stelle 1!
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6 Statistik

»Trauen Sie keiner Statistik, die Sie nicht selbst gefilscht haben.”
(KUTTING/SAUER, 2011, S.1)

»Mit Zahlen kann man alles, und daher nichts beweisen.”
(ebenda)

)

Lwotatistik ist die Kunst, mit richtigen Zahlen etwas Falsches zu beweisen.’
(ebenda)

Im Rahmen politischer Untersuchungen spielen statistische Methoden eine bedeutende Rolle. Sie wer-
den als Hilfsmittel in vielfacher Weise eingesetzt, sei es beispielsweise bei Wahlhochrechnungen, zur
Erfassung der Einstellung der Bevilkerung beziiglich eines bestimmten Themas oder aber um geplante
Mafsnahmen mit Zahlen zu begriinden. In vielen Fillen ist dies aber kritisch zu betrachten, da genau
hier die Moglichkeit zur Manipulation gegeben ist. Dass die Statistik deshalb auch einen eher schlechten

Ruf geniefst, zeigen die oben angefiihrten Zitate.

Was hat die Behandlung des Themas ,Statistik” im Mathematikunterricht nun aber konkret mit poli-

tischer Bildung zu tun?

Betrachtet man noch einmal die zu Beginn der Arbeit formulierten Kompetenzbereiche der politischen
Bildung, so wird schnell klar, dass die Statistik einen wertvollen Beitrag zur Vermittlung der politischen
Methodenkompetenz liefert. Wie eingangs schon definiert umfasst diese einerseits einen kritischen
Umgang mit fertigen Manifestationen des Politischen. KRAMMER (2010, S.29f.) sagt hier weiter, dass
dies nur durch eine kritische Analyse und Beurteilung der Erhebung von Daten und eine kritische
Priifung der medial vermittelten politischen Informationen und Kommentare moglich ist. Genauer

nennt er unter anderem die Fahigkeiten,

e die Abhéngigkeit der Ergebnisse von der Art der Datenerhebung wahrzunehmen,
e mogliche sachliche Aussagen, die aus der Analyse ableitbar sind, zu erfassen,

e zu erkennen, dass Daten vor dem Hintergrund unterschiedlicher politischer Vorstellungen auch

verschieden verwendet werden konnen,
¢ Kommunikationsstrategien und -ziele des Urhebers der politischen Manifestation aufzudecken,

e zwischen sachlichen und bewertenden Elementen bei der medialen Préasentation von Daten un-

terscheiden zu kénnen und

e unzuléssige Vereinfachungen der moglichen Aussagen, wie etwa falsche oder fehlende Kontexte,

zu erkennen.
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Auf der anderen Seite geht es aber auch um den Aufbau eigener Manifestationen, wofiir unter anderem
Methoden der Informationsgewinnung erlernt und Darstellungsformen eigener Ergebnisse eingeiibt
werden miissen. Konkret versteht KRAMMER (2010, S.30f.) darunter beispielsweise

o die selbststindige Planung, Durchfiilhrung und Prisentation eigener Studien,

e die Anwendung verschiedener Methoden der politischen Informations- und Datengewinnung und
Wissen um deren Vor- und Nachteile und

o die Wahrnehmung der Beeinflussbarkeit der Wirkung der Ergebnisse auf die Adressaten durch
die Art der Prisentation und Darstellung.

Die zentrale Rolle der Statistik bei der Entwicklung politischer Methodenkompetenz ist damit wohl
offensichtlich.

Statistik kann definiert werden als die methodische Auswertung von Daten, insbesondere

e deren Erhebung und Bereinigung,
e deren grafische Darstellung,

e deren Charakterisieren durch Kennzahlen,

das Schitzen unbekannter Parameter,

das Testen von Hypothesen,

die Prognose kiinftiger Entwicklungen.

Dabei zdhlen die ersten drei Aufgaben zur beschreibenden Statistik und die letzten drei hauptséchlich
zur beurteilenden Statistik (vgl. MOSLER, 2009, S.5f.).

Nach HENZE (2013, S.20) muss diese Einteilung in beschreibende und beurteilende Statistik jedoch
mit Vorsicht genossen werden, da so der Eindruck entsteht, die beschreibende Statistik wére frei von
Beurteilungen. Natiirlich liegen die Hauptaufgaben im Beschreiben und Darstellen, jedoch haben sie,
auch im politischen Kontext, hiufig eine Beeinflussung als Ziel. Im Folgenden wird genau darauf, also

auf die Moglichkeiten der Manipulation mithilfe der beschreibenden Statistik, ndher eingegangen.
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6.1 Grundbegriffe der beschreibenden Statistik

Im Rahmen statistischer Untersuchungen wird an einer geeignet gewihlten Grundgesamtheit der Wert
eines oder mehrerer Merkmale, oder auch Variablen genannt, — meist auszugsweise (siche unten) —
festgestellt.

Die Grundgesamtheit, auch als Population bezeichnet, ist die Gesamtheit der Einheiten, {iber die eine
Untersuchung etwas aussagen soll. Diese kann somit endlich oder auch unendlich grofs sein. Eine solche
Einheit wird Merkmalstriger genannt. Ein Merkmal ist eine zu untersuchende Grofe und diejenigen
Werte, die von Merkmalen angenommen werden kénnen, nennt man Merkmalsausprigungen. Mit der

folgenden Tabelle wird der Zusammenhang an einfachen Beispielen illustriert:

Grundgesamtheit Merkmalstrager ‘ Merkmale ‘ Merkmalsausprigungen
Neugeborene 1 Neugeborenes Grofe (in cm) ..y 49, 49,5, 50, 50,5, 51, ...
SchiilerInnen 1 Schiilerin /Schiiler Geschlecht weiblich, ménnlich
StudentInnen 1 Studentin/Student | Erwerbstétigkeit | keine, geringfiigige, Teilzeit, Vollzeit

Ein weiterer wichtiger Begriff ist der der Stichprobe. Dies ist eine zufillig gewonnene endliche Teilmenge
aus der Grundgesamtheit, die, bei einer Grofse von n Elementen, Stichprobe vom Umfang n genannt
wird, und anhand derer schlieflich auf die Grundgesamtheit geschlossen wird.

Man kdnnte somit die Stichprobe als Menge aller untersuchten Merkmalstrager und die Grundgesamt-

heit als Menge aller potentiellen Merkmalstriger beschreiben.

Ein Merkmal beziehungsweise die Merkmalsausprigung wird anhand einer Skala gemessen, die unter-
schiedliche mathematische Qualitdten aufweisen kann. Die mathematische Verarbeitung der gewonne-
nen Daten erfolgt in unterschiedlicher Weise, je nachdem wie das Merkmal skaliert ist. Das wird rasch
anhand eines einfachen Beispiels klar. Bei einer Umfrage von Marktforschungsinstituten wird oft nach
der Muttersprache, der héchsten abgeschlossenen Schulbildung und nach dem Alter gefragt.

Das Merkmal ,,Muttersprache” hat die Ausprigungen ,,Deutsch”, ,Englisch”, ,, Tiirkisch” und so weiter.
Um die Daten auszuwerten, kann gezihlt werden, wie oft welche Ausprigung vorkommt, jedoch lassen
sich diese nicht sinnvoll mathematisch vergleichen oder in Beziehung setzten. Die Merkmalsauspragun-
gen sind nur qualitativ verschieden, weshalb man von einem qualitativen oder auch nominal skalierten
Merkmal spricht. Gemessen werden dieser an einer Nominalskala. In der obigen Tabelle wére somit
JGeschlecht” ein nominal skaliertes Merkmal. Weitere Beispiele sind Studienfach, Familienstand oder
Religionszugehorigkeit.

Beim Merkmal ,héchste abgeschlossene Schulbildung” finden sich Ausprigungen wie ,kein Schulab-
schluss”, ,Allgemeinbildende Pflichtschule”, ,Lehre” und so weiter. Auch diese kénnen nicht mathe-
matisch sinnvoll miteinander verkniipft werden, jedoch lassen sie sich in Beziehung zueinander setzen
und weisen eine natiirliche Rangfolge auf. Die Merkmalsausprigungen lassen sich angemessen ordnen,
weshalb diese Merkmale ordinal skalierte Merkmale genannt werden und mittels Ordinalskala gemes-
sen werden. Bezogen auf obige Tabelle wire also ,Erwerbstétigkeit” ein ordinal skaliertes Merkmal,
genauso wie beispielsweise Schulnoten oder der Schwierigkeitsgrad einer Klettertour.

Beim dritten angefiihrten Merkmal, dem Alter, ist schnell ersichtlich, dass mit den Merkmalsauspré-

gungen sinnvoll mathematisch gerechnet werden kann. Sie lassen sich sowohl in eine Ordnung bringen,
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also auch miteinander verkniipfen. Differenzen und Summen ergeben hier einen Sinn, da die Auspré-
gungen immer konkrete Zahlen sind. Solche Merkmale werden gquantitative oder metrisch skalierte
Merkmale genannt. Das Merkmal ,Grofe” aus der obigen Tabelle kann dieser Art zugeordnet werden.
Diese konnen nun noch einmal unterschieden werden, und zwar in intervallskalierte und proportio-
nalskalierte Merkmale, die anhand einer Intervallskala beziehungsweise einer Verhéltnisskala gemessen
werden. Der Unterschied dabei ist, dass bei intervallskalierten Merkmalen zwar Differenzen einen Sinn
haben, das heift Abstdnde zwischen zwei Merkmalsausprigungen miteinander verglichen werden kon-
nen, jedoch lassen sich die Merkmalsausprigungen selbst nicht vergleichen. Ein typisches Beispiel dafiir
ist die Temperatur in °C. Hier konnen Aussagen wie ,um 5 °C wirmer” durchaus getétigt werden, nicht
aber ,,20°C ist doppelt so warm wie 10°C”. Der Grund dafiir ist, dass kein absoluter Nullpunkt exis-
tiert. Wohingegen dies bei proportionalskalierte Merkmale schon mdglich ist, da es hier einen absoluten
Nullpunkt gibt. Beispiele dafiir wiren das Alter oder das Gewicht (vgl. BUCHTER/HENN, 2005, S.151f.).

Schon mit diesen auf den ersten Blick so klaren und vermeintlich eindeutigen Grundbegriffen muss

sorgfiltig umgegangen werden.

Das ist bereits am Beispiel der Grundgesamtheit schnell zu sehen. Die Grundgesamtheit wurde oben
definiert als die Gesamtheit aller Einheiten, iiber die eine Untersuchung etwas aussagen soll. Eine
eindeutige Festlegung der Grundgesamtheit ist klarerweise notwendig, doch nicht immer so einfach
(vgl. HENZE, 2001, S.22).

Anhand der Arbeitslosenstatistik kann dies leicht nachvollzogen werden. Die Arbeitslosigkeit spielt im
politischen Geschehen und hier vor allem im politischen Wahlkampf eine grofse Rolle. Immer wieder
werden neue Statistiken présentiert und internationale Vergleiche angestellt, aufgrund derer politische
Entscheidungen getroffen werden. Doch genau diese Vergleiche miissen mit Vorsicht genossen werden,
denn oftmals basieren sie auf unterschiedlichen Grundgesamtheiten. So findet man beispielsweise auf

der Seite der Statistik Austria folgende zwei Aussagen:

e Im Jahr 2014 waren laut AMS rund 319.400 Personen von Arbeitslosigkeit betroffen [...]. Die
Arbeitslosenquote betrug 8,4 % |...].7*2

e ,Durch eine weitere Zunahme von 13.600 Arbeitslosen erreichte die Arbeitslosenzahl mit 244.900

t 243

im Jahr 2014 einen neuen Hochstwer HIm Jahresdurchschnitt 2014 lag die Arbeitslosenquote

bei 5,6 % |[...]."**

Auf den ersten Blick erscheinen diese beiden Aussagen als paradox und praktisch unvereinbar. Sie sind
jedoch beide richtig. Der Grund dafiir liegt eben in der unterschiedlichen zugrundeliegenden Definition
von Arbeitslosigkeit. Die erste Aussage geht von der nationalen Definition von Arbeitslosigkeit aus.

,»,Die vom Arbeitsmarktservice (AMS) verdffentlichte nationale Arbeitslosenzahl und Arbeitslosenquote

42Gtatistik Austria. Nationale Definition.
http://www.statistik.at /web de/statistiken/arbeitsmarkst/arbeitslose arbeitssuchende/
arbeitslose nationale definition/index.html
Stand: 19.05.2015

43Statistik Austria. Internationale Definition.
http://www.statistik.at/web de/statistiken/arbeitsmarkst/arbeitslose arbeitssuchende/
arbeitslose internationale definition/index.html
Stand: 19.05.2015

44ebenda
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basieren auf den beim Arbeitsamt vorgemerkten Arbeitslosen und den beim Hauptverband der Sozial-
versicherungstriiger (HV) erfassten unselbstiindig Beschéftigten.”*® Das heift, sie gibt Auskunft iiber
den Anteil der beim AMS vorgemerkten Arbeitslosen an der Summe der unselbststandig Beschéftigten
und den vorgemerkten Arbeitslosen. Als arbeitslos gilt dabei jeder, der innerhalb eines Jahres mindes-
tens einen Tag als arbeitslos vorgemerkt war. Personen, die sich in Ausbildung oder einer Schulung

befinden werden jedoch nicht beriicksichtigt.

Die zweite Aussage entspricht Berechnungen anhand der internationalen Definition von Arbeitslosig-
keit. Die Zahl der Arbeitslosen und der Erwerbstiitigen entstammt dabei dem ILO*5-Konzept. ,Beim
ILO-Konzept gilt eine Person als erwerbstétig, wenn sie in der Referenzwoche mindestens eine Stunde
gearbeitet oder wegen Urlaub, Krankheit usw. nicht gearbeitet hat, aber normalerweise einer Beschéfti-
gung nachgeht. Personen mit aufrechtem Dienstverhiltnis, die Karenz- bzw. Kindergeld beziehen, sind
bei den Erwerbstétigen inkludiert. Als arbeitslos gilt, wer in diesem Sinne nicht erwerbstétig ist, aktive
Schritte zur Arbeitssuche tétigt und kurzfristig zu arbeiten beginnen kann.”*” Diese Definition fasst
also etwas enger, da sie nur sofort verfiigbare Arbeitslose beriicksichtigt und jene, die in der Referenz-
woche nur eine Stunde gearbeitet haben, zu den Erwerbstétigen z&hlt. Deshalb ist die Arbeitslosigkeit
nach internationaler Definition meist niedriger als jene nach nationaler Definition. Genau auf diese
Unterschiede zu achten ist also essentiell. Denn, so HENZE (2001, S.22), ,,problematisch ist, dass durch
politisch motivierte unterschiedliche Definitionen von Arbeitslosigkeit beim internationalen Vergleich

von Arbeitslosenstatistiken gleichsam Apfel und Birnen in einen Topf geworfen werden”.

Fast noch kritischer muss mit dem Begriff der Stichprobe umgegangen werden, denn blof aufgrund der
Erhebungen in der Stichprobe wird schliefilich auf die Allgemeinheit geschlossen, weshalb ihr eine grofie
Bedeutung zukommt. Liegt das Interesse beispielsweise wie oben bei der Frage der Arbeitslosigkeit, so
ware eine Moglichkeit, in einer belebten Gegend Passanten zu fragen, ob diese zurzeit einen Arbeits-
platz haben. Warum kann aus dieser Stichprobe aber wohl kaum auf die Grundgesamtheit geschlossen
werden? Einerseits wiirde man moglicherweise nur jene Passanten ansprechen, die einem sympathisch
erscheinen, und so die Personen subjektiv selektieren. Auferdem spielen weitere Faktoren, wie der Ort
und die Uhrzeit, eine grofe Rolle. Mitten am Tag wird man weniger Menschen mit Arbeit antreffen,
denn diese sind hochstwahrscheinlich bei der Arbeit. Damit wird klar, dass durch die Auswahl der

Stichprobe das Ergebnis in eine (gewiinschte) Richtung gelenkt werden kann.

In der Statistik ist deshalb die Eigenschaft der Zufélligkeit ganz zentral. Wie auch in der Definition oben
erwihnt, muss eine Stichprobe zuféllig gewonnen werden, das heifst jedes Element der Grundgesamtheit
muss dieselbe Chance haben, in die Stichprobe aufgenommen zu werden. In diesem Fall haben dann

auch weitere statistische Berechnungen einen Sinn.

Umfragen, die in den Medien prisentiert werden, fiihren meist Institute durch, die auf ein Quotenver-
fahren zuriickgreifen. Das heifst aufgrund der Struktur der Grundgesamtheit, wie beispielsweise den
Anteilen an ArbeiterInnen, Angestellten und Selbststindigen, wird festgelegt, zu welchen Teilen diese

auch in der Stichprobe vertreten sein soll. Den InterviewerInnen wird dafiir genau vorgeschrieben, wie

45ebenda

46International Labour Organization

47Statistik Austria. Internationale Definition.
http://www.statistik.at/web_de/statistiken/arbeitsmarkt/arbeitslose arbeitssuchende/
arbeitslose internationale definition/index.html
Stand: 19.05.2015
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viele Personen aus jeder Kategorie sie befragen miissen. Natiirlich liefert das ein fiir die Bevolkerung
reprisentatives Ergebnis, jedoch wird fiir diese Reprasentativitit die Zufilligkeit und somit die An-
wendung weiterer statistischer Methoden aufgegeben (vgl. NEUWIRTH, 1985, S.523ff.).

Bei diesem Verfahren wird die Auswahl also bewusst getroffen und die Stichprobe quasi konstruiert.
Es gibt aber auch eine Moglichkeit, die Grundgesamtheit in Teilgruppen zu zerlegen und dennoch
die Zufélligkeit und damit einhergehende mathematische Berechnungsmoglichkeiten aufrechtzuerhal-
ten. Das ist die Verwendung geschichteter Zufallsstichproben. Dazu wird, wie schon angedeutet, die
Grundgesamtheit in Schichten aufgeteilt, aus denen anschliefend jeweils separate Stichproben gezogen
werden (vgl. BEREKOVEN, 2006, S.53ff.). Mochte man beispielsweise aus einer Klasse mit insgesamt
achtzehn Madchen und sechs Buben eine Zufallsstichprobe bestehend aus vier SchiilerInnen ziehen,
in der jedoch das Geschlechterverhéltnis aufrechterhalten bleiben soll, so teilt man die Klasse zuerst
in zwei Gruppen (Madchen und Buben). Anschliefend zieht man entsprechend dem Verhéltnis in der
Grundgesamtheit Stichproben in den einzelnen Schichten, das heifit in diesem Beispiel wiirde man aus

den achtzehn Médchen drei und aus den sechs Buben einen zuféllig ziehen.

Insgesamt muss man also sagen, dass die Auswahl der Stichprobe nicht so unproblematisch ist, wie
es zuerst scheint und das Ergebnis dadurch natiirlich ganz erheblich beeinflusst wird. Ein kritisches
Hinterfragen, ob die Stichprobe geeignet gew#hlt wurde, ist also notwendig, um Umfrageergebnisse auf

ihre Zuverléssigkeit hin zu iberpriifen.

6.2 Datenreduktion und Kennwerte

Da bei aussagekriftigen statistischen Erhebungen meist eine groffe Menge an Daten zu bewéltigen ist,
ist es hilfreich, diese geschickt zu reduzieren und einige Kennwerte zu definieren, die iiber die Daten-
menge moglichst genaue Aussagen machen. So wird der Umgang damit einfacher und iibersichtlicher.
So ist beispielsweise bei der Erhebung des Einkommens der OsterreicherInnen der durchschnittliche
Wert interessant, genauso bei Schularbeiten und Tests. Aber auch die Streuung der Leistungen bei
Tests hat eine gewisse Aussagekraft. Fiir einen verantwortungsvollen Umgang mit Statistiken ist es

unbedingt notwendig, dass SchiilerInnen {iber diese Bescheid wissen.

Die in diesem Abschnitt angefiihrten Definitionen sind entnommen aus BOCHTER/HENN (2005, S.25ff.).

6.2.1 Absolute und relative Hiufigkeiten

Definition: absolute und relative Haufigkeit

In einer Stichprobe vom Umfang n wird ein Merkmal X mit den Auspriagungen zi, ..., ) gemessen.

(i) Fiir jede Ausprigung x; wird die Anzahl der Merkmalstriger mit dieser Auspragung mit H,(z;)

bezeichnet und absolute Hdufigkeit von x; in einer Stichprobe vom Umfang n genannt.

(ii) Der Anteil eines Merkmals h,,(z;) := w heifit relative Hdaufigkeit von x; in einer Stichprobe

vom Umfang n.

Héufig interessiert man sich in der Praxis nicht fiir die absolute oder relative Haufigkeit einer einzelnen

Merkmalsausprigung, sondern fiir Haufigkeiten von Ausprigungen innerhalb ganzer Bereiche. Zum
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Beispiel ist bei einer Schularbeit mit insgesamt 48 Punkten nicht unbedingt informativ, welche Haufig-
keiten jede einzelne Punkteanzahl hat, sondern eher interessant sind Haufigkeiten fiir Punkteanzahlen
zwischen 0 und 23 Punkte, da dies ein ,Nicht geniigend” bedeuten wiirde, oder Punkteanzahlen, die
iiber 23 liegen, da dies aussagt, wie viele die Schularbeit bestanden haben. Solche H&ufigkeiten, die

iiber Haufigkeiten mehrerer Merkmalsausprigungen summieren, nennt man kumulierte Haufigkeiten.

Definition: kumulierte Hiufigkeiten

In einer Stichprobe vom Umfang n wird ein Merkmal mit den Ausprigungen zi, ..., j gemessen.

(i) Fiiréi=1, ..., k heift > H,(x) die kumulierte absolute Haufigkeit von x;.

x<x;
(ii) Firi=1, ..., k heift > hy,(z) die kumulierte relative Hiufigkeit von z;.
rz<x;
Beispiel 1
In Tabelle sind die Punktezahlen, die von den 64 SchiilerInnen einer Schulstufe bei einem Test mit

insgesamt 12 Punkten erreicht wurden und die dazugehorigen Haufigkeiten eingetragen.

Punkteanzahl absolute relative kumulierte kumulierte
Héaufigkeit Haufigkeit absolute relative
Héaufigkeit Haufigkeit
0 1 1,6 % 1 1,6 %
1 3 4,7 % 4 6,3 %
2 2 3,1 % 6 9,4 %
3 5 7,8 % 11 172 %
4 3 4,7 % 14 21,9 %
5 8 12,5 % 22 34,4 %
6 7 10,9 % 29 45,3 %
7 9 14,1 % 38 59,4 %
8 11 17,2 % 49 76,6 %
9 5 7.8 % 54 84,4 %
10 6 94 % 60 93,8 %
11 1 1,6 % 61 95,3 %
12 3 4,7 % 64 100,0 %

Aus der kumulierten relativen Haufigkeit kann nun schén abgelesen werden, dass beispielsweise weniger
als die Héalfte der SchiilerInnen unter 6 Punkte erreicht haben, und somit den Test nicht bestanden

haben, oder etwa ein Viertel der SchiilerInnen im oberen Drittel liegt.

Solche Anteilsangaben sind sehr gebrduchliche und handliche Methoden bei der Beschreibung von
Daten. Aussagen mittels Prozentsétzen finden sich auf nahezu jeder Seite einer Tageszeitung. Doch

auch sie kénnen irrefithrend und manipulierend oder schlicht und ergreifend falsch verwendet werden.

e So war beispielsweise in einer Osterreichischen Tageszeitung unter dem Titel ,Geschenke werden
immer hiufiger weiterverkauft” der Untertitel , Jeder Vierte unzufrieden mit Weihnachtspréisen-

ten” zu lesen. Im Artikel selbst hiefs es dann jedoch ,Vier von zehn Beschenkten sind zumindest
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mit einem der dieses Jahr erhaltenen Weihnachtspriisenten unzufrieden.”*® Wie viele Menschen
sind nun tatsichlich unzufrieden? Jeder Vierte wiirde bedeuten 25 von 100 Befragten, das heifst
25 Prozent, wohingegen vier von zehn 40 Prozent heifit (vgl. QUATEMBER, 2015, S.8).

¢ Ein weiteres Beispiel zur falschen Verwendung von Prozentangaben ebenfalls zum Thema Weih-
nachtsgeschenke findet sich in einer anderen Gsterreichischen Tageszeitung. Angeblich fand hier
ein Meinungsforschungsinstitut heraus, dass sich die Ausgaben fiir Weihnachtsgeschenke der Os-
terreicherInnen im Jahr 1998 folgendermafien aufteilen: 48 Prozent fiir Bekleidung, 41 Prozent
fiir Kinderspielzeug, dann kommen Schmuck und Sportartikel, 15 Prozent fiir Elektronik und
12 Prozent fiir Lebensmittel.® Offensichtlich ergibt dies in Summe mehr als 100 Prozent, was

mathematisch nicht moglich ist (ebenda, S.16).

Die eben erwdhnten Beispiele beziehen sich auf falsche Prozentangaben. Ebenso kénnen aber auch

mathematisch korrekte Prozentangaben irrefithrend verwendet werden.

So haben sie beispielsweise keinen Sinn, wenn die zugehdrige Bezugsgrofe nicht angegeben ist. Anhand

folgender Beispiele wird dies schnell deutlich.

e Ein Parteivorsitzender der FDP®Y gab nach einer Wahl begeistert folgendes Statement ab: ,Wir
haben den Anteil unserer weiblichen Abgeordneten um 50 Prozent erhoht!”
Was zunéchst durchaus beeindruckend klingt, wird bei ndherer Betrachtung relativiert. In abso-
luten Zahlen erhohte sich der Frauenanteil ndmlich blof von vier auf sechs Frauen (vgl. KRAMER,
2011, S.59).
Hier dréngt sich natiirlich sofort die Frage auf, von wie vielen Abgeordneten insgesamt die Rede
ist. Es macht ndmlich durchaus einen Unterschied fiir den Wert der Aussage, ob sechs von zehn

oder von hundert Abgeordneten Frauen sind. Leider wird das in der Literatur nicht erwéhnt.

e Folgende Unfallstatistik, siche Abbildung 22, wurde in einer oberdsterreichischen Tageszeitung®!
publiziert,.
Laut Grafik sind in dieser Kalenderwoche also elf Prozent der t&dlichen Verkehrsunfélle durch
Geisterfahrer verursacht worden. Dies klingt wirklich erschreckend, da es den Eindruck vermittelt,
dass auf Oberosterreichs Strafien viele Geisterfahrer fahren, die sich selbst und andere gefihrden.
Die dahintersteckenden absoluten Zahlen schwichen diesen Eindruck wieder ab. In der entspre-
chenden Kalenderwoche gab es insgesamt neun tddliche Verkehrsunfille, von denen ein einziger

durch einen Geisterfahrer verursacht wurde (vgl. QUATEMBER, 2015, S.24).

Bei beiden Beispielen sind die Aussagen zwar korrekt, jedoch haben sie ohne Angabe von absolu-
ten Zahlen oder Bezugsgrofen eine vollig andere Wirkung. Dieses Problem findet sich vor allem bei
kleinen Grundgesamtheiten wieder. Hier wére es oft sinnvoller absolute anstatt relativer Haufigkei-
ten anzugeben, da schon kleine absolute Verdnderungen grofie relative Veréinderungen bedeuten. Das
heifst, sich die Frage ,)Prozent wovon?” zu stellen, kann viele erste Eindriicke relativieren und ist daher
unumginglich (vgl. BosBAcH/KORFF, 2011, S.85).

48Der Standard. 27.12.2013. S.9

49Kronen Zeitung. 13.12.1998. S.25

50Freie Demokratische Partei

51Oberdsterreichische Nachrichten. 31.10.2006. S.25
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Hauptunfallursachen dertédlichen
Verkehrsunfalle
43. Kalenderwoche 2006

MW nichtangepasste Geschwindigkeit
m Ubermiidung

m Unachtsamkeit/Ablenkung

m Geisterfahrer

m unbekannte Ursachen

m Wildunfall

Abbildung 22: Unfallstatistik

In diesem Zusammenhang noch interessant ist die Unterscheidung von Prozenten und Prozentpunkten,
vor allem im Hinblick auf politische Wahlen (vgl. QUATEMBER, 2015, S.30f.).
Dazu werden mit folgender Tabelle die Ergebnisse der Landtagswahl in der Steiermark im Jahr 2015

im Vergleich zu jenen aus 2010 betrachtet.

Partei ‘ Stimmen 2015 (in %) ‘ Stimmen 2010 (in %) ‘
SPO 29,29 38,26
Oovp 28,45 37,19
FPO 26,76 10,66
Griine 6,68 5,55 P2
KPO 4,22 4,41
Neos 2,64 -
Team Stronach 1,74 -
Sonstige 0,22 3,94

Dazu hief es in einer Gsterreichischen Tageszeitung?®®: , Die SPO kam auf 29,19 Prozent, was ein Minus
von 9,24 Prozent bedeutete, die OVP rettete knapp den zweiten Platz mit 28,54 Prozent (minus 8,60
Prozent), die FPO schnellte von 10,66 Prozent auf 27,13 Prozent hoch. Etwas zulegen konnten auch die
Griinen auf 6,42 Prozent — ein Plus von 1,16 Prozentpunkten. Die KPO kommt auf 4,18 Prozent (minus
0,22 Prozent) und wird damit erneut in den Landtag einziehen.” Tatschlich ist also die SPO von 38,26
Prozent auf 29,29 Prozent der Stimmen gefallen. Um dieses ,,Fallen”; also das Minus, zu beschreiben,

hat man nun zwei Moglichkeiten. Einerseits kann man es als Verlust in Prozent basierend auf dem

29,29-38,26

prozentualen Ergebnis der letzten Wahl angeben, woraus folgende Rechnung resultiert: 3596

527ahlen entnommen aus: Das Land Steiermark.
https://egov.stmk.gv.at/wahlen/LT2015/LT2015 60000.html
Stand: 02.06.2015
53Der Standard. 01.06.2015. vorliufiges Ergebnis (Zahlen stimmen nicht exakt mit jenen aus der Tabelle iiberein)
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Abbildung 23: Preisentwicklung zweier Waren

100 = —23,44 Prozent. Das heifit, die SPO hat nicht 9,24 Prozent verloren, sondern ganze 23,44
Prozent ihrer Wihler. Ebenso hat die OVP nicht blok 8,6 Prozent ihrer Wihler verloren, sondern
ganze 23,5 Prozent. Am Deutlichsten macht sich diese korrekte Ausdrucksweise bei den Ergebnissen
der FPO. Diese hat niimlich sage und schreibe um 151,03 Prozent mehr erhalten als bei der letzten
Wahl, und nicht ,nur” 16,1 Prozent gewonnen. Die Begriindung liegt darin, dass es sich hier ja um
,Prozent von Prozent” handelt, das heift bezogen auf die SPO geht es um 9,24 Prozent von 38,26
Prozent. Dieses Detail wird in den Medien (siehe Zitat) hdufig unterschlagen. Die zweite Moglichkeit
besteht darin, die Unterschiede, also die Prozentanteile, in Prozentpunkten anzugeben, wie es oben

korrekterweise bei den Griinen gemacht wurde.

Aber nicht nur ohne Bezugsgrdise kann es hier zu Tduschungen kommen, sondern auch die Wahl der
Bezugsgrofe spielt eine grofe Rolle. Verkauft beispielsweise ein Handler ein Produkt, das er um 5 Euro
eingekauft hat, um 10 Euro weiter, so konnte man sich als Kunde beschweren und sagen, dass dies einen
Aufschlag von ganzen 100 Prozent bedeutet. Der Héndler jedoch wird entgegnen, dass ein Verdienst
von 50 Prozent nicht zu viel ist. Wer hat Recht? Richtig sind beide Aussagen, denn das Entscheidende
ist die Bezugsgrofie beziehungsweise die Grundgesamtheit, auf die man sich bezieht. Ein und dieselbe
Sache kann, je nachdem womit man sie vergleicht, vollig unterschiedlich erscheinen (vgl. KRAMER,
2011, S.29).

Dies wird auch mittels folgenden Beispiels klar.

e Der Preis einer Ware A hat sich innerhalb von drei Jahren verdoppelt, wohingegen der Preis einer
Ware B auf die Hilfte gesunken ist. Die Regierungs- und die Oppositionspartei verdffentlichen
dazu zwei unterschiedliche Grafiken, siche Abbildung 23.

Welche Grafik ist hier korrekt? Sie sagen ja beide offensichtlich etwas anderes aus und vermitteln
ein vollig anderes Bild. Keine der beiden Abbildungen ist jedoch falsch. Der einzige Unterschied
liegt hier in der Bezugsgrofse. In der linken Darstellung werden die Preise vom Jahr 1982 als
Bezugsgrofe gewéhlt, weshalb richtigerweise der Preis fiir die Ware A von 100% auf 200% steigt
und jener fiir die Ware B von 100% auf 50% sinkt. Man kann daraus also schliefen, dass die
Preise im Mittel gestiegen sind. Bei der rechten Darstellung wiederum gelten die Preise von 1985
als Bezugsgrofe. Ist der Preis fiir die Ware A verdoppelt worden, so betrug dieser im Jahr 1982
50% vom Preis von 1985. Fiir die Ware B gilt analog, dass der Preis im Jahr 1982 200% vom
Preis von 1985 ausmachte. Somit kann korrekt daraus geschlossen werden, dass die Preise gefallen

sind. Je nachdem welchen Eindruck man erwecken mdéchte, wahlt man die rechte oder die linke
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Abbildung (vgl. REICHEL, 1987, S.21).

Zur Reduktion der Datenmengen trigt weiter eine Klasseneinteilung bei. Dazu werden mehrere Merk-
malsausprigungen zusammengefasst, sodass die Darstellung der Daten zwar weniger genau, aber hin-
reichend informativ ist. Denn mit wachsender Zahl an Merkmalsausprigungen erhéht sich auch die
Gefahr, dass der Informationsgehalt sinkt. Natiirlich wird die Frage aufgeworfen, was im Einzelnen
Hhinreichend” ist. W&hlt man zu viele Klassen, so zeigt sich der Effekt der Datenreduktion nicht,
wohingegen bei zu wenigen Klassen zu viel an Information verloren geht. Im Allgemeinen hingt die
Klassenanzahl von der Anzahl der Merkmalstriger, vom konkreten Merkmal und von der Anzahl der
Merkmalsauspragungen, sowie vom Verwendungszweck und der Darstellung der Daten ab. Eine Faust-
regel dazu besagt, dass die Anzahl der Klassen = /n sein soll (vgl. BUCHTER/HENN, 2005, S.33).

Um mit grofen Datenmengen umzugehen, sind aufserdem bestimmte Kennwerte hilfreich. Diese kon-
nen grob in zwei Kategorien unterteilt werden. Das sind einerseits die Mittelwerte und andererseits
die Streuungsmafie. Mittelwerte beschreiben den Durchschnitt, die Mitte oder den Schwerpunkt ei-
ner Verteilung. Sie kénnen somit als besonders typische Werte beschrieben werden. Dagegen machen
Streuungsmafte Aussage dariiber, wie breit ein Merkmal gestreut ist (vgl. BUCHTER/HENN, 2005,
S.50).

6.2.2 Mittelwerte

Wie eben erwidhnt konnen Mittelwerte den Schwerpunkt einer Stichprobe, den mittleren Wert, der
angenommen wird, oder den Wert, der am h#ufigsten vorkommt beschreiben. Welcher Mittelwert bei
einer bestimmten Untersuchung anzuwenden ist, hdngt von der Art des Merkmals und vom konkreten
Erkenntnisinteresse ab.

Liegt ein nominal skaliertes Merkmal vor, wie beispielsweise die Marken der verkauften Mobiltelefone,

so kann nur die Anzahl der verschiedenen Merkmalsausprigungen gezihlt und ausgewertet werden.
Ein typischer Wert hier ist der Modus.

Definition: Modalwert
Gegeben sei eine Stichprobe vom Umfang n. Ein Datum x; heifft Modalwert (oder Modus) der Stich-
probe, wenn gilt: H, (z;) > H,(z;) fiir alle 1 < j <n.

Beispiel 2
Bei der Erhebung der Farben von 20 vorbeifahrenden Autos ergab sich folgende Datenreihe: {blau,
blau, blau, blau, blau, gelb, grau, grau, grau, griin, griin, rot, rot, rot, schwarz, schwarz, schwarz,

schwarz, schwarz, schwarz} = Modus: schwarz.

Der Modus ist also jene Merkmalsausprigung mit der héchsten absoluten und damit auch relativen
Héaufigkeit, also jener Wert, der am haufigsten auftritt. Dieser ldsst sich fiir Merkmale aller Art im
Allgemeinen bestimmen. Kommt aber beispielsweise jeder Wert nur einmal vor, so gibt es gar keinen
Modus.
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Handelt es sich bei einem untersuchten Merkmal um ein ordinal skaliertes, so kénnen die Werte, wie
oben erwdhnt, in eine bestimmte Reihenfolge gebracht werden, weshalb sich dann, genauso wie bei
quantitativen Merkmalen, auch hier ein mittlerer Wert bestimmen 14sst.

Jener Wert, der genau in der Mitte einer Datenreihe liegt, heifit Median.

Definition: Median

Sei x4, ..., o, eine geordnete Stichprobe. Der Median (oder Zentralwert) T ist dann definiert als

® T, wenn n ungerade ist, bzw.
2

e xzoder zzii,wenn n gerade ist.

In der Definition wird schon die erste Schwierigkeit ersichtlich, ndmlich was passiert, wenn die Anzahl
der Elemente in der Stichprobe gerade ist. Hier ist keine Eindeutigkeit gegeben.

In anderen Definitionen findet man hiufig die Formulierung % “(r2 + xnyq) fiir den Fall, dass n
gerade ist. Bei quantitativen Merkmalen ist dies natiirlich moglich und auch vorteilhafter, da die
Eindeutigkeit so wieder hergestellt ist, und der Wert auch einen Sinn ergibt. Handelt es sich jedoch
um ein ordinal skaliertes Merkmal, wie beispielsweise die hochste abgeschlossene Schulbildung (,0"=
kein Schulabschluss, ,,1”= allgemeinbildende Pflichtschule, ,2”= Lehre, ,3"= berufsbildende mittlere
Schule, etc.), so kann es passieren, dass fiir ,,n gerade” zwei unterschiedliche Merkmalsausprigungen
in der Mitte liegen. In diesem Fall ergibt der Median mit dieser Definition dann keinen Sinn, da dem
Mittel zwischen ,,Lehre” und ,berufsbildende mittlere Schule” beispielsweise keine inhaltliche Bedeutung
zukommt (vgl. BUCHTER/HENN, 2005, S.52).

Beispiel 3

Die Studiendauer von 20 zufillig ausgewdhlten StudentInnen desselben Studiengangs ergibt folgende
geordnete Datenreihe: {6, 7,7, 8, 8,8,9,9,9,9,9, 10, 10, 10, 11, 11, 11, 11, 14, 16}

Der Stichprobenumfang ist hier zwar gerade, jedoch ist sowohl der zehnte also auch der elfte Wert 9

und somit ist der Median 9.

Der Median hat die Eigenschaft, die Datenreihe in zwei gleich grofse Hélften zu teilen. Dadurch ist er
auch unempfindlich gegeniiber Ausreiffer. Bei einer ungeraden Anzahl an Daten wird der Median auch
immer tatsichlich angenommen. Betrachtet man eine Datenreihe mit gerader Anzahl an Elementen,
so héngt dies von der Definition ab. Bei der oben formulierten wird auch in diesem Fall der Median in
der Reihe der Daten angenommen. Wird jedoch die zweite Formulierung verwendet, kann es passieren,

dass der Median nicht in den Daten vorkommt.

Die beiden eben erwidhnten Kennzahlen eignen sich fiir den Umgang mit nominalen beziehungsweise
ordinalen Merkmalen.
Natiirlich lassen sich Modus und Median auch fiir quantitative Merkmale bestimmen. Das Spektrum

flir diese Merkmale ist sogar noch grofser, wie anhand folgender Mittelwerte zu sehen ist.

Bei vielen Erhebungen ist der durchschnittliche Wert, der sich durch Division der Summe der Daten
durch ihre Anzahl ergibt, von Bedeutung. Dieser wird als arithmetisches Mittel bezeichnet. Im Alltag
ist die Verwendung dieses Mittelwertes so geldufig, das im Allgemeinen immer an das arithmetische

Mittel gedacht wird, wenn von einem Mittelwert die Rede ist.
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Definition: arithmetisches Mittel

In einer Stichprobe vom Umfang n seien 1, ..., x,, die erhobenen Merkmalsausprigungen eines quan-
n

titatives Merkmals. Dann heifit z := 1 - 3" x; arithmetisches Mittel der Stichprobe.
i=1

Beispiel 4

Im Rahmen einer Umfrage wurden 21 SchiilerInnen nach ihrem woéchentlichen aufserschulischen Auf-
wand in Stunden fiir das Fach Mathematik gefragt. Daraus ergab sich folgende Datenreihe: {1, 3, 3,
3,4,4,4,4,5,5,5,5/5,5,5,6,6,7, 7, 7, 9}. Der durchschnittliche wiochentliche Aufwand der
SchiilerInnen betrigt somit 4,904..., also rund 5, Stunden.

Aus der Definition geht hervor, dass das arithmetische Mittel nicht unbedingt auch in den Daten
auftreten muss. Verdndert sich ein Wert in der Datenreihe, so verdndert sich auch das arithmetische
Mittel. Um das arithmetische Mittel zu bestimmen, miissen auferdem nicht alle einzelnen Merkmals-
auspragungen bekannt sein. Es reicht die Summe der Daten und die Stichprobengrdfse zu kennen, um
Aussagen iiber das arithmetische Mittel zu machen. Dies ist in der Praxis oft vorteilhaft, falls man kei-
nen Zugriff auf Einzeldaten hat, jedoch die Summe kennt. Der durchschnittliche Konsum von einzelnen

Waren wird beispielsweise so berechnet.

Man konnte das arithmetische Mittel auch als Schwerpunkt der Datenreihe bezeichnen. Das heifst, die
Summe der Absténde des arithmetischen Mittels zu den links vom ihm gelegenen Daten ist genauso

grof wie die Summe der Absténde zu den rechts von ihm gelegenen Daten, oder anders ausgedriickt
n

S (zi — %) = 0.

i=1
Des Weiteren besitzt das arithmetische Mittel eine Minimalititseigenschaft:

Fiir ein quantitatives Merkmal sei die Stichprobe z1, ..., x} mit arithmetischen Mittel = gegeben. Die

k

Summe > (z; — ¢)? der quadratischen Abweichungen der z; von einem gegebenen Wert ¢ € R wird
i=1

genau dann minimal, wenn ¢ = 7 ist.

Fiir Daten, die nicht additiv, sondern multiplikativ miteinander verkniipft sind, wird eine andere Form

der Mittelwertbildung bendtigt, ndmlich das geometrische Mittel.

Definition: geometrisches Mittel

Fiir ein quantitatives Merkmal, das auf einer Verhéltnisskala gemessen wurde, sei die Datenreihe

n
X1, ooy Ty mit x; > 0 fiir ¢ = 1, ..., n gegeben. Dann heiflt 7/ [] x; das geometrische Mittel der
i=1

Datenreihe.

Beispiel 5

Eine Bank wirbt Kunden mit dem Angebot eines Festgeldkontos iiber fiinf Jahre. Dabei erhalt der
Kunde nach einer einmaligen Einlage von mindestens 10 000 Euro im ersten Jahr 2 % Zinsen, im
zweiten Jahr 4 %, im dritten 6 %, im vierten 8 % und schliefslich im fiinften Jahr 10 % Zinsen. Wie
hoch ist der durchschnittliche jahrliche Zinssatz?

z=+1,02-1,04-1,06-1,08 - 1,10 = ¥/1,3358 = 1,0596

Der durchschnittliche jahrliche Zinssatz betragt somit 5,96 %.

Wie beim arithmetischen Mittel gilt auch hier, dass sich der Wert dndert, sobald sich ein Wert aus der

Datenreihe dndert.
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Seinen Namen hat das geometrische Mittel von folgender Interpretation.

Hat man eine Datenreihe mit zwei Werten a und b gegeben, so kénnen diese als Seiten eines Rechtecks
gesehen werden, die so gemittelt werden sollen, dass man ein Quadrat mit gleichem Flicheninhalt
erhilt. Logischerweise ist die Seitenlinge des Quadrats dann v/a - b, und somit das geometrische Mittel
der zwei Daten. Bei drei Daten a, b und ¢ fasst man diese als Kantenldngen eines Quaders auf und
sucht die Kantenlinge eines Wiirfels mit gleichem Volumen, welche sich somit als V/a-b- ¢ ergibt.
Dies kann auf n Daten verallgemeinert werden, indem die Daten z1, ..., x,, als Kantenldngen eines
n-dimensionalen Quaders gesehen werden, die zur Kantenldnge eines n-dimensionalen Wiirfels mit

gleichem n-dimensionalen Rauminhalt gemittelt werden sollen.
Ein weiterer oft verwendeter Mittelwert ist das harmonische Mittel.

Definition: harmonisches Mittel

Fiir ein quantitatives Merkmal, das auf einer Verhiltnisskala gemessen wurde, sei die Datenreihe

n

X1, ey Ty mit z; > 0 fiir 1 < 4 < n gegeben. Dann heifst das harmonische Mittel der Datenreihe.

M=

1
=
i=1 "

Wie aus der Definition zu sehen ist, ist das harmonische Mittel der Kehrwert des arithmetischen Mit-
tels der Kehrwerte. Anwendung findet es typischerweise bei der Mittelung von Geschwindigkeiten auf
vorgegebenen Wegstrecken, oder bei der Mittelung von Preisen, die sich auf vorgegebene Ausgaben-

summen beziehen.

Beispiel 6

Ein Mann fahrt mit seinem PKW eine Strecke von 300 Kilometern. Auf den ersten 100 km f&hrt er 95
km/h, auf den zweiten 100 km fahrt er 110 km/h und auf den letzten 100 km f&hrt er 80 km /h.

Die Durchschnittsgeschwindigkeit ist nun nicht 95 km /h, was sich aus dem arithmetischen Mittel erge-

ben wiirde, sondern ldsst sich mit dem harmonischen Mittel berechnen, und betréigt somit too—3o-Tor =
95 110 80
ﬁ = 93,4 km/h. Das arithmetische Mittel ist deshalb hier nicht passend, weil er fiir die ein-
95 110 ' 80

zelnen Strecken unterschiedlich viel Zeit ben6tigt, und da sich die Durchschnittsgeschwindigkeit immer

auf die Zeit bezieht, muss dies miteinberechnet werden. Wiare die Angabe so gegeben, dass er in der
ersten Stunde 95 km /h, in der zweiten Stunde 110 km/h und in der dritten Stunde 80 km/h fahrt, so

wére seine Durchschnittsgeschwindigkeit in den drei Stunden 95 km/h, also das arithmetische Mittel.

Der Modus, der Median und das arithmetische Mittel sind aufferdem sogenannte Lagemafe, da sie
Auskunft iiber die Lage der Daten am Zahlenstrahl geben. Sie sind die geldufigsten Lagemafe und
beziehen sich alle auf die Mitte. Das ist auch durchaus nicht verwunderlich, ist der Alltag doch gepragt
von Durchschnittsnormen. Jedoch gibt es noch andere Lagemafie, die ebenso interessant sein kdnnen.
Folgendes Beispiel soll das demonstrieren: Fiir einen Lesetest, der die SchiilerInnen einer Schulstufe
testet, soll die dafiir bendtigte Zeit zur Beantwortung der Fragen mithilfe einer Stichprobe ermittelt
werden. Wiirde man von den dadurch gewonnenen Bearbeitungszeiten das arithmetische Mittel bilden,
wiirde ungefdhr die Hélfte der SchiilerInnen iiber dieser Zeit liegen. Da dies zu vielen die Chance auf ein
gutes Abschneiden nimmt, muss ein anderer Wert gefunden werden. Der Median wiirde die Stichprobe
in zwei gleichgrofie Gruppen teilen, weshalb er ebenso unbrauchbar ist. Jedoch kann man sich an ihm
orientieren. Genauso wie der Median zwei Gruppen bildet, méchte man nun diejenigen Werte finden,
die die SchiilerInnen beispielsweise in Fiinftel einteilen. Das heifit es ist ein Maf gesucht, das die

Stichprobe in die zwei Gruppen (p, 1-p) teilt. Dieses Maf nennt man p-Quantile.

93



Definition: p-Quantile

Fiir ein ordinal skaliertes Merkmal sei die geordnete Datenreihe x4, ..., x,, gegeben. Dann heifst fiir
p € [0; 1] ein Wert zp, fiir den > h,(z) > pund > h,(z) > 1—p gilt, ein p-Quantil der Datenreihe.
<z} T>x)

Das heifit, die kumulierte relative H&ufigkeit der Daten, die hochstens so grof wie z, sind, muss
mindestens p sein beziehungsweise umgekehrt muss die kumulierte relative Hiufigkeit der Daten, die

mindestens so groft wie x, sind, mindestens 1 — p sein. Rechnerisch ergibt sich das p-Quantil durch

Zn-p]+1 fiir n - p nicht ganzzahlig

3 (Tnp + Tnpp1)  fiir n-p ganzzahlig

Liegt beispielsweise eine geordnete Datenreihe vom Umfang n = 12 vor und ist p = 25%, dann ist
n-p=12-0,25 = 3 ganzzahlig und nach obiger Formel ist somit x5 = % - (3 + x4). Andererseits

muss fiir o 25 nach Definition gelten, dass > hiz(z) > 0,25 =% und Y hiz(z) > 0,75 = 5
*<xo,25 T>To,25
ist, das heifit, es miissen mindestens drei Daten kleiner gleich als ¢ 25 sein und gleichzeitig mindestens

neun Daten grofer gleich als x¢ 25 sein. Da die Datenreihe geordnet ist, muss das 0,25-Quantil somit
zwischen dem dritten und vierten Datum liegen, was auch jenem Wert entspricht, der sich aus obiger
Formel ergibt.

Beispiel 7

Die erreichten Punkte von 15 SchiilerInnen bei einem Test mit hochsten 12 Punkten sind durch folgende
Datenreihe gegeben: {2, 2, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 8, 8, 8, 8,9, 11, 11}

Wie viele Punkte haben 75 % der SchiilerInnen mindestens erreicht? Da man wissen mochte, wie viele
Punkte diese mindestens erreicht haben, ist hier nicht das 0,75-Quantil zu berechnen, sondern das
0,25-Quantil. Da 0, 25 - 15 nicht ganzzahlig ist, ergibt sich z0 25 = Z|0,25.1541 = 24. Das heift der Wert
x4 = 5 ist das 0,25-Quantil und 75 % der SchiilerInnen haben mindestens 5 Punkte erreicht.

In der Praxis besonders interessant ist die Viertelung einer Datenreihe, weshalb diese Quantile auch
eigene Bezeichnungen haben. So heifst das 0,25-Quantil auch 1. Quartil, das 0,5-Quantil, also der
Median, auch 2. Quartil und das 0,75-Quantil auch 3. Quartil. Als 0-Quantil wird das Minimum der
Datenreihe bezeichnet und analog dazu das 1-Quantil als Maximum (vgl. BUCHTER/HENN, 2005,
S.501f.).

Wie schon erwdhnt muss der verwendete Mittelwert der vorliegenden Situation entsprechen. In der
Praxis ist das arithmetische Mittel wohl der am hiufigsten verwendete. Nicht immer ist es aber auch
der passendste, wie folgende Beispiele zeigen.

Schulnoten werden beispielsweise hidufig wie quantitative Merkmale behandelt, weshalb auch der Durch-
schnittswert meist mit dem arithmetischen Mittel gebildet wird. Dies ist jedoch falsch, da Schulnoten
ordinal skalierte Merkmale sind, weshalb das arithmetische Mittel nicht in Frage kommt. Will man
einen Mittelwert angeben, so bietet sich hier der Median an.

Aufserdem muss beim arithmetischen Mittel miteinbezogen werden, dass es sehr empfindlich gegeniiber

Ausreifiern ist. Das heifit, einzelne vergleichsweise hohe beziehungsweise niedrige Werte beeinflussen
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das arithmetische Mittel sehr stark. Haben beispielsweise in einem Betrieb vier von fiinf Arbeitnehme-
rInnen ein Bruttoeinkommen von 15 000 Euro pro Jahr und ein Arbeitnehmer ein Bruttoeinkommen
von 110 000 Euro pro Jahr, so ergibt sich ein Durchschnittseinkommen von 34 000 Euro pro Jahr.
Dieser Wert reprisentiert aber nicht wirklich das mittlere Einkommen der ArbeitnehmerInnen. Ex-
tremwerte verzerren hier sehr stark. In solchen Fillen kann man nun entweder Ausreifer unter den
Tisch fallen lassen und nicht miteinbeziehen oder man verwendet den Median, der in diesem Fall 15
000 Euro betragen wiirde. Auch der Modus wére hier ein passender Mittelwert.

Speziell bei Einkommensvergleichen oder aber beispielsweise auch bei Preisvergleichen ist die Angabe
des Medians der bessere Weg, denn dieser erfiillt, was man sich von einem guten Mittelwert wiinscht,
namlich dass die Hilfe aller Werte darunter und die Halfte aller Werte dariiber liegen (vgl. KUTTING,
1994, S.98f.).

Im Schulbuch ,Das ist Mathematik 4” aus 2006 werden der kritischen Gegeniiberstellung verschiedener
Mittelwerte drei Seiten gewidmet. Dabei wird genau auf die eben erwdhnte Problematik eingegan-
gen, ndmlich wie die Verwendung unterschiedlicher Mittelwerte zu unterschiedlichen Aussagen fiihrt.
Anhand folgendem Beispiel (REICHEL et al., 2006, S.129) wird dies erldutert:

In je fiinf (zufillig gewéhlten) Geschiften in Wien, Innsbruck, Graz und Linz sind (an einem
bestimmten Tag) die folgenden Preise in € fiir 1 kg ausgelste Schweinsschulter erhoben worden:
Wien: 5,40 6,80 5,70 5,70 5,90
Innsbruck: 6,70 6,70 5,50 5,20 5,40
Graz: 6,60 5,70 5,50 6,60 5,60
Linz: 5,60 6,10 5,80 5,80 5,70
Reihe die Stadte
1) nach dem Zentralwert,
2) nach dem Modalwert,
3) nach dem arithmetischen Mittel!
Lésung: von der teuersten zur billigsten Stadt:
1) Linz - Wien/Graz - Innsbruck
2) Innsbruck - Graz - Linz - Wien
3) Graz - Wien/Innsbruck - Linz

Dieses Ergebnis soll nun diskutiert werden. Danach finden sich noch weitere Beispiele dazu. In der
neueren Auflage des Schulbuches ,,Das ist Mathematik 4” aus 2012 wird darauf nicht mehr ganz so
ausfiihrlich eingegangen. Zwar wird auch hier die Auswahl des richtigen Mittelwertes betont, jedoch
der kritischen Betrachtung nicht mehr so viel Aufmerksamkeit geschenkt (vgl. REICHEL et al., 2012,
S.137f.).

6.2.3 Streuungsmalfie

Die eben besprochenen Mittelwerte sind bei statistischen Analysen meist im Vordergrund, obwohl sie
mit Ausnahme der p-Quantile nur Auskunft {iber die ,Mitte” der Daten geben. Ein Beispiel dazu
soll die Problematik daran verdeutlichen: Im Rahmen von Schulleistungsuntersuchungen haben die
SchiilerInnen zweier Lander im Durchschnitt den gleichen Testwert erzielt. Was sagt das nun iiber das
Schulsystem der Lander aus? Sind diese gleich gut? Anhand des Durchschnittswerts kann das eigentlich
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nicht ausgemacht werden, denn es kann sowohl sein, dass alle SchiilerInnen in der Nihe des Mittelwerts
liegen, als auch, dass es sehr viele sehr gute und sehr viele sehr schlechte SchiilerInnen gibt. Das heifst,

die Streuung muss unbedingt miteinbezogen werden, wie auch an folgendem Beispiel ersichtlich wird.

Beispiel 8

Uber das Jahr gerechnet hat es in Plymouth in England eine mittlere Lufttemperatur von 13,6 °Celsius,
was fast jenem Wert von Minneapolis in den USA entspricht, welcher bei 12,5 “Celsius liegt. Dennoch
kann das Klima in diesem Stiddten wohl kaum miteinander verglichen werden. Denn wihrend es in
Plymouth im kiltesten Monat, dem Februar, durchschnittlich immer noch 8°C hat, hat es Minneapolis
im kiltesten Monat, dem Januar, im Mittel -6,3 °C. Der Durchschnitt iiber die minimalsten Tempera-
turen liegt hier sogar bei nur noch -16,2°C, was im Vergleich zu Plymouth mit immer noch 3,5°C recht
wenig ist. Genauso verhilt es sich mit den Hochsttemperaturen. Im warmsten Monat von Plymouth,
dem August, hat es im Mittel 19,0 °C, wohingegen es in Minneapolis im Juli durchschnittlich 28,9 °C
hat.

Das Klima ist in den beiden Stiddten also nicht dhnlich, die Durchschnittstemperatur jedoch schon
(vgl. KRAMER, 2011, S.68).

Das Beispiel zeigt, dass das arithmetische Mittel oder auch ein anderer Mittelwert allein nicht ausrei-
chen, um etwas iiber die Verteilung von Daten auszusagen. Tatsdchlich informativ ist dieses nur mit

Angabe der Streuung. Diejenigen Mafe, die diese erfassen, nennt man Streuungsmafe.

Eine naheliegende Moglichkeit die Streuung zu bestimmen, ist die Berechnung der Differenz des kleins-

ten und des grofiten Werts der Datenreihe, die Spannweite genannt wird.

Definition: Spannweite
Fiir ein quantitatives Merkmal sei die Datenreihe z1, ..., x,, gegeben. Dann heift max {xl}—lgug {z;}
<i<n <i<n

die Spannweite der Datenreihe.

Am einfachsten lisst sich diese somit berechnen, wenn die Datenreihe geordnet vorliegt, denn dann
ergibt sie sich als Differenz x,, — x1. Dadurch féllt noch deutlicher auf, dass die Spannweite sehr wenig
Information {iber die vorliegenden Daten hergibt, da sie nur durch die beiden Extremwerte festgelegt

ist, und alle anderen Werte vernachléssigt werden.

Beispiel 9a
Eine Umfrage zum téglichen Fernsehkonsum unter 15 Jugendlichen in Stunden ergab folgende Daten-
reihe {0, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6, 8}. Die Spannweite ist somit 8 — 0 = 8.

Eine schon etwas genauere Information iiber die Streuung der Daten liefert die Berechnung der mitt-

leren absoluten Abweichung vom Median.

Definition: mittlere absolute Abweichung vom Median

Fiir ein quantitatives Merkmal sei die Datenreihe z1, ..., x, mit Median & gegeben. Dann heifst
n

LS | oy — & | die mittlere absolute Abweichung vom Median.
n

i=1
Die Idee, die hinter dieser Art der Streuungsberechnung steckt, ist, alle Abstdnde zu einem gegebe-
nen Punkt zu addieren und durch den Stichprobenumfang zu dividieren, um eine Vergleichbarkeit zu

ermoglichen.
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Beispiel 9b
Hier wird von der Datenreihe aus Beispiel 8a ausgegangen. Die mittlere absolute Abweichung vom

15

Median, der in diesem Fall 4 betrigt, ist dann 5 - > |2 —4|= & - (4+3+2+2+1+14+1+0+
i=1

14+14+1+2+42+2+4)=1,8

Dem ganz dhnlich ist ein weiteres, noch bedeutsameres Streuungsmafs, ndmlich die Standardabwei-

chung.

Definition: Varianz und Standardabweichung
Fiir ein quantitatives Merkmal sei die Datenreihe x1, ..., x,, mit arithmetischem Mittel T gegeben.
Dann heift

(x; — 2)? die Varianz und

-

(i) s? ::%-

i=1

(ii) s:= Vs? die Standardabweichung der Datenreihe.

Die Varianz kénnte man somit als arithmetisches Mittel der quadratischen Abweichungen vom arith-
metischen Mittel beschreiben, und die Standardabweichung ergibt sich dann durch einfaches Wurzelzie-
hen. Diese Paramter eignen sich besonders zum Vergleich der Streuung zweier Datenreihen. Diejenige
Datenreihe, die eine grofiere Standardabweichung hat, streut stérker um das arithmetische Mittel. Auf-
grund des Quadrierens der Abweichungen flieken Ausreifier besonders stark in die Streuung ein.

Die Standardabweichung ist wohl das wichtigste und am haufigsten verwendete Mafs fiir die Streuung.
So kommt sie auch im Rahmen von Korrelations- und Regressionsrechnungen und bei der Normalver-

teilung zum Einsatz.

Beispiel 9c¢

Aus der Datenreihe {0, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 6, 6, 6, 8} aus Beispiel 9a soll nun die Varianz und
die Standardabweichung berechnet werden. Dazu wird das arithmetische Mittel bené6tigt, das hier 3,93
ist.

1
s?=L Y (2 —3,93)* =% 66,93 =4,46 und s = /4,46 = 2,11

15 -
=1

ot

Die eben vorgestellten Streuungsmafe geben zwar teilweise schon sehr gute Auskiinfte iiber die Vertei-
lung der Daten, jedoch kann man daraus nicht sofort schliefen, wie viel Prozent der Daten in diesem
Bereich liegen, ausgenommen natiirlich der Spannweite, in der sich definitionsgeméfs 100 % der Daten
befinden.

Um nun zum Beispiel angeben zu konnen, iiber welchen Bereich sich die mittleren 90 % der Daten

verteilen, kann ein Quantilsabstand berechnet werden.

Definition: Quantilsabstand

Fiir ein quantitatives Merkmal sei die Datenreihe 1, ..., x,, gegeben. Dann heifit fiir den Wert p €
[0; 0,5] die Differenz Q1—_, — @, also von (1-p)-Quantil und p-Quantil, der p-Quantilsabstand der
Datenreihe.

Besonders interessant ist hier die Differenz von drittem und ersten Quartil, also Qo 75 — Qo 25, da dies

die Spannweite fiir die mittleren 50 % der Daten angibt. Diese Differenz heifit auch Quartilsabstand.
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Welches Streuungsmaf nun in einer konkreten Situation angewandt werden soll, hingt von der Frage-
stellung und der weiteren Verarbeitung der Daten ab. Wie schon erwdhnt wird die Standardabweichung
am h#ufigsten eingesetzt. In manchen Féllen kann aber auch beispielsweise die Spannweite das geeig-
netere Maf sein (vgl. BUCHTER/HENN, 2005, S.671f.).

Beispiel 9d

Zur Datenreihe aus Beispiel 9a soll die Spannweite der mittleren 60 % angegeben werden, das heifst der
0,2-Quantilsabstand ist gesucht. Da die Datenreihe aus insgesamt 15 Daten besteht, lassen sich Qg2
und Qg schnell ablesen, das ist ndmlich zum einen der dritte Wert und zum anderen der dreizehnte
Wert der Datenreihe. Der 0,2-Quantilsabstand ist somit Qg8 — Qo2 =6 —2 = 4.

6.3 Grafische Darstellungen von Daten

Ein Bild sagt mehr als tausend Worte.

Zu einer empirischen Untersuchung, vor allem zu deren Publikation, gehdrt immer auch eine ange-
messene Darstellung der Daten. Gewonnene Informationen konnen auf diesem Weg ansprechend und
verstdndlich kommuniziert werden und ermdglichen einen schnellen Einblick in die Haufigkeitsvertei-
lung einer Stichprobe. So vermittelt zum Beispiel bei der Erhebung der Entfernung von Wohn- und
Studienort von 20 Studierenden mit Sicherheit die Grafik leichter einen Eindruck iiber die gewonnenen
Daten als nebenstehende Tabelle, siche Abbildung 24 (vgl. EICHLER/VOGEL, 2011, S.20f.).

1 | Entfernung
hay 2 08
2 38
12 4 L 6.1
5 41
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10 7 51
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2 |
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‘ ‘ ‘ ‘ 19 135
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Abbildung 24: Grafik (Histogramm mit acht jeweils vier km breiten Klassen) und Tabelle zur Entfer-
nung von Wohn- und Studienort

Dadurch sind sie aber auch ein méchtiges Werkzeug und werden hiufig fiir manipulative Zwecke miss-
braucht, weshalb ein verantwortungsbewusster und kritischer Umgang mit statistischen Grafiken un-

erlésslich ist. Dies wird sofort anhand folgenden Beispiels deutlich:
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Firma A: Umsatzentwicklung 2010 bis 2014 Firma B: Umsatzsteigerung 2010 bis 2014
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Abbildung 25: Umsatz zweier Firmen

Beispiel 10

Ein Kunde md&chte Aktien kaufen. Es werden ihm die in Abbildung 25 gezeigten Grafiken prisentiert.
In welche der beiden Firmen wird der Kunde wohl investieren? Die erste intuitive Antwort wiire hier
sicherlich Firma B. Moglicherweise iiberraschend ist nun, dass die Grafiken aber auf denselben Werten

basieren:

Jahr Umsatz

2010 | 400 000 000
2011 | 400 010 000
2012 | 400 020 000
2013 | 400 030 000
2014 | 400 040 000

Der einzige Unterschied des Umsatzes der beiden Firmen liegt in dessen grafischer Darstellung. Im
linken Diagramm, also jenes, das sich auf Firma A bezieht, wird der Gesamtumsatz der Firma in den
einzelnen Jahren dargestellt. Die y-Achse startet bei 0 und steigert sich pro Intervall um 50 Millionen.
Durch diese grofen Schritte erscheint es fiir den Betrachter so, als ob praktisch keine Entwicklung
stattgefunden hitte. Mathematisch ist diese Darstellungsform korrekt, jedoch ist sie wenig iiberzeugend
und deshalb auch selten in den Medien zu finden. In der rechten Grafik werden die Umsétze von Firma
B dargestellt, jedoch passiert dies nicht wie bei Firma A in absoluten Zahlen. Stattdessen beschrinkt
man sich auf den j&hrlichen Zuwachs, und zwar immer ausgehend vom Umsatz des Jahres 2010. Der
Fokus auf die Verinderung spiegelt sich auch in der Einteilung der y-Achse wider, welche nun in
Schritten von 5000 wéchst, was verglichen mit den Schritten von 50 Millionen im linken Diagramm
sehr wenig ist. Optisch wirkt dies eindeutig positiver. Hinzu kommt noch die Darstellung der Sdulen als
dreidimensionale Zylinder, wodurch diese dem Betrachter noch zusétzlich méchtiger erscheinen (vgl.
Maass, 2006, S.501f.).

Dieses Beispiel vermittelt einen ersten Eindruck iiber die Auswirkungen grafischer Darstellungsformen.
Bevor ndher auf deren Manipulationsmoglichkeiten eingegangen wird, werden zuerst die wichtigsten

Typen besprochen.
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6.3.1 Urliste, Tabelle

Um Daten weiter aufzubereiten, wird zunéchst von der Urliste ausgegangen. Diese stellt alle ermittelten
Daten =z, ..., ,, oft schon nach gewissen Kriterien gereiht, dar. Meist passiert dies in Form einer
Tabelle:

Urliste

Merkmalstrager ¢ | Merkmalsauspragung x;

1 Ty
2 To
3 T3
4 T4

6.3.2 Siulen-, Balken- und Stabdiagramm

Diese drei Diagrammtypen sind wohl die am hiufigsten verwendeten Darstellungsformen, da sie fiir
jede Art von Merkmal anwendbar sind. Dabei gibt die Hohe der Saulen oder Stibe beziehungsweise
bei Balkendiagrammen die Breite die relative (oder absolute) Haufigkeit der Merkmalsausprégungen
an, welche wiederum auf der anderen Achse aufgetragen werden. Ob relative oder absolute Haufigkeit
verwendet wird, ist meist unwesentlich. Will man jedoch Vergleiche anstellen, so eignen sich dazu
relative Haufigkeiten besser. Handelt es sich um ein qualitatives Merkmal, so kann die Einteilung
auf der Achse der Merkmalsauspriagungen willkiirlich vorgenommen werden und auch die Reihenfolge
spielt meist keine Rolle, jedoch sollten die Abstinde zwischen den Ausprigungen gleich grof gewihlt
werden. Anders ist das meist bei ordinal und metrisch skalierten Merkmalen, bei denen es sich sehr
wohl empfiehlt auf eine richtige Anordnung zu achten. Hier kann es aber auch Ausnahmen geben, da es
beispielsweise oft sinnvoll ist, die Merkmalsauspridgungen entsprechend ihrer relativen oder absoluten

Haufigkeit fallend oder steigend zu ordnen.

Beispiel 10a
Im Rahmen der Gesundheitsbefragung 2006/07 der Statistik Austria wurden Personen im Alter von

15 und mehr Jahren zu ihrem subjektiven Gesundheitszustand befragt®®. Dabei ergab sich folgende
Verteilung:

’ »Wie gut ist Ihre Gesundheit im Allgemeinen?” ‘

’ Sehr gut ‘ Gut ‘ Mittelmakig ‘ Schlecht ‘ Sehr schlecht ‘

| 315% | 381% | 185% | 50% \ 0% |

Die zugehorigen Saulen-, Stab- und Balkendiagramme sind in Abbildung 26 dargestellt.

Verbindet man die oberen Enden eines Stabdiagramms, so erhilt man ein Polygonbild beziehungsweise
ein Liniendiagramm. Diese eignet sich besonders zur Hervorhebung der Verédnderung von Grofien iiber

eine bestimmte Zeitspanne.

54Daten entnommen aus: Statistik Austria.
http://www.statistik.at /web_de/statistiken/gesundheit/gesundheitszustand/
subjektiver gesundheitszustand/index.html
Stand: 12.06.2015
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Abbildung 26: Sdulen-, Stab- und Balkendiagramm zu Beispiel 10a

6.3.3 Kreisdiagramm

Ebenso fiir alle Skalierungsarten von Merkmalen anwendbar ist das Kreisdiagramm. Um eine gute
Ubersicht zu gewihrleisten, ist diese Darstellungsform jedoch eher bei Merkmalen mit wenigen Aus-
pragungen zu empfehlen. Jeder solchen Merkmalsausprigung x; wird dabei ein Kreissektor zugeordnet.
Der zugehorige Mittelpunktswinkel «; kann mittels o; = 360° - h,, (x;) berechnet werden, wobei h,, (x;)

die relative Haufigkeit von x; bezeichnet.

Beispiel 10b

Fiir die Daten aus Beispiel 10a soll nun ein Kreisdiagramm konstruiert werden. Die zugehorigen Mit-
telpunktswinkel fiir das Kreisdiagramm lassen sich mit den gegebenen relativen H&ufigkeiten einfach
berechnen:

OSehr gut = 360 - 0,375 = 135°

agut = 360 - 0,381 = 137,16°

OMittelmigig = 960 - 0,185 = 66, 6°

QSchiecht = 360 - 0,05 = 18°

QSehr schlecht = 360 - 0,01 = 3,6°

Nun kann das Kreisdiagramm gezeichnet werden. In der Praxis ist die Berechnung der Mittelpunkts-
winkel jedoch nicht mehr notwendig, da moderne Technologien, beispielsweise Microsoft Excel, das
Zeichnen der Grafiken iibernehmen, und dafiir Kenntnisse iiber die Haufigkeiten ausreichen. Folgendes

Kreisdiagramm entsteht: siche Abbildung 27.

Das Kreisdiagramm ist aufgrund seiner Form besonders geeignet, um Anteile einer Merkmalsauspré-
gung, also die relative Haufigkeit, in einer Stichprobe darzustellen. Zur besseren Lesbarkeit sind zu-

sdtzliche Prozentangaben vorteilhaft. Manchmal werden noch weitere Angaben zur Datenmenge, wie
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Abbildung 27: Kreisdiagramm zu Beispiel 10b

der Stichprobenumfang, dargestellt.

6.3.4 Histogramm

Um Daten mithilfe eines Histogramms zu présentieren, miissen diese quantitativ sein. Die Merkmals-
auspragungen werden zu Klassen zusammengefasst und deren Haufigkeiten mittels Sdulen dargestellt.
Man konnte es also als ein modifiziertes Sdulendiagramm beschreiben. Vor allem bei Merkmalen mit
einer groflen Anzahl an Merkmalsausprigungen kommt diese Darstellungsart zum Einsatz, da so die
Ubersichtlichkeit verbessert werden kann. Anders als beim Siulendiagramm reprisentiert hier aber
nicht die Hohe, sondern die Fliache die Hiufigkeit einer Klasse. Sind die Klassen gleich breit, so macht
das keinen Unterschied. Wichtig wird dies also erst, wenn Klassen verschiedener Breiten vorliegen. In
diesem Fall ist die Bestimmung der zugehorigen Hohe ganz zentral. Anhand eines Beispiels wird dies
deutlich.

Beispiel 11a

Im Rahmen einer Vorlesung an der Universitat wird das Alter der insgesamt 69 anwesenden Studieren-
den untersucht, siche Tabelle 18. Zur besseren Ubersicht wird eine Klasseneinteilung vorgenommen,
und zwar mit K; = [19, 24), Ko = [24, 25), K3 = [25, 26) und K4 = [26, 53]. Die relativen Haufigkeiten
fiir die Klassen sind dann hgg(K7) = 0,333, hgo(K2) = 0,232, heg(K3) = 0,203 und hgo(K4) = 0, 232.
Wie beim S#ulendiagramm konnte man nun gleich breite Sdulen mit den relativen Haufigkeiten als
Hoéhen nehmen, woraus Abbildung 28 folgt. Obwohl die Gruppe der Studierenden, die 24 Jahre alt
sind, die grofte Gruppe ausmachen, sieht es in der Abbildung so aus, als wére dieses Alter seltener
aufgetreten, dhnlich bei 25. Was hier ndmlich nicht beriicksichtigt wurde, ist die unterschiedliche Breite
der Klassen. Korrekterweise miisste man also die Breite der Sdulen der Klassenbreite anpassen. Da die
Flicheninhalte proportional zur relativen Hiufigkeit sein sollen, ergeben sich die Héhen durch Division

von relativer Haufigkeit durch Klassenbreite, also h; = h,(x;): b;. Im vorliegenden Beispiel ist b; = 5,
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| Alter x; | Heg(i) | heo(z:) |

19 2 0,029
20 8 0,116
21 6 0,087
22 7 0,101
24 16 0,232
25 14 0,203
26 7 0,101
29 6 0,087
33 2 0,029
53 1 0,014
69 ~1

Tabelle 18: Beispiel 11a: Alter der anwesenden Personen

Alter anwesender Studierenden

0,35

03

0,25

k=]
[X]

0,15

relative Haufigheit
o
-

0,05

19-23 24 25 26-53
Alter

Abbildung 28: Histogramm mit Sdulen gleicher Breite

by =1, b3 = 1 und by = 28 und somit h; = 0,066, ho = 0,232, h3 = 0,203 und hy = 0,008, wodurch
ein Histogramm wie in Abbildung 29 entsteht.

6.3.5 Stingel-Blatt-Diagramm

Eine iibersichtliche Darstellungsart fiir Datensétze mit geringem Umfang ist das Stangel-Blatt-Diagramm.
Dabei wird die kleinste gemessene Einheit als ,Blatt” verwendet und die néchstgrofere Zehnerpotenz
bildet in Klassen zerlegt den ,Sténgel”. Getrennt werden diese beiden durch einen senkrechten Strich.
Die Werte, die im Stingel untereinander stehen, stellen somit die Klassen dar, die zugehorigen Blétter
machen Aussagen iiber die Beobachtungswerte innerhalb einer Klasse. Dazu miissen natiirlich quanti-
tative Daten gegeben sein.

Beispiel 12

Die Messung der Korpergrofien von 25 SchiilerInnen einer Klasse in cm ergab folgende Datenreihe:
{148, 154, 156, 156, 158, 159, 160, 160, 162, 163, 164, 164, 164, 165, 166, 166, 166, 167, 169, 172,
172, 174, 176, 176, 178}. Die gewonnenen Daten sollen nun mithilfe eines Stangel-Blatt-Diagramms
veranschaulicht werden. Die kleinste gemessene Einheit, also die Einerzahl, ist der Zentimeter, welcher
somit das ,Blatt” bildet. Die Ziffern davor, die Zehner- und Hunderterzahl, also die Dezimeter, legen

den Sténgel fest. Der Grofse nach geordnet ergibt sich also folgendes Diagramm:
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Abbildung 29: Histogramm mit angepassten Breiten und Hoéhen

Stangel (dm) H Blatt (cm)
14 || 8
15 || 4,6,6,8,9
16 || 0,0,2,3,4,4,4,5,6,6,6,7,9
17 || 2,2, 4,6,6,8

Anhand des Beispiels wird auch deutlich, dass das Stangel-Blatt-Diagramm einem Balkendiagramm
recht nahe kommt. Auch hier wird eine Klasseneinteilung mit gleich breiten Klassen vorgenommen, und
man sieht sehr schon, in welcher Klasse sich die Daten konzentrieren. Aber auch Kennzahlen, wie in
1.1.2 besprochen, konnen dem Diagramm leicht entnommen werden: vor allem Quantile, insbesondere
der Median, lassen sich schnell ablesen (vgl. EICHLER/VOGEL, 2011, S.21ff.).

6.3.6 Boxplot

Das Boxplot-Diagramm, auch Kastenschaubild genannt, bietet eine Moglichkeit der Visualisierung der
Lageparameter Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil und Maximum. Der Boxplot besteht aus einer
rechteckigen Box (Kasten), dessen Begrenzungen durch das erste und das dritte Quartil gegeben sind.
Seine Lange betrigt somit xg 75 — ¢ 25. Die Breite soll dabei proportional zum Stichprobenumfang
gewahlt werden (vgl. Kropfl, 1994, S.84). Dieses Rechteck wird an der Stelle des Medians durch einen
Strich in zwei Teile geteilt. Ausgehend von dieser Box fiihrt an jeder Seite eine Linie weg. Jene, die in
Richtung der kleineren Werte geht, endet beim kleinsten Wert, der grofer als das erste Quartil minus
dem Eineinhalbfachen des Quartilsabstandes, also grofier als zg 25 — 1, 5- (2,75 — ®0,25) ist. Analog dazu
endet die in Richtung der grofseren Werte fiihrende Linie beim grofsten Wert, der kleiner als das dritte
Quartil plus dem Eineinhalbfachen des Quartilsabstandes, also kleiner als x¢ 75 +1, 5 (20,75 — 0,25 ist.
Alle aufserhalb dieser Grenzen liegenden Werte, die Ausreiffer, werden schlieflich durch einen Punkt
gekennzeichnet (vgl. EICHLER/VOGEL, 2011, S.29f.).

Beispiel 11b
Zu den in Beispiel 11a erhobenen Werten soll nun ein Boxplot gezeichnet werden. Die bendtigten
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Abbildung 30: Boxplot: Beispiel 11b

Minimum 19
1. Quartil 22
Median 24
Lagemafie ergeben sich dabei wie folgt: 3. Quartil 25
Maximum 53
xo25 — 1,5 (w075 — xo,25) | 17,5 (<19)
zo75 + 1,5 (20,75 — To,25) | 29,5 (>29)

Der zugehorige Boxplot sieht wie in Abbildung 30 dargestellt aus, wobei der Eintrag bei 33 hier fiir
zwei Werte steht.

6.3.7 Einsatz technologischer Hilfsmittel

Anhand der beiden Programme Microsoft Excel und Geogebra kénnen diese Darstellungen sehr leicht
im Unterricht von SchiilerInnen selbst kreiert werden. In Excel finden sich eine Vielzahl an Darstel-
lungsmoglichkeiten. Unter dem Meniipunkt Einfiigen ® Diagramme kann zwischen den verschiedenen
Typen gewihlt werden, wobei einige eher als Spielerei anzusehen sind und sich nicht unbedingt fiir
eine gute statistische Analyse eignen. Excel bietet sich wegen der leichten Handhabung vor allem bei
Séulen-, Balken- und Kreisdiagrammen, sowie beim Zeichnen von Liniendiagrammen an. Die Berech-
nung statistischer Kennzahlen kann ebenfalls mithilfe einfacher Befehle erfolgen. Nicht méglich ist
aber das Entwerfen von Histogrammen und Boxplots in Excel. Dafiir kann jedoch Geogebra verwendet
werden, denn auch dieses Programm bietet in diesem Bereich Einiges an. Hier kann entweder in der
Algebra- und Grafik-Ansicht oder in der Tabellen-Ansicht gearbeitet werden. Zu Beginn ist es sicherlich
vorteilhafter, wenn die Algebra- und Grafik-Ansicht verwendet wird. Erst spéter, wenn die SchiilerIn-
nen mit allen Begriffe und Kennzahlen bereits vertraut sind, kann zur Tabellen-Ansicht gewechselt
werden. Bei Verwendung der Algebra-Ansicht kann zwischen den drei Darstellungsmoglichkeiten Bal-
kendiagramm, Histogramm und Boxplot gewéhlt werden. Beim Histogramm kann die Klassenbreite
frei gewéhlt werden, wobei mithilfe der Beifiigung ,true” in der Eingabe die Balkenhéhe entsprechend
angepasst wird, siche Abbildung 31. Zur Erstellung eines Boxplots ist es empfehlenswert, zunéchst
eine Urliste der Daten zu erstellen. Bei der Eingabe des Befehls kann dann die Position und Hohe
des Boxplots bestimmt werden. Die fiinf hier wichtigen Werte, nimlich Minimum, Maximum, Median
und erstes und drittes Quartil, konnen dann klar abgelesen werden. Es kann aber auch umgekehrt
ohne Kenntnis einer Urliste bloff aus diesen fiinf Kennzahlen der Boxplot gezeichnet werden. In der
Grafik-Ansicht konnen mehrere Boxplots gleichzeitig angezeigt werden, wodurch sich diese besonders

einfach vergleichen lassen. In der CAS-Ansicht lassen sich aufserdem alle wichtigen Kennzahlen mittels
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Eingabe: Histogramm[{1, 5, 20},{1,2,2,2,2,2,3,3,4,4,4,5,6, 8, 8, 10,12, 13, 15, 15, 16, 19}, true]

Abbildung 31: korrektes Histogramm mit Geogebra

einfacher Befehle berechnen. Wird die Tabellen-Ansicht verwendet, so kdnnen Daten in die Tabelle
eingegeben werden und dann ohne Umschweife sowohl grafisch als auch rechnerisch analysiert werden.
Fiir die grafische Darstellung stehen unter anderem ein Histogramm, Balkendiagramm, Stangel-Blatt-
Diagramm und ein Boxplot zur Auswahl. Auch hier lasst sich bei der Erstellung eines Histogramms
die Klassenbreite beliebig verdndern. Unter dem Meniipunkt ,Statistik anzeigen” werden sofort alle

niitzlichen Kennzahlen, wie etwa der arithmetische Mittelwert und alle Quartile, angezeigt.

6.3.8 Manipulationsmoglichkeiten bei grafischen Darstellungen von Daten

Im Bereich der grafischen Darstellung von Daten gibt es unzdhlige Moglichkeiten zur Manipulation.

Das beginnt bereits bei der Erstellung der Urliste. Hier werden oftmals Ausreifser ohne weiteres wegge-
lassen und bei der weiteren Bearbeitung der Daten nicht beriicksichtigt. Natiirlich kann dies auch seine
Berechtigung haben, beispielsweise falls Daten durch fehlerhafte Messung erhoben wurden. Der Grund
fiir ein solches Vorgehen muss aber in jedem Fall stichhaltig sein. Ist dies nicht der Fall, kdnnte eine
manipulative Absicht dahinter stehen. So konnen Mittelwerte aufgebessert beziehungsweise gedriickt
werden, indem auffillig kleine beziehungsweise grofie Werte nicht in die Urliste aufgenommen werden
(vgl. KUTTING, 1994, S.126).

Eine der am héufigsten verwendeten Arten Daten entsprechend seiner Wiinsche darzustellen ist die
Manipulation der Achsen bei Sdulen-, Balken-, Stab- oder Histogrammen oder auch bei Trendkurven.
Je nachdem, wie die y-Achse skaliert wird, konnen die Unterschiede zwischen den Merkmalsauspré-
gungen stirker oder schwécher angezeigt werden. Mochte man beispielsweise unterstreichen, dass ein
Medikament besser wirkt als andere, ein Auto sicherer ist als andere oder die Kriminalitit viel hoher
ist als im Vorjahr, so kann dazu die y-Achse abgeschnitten und der Ausschnitt, in dem die beiden
Vergleichswerte liegen, vergrofiert angezeigt werden. Dadurch entsteht der Eindruck, die Differenz zwi-
schen zwei Werten sei viel grofser als sie tatsdchlich ist. Umgekehrt konnen Unterschiede verschleiert
werden, indem ein moglichst grofser Abschnitt gezeigt wird beziehungsweise die y-Achse in die Linge

gezogen wird. Folgende Beispiele belegen diese Wirkung sehr treffend.

e Gesundheitsausgaben pro Kopf (in Euro)
In einer deutschen Tageszeitung ist zu den steigenden Gesundheitskosten in Deutschland folgende
Grafik erschienen, sieche Abbildung 33.
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Gesundheitsausgaben pro Kopf (Angaben in Euro)
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Abbildung 32: Kolner Stadt-Anzeiger, 27.10.2006

Sie zeigt einen drastischen Anstieg. Es wirkt so, als ob sich die Gesundheitskosten seit 1995
verdoppelt hitten.

Grund dafiir ist die abgeschnittene y-Achse, die hier erst bei 1500 Euro beginnt, und nicht
etwa bei null. Korrekterweise miisste die Grafik also so aussehen wie in Abbildung 33 (vgl.

BosBACH/KORFF, 2011, S.32f.).

Gesundheitsausgaben pro Kopf (Angaben in Euro)

3000 1 ey 260 2800
2680
2520

2380 2300 2490

2000 A

1000 +

0-
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

Abbildung 33: korrekte Darstellung der Gesundheitsausgaben

o Steigende Verkaufszahlen der Presse
Die Presse konnte in den Jahren zwischen 1995 und 2000 einen moderaten Anstieg an taglich
verkauften Zeitungen verzeichnen. Mit folgender Grafik, sieche Abbildung 34, wurde diese Tatsache

veranschaulicht.
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Abbildung 34: Die Presse, 25.Mai 2000

Wie auch beim vorigen Beispiel zeigt diese Grafik eine unvollstindige y-Achse. Sie beginnt hier
nicht bei null, sondern bei 70 000 und wandert in 1 000 Euro Schritten nach oben. Dadurch wirkt
es, als ob die Verkaufszahlen sehr stark nach oben gegangen wéren. Hinzu kommt hier, dass der
Startwert, also die Verkaufszahlen von 1995, noch unter dem Beginn der Skala liegt, und so den
Eindruck erweckt, als kiimen die Verkaufszahlen aus dem Bodenlosen. Das Ende der Trendkurve
liegt optisch bereits {iber dem Rand und soll das unbegrenzte Wachstum unterstreichen.

Stellt man diese Daten richtig dar, so wiirde das wie in Abbildung 35 gezeigt aussehen.

80.000

0778

o— g1 76.012
70,000 . 75 795 [ +261
59,18 69.594

60.000

50.000 +

40.000 +

30.000 A

20.000
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0 T T T T T

R
& q,Q(P

Abbildung 35: richtige Darstellung

(vgl. QUATEMBER, 2015, S.73ff.)

Aber nicht nur die y-Achse kann manipuliert werden. Auch durch eine geschickte Wahl der z-Achse
konnen Tatsachen verzerrt dargestellt werden. So kénnen beispielsweise Zeitreihen gestreckt oder ge-

staucht werden, um einen Trend extremer wirken zu lassen, oder aber nur fiir seine Zwecke dienliche
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Abbildung 36: Arbeitslosigkeit 1990 - 2010
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Abbildung 37: ,erfolglose Regierungsarbeit”

Ausschnitte gezeigt werden. Dies wird anhand folgender Beispiele deutlich.

o Stagnierende oder fallende Arbeitslosenzahlen?

Dieses Beispiel zeigt sehr deutlich, wie mithilfe ein und derselben Zahlen vollig unterschiedliche
Aussagen transportiert werden konnen. Die tatsichliche Entwicklung der Arbeitslosenzahlen in
Deutschland zwischen 1990 und 2010 kann wie folgt dargestellt werden: Abbildung 36.

Mochte man das Argument unterstreichen, dass die Regierungsarbeit erfolglos ist und die Ar-
beitslosenzahlen seit Jahren stagnieren, so kann man die Daten folgendermafien darstellen: Abbil-
dung 37. In diesem Fall ist die y-Achse mathematisch korrekt angegeben worden. Problematisch
ist jedoch die Einteilung der z-Achse beziehungsweise die Auswahl der Vergleichsjahre. Diese
weisen ndmlich nicht den gleichen Abstand auf, sondern wurden so gewihlt, dass die Aussage,
die Arbeitslosigkeit wiirde stagnieren, am besten transportiert werden kann. Man hat sich also
Werte herausgepickt, die anndhernd gleich sind, wodurch es so aussieht, als wiren die Werte in
den Jahren dazwischen ebenfalls in diesem Bereich gelegen und als hétte sich wirklich nichts
verdndert.

Soll andererseits die gute Arbeit der Regierung betont werden, so wird man eher zu einer Dar-
stellung der folgenden Art greifen: Abbildung 38. Bei dieser Abbildung wurde die y-Achse ab-
geschnitten und die Intervalllingen sehr klein gew&hlt, wodurch die zahlenméfigen Unterschiede
grafisch stark vergrofert werden. Hier stimmt zwar die Einteilung der z-Achse, das heifit es

wurden Jahre gleichen Abstands gewahlt, jedoch hat man, um die gewiinschte Aussage zu un-
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Abbildung 38: ,erfolgreiche Regierungsarbeit”

terstreichen, als ersten Wert jenen von 2005 herangezogen, welcher der hochste der letzten Jahre
ist, und als letzten jenen von 2008, also den tiefsten Wert seit 2005. Man hat also nur den Teil
des Trends abgebildet, der fiir die gewiinschte Aussage passend war (vgl. EICHLER/VOGEL, 2011,
S.41f.).

e Arbeitslosenzahlen (Angaben in Millionen)
Zu Beginn des Jahres 2008 wurde in einigen deutschen Zeitungen der Riickgang der Arbeitslo-
sigkeit eindrucksvoll mit folgender Grafik, siehe Abbildung 39, bejubelt.

Offizielle Arbeitslosenzahl (Angaben in Mio.)
Jahresdurchschnitte

5,01
4,8 1

2004 2005 2006 QOb7 2008

Abbildung 39: Riickgang der Arbeitslosigkeit

Korrekterweise miisste die Darstellung aber so aussehen, siehe Abbildung 40.
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Offizielle Arbeitslosenzahl (Angaben in Mio.)
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Abbildung 40: korrekte Darstellung

In der in den Zeitungen gebrachten Darstellung liegen gleich zwei Tiicken. Einerseits wurde der
Ausschnitt auf der z-Achse so gewéhlt, dass es den Eindruck erweckt, als hiatte man sich gerade
von einer Krise erholt. Anfangs steigt die Kurve noch, dann jedoch fallt sie stark ab. Dass sich
die Arbeitslosigkeit seit 1991 in diesem Auf und Ab befindet wird so geschickt ausgeblendet.
Zusétzlich wird die y-Achse unvollstandig angezeigt, und zwar beginnt sie nicht bei null, sondern
erst bei 3,4. Dadurch wirken die Verdnderungen viel grofer. Auflerdem vermittelt die Grafik so
auch noch das Gefiihl, als wiirde die Arbeitslosigkeit gegen null gehen, was tatsédchlich nicht
stimmt. Die drei Millionen Arbeitslose, die hier quasi abgeschnitten wurden, fallen so unter den
Tisch (vgl. BosBACH/KORFF, 2011, S.34f.).

Auch das Bundesinstitut bifie ist nicht vor solchen Fehlern geschiitzt. So sah eine Aufgabe aus den
Modellschularbeiten fiir die neue standardisierte schriftliche Reifepriifung®® wie in Abbildung 41 darge-
stellt aus. Die Grafik wurde offensichtlich bei 500 000 abgeschnitten, wodurch die Unterschiede zwischen
den einzelnen Werten viel grofer wirken als sie eigentlich sind. Problematisch wird das dann vor allem
im Zusammenhang mit der Aufgabenstellung. Die hier bereits durchgefiithrte Rechnung ermittelt die
Verdnderung der Kriminalitdt von 2010 im Vergleich zu 2009 und liefert das Ergebnis, dass diese um
9,4 % zuriickgegangen ist. Betrachtet man aber die Grafik, so vermittelt diese den Eindruck, als wére

die Kriminalitidt um mehr als 50 % gesunken.

Vorsicht ist auch bei dreidimensionalen Darstellungen geboten, da hier durch entsprechende Blickwinkel
schnell fehlerhafte Eindriicke vermittelt werden konnen. Auferdem muss dabei auf die Ubereinstim-
mung der Proportionen geachtet werden, was vor allem im Zusammenhang mit Piktogrammen wichtig
ist. Wird beispielsweise zur Darstellung des Doppelten eines Ausgangswertes jede Seite eines Quaders
verdoppelt, so verachtfacht sich das Volumen. Man hat also nicht das Doppelte, sondern das Achtfache
dargestellt. Genauso muss bei zweidimensionalen Piktogrammen die Fliche proportional zur Anderung
wachsen oder schrumpfen und nicht etwa die Hohe (vgl. BosBacH/KORFF, 2011, S.279).

Im Lehrbuch ,Das ist Mathematik 2” und im Lehrbuch ,Mathematik verstehen 6” wird dieses Thema
bereits unter dem Kapitel ,Interpretieren von graphischen Darstellungen” (vgl. REICHEL et al., 2011,

55Bundesinstitut bifie
https://www.bifle.at/system/files/dl/MAT MS Aufgabenheft Teil 1 2014-12-10.pdf
Stand: 16.10.2015
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Kriminalstatistik
In der unten stehenden Grafik ist die Anzahl aller zur Anzeige gebrachten Kriminalfélle pro Jahr

in Gsterreich (,Gesamtkriminalitt*) im Zeltraum von 2004 bis 2013 dargestellt. Die angefiinrten
Zahlen geben dabel an, wie viele Anzeigen im jewelligen Jahr erstattet wurden.

643643 Gesamtkriminalitat
von 2004 bis 2013

501 597

2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Datencuelke: Bundeskaminalamt (Hesg.) (2014), Die Entwicklung der itat i O e 2004 bis 2013, Newe Hersusfordamungen
T e Kriminalpotiee. Wien. Viarltgbar untar: bitp:Swaa bmioval/emes /R pubbkationsn/rim_stalistio 201 302/ 320104_KrimStal_2013_
Broschusrs.pdl [21.10.2014]. 5. 7.

Aufgabenstellung:

536745 - 5015697

Lena rechnet unter Einbeziehung der Grafik: TO1507

= —0,004,

Interpratieren Sie das Ergebnis Ihrer Berechnung im gegebenen Kontext!

Abbildung 41: Modellschularbeit Dezember 2014, Aufgabe 8

S.152) beziehungsweise ,Liigen mit Statistik” (vgl. MALLE et al., 2015, S.208f.) angesprochen. Jedoch
kann dies im Unterricht durchaus noch ausfiihrlicher thematisiert werden. Vor allem unter Einbezie-
hung von Excel kénnen Manipulationsmoglichkeiten fiir SchiilerInnen erfahrbar gemacht werden. Hier
koénnen beispielsweise Achsen beliebig abgeschnitten oder gestaucht beziehungsweise in die Linge ge-
zogen werden. So kann unter Rechtsklick ® Achse formatieren ®» Achsenoptionen schnell aus einem
geringen Vorsprung ein grofser, siche Abbildung 42, oder aus einem gleichméfigen Auf-und-Ab-Verlauf
ein steiler Anstieg, siche Abbildung 43, gemacht werden.

Im ersten Fall wurde nur die vertikale Achse verdndert, und zwar durch Erhchen des Minimums auf
den Wert, 10. Beim zweiten Beispiel wurden beide Achsen verdndert. Auf der vertikalen Achse wurde

wie auch schon vorhin das Minimum erhéht, hier auf den Wert 5. Zuséatzlich wurde noch die horizontale
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Abbildung 42: Manipulation der y-Achse
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Abbildung 43: Manipulation beider Achsen

Achse abgeschnitten, indem auch hier das Minimum veridndert wurde, ndmlich von 1995 auf 2007.

In Geogebra ist eine Manipulation nicht ganz so einfach moglich. In der Tabellen-Ansicht gibt es keine
Moglichkeiten die Darstellungen zu manipulieren, aufer man manipuliert die Daten selbst. Arbeitet
man in der Grafik-Ansicht, so kann die y-Achse durch Anderung des Achsenverhltnisses zwar beliebig
gedehnt beziehungsweise gestaucht werden, jedoch nicht wie in Excel einfach abgeschnitten. Natiirlich
kann der Schnittpunkt der Achsen verdndert werden, jedoch verdndert sich das Diagramm dabei nicht

mit.

6.4 Lineare Regression und Korrelation

Bei vielen empirischen Untersuchungen interessiert man sich nicht nur fiir die Auswertung einzelner
Merkmale, sondern fiir Zusammenhénge zwischen den Merkmalen. So stehen Fragen wie beispielsweise
,Gehen gute Leistungen in Mathematik mit guten Leistungen in den Naturwissenschaften, wie Physik,
Chemie, etc. einher?” oder ,Gibt es einen signifikanten Zusammenhang zwischen dem Bildungsgrad
der Eltern und ihrer Anzahl an Kindern?” haufig im Mittelpunkt des Interesses. Falschlicherweise wird
dann in der Praxis oft auf einen kausalen Zusammenhang geschlossen, welcher aber tatséchlich nicht

vorliegt.

6.4.1 Lineare Regression

Fiir die Schule relevant und deshalb hier besprochen wird nur jener Fall, bei dem zwei Merkmale X
und Y, die gleichzeitig an einem Merkmalstriger erhoben worden sind, miteinander verglichen werden.
Beispiele dafiir sind Korpergrofe und Korpergewicht bei Personen, Nettoeinkommen und Mietkosten
fiir das Wohnen oder schulische Leistungen und Bildungsstand der Eltern. Diese hier beobachteten
Werte werden durch Paare reeller Zahlen (x1,y1), ..., (zn,yn) dargestellt. Diese Datenpaare werden
anschlieffend in ein Koordinatensystem eingezeichnet, wodurch eine Punktwolke entsteht, siche Abbil-
dung 44. Mithilfe einer mathematischen Funktion wird nun versucht, diese Punktwolke bestmdglich zu
beschreiben. Die erste und die letzte Punktwolke legen beispielsweise einen linearen Zusammenhang
nahe, wohingegen die dritte Punktwolke eher auf einen quadratischen Zusammenhang schlieffen ldsst.

Die zweite Punktwolke dagegen ldsst iiberhaupt keinen Zusammenhang vermuten.
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Abbildung 44: unterschiedliche Punktwolken

Im Folgenden wird nur der Fall eines linearen Zusammenhangs besprochen. Die entsprechende ma-
thematische Funktion dabei ist dann natiirlich eine lineare Funktion, auch Regressionsgerade genannt
(vgl. KUTTING, 1994, S.111ff.). Anhand eines Beispiels wird der Modellbildungsprozess gut ersichtlich.

Beispiel 12a

Gegeben sei die gemeinsame Verteilung der Merkmale Korpergrofie X (in ¢cm) und Koérpergewicht Y
(in kg) von 19 SchiilerInnen. Die Urliste besteht aus folgenden 19 Datenpaaren (z;, y;): (140; 32), (148;
41), (139; 31), (146; 41), (145, 39), (152, 55), (153; 45), (149; 44), (151; 49), (144; 43), (146; 37), (143;
38), (147; 48), (142; 35), (148; 42), (151; 52), (145; 37), (142; 38), (149; 41)

Ubertriigt man diese in ein Koordinatensystem, so erhiilt man folgende Punktwolke: Abbildung 45.

Mithilfe dieser Punktwolke lasst sich rasch ein linearer Zusammenhang erkennen. Die Aufgabe liegt
nun darin, eine Gerade der Form y = ax + b zu bestimmen, die sich der Punktwolke mdglichst genau
anpasst. Als erste Anndherung kann diese frei, per Augenmaft, durch die Punktwolke gelegt werden
und aus der Grafik a und b abgelesen werden.

Zur anschlieffenden genauen Berechnung muss man sich zun#chst fragen, was nun ,ymoglichst genau
anpasst” tatsdchlich bedeutet. Die Grundidee dabei ist, dass die Abweichungen der tatséchlich gemes-
senen Werte, also y;, von den entsprechenden Werten auf der Geraden, also ¢; = ax; +b , minimal sein
sollen. Dazu gibt es verschiedene Methoden, die giinstigste ist aber die ,Methode der kleinsten Qua-
drate”. Hier fordert man, dass die Summe der Quadrate der Abweichungen der ¢; von den y;, also die
Summe Z?zl(gji — y;)?, minimiert werden soll, sieche Abbildung 46, woraus sich schlieRlich eindeutige
a und b ergeben (vgl. KUTTING, 1994, S.114f.).

Fiir die Schule ist die exakte Herleitung der Formeln fiir die Bestimmungsstiicke a und b meist zu
komplex. Der Vollsténdigkeit halber jedoch wird sie im Folgenden angefiihrt.

Herleitung der Regressionsgeraden

Es ist also ¢; = ax; + b, woraus ¢; — y; = ax; + b — y; folgt. Die Summe S der Quadrate, ndmlich

S(a,b) =>"" 1 (9; — vi)*= >i_,(az; + b — y;)?, ist die nun zu minimierende Funktion. Bevor die
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Abbildung 45: Punktwolke zu Beispiel 12a

partiellen Ableitungen gebildet werden, empfiehlt sich die Auflésung des quadratischen Terms mithilfe
der binomischen Formel. Das heift fiir S ergibt sich S(a,b) = Y"1, (a®27+2abx; —2az;y;+b* —2by; +y?).
Nun bildet man die partielle Ableitung nach a und jene nach b.

2S(a,b n
éz ) _ Z(2x$a+2bxi —2my;) =2 Z 2 - (az; +b—y;)

i=1 =1

85 b n n
O8(h) — 3~ (2a; +2b— 2y;) =2+ ). (azi +b—y;)
=1 =1

i=
Um ein Minimum zu erhalten, werden nun die partiellen Ableitungen gleich null gesetzt. Fiir die

i=1
n

partielle Ableitung nach b ergibt sich unter der Beriicksichtigung, dass z = ist, Folgendes:

2->Y(ax;+b—y)=0= > ar;+ > b—>y=0=a-> z;,+n-b=> y, =0=n-b =

1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n
Yi >

i=1

n n
Zyi*wzlxiﬁb: ——a- = éb*yfasc
i= =

™=

7

:
it

Das wird nun in die partielle Ableitung nach a eingesetzt, diese gleich 0 gesetzt und anschliefend

passend umgeformt.

INGE
M:

(az?+x;y—aZz;—xiy;) = 0 = a-
1 i
Z TiYi— E ;Y
T; Ty = a= 1,77’
iy~ ;1 iy Sy

n n n
23z (ax;+y—aZ—y;) = 0= (2 —Zxi)+ Y 2iJ— > xiy; =
i=1 i=1 ;

1

7

-

0=a- > (2? —Za;) =
i=1

7
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n
Dieser Term kann nun mithilfe von nZ = ) x; noch weiter vereinfacht werden.

i=1
n n n 1 n
Z TiYi—Y Z Zq Z TiYi —Yynx ' Z TiY;—TY
i=1 i=1 i=1 i=1
a - s n n - n - n
> x?-z >om > z?—znz %Z z2—z2

Somit erh&lt man eine eindeutige Formel zur Berechnung von a. Fiir b ergibt sich daraus: b = § —

z i TiYi—TY
=1

1, i r2_F2

K3
i=1

Interessant ist hier noch, dass der Schwerpunkt, das ist (Z, y), in jedem Fall auf der Regressionsgeraden

liegt. Das kann schnell durch einfaches Einsetzen gezeigt werden, ndmlich a - Z 4 (§ —a - Z) = 3.

Nun kann also die Regressionsgerade exakt berechnet werden. Dabei ergibt sich fiir a = 1,35 und fiir
b = —155, 46, was sich wie folgt darstellen lasst: Abbildung 47.

In der Praxis wird die Regressionsgerade oftmals dazu verwendet, Trends zu beschreiben. Vor allem
im Hinblick auf Zeitreihen, also beispielsweise bei der Entwicklung der Geburtenzahl oder aber bei der
Preisentwicklung eines bestimmten Produkts, ist sie ein hilfreiches Mittel. Doch daraus resultierende
Vorhersagen miissen kritisch betrachtet werden. Grundlage fiir die Regressionsgerade sind nidmlich
immer gegebene Punktepaare aus einem bestimmten Wertebereich, beziehungsweise bei Zeitreihen aus
einem bestimmten Zeitintervall. Deshalb liefert die Regressionsgerade auch nur fiir diesen Bereich eine

korrekte Beschreibung des Zusammenhangs. Wiirden noch weitere Daten hinzukommen, kénnte die
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Abbildung 47: Regressionsgerade zu Beispiel 12a

Gerade ganz anders aussehen und wiirde so auch eine andere Vorhersage liefern (vgl. KUTTING, 1994,
S.117).

6.4.2 Korrelation

Wie aus den obigen Formeln fiir ¢ und b aufferdem ersichtlich ist, kann die Regressionsgerade immer
aufgestellt werden. Das heifst, auch wenn kein linearer Zusammenhang gegeben ist, ldsst sich aus rein
mathematischer Sicht eine Regressionsgerade finden. Hat man also eine Regressionsgerade zu einem
Sachproblem gegeben, ist fiir dessen richtige Interpretation eine Information dariiber, wie gut die
Geradengleichung das Sachproblem approximiert, unerlésslich. Dieses Mafs fiir die Stirke des linearen
Zusammenhangs wird durch den Korrelationskoeffizienten angegeben. Ahnlich wie bei der Bestimmung
der Regressionsgeraden wurden auch hier verschiedene Methoden zur Berechnung der Korrelation
entwickelt, jedoch hat sich eine besonders durchgesetzt: der Korrelationskoeffizient nach Bravais-

Pearson.?¢

Herleitung des Korrelationskoeffizienten

Die Idee hinter diesem ist, die Streuung der Punkte um die Regressionsgerade zu ermitteln. Das heifst,

man vergleicht die Varianz der g;- Werte, also jenen auf der Regressionsgerade, mit der Varianz der

56 August Bravais (1811-1863), Karl Pearson (1857-1936)
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y;- Werte, also den tatsichlich erhobenen Werten. Liegt nun ein starker linearer Zusammenhang vor,

so miissen die Varianzen anndhernd iibereinstimmen.
Dafiir ist aber zunéchst noch die Klirung eines weiteren Begriffs nétig, ndmlich der der Kovarianz:

Definition: Kovarianz

Fiir zwei Merkmale seien die beiden Datenreihen z1, ..., x, und yi, ..., y, mit arithmetischen Mitteln z

und § gegeben. Dann heift s,y := 1 - 3" (z; — Z) - (y; — §) die Kovarianz der beiden Datenreihen.

Durch geschickte Umformungen erhilt man daraus

_ 1 n s — L. P yIE S LR POV B e LR Y R B WL s — LS _F.
Sey = 5 D1 Tili — 3 D T~ D1 TYit o D i BY = i i — Yy D Ti— T
1 n 1 _ 1 n N | n S
g'ZizlyiJny'g'n—ﬁ'zizlfiyi*yl"*merxy—E'Zizﬁﬂiyi*‘ry

1

n 2 TiYi—TY
Damit kann auch die Formel fiir a etwas schoner geschrieben werden, denn ¢ = —= = ?—Zy

LS~ g2_z2 z

Zur Herleitung des Korrelationskoeffizienten wird nun wieder von n Datenpaaren (z1,y1), ..., (Tn, Yn)
mit dem Schwerpunkt (Z,y) und der Regressionsgeraden y = ax + b ausgegangen. Dann gilt:
Ji—yg=ar;+b—ax—b=a-(x; - %)= =0 (z;—T)+y=ax; —aZ + 7y

A~ ~

Die Varianz der §;- Werte um ihr arithmetisches Mittel g ist + - 3" | (9; — )%

Nun ist aber

g=L1- 3" gi=2-3" (ax; —az+3y) =L (Ol ar; —naZ +ny) =+ (X7 ax; —na- L.

Das heifst, das arithmetische Mittel der Werte aus der Erhebung ist gleich dem arithmetischen Mittel
der zugehdrigen Werte auf der Regressionsgeraden. Fiir die Varianz der ;- Werte ergibt sich dadurch
Folgendes:

Loy @—9)?*=2%-3" 1(@i2—y)2 = %Z-Z?:l(a:ci—amy—y)? =L1. 3" (z— 1) =
Szy S
108

a* L3 (w—x)? =d? s P =

]

Dieser Wert wird nun mit der Varianz der y;- Werte, also 35, verglichen, indem der Quotient gebildet

wird:

2 2
Say . g2 Fuy
s2 %y 8252

Diese Zahl ist das Maf fiir die Stérke des linearen Zusammenhangs der beiden Variablen.

Definition: Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson

Die Zahl r := :“f: mit s; # 0 und s, # 0 heifft der Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson.
5y (

Dabei wird die Zahl 72 als Bestimmtheitsmaff bezeichnet.

Setzt man nun wieder die Werte fiir s;,, s, und s, ein, so erhilt man
Y Y )
r i (@i %) (yi—9)

IRVED NI ERVES STl
Fiir diesen Wert gilt stets: —1 <r < 1.

Dieser Korrelationskoeffizient ist, wie aus seiner Herleitung hervorgeht, nur fiir metrisch skalierte Merk-

male und lineare Zusammenh&nge anwendbar. Sein Vorzeichen gibt die Richtung des Zusammenhangs
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alu-Vv

a-u B

Abbildung 48: a - U — V — Min.

an, also ob die Merkmale positiv oder negativ miteinander korrelieren, und der absolute Betrag driickt
die Stirke des Zusammenhangs aus. Liegt der Betrag zwischen 0 und 0,5, so spricht man von einer
schwachen Korrelation, wohingegen Betrége zwischen 0,8 und 1 auf eine starke Korrelation hinweisen
(vgl. KUTTING, 1994, S.118ff.).

Beispiel 12b

Fiir die Daten aus Beispiel 12a kann nun auch der Korrelationskoeffizient berechnet werden: r =
Sey 21,84

5.8y — 1,036,35 — 0,8533

Zwischen den Merkmalen Korpergrofe und Gewicht herrscht also ein starker linearer Zusammenhang.

Man spricht von einer starken positiven Korrelation.

Alternativ zu diesen sehr analytischen Herleitungen der Regressionsgeraden und des Korrelationskoef-
fizienten kann auch ein geometrischer Zugang gew#hlt werden.

Es wird gefordert, dass die Summe der vertikalen Absténde verschwindet: Y 7" | (az; +b—y;) = 0. Dazu
ist zunéchst eine giinstige Wahl des Koordinatensystems hilfreich, und zwar so, dass der Schwerpunkt
T
_ | der Datenpaare im Ursprung liegt. Dadurch &ndern sich natiirlich die Koordinaten der Daten-
Y
Uj U T —X
paare, namlich zu "] mit Y] = 7 |, und es ist 4 = ¥ = 0. Daraus folgt auferdem,
Vi Ui Yi—y
dassd " u; = > v; = 0.
Da Y " (au; +b—v;) =a-Y 1" uj+n-b—3." ; v; = 0 gelten soll, muss n-b = 0 und somit b = 0 sein.
Das heifst, die gesuchte Gerade geht durch den Schwerpunkt der Datenpaare. Zu minimieren ist nun
zuséitzlich die Summe der Abstandsquadrate, wobei b = 0 vorausgesetzt wird, also > (au; — v;)?.
Uy U1
Ist U = : und V = : , dann wird, um die Summe zu minimieren, a so gesucht, dass der
Un Un
Vektor a-U —V moglichst kurz wird. Grafisch ist dies in Abbildung 48 veranschaulicht. Dies ist genau

dann der Fall, wenn V auf U projiziert wird und so a - U — V normal auf a - U steht. Dann gilt:

(aU—V)aU:O/ a(#o)iaUQ_UV:OﬁaUzzUVja: U['];/

Wird das nun wieder mithilfe der urspriinglichen Koordinaten ausgedriickt, so ergibt sich fiir a Fol-

gendes:
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Das entspricht der Formel fiir @ nach der analytischen Herleitung. Wie eingangs schon festgestellt

1S g
wurde, muss die Gerade durch den Schwerpunkt (Z, ) gehen, woraus b = §j—aZ = gf"lz’ilim -

folgt. Damit kann die Regressionsgerade aufgestellt werden. e
Auch der Korrelationskoeffizient, der als Maf fiir die Starke des linearen Zusammenhangs gilt, kann
mithilfe geometrischer Uberlegungen anschaulich hergeleitet werden. Liegen niimlich alle Daten auf
einer Geraden, das heifst die Daten weichen minimal von der Geraden ab, so ist V = a - U und
cos(U,V) = +£1. Die maximale Abweichung der Daten von der Geraden ist dann gegeben, wenn U
normal auf V' steht beziehungsweise cos(U, V') = 0 ist. Die Bestimmung von cos(U, V) = % liefert

also ein gutes Mafs fiir den linearen Zusammenhang.

T - y1—y
Da U = : und V = : ist, gilt fiir den Zahler U -V =
Ty —T Yn — Y
S (z; — 7)(y; — §) und fiir den Nenner | U |- |V |= \/Z (x; —T)?- \/E(yl — )% . Daraus folgt:
i=1 i=1
COS(U, V) — i (®i—%) (yi—Y)

TV @) (v 9)?

Das entspricht dem Korrelationskoeffizienten nach der analytischen Herleitung®”.

Auch hier ist die korrekte Interpretation das Um und Auf. Wie schon eingangs erwahnt, tendieren
Meinungsmacher hiufig dazu, von einer Korrelation auf eine kausale Abhéngigkeit zweier Grofen zu
schlieften. Dariiber, ob ein kausaler Zusammenhang zwischen zwei Grofsen besteht, kann jedoch das
mathematische Modell nichts aussagen. Selbst bei einer sehr starken Korrelation ldsst sich dies nicht
ohne weiteres folgern. Nur das Sachproblem selbst kann die Frage der Kausalitidt beantworten.

Das klassische Lehrbuchbeispiel dazu ist, dass in schwedischen Landkreisen zur gleichen Zeit eine
Abnahme der Stérche und eine Abnahme der Geburten beobachtet wurden. Dass hier jedoch kein
kausaler Zusammenhang vorliegt, ist wohl trotz hoher Korrelation fiir jede/n offensichtlich. Aber nicht

immer ist das so.

57siehe S.118
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Von Seiten mancher Politiker wird immer wieder auf die positive Korrelation von Auslinderanteil und
Kriminalitdt verwiesen, mit der Absicht, den Eindruck einer Kausalitit zu schaffen. Das passiert im
Glauben, dieses Vorurteil statistisch untermauern zu konnen. Tatséchlich werden dabei aber wichtige
Hintergrundvariablen vernachléssigt, wie etwa die Grofle der Stédte. Denn, und das ist leicht einzuse-
hen, grofe Stiadte ziehen sowohl Auslénder, als auch Kriminelle an. Deshalb gehen mit zunehmender
Grofe der Stadt beide Variablen, Auslédnderanteil und Kriminalitdt, gleichermafien in die Hohe. Ob
nun also tatséichlich ein kausaler Zusammenhang zwischen den beiden Faktoren besteht, darf daher

keineswegs allein aus der Korrelation geschlossen werden.

Das hier aufgetretene Problem der vergessenen dritten Variable, der Hintergrundvariable, ist stark
verbreitet. Oftmals gibt es eine Sache C, die als Ursache sowohl fiir eine Sache A, als auch eine Sache
B, gilt. Zwischen A und B gibt es jedoch keinen kausalen Zusammenhang. Eine der wohl am h&u-
figsten vergessene Variable ist die Zeit. Zeitreihendaten wie beispielsweise die Lebenserwartung, das
Bruttoinlandsprodukt und die Erdbevolkerung oder die Anzahl der Fische im Meer und die Grofse der
Urwilder weisen meist aus verschiedensten Griinden einen eher monotonen Trend auf. Erstere steigen
und letztere fallen mit der Zeit. Da diese Grofien also alle einem dieser beiden Trends folgen, korre-
lieren sie auch automatisch positiv oder negativ miteinander. Keinesfalls darf aber aus dieser gleichen
beziehungsweise gegengleichen zeitlichen Entwicklung auf einen kausalen Zusammenhang geschlossen
werden. Genau so entstehen in der Praxis aber hiufig bedngstigende Schlagzeilen, wie ,erhohter Blut-
druck durch Fluglarm”, ,erhéhtes Krebsrisiko bei Fleisch und Wurstessern”, ,Googeln mit Smartphone

macht denkfaul” und viele mehr.

Tatsdchlich kann eine Korrelation ndmlich auf verschiedene Zusammenhéinge hinweisen.

Entweder es tritt der schon besprochene Fall der dritten Variable als Verursacher ein, oder aber es
liegt tatsdchlich ein kausaler Zusammenhang vor. Dann stellt sich aber noch die Frage, welche Grofe
von welcher abhingt. So kann es sein, dass A die Ursache von B ist, oder aber B die Ursache von A,
oder dass sich beide wechselseitig bedingen, also eine zweiseitige Kausalitat herrscht. Und dann gibt
es noch eine weitere Moglichkeit, wie sich die Korrelation erkldren ldsst, und das ist der Zufall (vgl.
BosBacH/KORFF, 2011, S.51ff.).

Abschliefsend soll noch angemerkt werden, dass es nicht immer einfach ist, Fehler und Manipulationen
zu erkennen. Vieles bleibt dem Leser beziehungsweise der Leserin einer Statistik namlich verborgen,
wie etwa, wie die Daten erhoben wurden, wer die Umfrage in Auftrag gegeben hat oder auch die genaue
Art der Fragestellung. All diese Dinge wirken sich mafigeblich auf das Ergebnis aus. Um Statistiken
dennoch bestmoglich zu priifen, kann man sich folgende vier Fragen stellen:

e Woher kommen die Daten?
Hier ist einerseits gefragt, wer die Erhebung durchgefiihrt hat und welche Methode angewandt
wurde und andererseits, wer die Studie in Auftrag gegeben hat.

e Konnen die Zahlen stimmen?

Uber einfache Uberschlagsrechnungen kénnen Fehler oftmals schnell entdeckt werden.

e Was genau wird beschrieben?

Vor allem bei der Angabe von Haufigkeiten, sei es absolut oder prozentuell, ist es wichtig, zu
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unterscheiden, ob sie Verdnderungen oder absolute Werte beschreiben, wie anhand von Beispiel

10 zu sehen war.

o Was zeigt die Grafik?
Grafiken sind ein besonders beliebtes Mittel zur Manipulation, weshalb diese immer genaues-
tens hinsichtlich der Skalierung der Achsen oder méglichen optischen Effekten, wie 3D-Effekten,

untersucht werden miissen.
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6.5 Konkrete Unterrichtsvorschliage

In diesem Abschnitt werden ein paar mdgliche Unterrichtseinheiten zu den eben besprochenen In-
halten présentiert. Wie es auch schon bei den beiden vorigen Themen der Fall war, bietet sich auch
dieses gut fiir einen facheriibergreifenden Unterricht an. So spielen Statistiken auch im Unterrichtsfach
yJGeographie und Wirtschaftskunde” eine wichtige Rolle, kénnen im Deutschunterricht Zeitungsartikel
mit statistischen Inhalten bearbeitet werden, und im Fach ,,Psychologie und Philosophie” kann zu den

Themen Kommunikation und Wahrnehmungsbeeinflussung gearbeitet werden.

Die nun folgenden Unterrichtseinheiten betreffen hauptsichlich die Bereiche ,Prozentangaben” und
,Grafische Darstellungen”, da diese im Zusammenhang mit politischer Bildung am Wesentlichsten sind.
Zum Kapitel ,Mittelwerte” findet sich bereits viel in den Schulbiichern, wie etwa in ,Das ist Mathe-
matik 4”, wo unter anderem anhand von Einkommensdaten auf die Unterscheidung von Median und
arithmetisches Mittel eingegangen wird (vgl. REICHEL et al., 2012, S.138). Auch das Thema ,Lineare
Regression” ist schon gut erfasst, siche ,Mathematik verstehen 6”, wo auch auf die Unrichtigkeit des
Schliefsens auf einen kausalen Zuammenhang verwiesen wird (vgl. MALLE et al., 2013, S.228f.). Das
Hauptaugenmerk der hier prasentierten Unterrichtseinheiten liegt auf der Demonstration, wie Zahlen
und Daten im Rahmen unterschiedlicher politischer Anschauungen verschieden verwendet und darge-

stellt werden konnen.

6.5.1 Unterrichtseinheit ,,Absolute und relative Haufigkeiten”, 2. Klasse

o Lehrplanbezug
Diese Stunde kann im Lehrplan der 2. Klasse AHS-Unterstufe den Unterpunkten ,relative Haufig-
keiten ermitteln kobnnen” und ,Manipulationsméglichkeiten erkennen” aus dem Bereich ,Arbeiten
mit Modellen, Statistik” zugeordnet werden®®. Sie behandelt hinsichtlich der Bildungsstandards

den Inhaltsbereich 14 (Arbeiten mit statistischen Darstellungen und Kenngrofen)??.

e Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht
SchiilerInnen sollen bereits sicher sein im Umgang mit Briichen und Prozenten. Aus der 1. Klasse
sind bereits einfache Diagramme bekannt, welche nur noch wiederholt werden miissen. Diese
Stunde dient als Einfithrung in das Thema Statistik in der 2. Klasse.

58ygl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Unterstufe. S.6
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht /Ip/ahs14 789.pdf?4dzgm2
Stand: 08.11.2015

59vgl. Bundesinstitut bifie. Bildungsstandards. S.5
https://www.bifle.at/system/files/dl/bist m sekl kompetenzbereiche m8 2013-03-28.pdf
Stand: 06.11.2015
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o Stundenbild

Zeit

Stundenverlauf

Materialien
/Medien

Sozialform

15

min

Einfiihrung ,Absolute und relative Haufigkeiten” iber
Lieblingsfach der SuS

(Anm.: oder iiber Geburtsmonat, Anzahl der Geschwister, etc.)
L erfragt nach der Reihe das Lieblingsfach der SuS. Mittels
Stricherlliste wird die Anzahl der Nennungen eines Faches

festgehalten, wie etwa hier:

Deutsch [..

Musikerziehung | |||..

Sport

>~ =Anzahl der SuS

Anhand dieser wird der Begriff der absoluten Haufigkeit erklért.

Anschliefend wird der Anteil eines Faches an der Gesamtanzahl
berechnet (die ersten zwei gemeinsam, dann in EA), und als
relative Haufigkeit, die entsprechende Angabe in Prozent als
prozentuelle Hiufigkeit definiert. Angenommen in der Klasse

sind 26 SuS, dann konnte die Tabelle so aussehen:
Lieblingsfach

relative
Hé&ufigkeit

Sport 9 29—6 ~ 0, 346
~ 0,192

Deutsch 5 25—6
4 o
56 ~ 0,154

absolute
H&ufigkeit

prozentuelle

Héaufigkeit
34,6 %
19,2 %
15,4 %

Musikerziehung 4

Tafel

L-S-
Gesprich

10

min

Wiederholung Sdulen- und Balkendiagramm.
Zu den eben erhobenen absoluten Haufigkeiten wird gemeinsam
mit den SuS ein Sdulendiagramm angefertigt. SuS zeichnen

selbststindig ein Balkendiagramm dazu ins Heft.

Tafel, Heft

L-S-
Gespréch,
EA

10

min

Beispiel: (H1 K1 und H2 K1)

Bei einer Abstimmung tiber die Einfithrung einer
Geschwindigkeitsbegrenzung in einem Wohnviertel gaben alle
120 BewohnerInnen ihre Stimme ab. 52,5 Prozent stimmten fiir
eine Geschwindigkeitsbegrenzung von 30 km /h.

Wie viele Personnen stimmten fiir eine
Geschwindigkeitsbegrenzung? Wie viele stimmten dagegen?

Stelle die Ergebnisse in einem Diagramm dar!

Tafel,
Heft,

EA
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15

min

mdogliche Probleme im Umgang mit Hdaufigkeiten:

Beispiel 1: (H4 K1)

Sarah und Karin vergleichen die Noten der letzten
Mathematikschularbeit ihrer Klassen. In Sarahs Klasse haben 4
SchiilerInnen einen ler, in Karins Klasse sind es 6. Karin folgert
daraus, dass ihre Klasse besser abgeschnitten hat. Ist das
richtig?

Gemeinsam mit den SuS wird das Bsp besprochen. Die Aussage
muss nicht stimmen, da man nichts iiber die
GesamtschiilerInnenzahl weifs. Moglicherweise sind in Sarahs
Klasse weniger SuS als in Karins, wodurch der prozentuelle
Anteil derer, die einen ler haben, in Sarahs Klasse hoher ist als
in Karins.

Beispiel 2: (H4 K1)

Zwei Firmen vergleichen ihre Verkaufszahlen der letzten beiden
Jahre. Firma A konnte seine Verkiufe um 80 % gegeniiber dem
Vorjahr steigern, Firma B nur um 15 %. Firma A ist also klar
erfolgreicher. Ist das richtig?

Mit SuS wird besprochen, warum auch dieses Aussage nicht
immer stimmen muss. Problem hier ist, dass man keine
Angaben {iber die absoluten Verkaufszahlen hat und deshalb
nicht sagen kann, wer mehr verkauft hat.

Beispiel 3: (H4 K1)

Max und Lukas vergleichen Preise. Im Jahr 1990 hat eine
Semmel umgerechnet 0,15 € gekostet, im Jahr 2011 sind es
schon 0,27 €. Max sagt, der Preis hat sich um ganze 80 %
erhoht. Lukas entgegnet ihm, dass das nicht stimme, sie kostete
1990 etwas mehr als die Hélfte vom Preis von 2011. Wer hat
Recht?

Gemeinsam mit den SuS wird geklart, dass beide Aussagen
richtig sind. Es wird der Frage nachgegangen, wo der
Unterschied liegt. L zeichnet dazu zwei Diagramme an die Tafel

und erklért, dass es an der Bezugsgrofe liegt.

Max Lukas
200 150
180
160 //
140 — 100
£ 120 — #
* o % 5o
0
20
o o
1950 2011 1950 2011

Hausiibung (AB)

Tafel, Heft

L-S-
Gesprich
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AB HAUSUBUNG

1. Beispiel (H2 K1)
Bei einer Umfrage zur Zufriedenheit mit ihrer Arbeitsstelle antworteten 117 der
Befragten, das sind 26 %, mit ,sehr zufrieden”. 279 antworteten mit ,mittelmafig

zufrieden” und der Rest antwortete mit ,unzufrieden”.

a) Wie viele Personen wurden insgesamt befragt?

b) Wie viel Prozent der Befragten sind ,mittelméfig zufrieden” und wie viel Prozent

sind ,,unzufrieden”?

2. Beispiel (H1 K1 und H2 K1)
Im Jahr 1990 kostete 1 1 Benzin etwa 0,65 €. Im Jahr 2011 waren das schon 1,55 €.
Berechne die prozentuelle Preisentwicklung auf zwei Arten und stelle beide grafisch
dar! (Preis von 1990 = 100 % vs. Preis von 2011 = 100 %)

3. Beispiel (H4 K1)
Bei der Schulsprecherwahl erhielt Tobias 43 Stimmen von den SchiilerInnen der 1.

Klassen und 32 von den SchiilerInnen der 2. Klassen. Offensichtlich ist er in der 1.

Klasse beliebter! Ist das immer richtig? Begriinde deine Antwort!

Ziel: Die SchiilerInnen kénnen absolute, relative und prozentuelle Hiufigkeiten berechnen
und mit Sdulen- und Balkendiagrammen darstellen. Insbesondere kénnen sie bewerten, ob

Haiufigkeitsangaben korrekt sind, oder, ob wichtige Informationen fehlen.

6.5.2 Unterrichtseinheit ,,Prozentangaben”, 3. Klasse

e Lehrplanbezug
Diese Stunde spricht den Unterpunkt ,,Untersuchen und Darstellen von Datenmengen” aus dem
Bereich ,Arbeiten mit Modellen, Statstik” aus dem Lehrplan der 3. Klasse AHS-Unterstufe an%°.
Das entspricht wiederum dem Inhaltsbereich 14 (Arbeiten mit statistischen Darstellungen und

Kenngrofen) der Bildungsstandards®!.

e Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht
Die SchiilerInnen sollen bereits mit negativen Zahlen rechnen kénnen und sicher sein im Umgang
mit Prozenten, darunter fallen auch Prozentpunkte. Aus der 2. Klasse kénnen SchiilerInnen schon
mit H&ufigkeiten und verschiedenen grafischen Darstellungsmoglichkeiten arbeiten. Die Stunde
eignet sich als Einfiihrung in das Thema Statistik in der 3. Klasse, da viel Bekanntes zunéchst

wiederholt und anschliefend zu Neuem iibergeleitet wird.

60ygl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Unterstufe. S.7
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht /Ip/ahs14 789.pdf?4dzgm2
Stand: 08.11.2015

6lygl. Bundesinstitut bifie. Bildungsstandards. S.5
https://www.bifle.at/system/files/dl/bist m sekl kompetenzbereiche m8 2013-03-28.pdf
Stand: 06.11.2015
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e Stundenbild

Zeit | Stundenverlauf Materialien | Sozialform
/Medien

15 Wiederholung und Vertiefen durch Bearbeitung des AB AB EA

min | (Larmbeldstigung)

AB LARMBELASTIGUNG

Bei einer Befragung im Vorjahr von 175 EinwohnerInnen einer Stadt zur Larmbel&stigung
durch den Verkehr gaben 12 amn, sich sehr stark beléstigt zu fiihlen, 43 fiihlen sich eher
stark beldstigt, 92 fiihlen sich kaum beléstigt und 28 fiihlen sich gar nicht belastigt.

1.

2.

Erstelle eine iibersichtliche Tabelle mit den absoluten, relativen und prozentuellen
H&ufigkeiten zu den vier Kategorien! (H2 K1)

Kreuze die zutreffenden Aussagen an! (H3 K3)
Mehr als die Hailfte der Befragten fiihlt sich
durch den Verkehr sehr oder eher stark
beléstigt!

Ungefdhr 7 von 10 Befragten fiihlen sich

durch den Verkehr kaum oder gar nicht
beléstigt!

Jeder Zwdlfte fiihlt sich durch den Verkehr
sehr stark beléstigt!

Mehr als 80 % der Befragten fiihlen sich
durch den Verkehr beléstigt!

Nur etwa jeder Sechste fiihlt sich durch den
Verkehr gar nicht bel&stigt!

Heuer wird eine neuerliche Befragung durchgefiihrt. Dabei stimmen von 175 Befragten

nun 18 der Aussage zu, sich sehr stark beldstigt zu fiihlen, 51 fiihlen sich eher stark
beldstigt, 75 fiihlen sich kaum beléstigt und 31 fiihlen sich gar nicht beldstigt.

1.

Erstelle auch fiir diese Umfrage eine Tabelle mit dem absoluten, relativen und
prozentuellen Haufigkeiten! Zeichne ein Sdulendiagramm zu den prozentuellen
Haufigkeiten aus dem Vorjahr und jenen aus dem heurigen Jahr. (Zeichne je zwei
Sdulen zu jeder Empfindung - eine, die den Wert aus dem Vorjahr anzeigt und eine,
die den Wert aus diesem Jahr anzeigt.) (H1 K1 und H2 K1)

. Berechne bei jeder Einschitzung die Differenz der absoluten Haufigkeiten. Gib diese

sowohl als Verinderung in Prozentpunkten als auch als prozentuellen Anteil an der
absoluten H&ufigkeit aus dem Vorjahr an! (Achte auf das Vorzeichen!) (H2 K2)
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15 Besprechung des AB Tafel L-S-
min | Zusatzaufgabe (gemeinsames Liosen): In dieser Stadt gibt es Gespréach
zwel grofe politische Parteien: Partei A mochte eine Umfahrung
bauen, um den Lirm aus der Stadt zu bekommen. Partei B
mochte keine Umfahrung.
Welche Zahlen wiirde Partei A présentieren? Welche Partei B?
(H3 K1)
kritische Auseinandersetzung mit der Frage, wie Daten
abhéngig von der politischen Einstellung unterschiedlich
verwendet werden konnen.
20 Einfiihrung in Kreuztabellen Tafel, Heft | L-S-
min | Ankniipfen an das AB durch folgenden Zusatz: Gesprich

Es sind nun zusédtzliche Infos zur heurigen Umfrage gegeben,
namlich das Geschlecht der Befragten. Das ist in folgender
Tabelle dargestellt:

’ ménnlich | weiblich H insgesamt

Jfiihle mich sehr stark 11 7 18
beléstigt”
Jfithle mich eher stark 31 20 51
beléstigt”
Jfithle mich kaum 32 43 75
beléstigt”
Jfithle mich gar nicht 21 10 31
beléstigt”

’ insgesamt ‘ 95 ‘ 80 H 175

L zeichnet Tabelle an die Tafel (oder projiziert Tabelle mittels
Beamer an die Wand) und erklért Eintragungen.

gemeinsame Erarbeitung der Fragen: (H2 K1)

— Wie viel Prozent der Frauen fiihlen sich sehr stark

belédstigt? Wie viel Prozent der Manner?

— Wie viel Prozent derer, die sich gar nicht beléstigt fiihlen,

sind ménnlich?
— Wie viel Prozent der insgesamt Befragten sind weiblich?

— Wie viel Prozent der Manner fiihlen sich kaum oder gar
nicht beldstigt? Wie viel Prozent der Frauen?

(Anmerkung: wichtig hierbei ist, bei jeder Frage genau
festzuhalten (SuS notieren das auch im Heft), was der
Grundwert ist und was der absolute Anteil)
Hausiibung (AB)
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AB HAUSUBUNG

Ankniipfen an Beispiel aus der Stunde:

Zusétzlich zum Geschlecht ist nun auch noch bekannt, in welche Alterskategorie die
einzelnen Befragten fallen. In der ersten Tabelle ist das fiir die weiblichen Befragten

dargestellt, in der zweiten fiir die ménnlichen:

| o unter 25 | 25 - 50 | iiber 50 |
Jfithle mich sehr stark beléstigt” 0 2 5
Jfithle mich eher stark beléstigt” 3 6 11
Hfithle mich kaum beléstigt” 21 15 7
wfithle mich gar nicht beldstigt” 4 2
‘ insgesamt ‘ 28 ‘ 25 ‘ 27 ‘
| g | unter 25 | 25 - 50 | iiber 50 |
Jfithle mich sehr stark beléstigt” 2 5 4
Jfithle mich eher stark belastigt” 7 9 15
,fithle mich kaum beléstigt” 14 11
Hfithle mich gar nicht beléstigt” 7 8
’ insgesamt ‘ 30 ‘ 33 ‘ 32 ‘

1. Beantworte folgende Fragen: (H2 K1)

(Uberlege zuerst, was der Grundwert ist und dann, was der absolute Anteil ist)

— Wie viel Prozent der iiber 50-jahrigen Frauen fiihlen sich sehr oder eher stark

beldstigt? Auf wie viel Prozent der unter 25-jéhrigen Frauen trifft das zu?

— Wie viel Prozent der Ménner zwischen 25 und 50 Jahren fiihlen sich kaum oder gar
nicht beldstigt?

— Wie viel Prozent derer, die sich sehr stark beléstigt fiihlen sind {iber 50 Jahre alt?

— Wie viel Prozent derer, die sich gar nicht beléstigt fiihlen sind jiinger als 50 Jahre?

2. Fasse die Ergebnisse der Umfrage hinsichtlich Geschlecht und Alter in einem kurzen
Text zusammen. Entwerfe mindestens eine kurze Schlagzeile aus Sicht von Partei A
und eine aus Sicht von Partei B. (H1 K1)

Ziel: Die SchiilerInnen sollen aus absoluten Haufigkeiten relative berechnen kénnen, auch
im Zusammenhang mit Kreuztabellen. Aufserdem sollen sie erkennen, wie ein und
dieselben Zahlen auf unterschiedliche Art bzw. fiir unterschiedliche Zwecke verwendet

werden konnen, und so kritisch gegeniiber solchen Angaben werden.
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6.5.3

Unterrichtseinheit ,Manipulation grafischer Darstellungen (unter Verwendung von
Excel)”, 6. Klasse

Lehrplanbezug

Diese Stunde behandelt den Unterpunkt ,Arbeiten mit Darstellungsformen und Kennzahlen
der beschreibenden Statistik” aus dem Bereich ,.Stochastik” des Lehrplans der 6. Klasse AHS-
Oberstufe®?. Beziiglich der Grundkompetenzen wird hauptsichlich

WS 1.2 Tabellen und einfache statistische Grafiken erstellen, zwischen Darstellungsformen wech-
seln kénnen

angesprochen?3.

Die Stunde ist nur unter Einsatz von Excel oder einem dhnlichen Programm durchfiihrbar.

Lernvoraussetzungen/Einbettung im Unterricht

SchiilerInnen kennen aus dem Unterstufenunterricht bereits grafische Darstellungsmoglichkeiten
der Statistik. Mehr an mathematischem Wissen ist nicht notwendig, weshalb sich diese Stunde
als Einfilhrung in die beschreibende Statistik in der 6. Klasse eignet.

Aus rein mathematischer Sicht kann sie auch schon in leistungsstarken Klassen in der Unterstufe
durchgefiihrt werden, denn die Fahigkeit, Manipulationsmd&glichkeiten bei grafischen Darstel-
lungen zu erkennen, ist Teil des Lehrplans der 2. Klasse AHS-Unterstufe. Mdchte man sie hier
anwenden, muss jedoch etwas an Komplexitit aus dem Beispiel genommen werden. Der reflexive
Wert der Stunde ist aber in der Oberstufe sicherlich hoher.

o Stundenbild
Zeit Stundenverlauf Materialien | Sozialform
/Medien
10 (Einfihrung) Grafische Darstellungen in Excel PC L-S-
min | L zeigt anhand zweier Beispiele vor, wie grafische Darstellungen | (Excel) Gesprich

in Excel entworfen werden kénnen.

Vorziige unterschiedlicher Darstellungen besprechen:
Sdulen/Balken betonen die Rangfolge, Liniendiagramme stellen
Veranderungen (Trends) gut dar:

62ygl. Bundesministerium fiir Bildung und Frauen. Lehrplan AHS-Oberstufe. S.5
https://www.bmbf.gv.at/schulen/unterricht/lp/lp_neu ahs 07 11859.pdf?4dzgm2

Stand:

08.11.2015

63vgl. Bundesinstitut bifie. Grundkompetenzen. S.16
https://www.bifie.at/system/files/dl/srdp ma konzept neuauflage 2018 2015-10-19.pdf

Stand:

08.11.2015
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w Einfgen  Seitenlayout  Formeln  Daten  Uberprifen  Ansicht a@o@ =
E & Calibri -1o- AN = ﬂ @ S Einfugen = X - ﬂ [ﬁ
- Floschen | (@]~

%] B S Zeilenumbruch Standard -

Einfigen F ¥ U~ .| e A~ binds d zent . .o <8 g Bedingte  AlsTabelle Zellenformatvorlagen | .. Sortieren  Suchen und
P = e SRR SRS T 6 Formatierung - formatieren - {EliFomat = | &2~ ynd Filtern + Auswahlen -
Zwischenablage | Schriftart 5| Austichtung | Zahl | Formatvorlagen | zellen | Bearbeiten |
[ NL - £ PQ
A I B c [ o ] E | F | 6 | H_ | [ I ) I [ L | M | N o |
1 1. Beispiel: Bei einer Umfrage unter 150 Personen zur Frage, welche Automarke sie fahren, ergab sich folgende Verteilung: M
2| in Prozent:
3 Audi 58  38,66%
2 VW 53 3533%
5 Opel 39 26%
| = |
| | =
& Sdulendiagramm: Kreisdiagramm:
| < |
10 Automarke Automarke
1
| 50,00%
| |
131 40,00%
| |
15| 30,00% B
| 0]
17| | 20,00%
| 2|
18| | 10,00%
| 0|
2L 0,00%
2 Audi W Opel
| = |
7 B id
H b V| Tabellel /Tabele? ~Tabele3 ~%J el M ] »
w Einfugen Seitenlayout Formeln Daten Oberprafen  Ansicht @ o @‘
[E & Calibri T AN = _[%] M SiZeilenumbruch Standard - gnfugen = E ﬂ [ﬁ
B3~ Y % Loschen = [g]~
Einfigen F X U~ i~ - A~ bind: e - @@y <n 00 Bedingte  AlsTabelle Zellenformatvorlagen ., Sortieren  Suchen und
- =L £3 rbinden und zentieren = | &+ % o0 | 53 43 Formatierung - formatieren - {EiFomat = | 2~ ynd Filtern + Auswahlen -
Zwischenablage T | Sehriftart | Ausrichtung Al Zahl | Formatvorlagen | Zellen | Bearbeiten |
[ V63 - | Q
A [ s [ ¢ [T o [ e [ ¢ [ & [ w [ v [T 3 T w [ v [ wm [ ~ [ o [ » &
28 2. Beispiel: Die Ausgaben einer Gemeinde fiir den Bereich “Soziales" entwickelten sich in den letzten Jahren wie folgt:
£ 2002 500000
N 2005 420000
N 2008 340000
2 2011 390000
3 2014 460000
| |
35 Liniendiagramm: Ausgaben fiir Soziales
=6l 600 000
| =7 |
38 500 000 =
- \
a0 400 000 v/
m o
an 5 300 000
-2 w
| 200 000
| |
a5 100 000
e 0
a7
B 2002 2005 2008 2011 2014
]
50
4 < ¥ Tabellel ~Tabele2  Tabele3 /%3 nkll W ] 3|
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15

min

Intensives Besprechen der Manipulationsmoglichkeiten - Achsen
abschneiden /stauchen /strecken, selektive Auswahl der Daten
(nicht alles muss dargestellt werden), optische Zusatzeffekte -
anhand der Beispiele:

1. Beispiel:

— Audi ist klarer Sieger:
y-Achse bei 25 % abschneiden, eventuell ohne Beschriftung

und mit optischen Zusatzeffekten

Automarke

Audi VW Opel

— VW und Audi sind beinahe gleich auf:
Vergrofsern der Skalierung auf der y-Achse um
Unterschiede zu verringern

Automarke
100,00%

80,00%

60,00%

40,00%

20,00%

0,00%
Audi VW Opel

PC
(Excel)

L-S-
Gesprich
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2. Beispiel:

— Aufwirtstrend — Werte erst ab 2008 darstellen
noch extremer: Abschneiden der y-Achse bei 300 000 und

Verfeinerung der Sklarierung

Euro

480 000
460 000
440 000
420 000
400 000
380 000
360 000

Ausgaben fur Soziales

e

e

/

/

340 000 /

320 000
300 000

2008 2011 2014

— Abwiértstrend — Werte von 2005, 2008 und 2011 nicht
darstellen
noch extremer: Abschneiden der y-Achse bei 450 000 und
Verfeinerung der Skalierung

Ausgaben flir Soziales
510 000

500 000 \
430 000 \

470000 \\
460 000 4

450 000

-]
5 480 000
(T3}

2002 2014

10

Bearbeitung des AB (Wahlerfolg) in Excel

Arbeitsauftrag kldren: Es fand eine Wahl zu der vier Parteien
angetreten sind statt. Die Ergebnisse (und die Ergebnisse der
letzten beiden Wahlen) stehen am AB. Es werden vier Gruppen
gebildet, die jeweils eine Partei darstellen. SuS sollen nun das
Ergebnis der eigenen Partei mithilfe der eben gezeigten Tricks
als Erfolg darstellen.

Vier Gruppen bilden (SuS haben freie Wahl), AB austeilen

AB, PC
(Excel)

GA
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AB WAHLERFOLG
Arbeitsauftrag:

1. Stellt das Ergebnis eurer Partei als ,Erfolg” dar. Uberlegt dazu genau, welche Daten
ihr verwenden moéchtet und welche nicht und welcher Diagrammtyp der geeignete ist.

Gerne konnt ihr eurer Partei auch einen Namen geben.

2. Wie konnte ein Zeitungsbericht (Schlagzeile 4+ kurzer Text + Grafik(en)) dazu

aussehen?
Partei A \ Partei B |
2015 2013 2008 2015 2013 2008
46,2 % 489 % 54.4 % 321 % 30,1 % 30,4 %
Partei C Partei D
2015 2013 2008 2015 2013 2008
20,5 % 20,4 % 13,9 % 1,2 % 0,6 % 1,3 %
10 Prisentation der Zeitungsberichte einer jeden Gruppe/Partei pPC Referat
min SuS erkliren, was wie gemacht wurde. (Excel)
5 Reflexion L-S-
min kritische Auseinandersetzung mit der Tatsache, dass dieselben Gesprich

Zahlen fiir unterschiedliche Zwecke ganz unterschiedlich
dargestellt werden kénnen und so vollig verschiedene Eindriicke
hinterlassen.

Hausiibung:

Suche im Internet nach den Ergebnissen der letzten beiden
Nationalratswahlen (2013, 2008) und stelle diese fiir mindestens
zwei Parteien als Erfolg dar!

Ziel: SchiilerInnen sollen grafische Darstellungen in Excel erstellen kénnen. Insbesondere
sollen sie verschiedene Manipulationsmoglichkeiten dabei kennen und so eine kritische

Haltung gegeniiber grafischen Darstellungen einnehmen.
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