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Kapitel 1
Einleitung

Schon in der Antike war es ein Anliegen vieler Mathematiker nicht blofs alle Lésungen einer
Gleichung zu bestimmen, sondern diese in vielerlei Hinsicht zu untersuchen. Dabei wurden
an die Gleichung bestimmte Bedingungen gestellt. So sollten u. a. die Losungen positiv oder
die Koeffizienten ganzzahlig sein, um Beispiele zu nennen. Mit solchen Problemen beschéf-
tigte sich schon der Mathematiker Diophantos von Alexandria (3. Jh. n. Chr.). Auf ihn
geht der Begriff Diophantische Gleichung zuriick, worunter das Losen einer Gleichung in den
ganzen Zahlen verstanden wird. Im Lauf der Zeit wurde eine grofse Vielfalt Diophantischer
Gleichungen studiert und doch gibt es solche, denen eine grofere Bedeutung zugeschrieben
wurde und wird. Dazu z#éhlt u. a. die Pellsche Gleichung X? — dY? = 1, wobei d im All-
gemeinen eine gegebene ganze Zahl ist. Mit der Einschrénkung dieser Gleichung auf eine
natiirliche Zahl d kein Quadrat — sowie der Version X? —dY? = N (mit N € Z gegeben)
— haben sich auch die Mathematiker Fermat (1601-1665), Euler (1670-1743) und Lagrange
(1736-1813) beschaftigt. Letztendlich gelang es Lagrange um 1766 zu zeigen, dass die Pell-
sche Gleichung mit den zuvor genannten Voraussetzungen fiir d unendlich viele ganzzahlige
Losungen besitzt. Insbesondere untersuchten Lagrange (u. a. in Korrespondenz mit Euler)

sowie Legendre (1752-1833) eine weitere allgemeinere Diophantische Gleichung, ndmlich
ar? +bry+cy? =m mit a,b,e,m €7Z.

Die Theorie der bindren quadratischen Formen, von welcher diese Arbeit handelt, war gebo-
ren. Es war jedoch Gauss (1777-1855), der in seinem Werk Disquisitiones Arithmeticae die
Resultate von Euler und Lagrange vertiefte und die Theorie dariiber immens weiterentwi-
ckelte. Gauss betrachtete in seinem Werk die Theorie der bindren quadratischen Formen u.
a. als einen Spezialfall der Theorie der Quadratischen Formen.

Doch was sind Griinde dafiir, dass sich zahlreiche Mathematiker und Mathematikerinnen

mit gerade diesen Formen auseinandergesetzt haben und dies immer noch tun?

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Ein Motiv dafiir ist mit Sicherheit die Existenz zahlreicher ungeldster Probleme auf diesem
Gebiet. Andere Impulse konnten u. a. durch die folgenden Problemstellungen, mit welchen

sich binédre quadratische Formen beschéftigen, ausgelost worden sein:

Gibt es fiir gegebene ganze Zahlen m und D = b* —4ac, D =0 oder 1 (mod 4) eine

Darstellung von m durch [m =] f(z,y) = ax? + bry + cy? fiir die ggT(z,y) =1 gilt?

Welche Zahlen m werden durch eine Form dargestellt? Verfiigen diese Zahlen iiber eine

spezielle Gestalt?

Existieren mehrere Darstellungsformen von m und wie sind diese zu bestimmen?

Konnen zwei oder mehrere Formen ineinander iibergefithrt werden? Wenn ja, unter

welchen Voraussetzungen ist dies moglich und warum ist dies von Interesse?

- u. V. a. Hl.1

Ziel dieser Arbeit ist es jedoch nicht, die oben genannten Probleme vollstindig zu losen.
Diesbeziiglich bedarf es Kenntnisse iiber die Klassenkorpertheorie und anderer komplexer
Themenbereiche der algebraischen Zahlentheorie. Gedacht ist diese Arbeit als eine Einfiih-
rung in die Theorie der bindren quadratischen Formen und orientiert sich dabei an dem Werk
,Zahlentheorie. Eine Einfiithrung* von Hlawka und Schoifengeier (2. Auflage: 1990)2.

Beginnend mit grundlegenden Definitionen und Forderungen an eine binére quadratische
Form ist es in Kapitel 2 unsere Intention zu bestimmen, wann zwei Formen als dquiva-
lent bezeichnet werden und welchen Ertrag eine Aquivalenz liefert. Kapitel 3 und 4 wid-
men sich zwei Klassen von bindren quadratischen Formen. In beiden Kapiteln ist es unser
Anliegen, alle Losungen der Gleichung m = ax? + bxy + cy® zu bestimmen, sofern dies
moglich ist. Wir werden hierfiir eine Losungsmethode entwickeln und zeigen, warum es von
Wichtigkeit ist, die Automorphismen einer Form zu kennen. Schliefslich befassen wir uns
in Kapitel 5 mit einer geometrischen Interpretation bindrer quadratischer Formen und der

Gleichung m = az? + bxy + cy?.

L(Niven 1976: 132-137, 231-236) , (Ribenboim 2009: 119-177) , (Weil 1992: 1-3, 18-32, 97-109, 215-225,330-
336, 337-382)
2(Hlawka 1990: 24-29, 79-138)



Kapitel 2

Grundlagen und Aquivalenz von binéren

quadratischen Formen

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen binérer quadratischer Formen sowie deren Aquiva-
lenz untersucht werden. Bevor jedoch eine Definition binédrer quadratischer Formen gegeben
wird, soll der Uberbegriff Form und diesbeziiglich quadratische Form kurz erklirt werden.
Bei einer Form f handelt es sich um ein homogenes Polynom, also um ein Polynom in meh-
reren Variablen, wobei alle Terme vom selben Grad sind. Wenn nun von einer quadratischen
Form f gesprochen wird, so handelt es sich um Terme zweiten Grades, welche sich schreiben
lassen als: .
f(xy, 29, .y my) = Z aijriv; .t
ij=1

Diese Arbeit beschrénkt sich auf ganzzahlige Koeffizienten a;; der Form f. Auferdem werden
ausschlieflich Formen in zwei Variablen betrachtet, welche als bindre quadratische Formen

bezeichnet werden. Womit wir zu folgender Definition gelangen:

DEFINITION 2.1 Es seien a, b, c € Z. Dann heifst
[ ZXZ =7, fxr,y) = ax® + bry + cy?

eine bindre quadratische Form. Lassen sich ganze Zahlen (zg, yo) mit f(xo,yo) = m finden, so
sagen wir, dass eine ganze Zahl m durch f dargestellt wird. Die Darstellung heifst eigentlich,

wenn ggT(xg,yo) = 1 und uneigentlich sonst.

Bei den Abhandlungen von Gauss und Dirichlet findet man stattdessen f(z,y) = az® +

20xy + cy?. Dies fiihrt im Allgemeinen zu keinem Unterschied, jedoch sollte sich der Leser

L(Niven 1972: 167f.)



4 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN UND AQUIVALENZ VON FORMEN

iiber den daniederliegenden Sinn des Autors informieren. Dahinter stecken die Analogien zu
quadratischen Formen im Allgemeinen. Interessant wird die Festlegung auf einen geraden
mittleren Koeffizienten 2b, wenn Korper (oder Ringe) der Charakteristik 2 betrachtet wer-
den.

Bevor wir iiber die Aquivalenz von bindren quadratischen Formen sprechen, wollen wir dies-
beziiglich noch einige Feststellungen treffen. Die Koeffizienten a, b und ¢ sind zu f eindeutig

bestimmt, denn
a=a-1>+b-1-0+c¢-0°= f(1,0), c= f(0,1) und b= f(1,1) — f(1,0) — f(0,1). (1)

Somit lésst sich eine bindre quadratische Form f auch schreiben als f = (a, b, ¢). Aukerdem

halten wir fest, dass sich f(x,y) = ax? + bxy + cy®> mittels Matrizen darstellen lisst:

f<x,y>:<w,y>§Ff(z> it Ff:<2‘; ;’) ®)

wovon man sich im Folgenden leicht iiberzeugen kann:

f(fv,y)z(x,y)%<22 zi) (i)z

x
= (az + Ly, Lo+ cy) ( ) = ax?® + bay + cy’.
)
Hierbei ist %F  die einzige symmetrische Matrix, die diese Eigenschaft aufweist. Mithilfe der
Matrix Fy kénnen wir die Diskriminante von f definieren. Auf diese werden wir im Laufe

der Arbeit immer wieder stofsen, da sie uns Klassifizierungen erlaubt.

2 b
DEFINITION 2.2 Es sei f = (a,b,¢) mit F; = < Z 5 > Dann bezeichnen wir
c
2 b
Dy=—detF;=| " 7| =1*— dac
b 2c

als die Diskriminante von f.

Aufgrund dessen, dass fiir jedes b € Z gilt:
b =0 oder 1(mod4) = D;=0 oder 1(mod4).

Diesbeziiglich konnen wir zu jeder Zahl D € Z mindestens eine Form mit Diskriminante D



finden und zwar mithilfe der Grundform bzw. Hauptform zur Diskriminante D:

f(1,0,=2) =a? — 2y, falls D = 0(mod 4)
f(1L,1,5R) =a? 4 ay 4+ 158y%, falls D =1(mod4).

(3)

Eine Form f kann eine Zahl m sowohl eigentlich als auch uneigentlich dargestellen, so z. B.
gilt fiir f=a>—ay+2y*> 16=12—-1-3+2-32=42—-4.2+42-22

Somit stellen sich Fragen, wie die folgenden: Fiir welche (x,y) ist die Gleichung f(x,y) = m
16sbar? Welche Formen représentieren eine gegebene ganze Zahl m? Wie viele Darstellungen
ein und der selben Zahl gibt es und gibt es einen Weg, all diese zu finden? Zur Beantwortung
dieser und anderer Fragen werden die Eigenschaften und Strukturen der Menge der binéren
quadratischen Formen untersucht.

Dies ist insofern hilfreich, da es einem in der Menge der quadratischen Formen eine Klas-
seneinteilung ermoglicht. Es wird sich zu einer anfangs kompliziert aussehenden Form eine
,schonere”, dazu dquivalente Form finden lassen, welche einem das Suchen der entsprechenden

Antwort erleichtern soll.

DEFINITION 2.3 Es sei L : Z? — Z? mit L(x,y) = artpy ) _ (b v
yx + 0y v 0 Yy

bijektiv und linear. Dann heiRt L eine ganzzahlige unimodulare ?> Transformation.

Die Menge dieser Abbildungen ist bekannt als die General linear group vom Grad 2 iiber
Z, kurz GLo(Z). Sie bildet beziiglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, ist also unter

Inversenbildung und Zusammensetzung abgeschlossen.

SATZ 2.1 Eine lineare Transformation L : Z? — Z2, L(x,y) = artfy ) _[a b .
yx + 0y v 0 Yy
ist genau dann bijektiv, wenn «, 8,7 und § € Z und det L = +1.

v 9 0 ¥
und L(o,l)_<o‘ 5><0)_(6>ez2.
v o0 1 0

Da L € GLy(Z) existiert L™!, ist ebenfalls linear und bijektiv. Somit ist det L™! € Z
und det L € Z. Des Weiteren gilt, dass det L - det(L™') = 1 woraus | det L| = 1 folgt.

Beweis: (=) :

Q

2Anm.: Eine quadratische Matrix heifit unimodular, wenn ihre Eintragungen ganzzahlig sind und sie
Determinante +1 besitzt.
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(<) : L besitzt nur ganzzahlige Eintrage und es gilt, dass |det L| = 1. Somit besitzt auch

L~! nur ganzzahlige Eintragungen:

Lfl — 1 5 _ﬁ
det L -y o '

Hieraus erhalten wir, dass sich eine binére quadratische Form f durch L € GLy(Z) mittels
foL wieder in eine binére quadratische Form tiberfiihren ldsst und dieselbe(n) Zahl(en) wie f
darstellt. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Aukerdem fithrt L(z,y) eigentliche Darstellungen
in eigentliche iiber: Es gilt namlich ggT(x,y) = ggT(ax + By , vz + dy) fiir L(x,y) € GLy(Z)
und (z,y) # 0.3
Wir wollen auch der Menge der eigentlichen Transformationen, das sind jene deren Deter-
minante gleich 1 ist, eine Bezeichnung geben, ndmlich Special linear group vom Grad 2 iiber
Z, kurz SLo(Z). Man kann sich schnell davon {iberzeugen, dass es sich bei der SLy(Z) um
eine Untergruppe der GLy(Z) handelt, die nicht kommutativ ist.

Solch eine Transformation soll nun genauer betrachtet werden:

Es sei U = ( “ i ) € SLy(Z). Wir substituieren z und y in f(x,y) = ax® + bxy + cy?

gl
' =ax+ By b, (x’>:<a B)(ac) )
Y =z +dy. Y v 90 Y

Somit geht f in die Form f/'(2',y") = /2" + V2'y' + y? iiber. Doch wie sehen deren

durch

Koeffizienten o', V', ¢ aus?

'z + 'y + y? = alax + By)? + blax + By) (vx + 6y) + c(yz + 6y)* =

= a(a’s” 4 2038y + By°) + blaya® + Byyz + azdy + Boy°) + c(va? + 2yzdy + 6%°) =
= 2%(ac® + bay + ) + 2y(2aaB + bBy + bad + 2¢v0) + y*(af? + b3S + c6?).

3 Angenommen t|z und t|ly. Dann gilt t|ox + Sy sowie t|yz + dy und wir erhalten
g Y g Y Y Y

geT(x,y)| ggT(ax + By, vz + dy) .

Da es sich bei L(z,y) um eine ganzzahlige unimodulare Transformation handelt, gilt aus Symmetriegriinden
Gleichheit. Somit ergibt sich aus ggT(x,y) = 1, dass auch ggT(ax + By, vz + dy) = 1 gilt.



Daraus ergibt sich fiir o/, b, ¢ das Folgende:

a' = aa® + bary + cvy?
b = 2aaf + b(ad + B7) + 2¢v0 (5)
d = af?+bBd + cd*

Wenn wir nun also nach jenen (z,y) € Z? suchen, die die Gleichung
azr® +bry +cy’ =m (6)

erfiillen, so kénnen wir analog dazu auch die Gleichung

a/x/Q 4 b/l‘/y/ 4 C/y/2 =m (7)
16sen. Denn zwischen den Losungsmengen der Gleichungen (6) und (7) besteht eine Bijektion:
Jede Losung (2',y") von (7) fithrt mittels Substitution zu einer Losung (ax + By, vz + 0y)
von (6). Umgekehrt finden wir zu jeder Losung von (6) mithilfe der inversen Transformation

5 —
Ul = p >, die uns
r = 6’ — By
y=—yr'+ay
liefert, eine Losung zu (7).* Diese Beziehung wird uns bei der Suche nach Losungen von
bindren quadratischen Formen hilfreich sein und zudem eine Klasseneinteilung ermoglichen,

weswegen wir ihr eine Bezeichnung geben:

DEFINITION 2.4 Zwei bindre quadratische Formen f und ¢ heiken zueinander dquivalent®,

wenn es eine Matrix

U:(a i)GSLQ(Z) gibt, mit foU =g.
Y

Wir schreiben hierfiir f ~ ¢ und sagen f geht durch die Substitution ( “ i > in g tber.
f)/

SATZ 2.2 Bei der Relation ~ handelt es sich um eine Aquivalenzrelation, d. h. sie ist sowohl

reflexiv, symmetrisch als auch transitiv.

4Zagier 1981: 571t
5Anm.: In vielerlei Fachliteratur wird zwischen equivalent und properly equivalent, zu Deutsch Aquivalenz
im weiteren bzw. Aquivalenz im engeren Sinne, unterschieden. Der Unterschied liegt in der Zugehérigkeit der

jeweiligen Matrix: equivalent im Falle, dass U € GLy(Z) und properly equivalent falls U wie in der Definition
(2.4) zur SLy(Z) gehort.
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Beweis: Gegeben seien die bindren quadratischen Formen f(x,y), g(z/,v'), h(z",y") sowie

die Matrizen U = ( “ i ) V= ( o ? ),beide aus der SLy(Z) sowie die dazugehorige
v 701

Einheitsmatrix 7.

Reflexivitdt f ~ f: fol = f mit der Einheitsmatrix [ = (1) (1) .

Symmetrie g ~ f: Angenommen f ~ ¢, d. h. es gilt foU = g. Da U € SLy(Z) existiert
Ul = 0 _i und ist ebenfalls aus der SLy(Z). Somit folgt f = g o U~! und damit
g~ !

Transitivitat: Gilt f ~ g mit foU = g und g ~ h mit go V = h so folgt daraus, dass
auch f ~ h. Hierzu nehmen wir an, dass geméf (4) f(z,y) in g(2/,y’) tberfiihrt und des
Weiteren g(z’,%’) durch

‘,L,// =« x/ _l_ / .:C” ‘,L,/
" 1 / 51% bzw. " =V / (8)
y' =ma' + oy Yy Yy
in h(z”,y") iibergeht. Setzen wir nun (4) in (8) ein, so erhalten wir

" = aonx + a1 fy + fiyx + f10y = (o + fry)r + (a1 8+ Bid)y
y' =oamz+ Pny +yhr+ 50y = (an +y6)x+ (B + 96y

Mittels Matrizenschreibweise konnen wir dies iibersichtlicher schreiben als:

x” vl *)= aar + 1y ar S+ Bid x
Y y ay, + 781 By + 06 y |

Durch den Ubergang von f zu f o U findet eine Verdnderung der Koeffizienten sowohl von
f, Fy als auch von Dy statt. Was die Umformung bzgl. f betrifft, so wurde diese bereits auf
den Seiten 6f. beschrieben. Dort ist nachzulesen, dass die Koeffizienten durch den Ubergang

von f = (a,b,c) zu foU = (d,V,) transformiert werden zu:

d = ao® + bay + ¢y?
V' = 2aaf + b(ad + By) + 2¢v6
cd =aB?+bpJs + ch?.

Mithilfe der Schreibweise von f(z,y) nach (2) erhalten wir die Koeffizienten fiir Fyo;7, denn



es gﬂt FfoU = UthUi

2),(4

(2),(4) az + By
foU(z,y) =" (azx+ By, yr+dy )3Fy =

yr 4 0y

<x,y><j ﬁ) %ﬂ(j ﬁ)(j)—w,y)wﬂv(j)-

Da es sich bei %F » um eine symmetrische Matrix handelt, liefert U'F;U ebenfalls eine sym-
metrische Matrix und damit gilt die obige Behauptung, dass Froy = U'FyU.
Interessant und bedeutend ist die Tatsache, dass die zu einer bindren quadratische Form f
mit Diskriminante Dy dquivalente Form f o U mit U € GLy(Z) ebenfalls die Diskriminante
Dy besitzt, d. h.: Wenn U € GLy(Z), soist Dy = Dyop.

Dies folgt aus der Definition 2.2 auf Seite 4 und der soeben bewiesenen Behauptung:

Dyov = —det Froy = — det(U'F;U) = —(det U)? det Fy = (det U)2D; " =P D, (9)

Satz 2.2 auf Seite 7 ermdglicht uns die Einteilung aller bindren quadratischen Formen
in sogenannte Aquivalenzklassen. Wir halten also fest, dass sich zwei zueinander dquivalente
Formen f und g in der selben Klasse befinden, diese aufgrund der Transitivitédtseigenschaft
von ~ dieselbe Menge von ganzen Zahlen darstellen und es eine eindeutige Beziehung zwi-
schen den Darstellungen von f und denen von ¢ gibt. Aufgrund dessen geniigt die Betrach-
tung nur eines Reprisentanten von jeder Aquivalenzklasse.® Jedoch stellt sich die Frage, wie

man solch einen Reprisentanten findet. Um diese Frage zu beantworten, unterscheiden wir

zwischen definiten, indefiniten sowie semidefiniten” biniren quadratischen Formen:
DEFINITION 2.5 Eine bindre quadratische Form f heifst

(i) positiv definit, wenn  f(z,y) >0 V(z,y) € Z* mit (z,y) # (0,0),

(ii) negativ definit, wenn  f(x,y) <0 V(x,y) € Z* mit (z,y) # (0,0),

(iii) indefinit, wenn  I(x1,v1), (To,y2) € Z* mit  f(we,y2) <0 < f(z1,41),

(iv) positiv semidefinit, wenn V(z,y) € Z*  f(x,y) > 0 und wenn I(xg,y) € Z* mit
f(x()?yO) - 07 wobei (l‘o,yo) 7é (070)7

6(Niven 1976: 175)

"Der semidefinite Fall wird in dieser Arbeit nicht genauer behandelt. Es sei lediglich erwiihnt, dass anstelle
der Gleichung f(z,y) = m die nach (10) gegebene Gleichung 4af(z,y) = (2az + by)? = 4am zu lésen ist.
Demnach substituiert man am durch 22 fiir ein z > 0 und 16st die Gleichung 2ax + by = +22. Das Losen
der Gleichung ist im Fall ggT(2a,b) |2z immer moglich. Daher besitzt f(z,y) = m entweder keine oder
unendlich viele Lésungen.
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(v) negativ semidefinit, wenn V(z,y) € Z*  f(x,y) <0 und wenn 3(xg,y) € Z* mit
f(x(]?y()) - 07 wobei <x07y0> 7£ (070)

Die Punkte (ii) und (v) sind insofern zu vernachléssigen, da im Falle dass f positiv definit
(bzw. semidefinit) ist, —f negativ definit (bzw. semidefinit) ist und umgekehrt. Ferner gilt,
dass D_; = Dy. Somit geniligt es nur positiv definite, indefinite und positiv semidefinite
Formen zu betrachten. Bevor wir uns einem wichtigen Satz widmen sei noch festgehalten,

dass fiir f = (a,b, ¢) die folgende Formel gilt:
daf(r,y) = 4a’2® +4dabzy +dacy® = (2ax +by)* — b*y* +dacy® = (2azx +by)* — Dy*.2 (10)

Wie bereits erwahnt wurde, wird der Diskriminante Dy einer bindren quadratischen Form f

eine bedeutende Rolle zu Teil:

SATZ 2.3 Es sei f = (a,b,¢) eine bindre quadratische Form. Dann gilt:
(i) f ist genau dann semidefinit, wenn Dy = 0.
(ii) f ist genau dann positiv definit, wenn Dy <0 und a > 0.

(ili) f ist genau dann indefinit, wenn Dy > 0.

Beweis:  (1):(=): Es sei f semidefinit und vorerst a = 0. Dann folgt f(z,1) = bz + c. Fiir

b # 0 hétte f fiir geniigend grofses x ein anderes Vorzeichen, als fiir geniigend
kleines x und wére demnach nicht semidefinit. Daraus folgt, dass b = 0 und
hieraus wiederum Dy = 0 gilt.
Ist nun a = f(1,0) # 0, dann ist V(x,y) € Z* 0 < 4af(z,y) = (2ax+by)? — Dsy*.
Im Besonderen gilt fiir x = —b und y = 2a, dass 0 < —D4a?. Wire Dy < 0,
dann gilt 4af(z,y) = (2az + by)* 4+ |Ds|ly* = 0 nur falls = y = 0. Somit ist
D;=0.

(«<): Es sei Dy = 0. Ist a = 0, dann ist auch b = 0 und 3(zo,yo) € Z* mit f(xo,yo) =
0 und (zo,40) # (0,0), ndmlich das Paar (1,0). AuBerdem hat f(x,y) = cy?
konstantes Vorzeichen.

Ist nun a # 0, so hat 4af(z,y) = (2ax + by)? konstantes Vorzeichen und demnach
auch f. Fiir das Paar (—b,2a) folgt, dass f(—b,2a) = 0 gilt.

(ii): (=): Es sei f positiv definit. Demnach ist a = f(1,0) > 0 und 0 < 4af(—b,2a) =
—Dy4a®. Da —4a® < 0 folgt Dy < 0.

8Es gilt auch die Formel 4cf(z,y) = (2cy + bx)? — Dya?. (Buchmann 2007: 12.)
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(«<): Essei a>0und Dy < 0. Da b* — 4ac < 0, ist auferdem ¢ > 0. Dann ist
daf(z,y) = (2ax + by)* 4+ |Ds|y* = 0 nur wenn (z,y) = 0, was laut Definition

jedoch auszuschliefien ist.

(iii): Die Behauptung folgt aus (i) und (ii). Denn ist f negativ definit, so ist —f positiv
definit. Fiir — f positiv definit gilt nun

D y<0 und —-a>0 & Dy<0 und a<0.

Wiére nun Dy < 0 und a = 0, wiirde sich b* < 0 ergeben, was jedoch unméglich ist.
m

Bevor wir uns dem néchsten Kapitel widmen, soll noch auf die Automorphismen von f
eingegangen werden. Der Grund hierfiir ist, dass wenn (z,y) € Z? eine Losung von f(z,y) =
m ist und U aus der Menge der Automorphismen von f stammt, so ist auch U j; Losung

dieser Gleichung.

DEFINITION 2.6 Essei f eine binédre quadratische Form und U € SLy(Z) so, dass foU = f.
Dann heifit U ein Automorphismus von f. Mit Ay wird die Menge aller Automorphismen von
f bezeichnet .

Die Menge Ay hat folgende Eigenschaften:
Sind niamlich U und V' zwei Automorphismen von f, so sind dies auch UV und U, V1
Aufserdem besitzt Ay noch eine weitere algebraische Eigenschaft, die wir allgemein angeben

mochten:

Es sei G eine Gruppe und Hy, H, Untergruppen von G. Gibt es ein z € G mit
Hy = aHx7!, so heiken H, und H, konjugiert in G.°

SATZ 2.4 Es sei f eine bindre quadratische Form und U € SLy(Z). Ay bildet eine Unter-
gruppe von SLy(Z) und sie ist zu Aoy konjugiert, d. h. es gilt

U AU = Agopr

Beweis: 1) Ay ist eine Untergruppe: Zunéchst einmal ist Ay # 0, denn f ol = f und
somit [ € Ay. Es seien Uy, Uy € Ay, d. h. foU; = f und foU, = f. Aus Letzterem
folgt auch f o U, ' = f. Insgesamt also gilt

(foU)Uy'=foUy' = f undsomit U,U;'€ A;.

9Dies ist eine Aquivalenzrelation: H, =eHje . Fir Hy, = zHiz™! = H; =z 'Hyz. Ist des Weite-

ren Hz = yHoy~ !, dann folgt Hs = y(zHyx 1)y~ = yzHy(yz)~ L.
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2) UflAfU = Apoy: Essei V € Agoy. Hieraus erhalten wir
foUVU '=(foU)WVU '=foUU ' =f unddemnach UVU !¢ Ay

Dies bedeutet aber auch, dass V' € UflAfU und damit Apoy C UflAfU. Wir erhalten

umgekehrt Ay C UAopU™!, wenn f ersetzt wird durch f o U sowie U durch U~
O

Ziel der nichsten Kapitel ist es eine Methode anzugeben, wie Losungen (z,y) der Glei-
chung f(z,y) = m gefunden werden kénnen. Dazu miissen wir wissen, wann wir zwei For-
men f und ¢ als dquivalent bezeichnen kénnen und wie die Automorphismen von f zu

bestimmen sind.



Kapitel 3

Positiv definite binare quadratische

Formen

Dieses Kapitel behandelt die positiv definiten bindren quadratischen Formen, also jene For-
men fiir die Dy < 0 ist. Aufgrund dessen handelt es sich bei D; um keine Quadratzahl und es
gilt @ > 0. Insbesondere gilt auch ¢ > 0, weil ¢ = f(0, 1) ist. Des Weiteren wissen wir, sollte
f negativ definit sein, so ist —f positiv definit. Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, kénnen wir
aukerdem das Folgende festhalten:

Ist U € SLy(Z) und f positiv definit, dann ist auch f o U positiv definit.
Jedoch wissen wir noch nicht, wie wir solch eine Matrix U finden koénnen. Hierbei sind zwei

Matrizen in der SLy(Z) von besonderer Relevanz:

1 1 -
S:< ) und T:<O 1).
0 1 1 0

Die SLy(Z) wird nédmlich von den beiden Matrizen S und 7T erzeugt, d. h. jede Matrix aus
der SLy(Z) kann als Produkt der Matrizen S und T und deren Inversen dargestellt werden.!

PROPOSITION 3.1 Es sei f = (a,b,¢) eine bindre quadratische Form. Dann gilt:
1
(i) VgeZ st Sg=<0 ‘Cl]) und  f o S9 = (a,2ag + b,ag* + bg + c).

(ii) 7?2 = -1 sowie foT = (c,—b,a).
Beweis:  (i): 1) g > 0 durch Induktion?:

10
=0: S°= =7

1Dies wird u. a. durch das Korollar 3.11 gezeigt.

13
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1 11 1 1
g—g+1: Sf’*l:Sg-S:( g)( ):( 9+ )
01 01 0 1

1 —g L g

2) g <0: Da 579 = folgt, dass S99 = (S79)~! = )
g ( o ) : syt =
3) Wenn wir uns zuriickerinnern, so wurde bei (5) die Transformation der Koeffizienten
von f durch eine ganzzahlige Matrix U beschrieben. Demnach erhalten wir fiir f o S

mita=1,=¢,y=0und 0 = 1:

foSg(i) (a',b,c) = (a,2ag + b, ag* + bg +c) .

0 —1 0 -1 -1 0
(ii): 1) T?= = =—1I.
1 0 1 0 0 —1
2) Auch fiir f o T verwenden wir wieder (5), wobei diesmal « =0, 5= —1,

v=1und 6 =0:
foT = (c,—b,a).

]

Es soll nun ein Weg angegeben werden, um einen Repréasentanten fiir jede Klasse von
positiv definiten bindren quadratischen Formen zu finden. Hierbei ist die folgende Definition

von Relevanz:

DEFINITION 3.1 Es sei f = (a,b,¢) positiv definit. Wir nennen f reduziert, wenn
| <a<c.

Das Ziel ist nun zu zeigen, dass in jeder Klasse mindestens eine reduzierte Form existiert.
Fiir den Beweis des folgenden Lemmas sei noch definiert, was unter der ,néchsten ganzen

Zahl“ zu einer gegebenen reellen Zahl zu verstehen ist.

DEFINITION 3.2 Es sei p € R. Dann gibt es ¢ € Z und r € R mit —% <r< %, sodass

0 = g + r. Dazu setzen wir mithilfe der Gaufklammer?

- |-er]

2Anm.: Bei den Beweisen durch Vollstindige Induktion wird vor dem Induktionsschritt nicht explizit
angegeben, dass die Behauptung bereits bis n bewiesen sei. Unter der Abkiirzung ,I.A.* sei die Induktions-
annahme zu verstehen.

3Fiir z € R sei |z] = max{k € Z|k < z} die GauRklammer von .
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Diese eindeutig bestimmte ganze Zahl g wird als die ndchste ganze Zahl zu o bezeichnet.

Beispiele: 1.) Es sei o = 2,3. Dann ist die néchste ganze Zahl
g=—1-23+1=—|-1,8] = ~(-2) =2
Fiir p = —2, 3 ergibt sich g = —2.

2.) Es sei o = 3,5. Dann ist die nichste ganze Zahl g = —|—3,5+ 5| = —| -3 = 3.
Ist jedoch ¢ = —3,5. So erhalten wir g = —|3,5+ 1] = —[4] = —4.

LEMMA 3.2 Es sei f = (a,b,c) positiv definit. Demnach gibt es «,9 € Z, a € {0, 1},
sodass
foT*S% = (a1,b,¢q) und |by] < ay = min(a,c) gilt.

Beweis: Falls a < ¢ so wihle a = 0. Im Fall, dass a > ¢ sei a = 1.

Essei foT* = (d,V,c).

Nach Proposition 3.1 (ii) ist ¢’ = min(a, ¢), denn falls a < ¢ so ist o’ = a bzw. bei a > ¢ ist
a’ = c¢. Auferdem gilt |b'| = |b].

Es sei g die néchste ganze Zahl an —2”—(;/. Demnach gilt

b 1
‘g—I—Q—G/ S§ bzw. [2d'g+V| <d .
Es ist
(alyblacl) = foTS59 Prop-:3.1(l) (a/’ 2a/g + b/, (1/92 + b'g + C/) ‘
Insgesamt erhalten wir also a; =a’ und |b| = |V + 2d/g| < a3 = ¢’ = min(a, c). O

SATz 3.3 Ist f = (a,b,c) positiv definit, so 3¢, ..., gy € Z und ein « € {0, 1}, sodass
foU mit U=T*SN"TS%.TS% reduziert ist.
Beweis: Aufgrund von Lemma 3.2 kénnen wir oy € {0,1} und ein ¢g; € Z wéhlen, sodass
foTS%" = (ay,by,¢1) mit |by| < a; = min(a,c) gilt.
Es sei ag = a, bp = b und ¢y = ¢. Es seien a;,bj,¢; fir 1 <j <n, o; € {0,1} und ¢g; € Z
bereits gewéhlt.

Nach Lemma 3.2 wéhlen wir nun «,, € {0,1} und g,, € Z, sodass mit

foT89 .. TSI = (ay,b,,c,) auch |b,| <a,=min(a, 1,¢,1) gilt.
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Fir n>1 ist 1 <a, < a,_1, sodass es ein k gibt mit a; = ax,,. Daraus folgt
k| < ar = ap+1 = min(ag, cx) < k-

Daher ist (ag, by, c) reduziert und U = T*189'...T* S%_ Fiir ein ¢ > 0 mit «; = 0 kénnen

wir T% = I einfach weglassen. m
Mithilfe dieses Wissens konnen wir nun eine zu f dquivalente reduzierte Form finden.

Beispiel: Wir betrachten die Form f = (5,14, 11) und erhalten dafiir
Dy = b* —dac= —24 <0, alsoist f positiv definit.
Da a < ¢ folgt nach Lemma 3.2 o = 0 und somit

foT®=fol=(514,11).

Die néchste ganze Zahl zu —Qb—(;, = —% = —g ist gy = —1. Nach Préposition 3.1 (i) mit
g1 = —1 ergibt sich:

foSt=(5472).

Diese Form ist aber noch nicht reduziert und somit beginnen wir von vorne.

Diesmal gilt @ = 1 und daher

Prop.3.1(i4)

foS™iT (2,-4,5).

Die néchste ganze Zahl zu —% ist go = 1, also

foST'TS' =(2,0,3).
Diese Form ist nun reduziert, denn es gilt |b| <a <c.
Mithilfe der reduzierten Form einer bindren quadratischen Form f kdnnen wir noch wei-
tere Eigenschaften von f herausfinden, die uns beim Finden von Lésungen hilfreich sind.

SATZ 3.4 Es sei f = (a, b, ¢) eine positiv definite reduzierte bindre quadratische Form. Dann

gilt:
(i) a=min{f(z,y)|(z,y) € Z* (z,y) # (0,0)}.

(i) ¢ =min{f(z,y)|(x,y) € Z%y # O}.
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(i) a— [b] +c = min{f(z,y) | (x,y) € Z% zy # 0}.
(iv) f(x,y) = a hat genau die folgenden Losungen:

(a) falls [b| <a<c¢ (1,0) und (—1,0),
(b) falls |b| <a=c¢ (1,0),(—1,0),(0,1) und (0, —1),
(c) falls b =a=c¢ (1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1),(1, —sgnb) und (—1,sgnb).

(v) f(z,y) =a—|b| + ¢, xy # 0 besitzt genau die folgenden Losungen:

(a) falls b # 0 (1, —sgnb) und (—1,sgnb),
(b) falls b=0  (1,1),(=1,1),(1,—1) und (=1, —1).

Beweis: Bevor wir die Punkte (i)-(v) beweisen, behaupten wir zunéchst Folgendes:
Ist |zy| >1 sofolgt f(x,y)>a—|bl+c. (11)

Falls |z| = |y| > 1 ergibt sich die Behauptung aus f(z,y) > ax? — |b|z* + cz?.
O.b.d.A. sei nun |z| > |y|.* Wir erhalten sodann

() 2 = x> > |zllyl = lzy|  wnd () |zy| = J2lly| > [yl = 4>
Da nach Voraussetzung f reduziert ist gilt b <a<c¢ = (¢) a—|b] > 0. Folglich ist

(%) (x)
f(z,y) > az® — |bzy| + cy® > alzy| — |bl|zy| + cy® > (a — [b])|zy| + cy? (Z) (a— [b] + ¢)y?
<

>a—1bl+c, d h flz,y) >a—1b| +c.

Fiir den Fall
flz,y) <a—1b|+¢, istdann |yl <1.

Umgekehrt gilt fiir lzy| =1, dass

z|=1
flz,y) > ax® — |boyl + ey > ax® — |bl[||y| + cy® = a — [b] + c.
ly|=1

(iii): Fir zy #0 ist |zy| > 1 und somit nach obiger Behauptung f(x,y) > a — |b| + c.

(v): Ist nun

flx,y)[=ar* +bry +cy’l =a—|b|+¢c und 2y #0, soist |zy|=1.

4Sollte der umgekehrte Fall vorliegen, so vertausche man z mit y und a mit c.
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Daher ist —|b| = bzy und somit ergibt sich fiir b # 0
0]

TY=—"7 = —sgnb.

Im Fall b=0 erhalten wir aus f(z,y) = ax?® + cy®> = a + ¢ die iibrigen Lésungen.

: Aus (o) folgt sogleich ¢ < a — |b] + ¢ und weil f reduziert ist gilt auch a[< ¢] <

a—|b| +c. Im Fall f(z,y) <a ist also auch f(z,y) < c und f(z,y) <a—|b] +c.
Demnach ist wegen (11) und (v) zy = 0 und wegen (1)° ergibt sich z = y = 0, was

uns die Behauptung liefert.

. Es sei

f(z,y) =a und anfangs a—|b|+c>a, also |b] <c.

Es ist aber damit auch f(z,y) < a —|b| + ¢ und somit erneut wegen (11) zy = 0.
Fir y =0 folgt aus f(x,0) = az? =a, dass = = +1.

Im Fall z = 0 ergibt sich f(0,y) = cy*> = a. Wegen ¢ > a ist y = +1 sowie ¢ =
a. Somit wurden die Punkte (a) und (b) gezeigt.

Falls aber a—|b|+c=a  soist

c=|bl=a und f(z,y)=a—|b]+c.

Aufgrund von (va) erhalten wir fiir xy#0: zy=—sgnb,
r=0: y==1,
=0: z=4=1.

Dies sind genau die Losungen von (ive) .

: Fir |zy| > 1 ist nach der obigen Behauptung (11) flz,y) >a—1|bl+c>c.

Falls xy =0 aber y # 0, so ergibt sich f0,y) =cy?* > c.
Also ist  c=min{f(z,y)|(z,y) € Z?,y # 0}.

DEFINITION 3.3 Es sei f = (a,b,¢) eine positiv definite reduzierte Form.

(i) Dann heifst a das erste Minimum von f.

(ii) Ist a < ¢, dann heikt ¢ das zweite Minimum von f.

(iii) Gilt zudem a < c<a— |b|+¢, so heibt a—|b| + ¢ das dritte Minimum von f.

@

5Es gilt f(z,y) < a2 £(1,0) <2 f(0,1).
6 Allgemein: Setzt man fiir eine biniire quadratische Form f = (a,b,c) das Minimum von f als
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Wir merken an, dass a die kleinste positive Zahl ist, die durch f dargestellt wird.
Liegt der Fall vor, dass a < f(z,y) < c erhalten wir wegen Satz 3.4 (ii) y = 0 und damit
|z| > 1. Deswegen ist ¢ die zweitkleinste Zahl, die durch f eigentlich dargestellt wird, wenn
a <c.
Das dritte Minimum ergibt sich, wenn ¢ < f(x,y) < a— |b|+¢ gilt. Dann ist wegen Satz 3.4
(iii) zy =0 und ggT(z,y) > 1. Insgesamt ist also a < ¢ < a — |b| + ¢ und somit handelt es
sich bei a — |b| + ¢ um die drittkleinste Zahl, die durch f eigentlich dargestellt wird.
Die soeben beschriebenen Minima einer reduzierten Form f konnen aber auch geometrisch
gedeutet werden. Néheres dazu findet sich in Kapitel 5 Abschnitt 5.1.

3.1 Aquivalenzklassen positiv definiter binirer quadrati-

scher Formen

Dieser Abschnitt behandelt Eigenschaften der Aquivalenzklassen und die Einteilung positiv

definiter binarer quadratischer Formen in solche Klassen.

THEOREM 3.5 Zu jeder positiv definiten bindren quadratischen Form f = (a, b, c) gibt es

eine dquivalente reduzierten Form.

Beweis: Mithilfe von Lemma 3.2 und Satz 3.3, welche uns einen Reduktionsalgorithmus
erlauben, konnen wir zu jeder positiv definiten bindren quadratischen Form f eine reduzierte
Form f o U finden. Da die Matrix U ein Produkt der Matrizen S, T € SLy(Z) ist und damit
selbst ein Element dieser Gruppe ist, folgt geméf der Definition 2.4, dass f o U dquivalent
zu f ist. O]

Im Normalfall existiert in einer Aquivalenzklasse positiv definiter Formen nur eine redu-
zierte Form. Jedoch gibt es die Ausnahme, dass unter bestimmten Bedingungen sogar zwei

reduzierte Formen vorliegen, welche aber von spezieller Gestalt sind:

SATZ 3.6 Es seien f ~ g zwei reduzierte positiv definite bindre quadratische Formen und

f=(a,b,c) # g. Dann ist b # 0 und es ist

entweder c¢=a und g¢=(a,—b,a)

oder a=1b und ¢g=(a,—b,c).
A = lnf{ V |f(x,y)| ‘ (x,y) € sz (x,y) # (O’O) }a

dann erh&lt man ebenso die in der Definition angefiihrten Minima einer positiv definiten reduzierten Form.
Ebenso ist es moglich, das Minimum einer reduzierten indefiniten Form anzugeben. Dabei handelt es sich um
jene absolut kleinste Zahl a, welche in einer der Formen (a,b,c) der entsprechenden Kette (siehe Definition
4.8) auftritt. Somit ist das Minimum der Form (—19,—40,2) (siche Beispiel 2.) auf Seite 71) die Zahl 2.
(Buchmann 2007: 11f., 94-98, 139)
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“ 5>:gmit ad — py=1.
AN

Aufgrund der Aquivalenz dieser beiden Formen stellen f und ¢ dieselbe Menge von Zahlen

Beweis: Es sei g = (a/,V/,¢') und f o (

dar und fiir m € Z haben die Gleichungen f(z,y) = m und g(x,y) = m zudem die selbe

Anzahl von Losungen. Da nach Satz 3.4 (i) a und o’ die ersten Minima sind, ist a = o’

1. Fall ¢ > a: Es ist nach Satz 3.4 (ii) ¢ die zweitkleinste Zahl, die durch f eigentlich
dargestellt wird. Aukerdem hat f(x,y) = a nach Satz 3.4 (iva) genau die beiden
Lésungen (—1,0) und (1,0).

Auch g(z,y) = o verfiigt demnach iiber genau die zwei Losungen. Somit gilt wegen
Satz 3.4 (ivb) und (ive) o' < . Alsoist ¢ die zweitkleinste Zahl, die durch g eigentlich
dargestellt wird. Hieraus ergibt sich ¢ = ¢.

Da f und g auch iiber dieselbe Diskriminante verfiigen und wir bereits a = a' sowie

¢ = ¢ gezeigt haben, gilt
b —dac =% —dac = |b| = |b/].

Wegen f = (a,b,c) # g ergibt sich letztendlich & = —b # 0.
Da

9(1,0) = a 2 aa? + bay + cy? = f(a,y) = f(1,0)

erhalten wir wegen Satz 3.4 (iva) a==x1 und ~y=0.
Aufgrund von ad — vy = 1 folgt sodann ¢ = +1. Da aber f # g ist 8 # 0.
Auferdem ist
() =1 af? +bB6 + ¢ 5’atz§4(zu) a—1b]+c,
also ¢>a—|b|+c
und damit |b] > a.

c=d =g(0,1)

Weil f reduziert ist daher |b| = a. Somit ist der Fall ¢ = (a, —b,c) erledigt.

2. Fall  c¢=a: Esbesitzt f(z,y) = a im Fall |b| < a nach Satz 3.4 (ivb) genau vier bzw.
falls |b] = a dann nach (ivc) genau sechs Losungen.
Da f~g gilt fir g(x,y) =d dasselbe.
Wie bereits oben, erhalten wir wegen Satz 3.4 (iv) c¢=¢ und somit o = —b# 0.

Dies liefert uns daher fiir den Fall ¢=a und b #0: g=(a,—b,a).
[

Zu guter Letzt wollen wir noch zeigen, dass fiir die beiden Formen f und g auch die Umkeh-
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rung gilt. Ist b # 0 und

0 -1 atz3.1(ii
c=a: (a,b,a)oT:(a,b,a)o<1 O>Stil()(a,—b,a).

1 -1
a=|bl: (a,a,c)oS™'=(a,a,c)o ( 01 ) = (a,—a,c) bzw. (12)

11
(a,—a,c) o S* = (a,a,c) o = (a,a,c).
0 1
Wir haben nun eine Moglichkeit gefunden, um zu entscheiden ob f und g dquivalent sind,
also ob die Beziehung f o U = g gilt und wie sich solch ein U € SLy(Z) finden lasst. Zuerst
reduziere man f und g, d. h. man bestimme Uy, Uy € SLy(Z) derart, dass f o U; und g o Us

reduziert sind. In den meisten Féllen ergibt sich daraus, wenn f und g dquivalent sind:
folUi=golU,, also f=golU;".

Es sei denn, dass einer jener Fille vorliegt, welche im Satz 3.6 betrachtet wurden. Demnach
ist
foUT=goU, bzw. foU STt =gol,.

Nun kénnen wir noch eine weitere wichtige Tatsache iiber die Aquivalenzklassen festhalten.

SATZ 3.7 Es sei D < 0. Dann gibt es nur endlich viele Aquivalenzklassen positiv definiter

bindrer quadratischer Formen mit Diskriminante D.

Beweis: Da es in jeder Aquivalenzklasse mindestens eine reduzierte Form gibt, geniigt es zu
zeigen, dass es nur endlich viele reduzierte Formen mit Diskriminante D gibt.

Essei f = (a,b,c) eine reduzierte positiv definite Form und wir setzen D; = D.

Aus
(x) |b| <a<c erhalten wir (xx) b* <ac
(%) Q

= |D| =4ac—b* > 3ac > 3a>.
Also ist

2< Pl oo /12D

- 3 - 3

Demnach gilt fiir b und wegen (x) die Bezichung

D]
0< 1] <\ —.
<</

Da fiir @ und b nur endlich viele Werte in Frage kommen und ¢ durch D = b? — 4ac bestimmt
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ist, sind auch fiir ¢ nur endlich viele Werte moglich. [

DEFINITION 3.4 Eine binédre quadratische Form f = (a, b, ¢) heit primitiv, wenn
ggT(a,b,c) =1.
Beispiele: 1.) f = (5,15,11) ist primitiv, denn der ggT(5,14,11) = 1.

2.) f=1(6,9,12) ist nicht primitiv. Es gilt ggT(6,9,12) = 3 # 1. Jedoch ist die Form

6 9 12
f = (g, 3 ?) =(2,3,4) primitiv.
PROPOSITION 3.8 " Ist f = (a,b,c) eine binire quadratische Form mit Diskriminante D,
die nicht primitiv ist, d. h. ggT(a,b,c) =g > 1, so gilt

ab c

D
¢@|D und f'= (— - —) ist primitiv mit Diskriminante —

999 9>
Beweis: Wir wollen zeigen, dass die Form f/ = (%, g, ﬁ) primitiv ist, wobei f = (a, b, ¢) eine

nicht primitive Form mit ggT(a,b,c) = g ist. Es ist

und somit [’ primitiv. Fiir die Diskriminante von f’ erhalten wir folglich

b)2 ac b2—4ac_D

D, - b,2 - 4a/C/ - (_ —2 —_— _2
g 99 g g

PROPOSITION 3.9 Ist [ = (a,b,c) eine primitive Form und f ~ g, so ist auch

g primitiv.

Beweis: Ist (a,b,c) ~ (a/,0', ") und t|a, t|b und t|c, dann gilt wegen (5), dass ¢t auch d’, V'
und ¢ teilt. Wir erhalten somit ggT(a,b,c)| ggT(a', b, ).
Aus Symmetriegriinden gilt aukerdem ggT(a’, V', )| ggT(a,b,c), also insgesamt

ggT(a,b,c) = ggT(a", V', ).

"(Landau 1950: 137)
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Es sei nun der Anzahl der Aquivalenzklassen einer bindren quadratischen Form ein Name

gegeben, wobei die folgende Definition zugleich auch den indefiniten Fall beriicksichtigt.

DEFINITION 3.5 Es sei Dy < 0 (bzw. Dy > 0 kein Quadrat). Die Anzahl positiv defini-
ter (bzw. indefiniter) primitiver binérer quadratischer Formen mit Diskriminante D heift
Klassenzahl und wir mit h(D) bezeichnet.

Die Anzahl dieser Aquivalenzklassen ist in beiden Féllen endlich. Diese Endlichkeit wurde fiir
den Fall, dass f eine positiv definite Form ist, bereits mit Satz 3.7 gezeigt. Die Behandlung
des indefiniten Falls erfolgt mit Kapitel 4 mit Satz 4.16.

Wir liefern zu der soeben definierten Klassenzahl noch folgende

Bemerkung: Gilt fir b —4ac= D #0,1(mod4), so folgt daraus: h(D)=0.2

Ansonsten ist fir D = 0,1 (mod4) die Klassenzahl h(D) > 1, da zumindest die
Grundform bzw. Hauptform (siehe (3)) mit Diskriminante D existiert.

Tatsédchlich gibt es auch eine sogenannte Klassenzahlformel mit welcher sich h(D) be-

D\ 1
— |- fir D<O0,
ot n n

— fir D >0.

rechnen lasst, namlich:

Hierbei entspricht (%) dem Kronecker Symbol®, w der Lésungsanzahl der Gleichung!®
2? — Dy? = 4 und

x D
€= M mit x,yo der kleinsten positiven Losung von 2%—Dy?* = 4.

2

Die Komplexitat der Formel ist ersichtlich und um sie zu beweisen, werden Kenntnisse
iiber Charaktere, L—Reihen und vieles mehr bend6tigt. Hierfiir verweise ich z. B. auf
(Zagier 1981: 72-85) oder (Landau 1950: 140-152).

In diesem Gebiet gibt es noch einige offene Probleme zu 16sen. Eines dieser Probleme,
war jene D zu bestimmen fir welche A(D) = 1 gilt. So ist nach dem Satz von Stark
und Baker h(D) = 1 genau fiir die folgenden D erfiillt:

—3,—4,-7,—8 —11,-12,—16, —19, —27, —28, —43, —67, —163.

8(Zagier 1981: 61)
9Siehe u. a. (Landau 1950: 51f.)
°Die Anzahl der Lésungen ist in der Fuknote 19 auf Seite 75 nachzulesen.
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AuRerdem gilt fir D — oo, D =0,1 (mod 4), dass h(D) — oco.!!

Nun wollen wir einige Beispiele zur Bestimmung der Klassenzahl h(D) mithilfe des Satzes
3.7 betrachten.

Beispiele: 1.) D= —-3: Wenn f reduziert ist, dann gilt 1 < a < 4/ %. Daher ist

3
1§a§\/g:1, also a=1.

Aus den Bedingungen b <a=1, und b#A0 = b==l.
Sodann folgt aus b* —4ac =1 — 4c = —3, dass ¢ =1 ist.
Somit gibt es die zwei reduzierten Formen (1,1,1) und (1, —1, 1). Diese sind nach Satz

3.6 dquivalent, weswegen h(—3) =1 ist.

D = —8: [Ist f reduziert, dann gilt 1 < a < \/g < 2, also a = 1 und daher b* — 4c =
—8. Somit gilt |b| < a = 1. Jedoch ist b = 41 nicht mdoglich, denn sonst wére ¢ ¢ Z.
Deshalb ist b = 0 und folglich ¢ = 2.

Also ist (1,0,2) die einzige reduzierten Form und h(—8) = 1.

D = —12: Ist f reduziert, dann ist wegen 1 < a < @/13—2 = 2 entweder a = 1 oder
a=2.

-) Fiir a =1 ergibt sich b*—4c = —12. Daraus sowie wegen |b| < a =1 folgt b=
0. Somit ist ¢ =3 und (1,0,3) reduziert.
-) Fiir a =2 erhalten wir »* — 8¢ = —12. Aufgrund dessen und wegen |b| < a =

2 ist nur b= +2 moglich, woraus c¢ = 2 folgt.

Somit wire zwar die Form (2,42,2) reduziert, jedoch ist diese nicht primitiv.

Daher erhalten wir insgesamt h(—12) = 1.

D = —39: Ist f reduziert, dann gilt 1 < a < w/% < 4. Also ist entweder a =1,
a =2 oder a =3 moglich. Aufserdem ist b # 0.

-) Fir a=1 ist > —4c = —39. Des Weiteren ist |b] < a =1 und daher b= +1.
Daher ist ¢ = 10. Wir erhalten die beiden zueinander dquivalenten reduzierten
Formen (1,1,10) und (1,-1,10).

-) Ist a = 2, dann folgt b* — 8¢ = —39. Wegen |b] < a = 2 ist entweder b =
+1 oder b = 4+2. Jedoch ist nur b = +1 moglich. Daraus folgt ¢ =5 und somit
ergeben sich die reduzierten Formen (2,1,5) und (2, —1,5).

1111

. a. (Ribenboim 2000: 120-177)
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-) Im Fall a =3 ist b*—12c = —39 und |b] < a = 3. Hierbei sind jedoch b =
+1 und b = 42 nicht moglich. Nur im Fall b = £3 ist ¢ = 4 € Z. Demnach
erhalten wir die reduzierten Formen (3,3,4) und (3, —3,4), welche zueinander

aquivalent sind.
Insgesamt ergibt sich also h(—39) = 4.

Im Anhang auf Seite 93 finden sich weitere Beispiele zur Klassenzahl positiv definiter binérer

quadratischer Formen.

3.2 Automorphismen positiv definiter binarer quadrati-

scher Formen

Bevor wir endgiiltig in der Lage sind die Gleichung f(x,y) = m fiir m # 0 zu 16sen, betrach-

ten wir erneut die Automorphismen von f.

SATz 3.10 2 Es sei f = (a, b,c) eine positiv definite reduzierte binére quadratische Form.

Dann gilt:
(i) Fir a<c oder 0<|bl<c gilt Ay={I -1}

(i) FirdenFall 0=|b|<c=a ist Ay={I,T,T% T3}

; 0 —1
(i) Tst a=b=c, soist A;={R |0<i<6} mit R:(l 1).

Beweis: Bevor wir die Punkte (i)-(iii) beweisen, wollen wir uns an gewisse Bestimmungen

zuriickerinnern. Es sei geméaft Definition 2.6
U:(a ﬁ) €Ay mit folU=f.

Wir wissen auferdem, dass f(a,7y) = a gilt. Da

U_1:<_;s _i)eAf und foU '=f = f(6,—)=a.

12 Aus Satz 3.10 und wegen folgender Eigenschaft:
Es sei G eine Gruppe, a € G und ¢, : G — G, ¢u(r) =ara .
Dann ist ¢, ein Automorphismus, d. h. ein bijektiver Gruppenhomomorphismus von G auf sich selbst.
folgt unmittelbar aufgrund von Ajoy = U1 A;U:
Ist f = (a,b,c) eine positiv definite binére quadratische Form, dann ist Ay = {I, —I}, aufer
f~(a,0,a), soist |Af|=4 bzw. falls f~ (a,a,a) dannist [Af|=6.
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Auferdem gilt wegen (5) und
(#):ad—py=1 = ad+pPy=1+20y

das Folgende: (V' =]b = 2aa8 + b(ad + Bv) + 2cv0 © 2a08 4+ b+ b(287) + 2¢79 .

Damit Gleichheit herrscht muss demnach aaf + bBvy + ¢yé = 0 sein. Auferdem ist fiir
b # 0 zusitzlich o # 0 oder & # 0, ansonsten wire nimlich Sy = 0.13

(i): 1.) Essei a < ¢. Aufgrund von Satz 3.4 (iva) sind

(a77)7 (5’ _’7) € {(170)’ (_1’0)}'

Daraus folgt v = 0 und des Weiteren aus ad — v =1, dass ad = 1 gilt. Wegen
~v = 0 ergibt sich dann aus a«af + b5y + cyd = 0: aaff = 0.
Somit ist insgesamt =0, also U = +1.
2.) Essei a=c und b# 0. Esist aukerdem f(5,d) = c. Nun gilt wegen Satz 3.4
(ivb)
(@, 7),(6,=7),(8,6) € {(1,0),(=1,0),(0,1),(0,-1)}.

Angenommen « = 0, dann folgt v = £1 und daher ¢ = 0. Dies fiihrt aber
zu einem Widerspruch: Demnach wiare [ = +1 und somit bBy = 0 nur fir
b = 0 moglich, was jedoch ausgeschlossen wurde.
Also ist a = =+1, v =0 und folglich 0 = a = +1, f =0, weswegen U =
+1 ist.

(ii): Essei b=0 und a = c. Wegen

0 —1
fOT:(a,O,a)o<1 0>@(a,07a):f = TGAf.

T hat Ordnung' 4 in A, d. h. 7% = I . Daher hat A; mindestens vier Elemente.
Aufgrund von Satz 3.4 (ivb) gilt

(&77)7 (5’ _’7)7 (675) S {<1’0)7 (_170)7 (07 1)7 (O’ _1)}'

1.) Fiir @ =0 erhaltenwir y=41 und 6§=0.Da ad—03y=1 = f[y=-1

und § =0, so folgt daraus b8y =0 = [ =0 oder v = 0. Daraus

13 Angenommen b # 0. Wenn o = 0
6 =0 oder @« =y =§ = 0 ist. Insgesamt wire aber det U = 0 und

ergibt sich, dass entweder o« = (3
damit U nicht Element der Ay.

“Unter der Ordnung eines Gruppenlements g versteht man im Fall einer endlichen Gruppe, die kleinste
natiirliche Zahl n fiir die g" = e gilt, wobei e das neutrale Element der zugehorigen Gruppe sei.
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Wir erhalten hochstens zwei Automorphismen, namlich

0 —1 01
T = sowie —T=T°3= )
1 0 -1 0

2.) Ist nun o = =+1, so ist v=0, d=a==l1 und B =0.

Auch hier erhalten wir héchstens zwei Automorphismen und zwar:

1 0 -1 0
I=T*= und —I=T7T7%= .
0 1 0 —1

(iii): Essei a=b=c und demnach f = (a,a,a). Da

0 -1

foR:(a,a,a)o<1 )

) = (a,—a+2a,a —a+a)=(a,a,a) = ReA;.

R hat die Ordnung 6 in Ay, denn

A T A W A S S
RC=R R_< O_1>< 0_1>_(1)(1)_1.

Demnach hat A; mindestens sechs Elemente. Nun sind wegen Satz 3.4 (ivc)

(0577)7 (57 _’7)7 (Bu 6) S {(17())7 (_170)7 (07 1)? (07 _1)7 (17 _1>7 (_17 1)}

1.) Fir « = 0 ergibt sich v = 41 und fy = —1. Daher ist 8 # 0 und 0 #
0 bzw. 6§ = +1. Somit erhalten wir hochstens zwei Automorphismen, die von

folgender Gestalt sind:

0 —1 0 1
R = und R*= .
1 1 -1 -1

2.) Ist v=0, soist a« =41 und § = =1, also a =9. Aus aafS =0 folgt sodann

B = 0, was erneut hochstens zwei Automorphismen liefert, ndmlich:

10 -1 0
I=RS= und —IT=R}= .
0 1 0 —1

3.) Bleibt noch der Fall ay # 0. Daraus ergibt sich « = +1 und ~ = F1 sowie
ay = —1.
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Angenommen § # 0. Daraus folgt § =y und ad = —1. Nun wire
ad — By = —1 — By = 1 und demnach |B| = 2, was jedoch nicht moglich
ist. Somit erhalten wir 6 = 0 und daraus wiederum By = —1. Dies liefert uns

hochstens die folgenden zwei Automorphismen:
11 -1 -1
R’ = und R?*= .
-1 0 1 0

Das néchste Korollar macht nochmals die Bedeutung von S und 7" fiir die SLy(Z) deutlich.

Wie bereits zu Beginn dieses Kapitels festgehalten wurde, erzeugen diese beiden Matrizen
die SLy(Z).

KOROLLAR 3.11 Essei U € SLy(Z). Dann 3gy,...,9, €Z undein a€Z mit 0<
a <4, sodass
U=T5"TS%”.T5".

Beweis: Hierzu betrachten wir die reduzierte Form f = (1,0,2), welche aufgrund von
D; = —8 positiv definit ist. Es ist

f #(a,0,a) sowie f o (a,a,a)

und damit nach Satz 3.6 die einzige reduzierte Form in der Aquivalenzklasse von f. Auferdem
folgt aus Satz 3.10 (i): Ay ={I,—I}.
Essei g= foU~!. Aufgrund von Satz 3.3

391,..,9n €Z und ein «a € {0,1} mit U, =T*S"TS%. TS,
sodass goU; = foU U, reduziert ist.

Da aber f die einzige reduzierte Form in der Aquivalenzklasse von f ist, erhalten wir
f=foU Uy = U'Uye A

Wegen Ay ={l,-1} = U=U oder U=TU, =-U,.
O
Bevor wir nun endlich fiir eine positiv definite bindre quadraitsche Form f die Gleichung

f(x,y) = m 16sen konnen, bendtigen wir einen wichtigen Satz, dessen Bedeutung aber nicht

nur fiir definite Formen von Relevanz ist.
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SATZ 3.12 Es sei f eine binédre quadratische Form, Dy die Diskriminate von f und

flz,y)=m mit meZ, m#0.

Die Losungsmenge von 22 = D; (mod 4/m|), 0 <z < 2|m| sei {bi,..., b}
Aufllerdem sei fur 1 <7<k

1
Ci = Im (bf - Df) und  fi = (m, b, ;).

Die Nummerierung ist derart zu wéhlen, dass
— fi~f genaufir 1<:<t<k und

_ Ui:<&i i’)ESLQ(Z) so, dass fi=foU;.
Vi Oi

Die Menge der eigentlichen Losungen von  f(x,y) = m ist dann gegeben durch

v )

Die Anzahl der Losungen ist dabei gleich ¢ -|Af| (mit 0-o00 =0).

1§¢§t,VeAf}.

1
Beweis: Essei f = (a,b,c). Der ggT(1,0) =1, weswegen die Koordinaten von V'U; ( 0 )

relativ prim sind. Wegen

1 1 1
VeA = fOVUi<O>:fOUi<0>:fi<0>:m.

Umgekehrt sei  f(xg,y0) = m und ggT(zo,9) = 1. Nun Ju,v € Z mit zov — you = 1.
Fiir g € Z sei demnach

1
W, — Ty U+ gTo _ [ %o wu g € SLo(2).
Yo U+ 9Yo Yo U 0 1

€SLa(Z) =S9 €SLa(2)

Es sei foW, = (a,,by,¢,). Der mittlere Koeffizient b, hat nach (5) die folgende Gestalt:

by = 2axo(u + gxo) + b (zov + groyo + uyo + 9Toyo) +2cyo(v + gyo)

zovtuyo+29zoyo

= 2azou + b(zov + uyo) + 2cyov + 29 (axi + baoyo + cyd)

=f(zo,50)=m
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= 2azxou + b(zov + uyo) + 2cyov + 2gm .

Somit kénnen wir g derart wiihlen, dass 0 < |b,| < 2|m/|.}> Da bekanntlich

Dy = Dyow, also [0 —4ac=| Dy = b2 — 4a,Cy [= Dyow,]

und (%) folV, ( (1) > = f(xo,y0) =m

b2 —Dj b2 =D
= g =2 HW

4a, dm
Demnach ist b2 = Dy (mod4|m|) und somit foW, = f; mit 1<i<k.
Da foW,=fi~f, gilt 1 <1<t Des Weiteren ergibt sich aus

foW,=fi=folU = [foW,U '=f unddaher WU '=V € A;.

Also ist )
W, =VU, und VU ("),
0 Yo

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Anzahl der Lésungen gleich ¢-|Ay| ist. Hierzu miissen die

1
Losungen von V'U; ( 0 ) = ( o ) verschieden sein.
Yo

Dies erreichen wir, indem wir den Beweis liefern, dass aus

1 1 N
VeAs und VU1<0>:UJ»< > = V=1 sowie i=j.

Aufgrund von

_1 1 1 L 1 g
UV = = 3g.heZ mit U;'VU =
0 0 0 h

Danun VU;, Uj € SLy(Z) ist auch U;'VU; € SLy(Z) und daher h =1.
Folglich ist

1 1
VUi:Uj(o i]) also fOVUiVGZAffoUi:fOUj(O i])

!"Hierzu stelle man sich auf der Zahlengerade folgende halboffene Intervalle vor: [2g|m|, 2(g 4 1)|m|) fiir
eine ganze Zahl g. Wir kénnen nun g so wéhlen, dass b, im offenen Intervall (—2|m/|, 2|m/|) liegt und so-
mit |by| < 2|m| gilt.
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Fiir den mittleren Koeffizienten ergibt sich aus

% P L a; a;g+f;
oU,=fo — fo |
f ! ( % ) ( 0 1 > ! ( Vi 9+ 05 ) wesen (9

bi = 2ac; 35 + b(c;0; + Bj;) + 2¢v;0; + 2gm = b; + 2gm .
Aufgrund dessen und da 0 < b;,b; < 2|m|

= [2gm|=|b; — b;| <2/m| und somit ¢ =0.

Insgesamt erhalten wir

fi=foU=/foUj=f;, also i=j unddaher V =1.

Es sei noch das Folgende angemerkt:

Ist f eine positiv definite Form und h(Dy) =1, dann ist ¢t = k. In diesem Fall gibt es
namlich nur eine Aquivalenzklasse und alle Formen f; sind zu f dquivalent. Auferdem

ist die Gleichung f(z,y) =m fiir m > 0 genau dann eigentlich l6sbar, wenn

b> = D; (mod 4m) losbar ist. Wenn wir die Anzahl der Losungen von b2 = D; (mod 4m),

0 < b < 2m mit r bezeichnen, dann ist die

Anzahl der eigentlichen Losungen von  f(x,y) =m gleich r-|Af].

Losungsmethode:
Wir haben nun eine Strategie entwickelt, um alle eigentlichen Losungen von f(x,y) =m

zu finden:
1. Finde alle Losungen {b1,...,bx} von 2= D; (mod4|m|) mit 0 <z < 2|m].'6
2. Berechne ¢; = 7- (b7 — Dy) und setze f; = (m,b;,¢;) fir 1<i<k.
3. Untersuche, welche der Formen f; mit 0<1i <t (< k) zu f dquivalent sind. Fir

a; 52'

1<i<t sei U; =
Yi 0

), sodass foU; = f;

4. Suche alle Automorphismen von f.

16Die Losungen von 22 = Dy (mod4|m|), 0 < x < 2|m| heifen die Minimalwurzeln von f in Bezug auf
m.
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5. Die Menge der eigentlichen Losungen von f(z,y) = m ist dann gegeben durch

()

Diese Methode der Losungsfindung soll nun anhand von Beispielen vorgefiihrt werden:

1§z‘§t,VeAf}.

Beispiele: 1.) Gesucht sind alle Losungen von 522 + 142y + 112 = 15.
Wie wir bereits auf Seite 16 festgestellt haben, ist Dy = —24 und

(5,14,11) 0 STIT'St = (2,0,3) reduziert, mit
capa_ (1LY (o Y1) _ (-1 =2
0 1 1 0 01 1 1

Da (5,14,11) ~ (2,0,3) geniigt es, alle Losungen von 2z%+3y? = 15 zu bestimmen.

Nach unserer Strategie gilt es jetzt die Kongruenz
V? =24 (mod4-15), 0<b <2-15=30 zu lésen. (13)
Es ist O/ gerade, weswegen wir b = 2z setzen. Wir erhalten sodann
42> = —24 (mod4-15) < 22 = —6 (mod 15).

Die Losungen dieser Kongruenz sind z =3 und z = 12. Somit ergeben sich fiir (13)
die beiden Losungen 0} =6 und b, = 24.

Mithilfe des 2. Schrittes berechnen wir nun ¢) und c:

1 1
= 24) =1 = 24) = 10.
| 4_15(36+ ) s 4.15(576+ ) =10

Demnach erhalten wir wegen f; = (m, b;, ¢;)

fi=(15,6,1)  f,=(15,24,10).

Nach dem dritten Punkt unserer Losungsmethode untersuchen wir nun, welches f; zu
f aquivalent ist. Um dies zu bestimmen, reduzieren wir f; und f, geméafs Satz 3.3.

Fiir f; und f, erhalten wir demnach:

fioT =(1,-6,15), fi0oTS*=(1,0,6).
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fooT = (10,-24,15), f,0TS =(10,—4,1), fo0TST = (1,4,10),
fooTSTS™2 = (1,0,6).

Keine dieser beiden Formen ist also dquivalent zu f. Nach Satz 3.10 ist |Af| = 2. Da

aber weder f; noch fy dquivalent zu f ist, besitzt f keine Losung.

2.) Gesucht sind alle Losungen der diophantischen Gleichung 5z% + 14xy + 11y* = 35,
wobei erneut Dy = —24 und (5,14,11) o ST!T'S' = (2,0, 3) reduziert ist, wie oben
angegeben. Es wurde bereits erwiihnt, dass es geniigt alle Losungen von 22 + 3y% =

35 zu bestimmen.

1. Nach unserer Strategie gilt es jetzt die Kongruenz
V?=—-24 (mod4-35), 0<V <2-35="70 zuldsen.
Es ist b’ gerade, weswegen wir b = 2z setzen:

42> = =24 (mod4-35) < 22=—6 (mod35).

Wir erhalten z=8, 2z2=13, z=22 und 2z =27 bzw.
by =16, by =26, by =44 und b, = 54.

2. Wir berechnen die zugehorigen ¢;’s und f;’s fir 0<i <4:
= ! 256 +24) = 2 = ! 676 +24) =5
61_4'35( + >_ ’ 62_4.35( + )_ )

1 1
= ———(44% +24) = 14 L= ——(54* +24) = 21.

fi=(35,16,2)  f,=(35,26,5)  fs=(35,44,14)  f, = (35,54,21).

3. Man berechne nun die jeweilige reduzierte Form, um eine eventuelle Aquivalenz

feststellen zu konnen:

fioTS*=(2,0,3

(2,0,3)

fo0TS*TS = (2,0,3)

fs0TSTS*TS™ =(2,0,3)
faoTSTS™3 =(2,0,3).
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Alle diese Formen sind zu f dquivalent. Nach Satz 3.10 ist |Af| = 2, weswegen
es 4.2 =8 eigentliche Losungen gibt.

4.+5. Esist
-1 =2 0 —1
TS*=(2,0,3) = (5,14, 11 . mit TS5 = .
JroTS" = (2,0,3) = >o< X 1) i (1 4>
-1 =2 4 1 -2 -1
= = (5,14,11 = (5,14,11 .
fi=( )O< 1 1)(_1()) ( )O< 3 1)
N———
= (TS84~

Die zugehorigen Losungen lauten (—2,3) und (2, -3).

f2:(5,14,11)o<_1 f) (_2 _1)2(5,14,11)0(_? +(1)>

mit den Losungen (4, —1) und (—4,1);

f3:(5,14,11)o<_1 f)(; ;>:(5,14,11)o<_§ _2)

mit den Losungen (—8,5) und (8,—5);

-1 =2 -4 =3 6 5
— (5,14,11) — (5,14,11) o
ST (i [ G EUCESUR (R
mit den Losungen (6,—5) und (—6,5).

Insgesamt haben wir also die gewiinschten acht Losungen erhalten.

Die soeben betrachtete bindre quadratische Form f = (5,14, 11) stellt die Zahl 35 eigentlich
dar, jedoch nicht die Zahl 15. Daher gibt es also nicht bei jeder bindren quadratischen Form
fiir jedes m € 7Z eine eigentliche Losung. Dies ist trivial fiir den Fall f positiv definit und
m < 0, da es diesbzgl. keine eigentlichen Losungen gibt.

Wie bereits im Zuge der Definition 3.3 erwdhnt wurde, ist a die kleinste, ¢ die zweitgrofte
und a — |b| + ¢ drittgrokte Zahl, welche durch f eigentlich dargestellt werden, wobei f
reduziert ist. In diesem Fall ist die zugehorige reduzierte Form gegeben durch (2,0,3). Fiir

das obige Beispiele gilt somit bzgl. des ersten Minimums von f:

502 + lday + 11y*> = 2 besitzt die eigentlichen Losungen (—1,1) und (1,-1).'7

Fiir das zweite Minimum ergeben sich aus 5z2 + 14ay + 11y> = 3 die eigentlichen Losun-
gen (2,—1),(—2,1). Beziiglich dem dritten Minimum erhalten wir fiir 522+ 14xy+11y? = 5 die eigentlichen
Lésungen (3,—2) und (—3,2).
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Wir konnen aber noch eine weitere interessante Tatsache festhalten:

Stellt f = (a,b,c) ndmlich die Zahlen mq, my € Z dar, so wird auch die Zahl

amymso durch f dargestellt.

Um den entsprechenden Satz 3.13 in Kurzform zu beweisen, bedienen wir uns der folgenden

Definition:

DEFINITION 3.6 Es sei f = (a,b,c) eine quadratische Form mit a # 0. Dann nennt man

die Nullstellen
—b+ /D —b—.+/D
w(f) = Tf und  wsy(f) = Tf

des Polynoms aX? + bX + ¢ die erste bzw. die zweite Wurzel von f.

Nun lésst sich die binédre quadratische Form f = (a, b, ¢) auch schreiben als:

2
flz,y) = ar’ + bry + cy2 = y2 (a (f) +b (f) + c) = y2f (g 1) —
) Yy Yy
2 . .
() 22(2)+9) i) o)

besitzt die Nullstellen w;, wa

—a.y ((—) —5(wl(f)+w2(f))+w1(f)w2(f)> -

Y

=z2—zy (w1 (f)+wz2(f))+y2wi (Flwa(f)
=a(z —ywi(f))(x —ywa(f)) VyeZ

SATZ 3.13 Es sei f = (a,b,c) eine bindre quadratische Form und 1, y;, 22, y2 € Z. Fiir

T3 = ar1ry —cyryz und  y3 = a(x1ye + 22y1) + by1y2, ist dann

af(zy,y1)f(w2,y2) = f(23,¥3)

Beweis: Es sei f = (a,b,c) und fir w;(f), (i =1,2) schreiben wir kurz w;.

Fir a =0 ist

0= f(x3,y3) = f(—cyrya, byrya) = —b2cyiys + cb®yiys .

Fiir a # 0 ist
(21 — yrw) (22 — Yowr) = 2172 — w1 (T2 + T1Y2) + Yi1Ypw; =

c xs3 Ys

b
= T1T2 — ~Y1Y2 — W1 (yle + T1Y2 =+ _ylyQ) = — —wWw;—
a a a a
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Ebenso erhalten wir

_ T3 U3
(56’1 ylwz)(l‘z yzwz) = wga.

Somit ist

af(x1,y1)f(z2,y2) = a-a(zy — wiyr)(x1 — wayr) - a(@2 — wiy2) (T2 — Waya) =

1
— Cf’?(xg —wiys)(rs — ways) = f(x3,y3).

O
Der soeben behandelte Satz 3.13 und sein Beweis sind fiir quadratische Formen hinsicht-
lich eines weiteren Punktes von Interesse. Gauss definierte in seinem Werk Disquisitiones
Arithmeticae einen Kompositionsalgorithmus zwischen Aquivalenzklassen von Formen zu ei-
ner gegebenen Diskriminante. In Bezug auf bindre quadratische Formen konnte er zeigen,
dass deren Aquivalenzklassen eine endliche abelsche Gruppe bilden, wobei eine der Haupt-
formen (3) als neutrales Element auftritt.
Sind f; = (a1,b1,¢1) und fo = (ag, by, c2) zwei bindre quadratische Formen mit gleicher

Diskriminante D (kein Quadrat) fiir die ggT(aq, b1, 1, a9,b,co) = 1 gilt, dann folgt aus
b7 —b5=0 (mod 4), dass b =by (mod 2) ist.
Es lasst sich zeigen, dass fiir passendes f3 = (as, bs, ¢3)

i@y, 1) fo(z2,y2) = fa(ws, ys) ist mit Dy, =D
T3 = P1T1T2 + P2T1Y2 + P3Y1T2 + PaY1Y2
Y3 = 17122 + @2T1Y2 + q3Y12T2 + quY1Y2

2]
P2 @2
d. h.  (z3,93) = (122, T1Y2, 1T2, Y1Y2) -
b3 Qg3
Pa qs

Stellt nun f; die Zahl ny; und fy; die Zahl ny dar, so wird die Zahl ng = nyny durch f3
reprasentiert. Die so konstruierte Form f3 heifst die aus f; und fy komponierte Form und die

allgemeine Theorie dazu nennt man Komposition der Formen.

Doch wie erhdlt man nun aus den eigentlichen Losungen alle Losungen?

Bekanntlich ldsst sich jede ganze Zahl m # 0 eindeutig als Produkt einer Quadratzahl und

18Wie die jeweiligen p; fiir i = 1,2,3,4 zustande kommen ist in (Buell 1989: 55-65) oder in (Hlawka 1990:
86) nachzulesen.
YEbd. sowie (Ribenboim 2009: 142ff.) und (Buchmann 2007: 154f.)
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einer quadratfreien®® Zahl schreiben, d. h.

m = mgml mit m; quadratfrei und mg > 0.

SATZ 3.14 Es sei f eine bindre quadratische Form und fiir

meEZ,m#0 sei m=mim;, wobei m; quadratfrei ist.

Fir d € Z" mit dlmg sei

My = { (dI‘, dy)

geT(x,y) =1, f(z,y) = % } :

Die Losungsmenge von f(x,y) = m ist dann gegeben durch die disjunkte Vereinigung: |J M.

dlmg
Beweis: Es sei f eine bindre quadratische Form und

flu,v) =m =mim; und m; quadratfrei sowie mg > 0.

Auflerdem sei

geT(u,v) =d woraus d>0 und ggT (%, g) =1 folgt.
Somit ist
(v \m
( d ’ d ) e
—_—— N——
x y
Es gilt
d*lm  bzw. d*mim; << dlmg :
Gilt namlich d*lmZm;, dann 3l €Z mit d*l =mim;.

Da [ € Z, lisst sich dieses auch darstellen als [ = [2l;, wobei [; quadratfrei ist. Wir
erhalten

272 2

und wegen der Eindeutigkeit der Darstellung folgt
(dlp)* =mi bzw. dlp=+mg und somit d|my.

Die Umkehrung ist trivial.

Umgekehrt sei nun
m

E .

20Eine ganze Zahl m heikt quadratfrei, wenn jeder Faktor in der Primfaktorzerlegung von m Multiplizitét
1 besitzt, d. h. hochstens einmal auftritt.

dmo, ggT(z,y)=1 und f(z,y)=
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Demnach ist f(dx,dy) = m.

Bleibt noch zu zeigen, dass die Vereinigung dieser Mengen fiir d|my disjunkt ist. Gilt
-)  ggT(z,y) =geT(@",y) =1,
—) d|mp alsauch tmy und

) Sy =5 sowie f(y) ="

dann folgt aus (dz,dy) = (to', ty’):

d = ggT(dz,dy) = ggT(ta', ty) = ¢.



Kapitel 4
Indefinite binare quadratische Formen

Nachdem die positiv definiten bindren quadratischen Formen behandelt wurden, ist es an
der Zeit, auch den indefiniten Fall zu untersuchen. In diesem Kapitel ist es ebenso unser Ziel
zu erkennen, wann zwei indefinite binédre quadratische Form mit der selben Diskriminante
daquivalent sind. Auch fiir Formen mit positiver Diskriminante ist die in Definition 2.4 be-
schriebene Aquivalenz ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der indefinten Formen. D.
h. es gilt:

f ist indefinit <  foU ist indefinit.

Im Unterschied zu positiv definiten Formen gilt fiir indefinite nicht nur Dy > 0 , sondern
auch dass die Gleichung f(z,y) = m fir m € Z , sofern sie eine Losung hat, sogar un-
endlich viele Losungen besitzt. Fin weiterer Unterschied zwischen den beiden Féllen besteht
darin, dass in jeder Aquivalenzklasse zu einer gegebenen negativen Diskriminante genau ei-
ne (mit Ausnahme der Varianten aus Satz 3.6) reduzierte Form liegt. Diese ,Eindeutigkeit*
besteht bei indefinten bindren quadratischen Formen nicht: In einer Aquivalenzklasse kon-
nen mehrere ,reduzierte“ Formen liegen. Interessant dabei ist jedoch, dass diese eine Kette'
bilden.

Es sollte noch darauf hingewiesen werden, dass im Gegensatz zu positiv definiten Formen
nach Definition 2.5 bzw. Satz 2.3 nicht ¢ > 0 und ¢ > 0 gilt.

Da wir nun Formen betrachten, deren Diskriminante eine positive Zahl ist, soll auch
der Fall Dy ein Quadrat betrachtet werden. Ist ndmlich D ein Quadrat, so besitzt f eine
besondere Gestalt, welche einem beim Losen der Gleichung f(x,y) = m behilflich ist. Au-
Rerdem hat die Gleichung f(z,y) = 0 auch nicht-triviale Losungen®. Andererseits gilt fiir
Dy kein Quadrat, dass f(x,y) =0 nur die Losung x =y =0 besitzt, weil f(X,1) fiir

Tn zahlreicher Literatur wird dafiir auch der Begriff Zyklus verwendet.
2D. h. es gibt Losungen z,y # 0.

39
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y # 0 irreduzibel ist.

PROPOSITION 4.1 Es sei f eine bindre quadratische Form. Dann gilt:

Dy ist ein Quadrat < daj,a,a3,a4 € Z mit f(X,Y) = (a1 X + a2Y)(as X +arY).

Beweis: (=): Essei f = (a,b,c) eine bindre quadratische Form mit Dy ein Quadrat, also
D; € Z*. Dann gilt fiir die Nullstellen 21,29 von f(X,1) =aX? +0X +¢

T12 = —F E@.

Dasomit f(X,1) in Linearfaktoren zerfillt, ist f(X,1) reduzibel in Q[X]3. Doch fiihrt
dies auch zu einer Zerlegungsmoglichkeit in Z[X].* Daher Jay,as,as,as € Z mit
f(X,1) = (X + a2)(asX + a4), woraus die Behauptung folgt.

(<): Es sei nun umgekehrt

f(X’ Y) = (alX + CLQY)(CLgX + a4Y) = ayas X2 + (a2a3 + a1a4) XY + aqaq Y2 .
——— ~ - ~—
a b C

Daher erhalten wir, wegen

Df = (a2a3+a1a4)2—4~a1a3-a2a4 = (agag)2+2a1a2a3a4—|—(a1a4)2—4a1a2a3a4 = (agag—a1a4)2,

dass Dy ein Quadrat ist.

Ist nun Dy ein Quadrat und es ist die Gleichung

f(x,y) =m = (a2 + agy)(azx + asy), m,ay,az2,a3a4 € Z

3Ist R ein kommutativer Ring (mit Einselement), dann bezeichnet R[X] die Menge aller Polyno-
me f(X)=a,X"+...+ap mit Koeflizienten in R. Dabei ist R[X] selbst wieder ein kommutativer Ring mit
Einselement.

4Dies folgt unmittelbar aus dem zugehorigen Lemma von GauR, welches wir in unserem Fall wie folgt
formulieren méchten:

Ist f(X)e€Z[X] irreduzibelin Z[X] wund grad f >1 dannist f(X) irreduzibelin Q[X].
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zu losen, so 16st man analog fiir jeden Teiler d von m das folgende Gleichungssystem:

amx 4 asy =d
m bzw. =0 fir m=0.
a3x+a4y:E

Fir Dy ein Quadrat, sei lediglich der folgende Spezialfall als Beispiel angefiihrt:

Beispiel: Es sei f(z,y) = zy . Dann ist Dy = 1 und daher ein Quadrat. Es ist leicht
einzusehen, dass jedes m € Z durch f darstellbar ist. Zudem erhalten wir fiir m,z,y € Z,
m # 0 und d(m) als die Anzahl der positiven Teiler von m, dass es genau 2d(m) mogliche
Darstellungen von m gibt. Ist d|m (mit d > 0), so ist ja m = (£d) - (£2).

Wir werden nun den Fall, dass Dy kein Quadrat ist und somit ac # 0 ist, genauer ana-
lysieren.
Einerseits gilt, dass durch die Koeffizienten der binéren quadratischen Form f = (a,b,¢) der-
en beiden Wurzeln w;(f), we(f) eindeutig bestimmt sind. Andererseits ist aber auch jede
Form f = (a,b,c) mit Diskriminante Dy durch die Angabe einer ihrer Wurzeln vollsténdig

charakterisiert und zwar im folgenden Sinne:

Besitzen zwei Formen mit derselben Diskriminante die gleiche erste (oder zweite) Wurzeln,

dann sind sie identisch.

PROPOSITION 4.2 Es seien f = (a,b,c) und g = (d’,V', ') zwei bindre quadratische
Formen mit Dy = D, kein Quadrat. Gilt

wi(f) =wi(g), damnist f=g.
Beweis: Es sei f = (a,b,c),g=(a,V,c) und

i yB; b D
2a N 2a/ ’

wi(f) =wi(g), also

Daraus folgt

a=d und b=10".
Des Weiteren gilt Dy = D,, d. h.

b —dac=0b?—4dd = c=¢.

Insgesamt erhalten wir also f=g. m
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Wie bereits zu Beginn des Kapitels erwahnt, gibt es auch im indefiniten Fall zu einer bindren
quadratischen Form f eine zu ihr dquivalente ,reduzierte* Form. Der Begriff reduziert muss
hier aber erneut definiert werden, da er sich von jenem fiir positiv definite Formen unterschei-
det. Fiir ein besseres Verstiandnis des Begriffs reduziert im indefiniten Fall, werden wir uns
dem Gebiet der Kettenbriiche widmen. Dies ist nicht verwunderlich, besteht doch ein enger

Zusammenhang zwischen der Reduktionstheorie indefiniter Formen und Kettenbriichen.

4.1 (Unendliche) Kettenbriiche

DEFINITION 4.1 Es seien ag,ay, ..., Gy, 1, ..., ¢, € R. Ein Bruch von folgender Form

(&1 . . &1 (&
ap + Kurzschreibweise: ag + —| + e+ l|
Co |CL1 |an

a; +

C3
as +

Cn
ap-1+ —
Qn

wird ein endlicher Kettenbruch genannt, wobei jeder Nenner ungleich 0 vorauszusetzen ist.
Sind zudem alle ¢; =1 und ag € Z, aq,...,a, € N, dann heifit der Kettenbruch regelmdjsig

und man schreibt hierfiir kurz [ag; aq, ..., a,)].

Wir definieren uns des Weiteren zwei Folgen (p;), (¢;) fir —2 <i <n und mit ¢q := 1:

?

IA
IA

n p—2 =10 p_1 =1

i = Q;Pi—1 T+ CiPi— fir 0
p Pi—1 Di—2 (14>
0

IN
IN

¢i = a;qi—1 + cigi—o  fir 1<n g2 =1 g—1=0.

SATZ 4.3 Es seien ag, ay, ..., an,c1,...,cn € R, ¢g =1, 0 <k <n unddie Folgen (p;),(¢;) geméah
(14). Dann gilt

(0) P Pr-1 | _ [ o 1 [ @ 1
Ak Qr—1 co 0 c 0
Dk C1 \ Ck\

(ii) —=ay+—+ -+ .
Ak [ |ax

Beweis: Wir beweisen beide Teile des Satzes mithilfe von Induktion nach k.
. (14)
(i): E=0: po = app-1+cop—2=ap-1+co-0=ag

14
) @ apg—1+cog—2=ao-0+co-1=co[=1]
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Po P _ ao 1
do q-1 co 0
a + pr—1C
k — k + 1 . pk‘+1 pk‘ (1:4) pk k+1 pk 1Ck41 pk _
Te+1 Gk ki1 + Qe—1Ckt1 Qi

_ [ Px Pr1 appr 1\ v (a0 1) fap 1 [ap 1
k. Qr-1 k1 0 co 0 . 0 Cor1 O

(ii):  Nach (i) gilt pp = ap und gy = ¢o = 1. Wir setzen nun

c
(*) af, = ap+—.
Af+1
c c c c c V. D
pk+1:a0+i+...+i’+ k+1’:a0+i+...+i’ Il &

qk+1 ’Ch |ak |ak+1 ’611 |ak gy

: / / / !/ :
wobel  pp = appr—1 + ckqr—2 und  q = apqr—1 + Cpqr—2 sei.

= Pk
N Pl _ A} Pr—1 + CrPr—2 () (ar + Z,’Z—ﬂ)pkq + CkPr—2 _ apPr—1 t CrPr—2 +2];ipk71 -
QG Q-1+ k-2 (ap + Zz—ﬂ)%q + CrGr—2  ArQr-1 + CrQr—2 +2Zf Qr—1
= Gk

Ak+1Pk + Ch+1Pk—1  Dk+1

Ak+19k + Ckr1Gk-1 Q41

DEFINITION 4.2 Fiir £ € R\Q definieren wir den folgenden Kettenbruch:
E=ap+& fir apeZ und 0<¢& <1.

Fir & = 0, bricht der Prozess hier ab. Ist & # 0, dann setzen wir & = é Es sei-

en a; und &; fiir 0 <<¢,57 <n schon definiert. Es sei
n=an+&0 4 fir a,€Z und 0<&, <1,
Erneut bricht der Prozess fiir £;,, = 0 hier ab, andernfalls sei §,,; = EL und damit
n—+1

1

€n =a,+ .
£n+1

Zu guter Letzt setzen wir noch & =¢&.
Wir erhalten fiir n > 1, dass &, > 1 und somit a, > 1 ist. Aufserdem ist a, = & ]
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Dann nennt man die zu £ eindeutig bestimmten Zahlen a,, die Teilnenner von £. Der Bruch?®

Dn mit Pi = a;pi—1 + Di—2 p—2=0 p-1=1
n (fiir n > 0) (16)

qi = @iQi—1 + Gi—2 qg-—2=1 qg-1=0.

heiltt der n-te Ndherungsbruch an &.

Ist nun £ € Q, dann bricht das soeben beschriebene Verfahren irgendwann ab, da ja
der euklidische Algorithmus einmal abbricht. Anderenfalls erhdlt man fir & € Q durch
Induktion, dass auch & ¢ Q Vn € N. Da aber vor allem & # 0, bricht dieses Verfahren

nicht ab. Insbesondere gelten fiir p;,q; die folgenden Gleichungen®:

fir 9> -1 Di-1q; — PiGi—1 = (_]-)iv (17)
fir > -1 Piqi—1 — Pi—149; = (_1)i+17 (18)
fir 2>0 Pi—2q; — PiQi—2 = (—1)i_1ai- (19)
Beweis:
, 16 _
(17): t=—1: poog1—p-1g- Do-1=1= (-1~
) . (16) i
11+ 1: Piqi+1 — Pi+14; = pi(aiJrIQi + %'71) - (az‘+1pi +p171)% = (—1) i
= Pigi—1 — Pi—14G;
(16)
(18): PiGi-1 — Pi-1¢i = (@ipi—1 + Di—2)Gi—1 — Di—1(@iGi—1 + Gi—2) = Pi—2Gi—1 — Pi—1Gi—2 =

= - (pi71q172 - pif2Qi71) .

(%)

Wendet man nun (16) erneut fir p;_1,¢,—; an, so ergibt sich anstelle von (x) :

— (pi—29i—3 — Pi—3Gi—2). Nach mehrmaligen Anwenden dieses Verfahrens, erhélt man sodann

pigi-1 — Pic1gi = (—1)" " (p1go — poq1) = (=1)""" ((aao+1) -1 —ag-a1) = (-1)" ' =

=1

— (_1)i+1 _

X 16) 16) _
(19): i=0: poato—poga 2 0—p' 2 —ap-1-0=—1-ao=(—1)"aq.

°Es sei an (14) erinnert, wobei es sich nun um einen regelméfigen Kettenbruch handelt und daher
c; =1 fir 0<i<n gilt.
6(Bundschuh 2002: 222ff.),(Hardy 1958: 149)
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) ) (16)
i i+ 1 piciGiyr — Pit1Gi-1 = Pi—1(@it1qi + Gi—1) — (@is1Di + Dic1)qio1 =

@i+l<pi71Qi - piQifi)
(17)

= (=1)'ai1 -
O
Beispiel:
7 7
6 — 1ZC: — 0 + :!i:
3 3
~——  ———
o 3
L_ 3 _3VT_ Ve _ +\/@—7
5= &8 = E=s == —
& N 7 7 7
ay 5’2"
¢ 7 T(V63+7) V63+7 . +\/@—7
2 = = = = 5
V63 — 7 14 2 2
as 5;:
: 2 2(vV63+7) V6347 ) +J@—7
3 = = = = - 5
V63 -7 14 7 7
as &5=¢3

54 252: 7 +€§7

a4

& =8&=_2 +&.

as

Also ist & = &9 und a; = a;49 beides fiir ¢ > 2. Der zugehorige Kettenbruch lautet
demnach ¢ =[0;1,7,2].

SATZ 4.4 Es sei £ € R\Q und n > 0. Dann gilt
(i) &=lao;ar, ., an1,&l.

. pnflfn + Pn—2

(H> 6 B anlfn + anQ.

Beweis: (i):  Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach n.

1 1
(15)
n=20: & = ag+ — fZ[GO‘f‘—}:[aO;gl]
& &
(15) 1 Lv.
n—n+1: & = ap + £ =" lag; a1, ....,&) = |ao; a1, ..., an_1,a, + =
fn—}—l gn—i-l

= [CLO; a1, ..., Ap, fn-i—l]
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(ii):  Es sei nach (16)

o= &Pt + Pae Satz 4.3 (ii !
P EnPn—1 + Pn—2 atz 436  Pn

n [ao; A1y eeny Qp_1, fn] .
G = Enln-1+ Gu— g

Schlieflich fithrt (i) zu der gewiinschten Behauptung, denn

1 Pn— (an + ﬁ) + Prn—2
[ag; ay, ... an, &) = (JLO;CLl,...,an,l,@n+g } = : _
ntl n—1 (an + §n+1> + n—2

_ pn§n+1 + Prn—1
Qn€n+1 + dn—1

SATZ 4.5 (i) Es sei £ € R\Q mit den Naherungsbriichen Iﬁ Dann gilt
4n

Pn
(ii) Ist ag € Z, (an)n>1 eine Folge natiirlicher Zahlen und — = [ag; a1, ..., a,,] fiir n >0,
B 4n
S0

3 lim Pn und ist irrational.
n—oo qn

Beweis:  (i):  Fiir die nach (16) definierten Folgen (p;), (¢:) gilt

go=ay q-1 + q_o =1 und somit ¢, € N.
~—— Y—
=0 =1

Auferdem ist (g;);>1 streng monoton steigend: Aus ¢;—; > 1 folgt ndmlich
Git1 = Git1G; + Qo1 > Qi41G; = G -
Es gilt des Weiteren ¢; > q;_1 + q;_o fiir ¢ > 1, woraus folgt

g >i fir i>1.7 (20)

"(Bundschuh 2002: 223).
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Da nun fiir n >0

dn B QR§n+1 + dn-1 dn (Qnén—‘rl + qn—l)Qn
_ Pn—1Gn — Pndn-1 (17 (="
(Qn§n+1 + Qn—l)Qn (ann—i—l + Qn—l)Qn

. ]ﬁ Satz 4.5 (i1) pngn—i-l + Pn-1 o & (pngn—&-l +pn—1)Qn - pn(Qngn—&-l + qn—l) .

und wegen
(15)
Gnnt1 + Q-1 > QuGpi1 + Gn-1 = qn1  folgt sodann
1 (20 1
’f—p— < — 0 (fiir n — 0).
In|  Gnlns1 n(n+1)
. . Pn
Aufgrund dessen gilt lim, ;.. —=¢.
Gn
(ii): 1.) Fir n >0 ist
1
pn Pi+1 7 Do
+=2.
dn go (QH-I z) do
Auferdem erhalten wir fur
n—1 18 n—1 n—1 1
Di+t1  Di ( )Z < (*)1__7
i=1 di+1 i—1 qiqi+1 i—1 Z n

Pi+19i —Piqi+1
qi+19i

obei <*>_"— 1_ 1 — 1_1 + 1_1 + o+ 1 _ 1 4
v BESACAESY 5 5 3) T\ T

n 1 1
n—1 n

Da die Reihe ZZ | 1= eine konvergente Majorante® ist folgt, dass die Reihe

i(i+1)
io: (pi+1 _ ]ﬁ)
i qi

im0 \di+1

absolut konvergiert und daher der Grenzwert existiert.

2.)  Angenommen ¢ € Q und es sei

£ = lim&:% mit  ggT(a,b) =1 und b>0.

n—o0 qn

8Eine konvergenten Majorante ist eine konvergente Reihe Zfio ¢, mit der Eigenschafte 0 < |ag| <
¢, sodass die Reihe Y .7 aj absolut konvergiert, d. h. wiederum ) :°/ |ax| ist konvergent.
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Da die Folge (gx)r>1 streng monoton steigend ist, gibt esein n € N mit b < gopy1 -

Nun gilt aullerdem

(Zﬁ) ist streng monoton steigend,
2k k>0

(p 2’““) ist streng monoton fallend.
Q2k+1 / >0

Denn fiir £ > 2 sind ag, gk, gx—2 > 0 und wegen (19) erhalten wir

qk qk—2 qx—294k

o P (—1)Fay >0 fiir k gerade.
<0 fir k£ ungerade.

Es ist somit
DPon ]ﬁ

P sup — = inf P2k+1 < Pan+1
Gon k>0 G2k k>0 Qo1 on+1
a 17 1
= 0<£_@:__@<p2n+1_@(:)—.
q2n b qon q2n+1 q2n q2nq2n+1

Daher erhalten wir fiir diese Ungleichungskette nach Multiplikation mit

bqa, > 0 und wegen b < @41 fiir ein n € N

<1.

0 < aqon — bp2n <
q2n+1

Da nun aber a, b, p,,q, € Z besagt die obige Ungleichungskette, dass zwischen 0
und 1 eine ganze Zahl liegen muss. Das ist aber unméoglich. Aufgrund des Wider-
spruchs zur Annahme erhalten wir also § € R\Q.

O

. P . .
DEFINITION 4.3 Es sei — = [ag; ay, ..., a,] fir n > 0 und ay € Z sowie ay,...,a, € N.

4n
Fir
P 1
lag; ay,...] ;= lim — = lim ag+
ay +
1
az +
1
+ _
Qn
heift dann [ag; ay,...] der unendliche Kettenbruch mit den Teilnennern (a;);>o.

Ein unendlicher Kettenbruch heift des Weiteren periodisch, wenn es ganze Zahlen

v>0 und [>1 gibt, mit a,1y1; = any, firalle n>0,
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d. h. Qyy] = Ay, Qyijr] = Gyy1 USW.

Wir schreiben hierfiir

[ao; A1y eeey Qy—1, Ay, Qy41, --au+l—1]-

Dabei nennt man das kleinste solcher v die Lange der Vorperiode bzw. das kleinste solcher

[ die Linge der Periode. Der Kettenbruch heiit reinperiodisch, wenn v = 0 ist.

Es ldsst sich zeigen, dass jedes ¢ € R\Q sich in eindeutiger Weise in einen Ketten-
bruch entwicklen ldsst. D. h. es gibt genau eine Folge (a,)n>0 ganzer Zahlen, fir die a,, €
N mit n > 1 und £ = [ag; ay, ...] gilt.?

Insbesondere gilt fir £ = [ag; ay, ..., Gy_1, Ty, Gor1, ~Gori-1):  &o = Epti-

Da es uns bzgl. den indefiniten bindren quadratischen Formen ein Anliegen ist, zu ent-
scheiden wann zwei Formen &quivalent sind, wollen wir nun die Kettenbruchentwicklung
dquivalenter Zahlen betrachten. In dem folgenden Abschnitt 4.2 wird sich zeigen, dass
zwei komplexe Zahlen ¢ und n &quivalent sind (§ ~ 7), wenn es ein U € GLy(Z) gibt

mit £ = Ty (n). Dieser Abschnitt wird uns auch im Kapitel 5 erneut von Hilfe sein.

4.2 Die Abbildung 7;(z) und die komplexe Zahlenebene

Wir setzen

C=CU{cc} und C*=C\{0}.

Auferdem ordnen wir jeder Matrix

U= ( “ § ) mit Eintragungen aus den komplexen Zahlen und det U # 0
v

die folgende Abbildung zu

(21)

v

mit  Ty(o0) = 2, 7E]:<_—5)zoo, §=oo fir ac€cC* und (v,0)#0

Eine solche Abbildung nennt man auch Mobiustransformation. Wir wollen nun iiber die

Abbildung 7 mehr in Erfahrung bringen.

9Siehe hierzu z. B. (Bundschuh 2002: 226).
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g 04
deren Determinante # 0 ist. Dann gilt:

/ /
PROPOSITION 4.6 Es seien U = “ i ) V= ( « g/ > Matrizen komplexer Zahlen
(i) Toov=TooTv.
(ii) 7y =ids die Identitit auf C.
(iii) Ty =T5".

(iv)  Sind U,V € GLy(Z) und gilt Ty = Ty, soist U =V oder U = =V .

Beweis: (i) :  Esseien U und V wie oben angefiihrt. Dann ist

UV = ad' + By af' + Bo’
yo! + 6y p 466

und deswegen

ad'z+ By z+ af + B’

(21) (a&/+57/)2+@6,+65/ vz 4
%OV(Z) - / / / T
(v +6v')z + B + 60 vz 4+ 07z + 6 + 66
7’2—1—(5’
oz+
a /z+5/ +ﬂ —
= 0219 _T(Tv(z)) fiir z€C.
oz + 5 5
77’2—1—(5’ *

10 z
(ii) : Da [—(0 1) folgt ﬂ(z):I:z:id@.

idg @ Tr = Tou— (i—) TooTy-1 sowie Ty-107T; = idg .
(iv) : Es sei zuniichst V = I. Fiir alle 2z € C folgt wegen Ty(2) = T;(2) = 2 fiir alle 2:

az+
=z
vz +46

Daraus ergibt sich

az+B=722+62 & P+ (0—a)z—p=0
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und somit v=0, =0 und 0=a.
Da a? =1 erhalten wir U = £I. Es sei nun V beliebig.

Wegen To=Tv = Togyv1=1.

Somit ist UV'=4+] also U=+V.

DEFINITION 4.4 Zwei komplexe Zahlen £ und 7 heifen dquivalent, wenn
AU € GLy(Z) mit &="Ty(n).
Die Schreibweise hierfiir lautet & ~ 7.

114

Es ist ,,~ eine Aquivalenzrelation, denn:

1) ¢~ folgtaus U=1,da T; =idg € C.
2.)  Wenn & =Ty(n), dann ist n = Ty-1(§) und damit 7 ~&.
3.) Essei £ ~n und n~ . Dann ist

Prop. 4.6 (i

&=Ton) = To(To(e) "= Y T (o)

und wegen UV € GlLy(Z) erhalten wir £ ~ o.

Die néchste Proposition soll nun Aufschluss iiber die Beziehung zwischen der Abbildung 7~

und der ersten Wurzel von f, d. h. w;(f) geben.

PROPOSITION 4.7 Es sei f = (a, b, ¢) eine bindre quadratische Form, Dy kein Quadrat und

U € SLy(Z). Fir ¢ = 1,2 ist dann

To(wi(foU)) =wi(f).

Beweis: Es geniigt die Behauptung fiir U = S und U = T zu zeigen, da nach Korollar 3.11
die SLy(Z) von den beiden Matrizen S und T erzeugt wird und daher jede Matrix U €

SLy(Z) durch S und T' darstellbar ist.

1.) Essei U = S. Dann ist nach Proposition 3.1 (i) fiir g = 1

foS=(a,2a+ba+b+c).
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Auferdem gilt

S —( 1) und daher (%) E-l(wi(f))—m—wi(f)—l.

Es ist somit

wi(foS)=

—(2&+b):|:1/Df —b:l: Df—2a
2a N 2a N
O T (wi(f))  firi=1,2.

2.) Nun sei U =T'. Nach Proposition 3.1 (ii) ist foT = (c,—b,a).
1
Da T7!'=-T= ( (1) 0 ) ist sodann

0-wi(f)+1 1
(k%) Tr-1(wi(f)) = —1-w(f)+0 - _wi(f)‘

Daraus erhalten wir

T _b:l:\/Df_b:i:\/Df b$\/Df_ dac B 2a B
will o) = T T hr Dy 26 % /Dy bFD;
1

= —oF T (wi(f)) i =1,2.

Gilt nun fiir alle Formen f die Behauptung fiir U, dann ist sie auch fiir U~! giiltig. Hierzu
ersetze man einfach f durch fo UL

Ist die Behauptung aufterdem fiir U und V' bewiesen, dann gilt sie auch fiir UV. Denn
wi(foUV) =Ty (wi(foU)) =Tv-(To-1(wi(f))) = Twv)-1 (wi(f)) firi =1,2.

Wie zu Beginn des Beweises angefiihrt, wird die SLo(Z) durch S und T erzeugt, woraus die

Behauptung folgt. O
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4.3 Die Theorie der Kettenbriiche und die Abbildung
Tu(z) in Bezug auf indefinite bindre quadratische For-

men

Nun kénnen wir unser Wissen iiber die Abbildung 7y (z) sowie jenes iiber die Theorie der

Kettenbriiche auch auf indefinite bindre quadratische Formen anwenden.

LEMMA 4.8

det U = —1 falls 0 =0,

Ist U= a p € GLy(Z), 0<6 <+ und gilt
v 0 det U =1 falls 0 =1,

so existiert ein n > 0 sowie ein endlicher Kettenbruch [ag;ay, ..., a,] mit

U = Pn Pn-1 '
dn  Q4n—1

Es gilt zudem VE>1 ist Ty(&) = [ag; ar, ..., an, .

!
Beweis: Es ist v > 0 und wir setzen — = [ag;ay, ..., a,|. Wir wihlen n > 0 derart, dass
8

(+) det U= pugn1—pn1gn = (="

Da U € GLy(Z), also ad—py = £1, ergibt sich, dass ggT(a,y) = 1. Wegen v > 0 erhalten

wir auferdem
(¢) pn=a und ¢,=7v = (%%x) ppd— Pg, =det U.
Somit erhalten wir durch Gleichsetzen von (%) und (%) das Folgende:
Pnd = B = Prn—1 = Pn1n = Pnl0 = Gno1) = (B — 1) =0

= Qn|5_Qn—l-

0 =0: Aufgrund dessen, dass v > 0 und wegen det U = —1 = —f3~ ergibt sich

(00) B=7y=1.
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Fiir n = 0 und wegen (16) sind demnach die Eintragungen von U gegeben durch

Pozao(;@ p—lzl(g)ﬁ

QOZI(;) q_1:O:5.

(00)

=

0 =~: In diesem Fall ist det U =1, also d =~ =1 und somit o — § = 1. Es sei nun
n=1 und a = [ap;a1] = [ap—1;1] (dies ergibt sich aus a; = (a;—1)+1 fiir a; > 1),

womit wir zu den folgenden Eintragungen von U gelangen

pL=ay =« po=ag—1

= (;)7 Gpo=1=9.
(00)

Wegen a — 3 =1 folgt zuletzt, dass S = pyg.

0 <0 < 7: Aus der angefithrten Bedingung folgt nun mittels Subtraktion von ¢, ; und
aufgrund der Tatsache, dass die Folge (¢,)n>1 streng monoton steigend ist, das Fol-
gende

0 € a1 <O Gt <Y Gt 2 G — Gt <

Da nun ¢,|d — g,_1 ist daher
0=Gn1 = B=pua

Die letzte Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 4.4. Denn

7?](5) — png +pn—1

= lag; a1, ..., ap, ] .
Qn£+Qn—1

]

SATZ 4.9 Sind £, 7 € R\Q mit &£ = [ag; ai,...] und 1 = [by; by, ...], dann sind die folgenden

Aussagen dquivalent:
(i)  dm,n € Ny, sodass Vi > 0 gilt: Qi = b bzw. &n = M-
(i)  &=mn.

Ist n="Ty(§) und U € GLy(Z), dann kénnen m,n € Ny derart gewdhlt werden, sodass
det U = (—1)™*".

10(Bundschuh 2002: 222f.)
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Beweis:  (i)=(ii): Es seien 2t die Ndherungsbriiche von { und ’qj—% die Néherungsbrii-
k
che von 7. Nach Satz 4.5 (ii) ist

n— n _|_ n— . n— n—
5:p 1&n +p 2 Ti(E) it [ Pr-r o2
Qn—lgn + qn—2 Gn—-1 Q4n—2

/ T 4 / B / B / B
und 77 _ p:n 177 p/rn 2 — %/(nm) mlt U/ — pm 1 pm 2 )
/ /
Qp—1Tm + 2 Am—1 9m—2

Dies bedeutet, dass & >~ &, und 1 >~ n,,.

Nach Voraussetzung dm,n € Ny, sodass 7,, = &,. Daher erhalten wir insgesamt

5’1€n:77m277 also 5271

“ i ) € GLy(Z) und n = T;(€) = £ Aufgrund von
Y

e+

(i)<(ii): Essei U= (

T uv=Ty und det(=U)=det U,

konnen wir voraussetzen, dass v¢ + ¢ > 0. Auflerdem sei fiir n > 0
U, = Pn—-1 DPn-2 '
Gn—1 QGn—2

18 )
det U, = pn_1¢n—2 — Pn—2qn-1 18 (=)™ sowie & =Ty, ().

Dann erhalten wir

Da also & ~ &, und nach Voraussetzung & ~ 7, ergibt sich wegen ,~ ist eine Aquiva-

lenzrelation‘:
n="Tyu, (&) fir n>0 (= n=~¢&).

UUn:<a” &)_
T On

Gemaéf der Matrizenmultiplikation erhalten wir fiir die Koeffizienten dieser Matrix

Es sei

Q= aPp_1 + Bgn—1 Bn = apn—2 + Ban—2
Yn = VPn—-1 + 5Qn—l 611 = YPn-2 + 56]71—2 .
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Nun lasst sich unter anderem 9,, auch schreiben als
(*) Tn—1 = VPn—2 + 5Qn72 = 5n .

Jetzt liegt es daran zu zeigen, dass wir n so grofs wihlen kénnen, damit gilt

Y > 0, > 0. Es ist

pnfl
(©) Yo =VPn-1 + 0Gn-1 = ¢u_17 1 + ¢n-10 — @Y€ + @u17E =
pnfl
= Qn-17 ( ) — f) + g1 (V€ +6) .

Nach diesem Schema ergibt sich des Weiteren

Pn—2

n—2

(00)  Yn1 = Q27 ( - §) + gn—2(1€ +9).
Im Beweis zu Satz 4.5 (i) haben wir unter anderem gezeigt, dass

<

‘g—@ fir n>0. (22)
¢

n

qndn+1

Daher erhalten wir

n—1

lim ¢, (pnl — f) =0.
n—oo q
[

— 0

n—oo

Aufgrund dessen und wegen (gx)r>1 ist streng monoton steigen sowie der obigen Vor-

aussetzung v€ + 0 > 0, gilt insgesamt

lim ~, =o00.
n—oo

Wegen (¢) und (oo) ist

Yo—=0n 2 Y=Yt = 1y (p"_l — §> — Q2 (2”_2 — 5) +(Gn—1—Gn—2)(7{+0) >0

n—1 n—2

fiir n geniigend grofs. Demnach erhalten wir ~, > 4, > 0. Nach Lemma 4.8 ist

_> n= 7?](5) = %Un(gn) = [b()a blv ERE) bm—l’ gn] ) also Thn = gn’ und
) detUU, = (—1)™

Daher folgt aus
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det UU, = detUdet U, =detU - (=1)" = (-1)™, dass

_ <_1)m o m—-n __ m+n
det U =~y = (=1)" " = (<"

]

Wir wollen nun eine wichtige Definition angeben, welche uns fiir indefinite Formen von

groffem Nutzen sein wird.

DEFINITION 4.5 Eine reelle Zahl & &€ Q heillt quadratische Irrationalzahl, falls & Losung

einer quadratischen Gleichung

al? + b +c=0 ist, mit a,bceQ.

Die andere Nullstelle dieses Polynoms, ist die zu & konjugierte Zahl und sei mit £ bezeichnet.

Es lassen sich allerlei interessante und bedeutende Aussagen zu einer quadratischen Irra-
tionalzahl nennen. Zwei davon wéren der Satz von Euler und der Satz von Lagrange, welche
wir am Ende dieses Abschnitts behandeln werden.

Wir benétigen jedoch fiir unsere Definition einer indefiniten reduzierten Form, noch einen

weiteren Begriff:

DEFINITION 4.6 Eine reelle quadratische Irrationalzahl £ heifst reduziert, wenn
E>1 und —-1<€¢<0.

Diese Aussagen sind insofern von Interesse, da die erste Wurzel w;(f) von f (mit Dis-

kriminante Dy > 0 kein Quadrat) eine quadratische Irrationalzahl ist.

PROPOSITION 4.10 Es sei £ = [ag;aq, ...] eine quadratische Irrationalzahl und
f(X)=aX?+bX + c € Z[X] derart gewihlt, dass f(£) = 0. Es seien rekursiv definiert

Ag=a, Apy1 = Anai + B,a, + C,,,
By=0b, undfir n>0 B,i1 =2A,a, + B, (23)
C(] = C Cn+1 = An .

Auflerdem sei fur n >0

fu(X) = A, X*+ B, X +C,.

Dann gelten fiir n > 0 die folgenden Punkte:

"Zwar sind hier a,b,c € Q, jedoch kénnen wir ebenso a,b,c € Z verlangen. Auferdem gilt:
Ist £ € Q, so setzt man & = ¢'.

11
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(i) B?—4A,C, =V*—4ac =: D.

(i) fu(n) =0.
(iii)  |B,| < max(|b],v/D) und |A,| < max(|b|,v/D).

Beweis:

23)

(i): n=20: B} — 44,0, B2 gac=D
nes 4l B — 44,00 2 (2400 + Bo)? — A(Ana? + Buay + Cp) A, =
=4A%a>+4A,0,B, + B2 — 4A%a? — 44,4, B, — 4A,C, =
= B2 —4A,C,.

(ii): Mithilfe von f,(a,) lassen sich A, 1, Byi1,Cry1 auch folgendermafen beschreiben:

/ 1

(*) An—i—l :fn(an)7 Bn+1 - fn(an) ) Cn+1 - §frlf<an) :

D€L4.2

n=0: fo(&) fo(§) = 0.

n—n+1: fo(&r) = A€oy + Bosiborr + Cogr =
(%) / 1 "
= fn(an)§3+1 + fn(an>§n+1 + §fn (an) =

1 1 1
= 534—1 (fn(an) + Fﬂz(an)_ + Ef;@/(an)g_> =

gn—i-l n+1
1

gn—i-l

Taylor. Formel 12

- £7QL+1fn (an +

) (2) €T2L+1 fn(fn) = O'
N——

I;/. 0

(iii): Da nach (ii) f,(&,) = 0, liefert uns folglich die Losungsformel fiir die allgemeine qua-

12Die Taylorsche Formel besagt das Folgende: Sei f : I +— R (n + 1)-mal stetig differenzierbar und x¢ €
I. Dann gilt Vx € I:

(") (g
f(z) = f(zo) + f'(wo)(x — xo) + [ (o)

n!

f//(xo)
2

(x —x0)* + ... + (x —20)" + Rpy1(x)

1 x
wobel  Rpipp = — /(x — )" () da .
n!

Zo
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dratischen Gleichung

i

—~
=

vD

—

(ex) € —B,++/B2—-4A,C, —B,+VD
%k = — .
" 24, 24,

1. Behauptung:
n=0: |Bo| = |b] < max(|b|, VD).
o —B,+VvD

1 1 1
= g_lann - aan + an\/B’ < g—Bn(ﬁn - an) + g—an\/ﬁ

Lv. /1 1
< <§_n<£” —a,) + g—nan> max(|b|, VD) = max(|b], VD).

=1
2. Behauptung  Aus B, = 24,a, + B,, folgt

1. Beh.
2an|An| = |Bpi1 — Ba| < 2max(]b|, VD), also |A,| < max(|b],VD).

]

Proposition 4.10 (ii) liefert uns eine wichtige Erkenntnis: Namlich folgt daraus, dass
fiir n >0 gilt: &, ist quadratisch irrational.
Zu guter Letzt zeigen wir noch zwei bedeutende Sétze in der Theorie der Kettenbriiche,

némlich jene von Euler und Lagrange, welche sich wie folgt zusammenfassen lassen:

SATZ 4.11 (Satz von Euler /Lagrange) Eine reelle Zahl ¢ besitzt genau dann eine perio-
dische Kettenbruchentwicklung, wenn ¢ eine quadratische Irrationalzahl ist, d. h.
¢ € R\Q ist Losung der quadratischen Gleichung aX? + X + ¢ =0 mit a,b,c € Z, a # 0.

Beweis: Wir zeigen mit der Hinrichtung den Satz von Euler und folglich mit der Riickrich-
tung den Satz von Lagrange. Der Beweis von Letzterem ist im Normalfall anspruchsvoller,

jedoch haben wir bereits einige Vorbereitungen dafiir getroffen.

(=)'3: Es sei eine reelle Zahl £ gegeben, die eine periodische Kettenbruchentwicklung besitzt,

d. h. &=lap;a1,..., 051,05, -, Qg1 Satz 4.4 (1) w fir (k>0) (24)
Qe—1&k + Qr—2

= E(qr—1&k + Qu—2) = Pr—1&k + Dr—2
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EQu—18k + +Eqi—2 = Pr—1&k + Dr—2
fk(Qkflg - pkfl) = Pr—2 — {qr—2

DPh—2 — §qk—2
e 25
S Qe—1§ — Pr—1 (25)

Da jedoch &4y = & gilt nach (24) ebenso

¢ = Prt1-18k + D12
Qrt1—1&k + Qryi—2
(g) £ — Prti—2 — Eqrti—2 _ Pr—2— Eqr—2
Qe1—1§ = Peri-1 Qe—1§ — Pk—1
= (Prti—2 = E@rri—-2) (Ge—1§ — Pr—1) = (Pr—2 — Eq—2)(@or1-1€ — Prti-1)
RN E2A, +EB;+C; =0 (26)

fir k>wv

mit Ai = Qoo Qrri—1 — Qori—2Gr—1
Bi = pryi—2Qi—1 + Pr-1Qk+1-2 — Prk—2Qk+1—1 — Pkti—1qQk—2

C; = Prk—2Pk+1-1 — Pk+1—2Pk—1 -

Daher geniigt ¢ der quadratischen Gleichung (26) und ist nach Definition 4.5 eine

quadratische Irrationalzahl.

(«<): Es sei £ eine quadratische Irrationalzahl, d. h. £ geniigt einem irreduziblem Poly-
nom f(X)=aX?+0bX +c in Z[X]. AuRerdem sei

Ay=a By=b,Cy=c
und fir n >0 Api = aiAn + B,a,, + C,,
By,1 =2A,a,+ B,
Cry1 = Ay
sowie fu(X)=A,X*+B,X+C, und D= B—4A:Cy=0b*— 4ac.

Da £ quadratisch irrational ist, ist folglich 4ac # 0 und D kein Quadrat. Nach Pro-
position 4.10 sind jedoch die Folgen (A,),>1 und (B,),>; beschrinkt'* und daher ist

auch die Menge
{(A0,By)[n=1} CZ°

beschrankt und somit endlich. Daraus wiederum ergibt sich, dass es unendlich viele n

13(Bundschuh 2002: 228)
1Es ist auch die Folge (Cy)r>1 beschriinkt, da Cji1 = Ay.
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mit A:= A,, B := B, gibt. Fiir eben diese n ist

B*-D

C=C, 1A

konstant.

Nun gibt es unendlich viele n, fiir die A2 + BE, + C = 0 gilt. Insbesondere gibt es
also mindestens zwei ganze Zahlen, welche einander gleich sind. Es folgt sodann, dass

es ganze Zahlen

Somit ist der Kettenbruch periodisch.

Aus dem Satz von Lagrange folgt nun:

SATZ 4.12 Eine reelle Zahl £ hat genau dann eine reinperiodische Kettenbruchentwicklung,

wenn £ eine reduzierte quadratische Irrationalzahl ist.

p
Beweis: (=): Es sei = [ag; ay, .., a;—1) mit den Ndherungsbriichen -
dk
Da ap =a; > 1 ist folglich & > 1. Wegen & = ¢ folgt
_ P&t
@-1§ + @2
und ¢ geniigt der quadratischen Gleichung f(X) = ¢ 1 X?> + (g2 — pr-1)X — pro =

0. Demnach ist £ eine quadratische Irrationalzahl. Aufserdem gilt wegen

f(0)=—pi2 <0 sowie f(—=1)=q-1—q2+p-1—p-2>0

und daher nach dem Spezialfall des Zwischenwertsatzes von Bolzano, dass f zwischen
—1 und 0 eine Nullstelle besitzt. Da diese jedoch nicht & ist, muss es sich um &’ handeln.
Somit gilt —1 <& <0< 1< ¢ und £ ist nach Definition 4.6 reduziert.

(«<): Essei & = [ap;ay, ..., ay_1,0y, - Gyii—1) und reduziert. Wir nehmen indirekt an, dass

fiir v > 1 die Beziehung a, 1 # a,,;_1 gelte. Daher ist

1 1
Ay —Epo1 = —— = — =a+1—1—€+5—1
! ’ gv 6,)4,_[ b b
15
&n red.
= |ay—1 — Gpyi—1| = |§,;_1 - §;+l—1‘ < 1,

wobei die letzte Gleichheit auf der Tatsache beruht, dass x — 2z’ ein Homomor-

15Da ¢ reduziert ist, gilt &, > 1 fiir n > 1 und &, ist reduziert, denn aus &, < 0 < a,, — 1 ergibt sich,
dass &, —a, < —1 ist. Daraus folgt wiederum &, , = 5,% € (-1,0).

An
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phismus ist. Aufgrund von a, € N folgt der Widerspruch a, 1 = a,,;_1 und so-
mit v = 0. Also ist & = [ag;ar, -, a;_1), d. h. reinperiodisch.
n

Bevor wir diesen Abschnitt mit dem nachstehenden Satz endgiiltig beenden, sei fiir dessen

Beweis noch auf Folgendes hingewiesen:

Sind ¢ und 7 zwei dquivalente quadratische Irrationalzahlen, so haben diese die gleiche

Periodenlange.

Dies erhalten wir aus dem Folgenden:
Sind € und 7 zwei dquivalente quadratische Irrationalzahlen und ist [ die Lange der

Periode, v die Lange der Vorperiode von £ und ¢ € Z mit v+tl > n, dann ergibt sich:

n= [b0§ bi,....;bm—1,an, ..., Qyptl—15 Qutly -y av+tl+l—1] =

= [b0; b1, s b1, Uy ooy Qi1 gy vy Gy —1) -

SATZ 4.13 Es seien ¢ und 7 zwei reduzierte Zahlen. Dann sind dquivalent:
(i) JE>0: &=mn.

(i) &=
Fiir U € SLy(Z) mit & = Ty(n) kann k derart gewihlt werden, sodass det U = (—1)F.

Beweis: (i)=(ii):  Es seien  und 7 reduziert und somit quadratische Irrationalzahlen.
Aufserdem gilt fiir reduzierte Zahlen, dass fiir alle n,m > 0 sowohl &, als auch 7,,, d.
h. die vollstédndigen Quotienten der Zahlen, ebenfalls reduziert sind. Die Behauptung

folgt dann unmittelbar als ein Spezialfall — es ist ja & = &, — aus Satz 4.9.

(i)=(i): Essei £ =Ty(n) fir U € SLy(Z). Geméh Satz 4.9 Im,n € Ny mit &, = n,
sowie det U = (—1)™*".
Es sei [ die Periodenldnge von £ und tl > n, wobei ¢ gerade sei. Da £ und 7n zwei
quadratische Irrationalzahlen sind, besitzen sie die gleiche Periodenlédnge (siehe obige
Bemerkung). Nun ist £ nach Voraussetzung reduziert, weswegen wir aus Satz 4.12
folgern, dass

n= [b07 bla ) bm—h QApy ey Qtl—1, Q05 -+, al—l] .

Aufgrund dessen, dass auch 7 reduziert ist, erhalten wir 7,4, = & Somit ist die

gesuchte Zahl k£ > 0 von der Gestalt k =m + tl —n.
O
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4.4 Aquivalenz und Ketten indefiniter binirer quadrati-

scher Formen

Wir wollen uns nun an der Definition 4.7 fiir eine reduzierte Form sowie am Beweis des Satzes
4.15 versuchen. Es sei an dieser Stelle an die Definitionen 4.5 und 4.6 erinnert, mithilfe derer

das Folgende versténdlicher sein sollte:

DEFINITION 4.7 Es sei f = (a,b,c) eine indefinite bindre quadratische Form. Dann heifst
die Form

f reduziert, wenn |wq(f)| reduziert ist.

Zwar wurden schon einige Bedingungen und Folgerungen einer reduzierte Form genannt,
doch bevor wir uns der Aquivalenz indefiniter bindrer quadratischer Formen widmen, sollen

wichtige Eigenschaften einer reduzierten Form festgehalten werden.

SATZ 4.14 Es sei f = (a,b,c) eine indefinte bindre quadratische Form und Dy kein

Quadrat. Dann sind dquivalent:

(i)  f ist reduziert.

(i) Jur (/)] <1 <fw(H] und wi(fHuw(f) <0
(i) |a4+c¢/+b<0 und ac<O.

Beweis: (i) < (ii): Es ist lwi () = wi(f) sgnwi(f).

Also ist f genau dann reduziert, wenn
0 < —wi(f) sgnwi(f) <1 <|wi(f)].
Dies ist aber dquivalent mit
lwi(f)'] <1< |wi(f)] und sgnwi(f) #sgnwi(f), also

wi (flwi(f) <0,

(if) = (iii):

a 2a " 4a? 4a? 4a? 4a2
b? — b% + 4dac B
4a? n

wl(f)wl(f)/:_bzm__b_m_ﬁ_bm+bm_&

C
a

Aufgrund von

wl(f)wl(f)' <0 = ac < 0,
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woraus sich /Dy = Vb? —4ac > b ergibt.

~b+,/D
Da nun wi(f) = +2a ! erhalten wir insgesamt also

sgnw (f) =sgna.
1.) Wegen
lwi(f)l >1 = sgn(l —wi(f)) = —sgna.

Es ist also wegen |wy(f)'| <1

() a+bte=f(L1) =a(l—u (N1 - wr(f)) < 0.

2.) Auferdem ist
sgn(1+wq(f)) =sgnwi(f) =sgna und 1+wi(f) >0

und somit
(%) —a—c+b=—f(1,-1)=—a(l+wi ()1 +wi(f)) <0
Daher erhalten wir insgesamt aus 1.) und 2.) die Behauptung |a+¢|+b<0.
(iii)=(ii): Es ist ac < 0 und daher
-) 0>~ =w(Hun(f) und
—) /Dy =Vb* —4dac > |b| = —b.

Also gilt
—b D b D
() = 2V b EVDr gy

2|al 2]al

Aus (%) und (%) ergibt sich
—a (1= (£) (1w () (1 —w (F)) A+ (F)) = —a2 (1w (H)) (1~ (i (f))) > 0.
Letztendlich erhalten wir aus
L—wi(f)? < 1= (wy(f))? die letzte Behauptung [wi(f)] > 1> [un(f)] = [ws(f)]

]

Wir haben bereits im Kapitel 3 gezeigt, dass es zu jeder positiv definiten bindren qua-

dratischen Form f eine dazu dquivalente reduzierte Form gibt. Diese bedeutende Tatsache
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gilt auch fiir indefinte Formen. Dieser nun folgende Satz wird uns unter anderem auch einen

Weg angeben, wie eine zu f dquivalente reduzierte Form gefunden werden kann.

SATZ 4.15 Zu jeder indefiniten bindren quadratischen Form f mit D¢ kein Quadrat, gibt

es eine reduzierte Form g mit ¢ ~ f.

Beweis: Die erste Wurzel von f ist eine quadratische Irrationalzahl und besitzt somit nach

dem Satz von Euler/Lagrange 4.11 eine periodische Kettenbruchentwicklung, also

Satz 4.4 (i) Pr—1w1 (f)k + Pr—2
Qe—1w1 (f )k + Qr—2

wl(f) = [ao; A1y eey Afp—1, Afy «- -, ak-ﬁ-l—l]

Dabei ist w;(f), der k-te vollstindige Quotient. Es sei 1 = (—1)kw(f)s.

Fir .
U ( (=1)"Pr—1 Pr—2 ) (27)

(=D g1 qe—2
st wi(f)="Tu(n). Wegen

detU == (—1)k (pk_lqk_g —pk_qu_l) == (—1)2k =1 = U S SLQ(Z) .

Es ist die Kettenbruchentwicklung von |n| = w;(f)x reinperiodisch, weswegen nach Satz
4.12 |n| reduziert ist.
Essei g = foU und daher g ~ f. Aufgrund dessen und wegen Proposition 4.7 ist, erhalten
wir
wn(g)l = [To (wn(F) =1l = g ist reduziert.
O
Mithilfe dieses Satzes konnen wir nun eine zu f dquivalente reduzierte Form finden und

zwar folgendermafsen:

Beispiele: 1.) Gesucht ist eine zu f(z,y) = 5z — 3zy — y* #dquivalente reduzierte Form.
Es ist f indefinit mit Dy = 29. Der erste Schritt ist die Vorperiode von wi(f) zu

bestimmen, d. h. wir entwickeln w;(f) in einen Kettenbruch.

3429 3+ V29

_ 10 10B8-v29) 3-v29 v29-3 V-5
wh=3%~" %~ = 2z o
01(Fla 2 2(\/2_9+5):\/2_9+5:5+\/2_9—5’

T /29_5 A 9 9
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2
V29-5

und somit ist  wy(f) = [0;1,5].
Fir die Lénge der Vorperiode erhalten wir v = 2. Anschliefsend bestimmen wir mit-
hilfe von (16) die Koeffizienten jener Matrix (27)

U — (—1)1)1%71 Pv—2 _ P1 Do
(_l)vQU—l qv—2 g1 Qo ’

welche f in eine reduzierte Form iiberfiihrt.

a;
10

qi

wl(f>3 wl(f)Q

(@]
Ll e N I en)
e =S

sodass foU = (1,—5,—1) reduziert ist.

2.) Es ist die Form f(z,y) = 172? — 56zy + 46y* zu reduzieren. Es ist Dy =8, D; kein

Quadrat und f indefinit. Wir bestimmen erneut die Vorperiode von w;(f):

56+\/§728+\/§71+11+\/§

wn(f) = 2E 3 .
(P = 1117\/5: 17(111—9\/5) _ 11_7\/5:1+4_7\/§7

ik 4—7\/5 - 7(41r4ﬁ) - 4+2ﬂ =2+ ?

wl(f>3=%:%5:ﬁ:1+ﬂl_1’

wi(f)a = \/51_1 - \/§1+1 :2+\/§1—17

(s = 2= =wi(h

und daher erhalten wir — wi(f) = [1;1,2,1,2].

Fiir die Léange der Vorperiode erhalten wir v = 4. Anschlieffend bestimmen wir fiir

U — (—1)1)2%71 Pv—2 _ b3 P2
(—1)qu—1 qv—2 q3 42 7

jene Matrix



4.4. AQUIVALENZ UND KETTEN INDEFINITER FORMEN 67

welche f in eine reduzierte Form iiberfiihrt, mithilfe von (16) die entsprechenden p;, ¢;:

1121 ... g s
113 4 G

und foU=(,-2,-1) ist reduziert.

Auch im Kapitel zu indefiniten Formen taucht ein Satz auf, welcher uns bereits aus
Kapitel 3 vertraut ist (vgl. Satz 3.7).

SATZ 4.16 Ist D > 0 und kein Quadrat, so gibt es nur endlich viele Aquivalenzklassen

indefiniter bindrer quadratischer Formen mit Diskriminante D.

Beweis: Es ist auch dieser Beweis dhnlich zu jenem fiir Satz 3.7. Demnach geniigt es zu
zeigen, dass es nur endlich viele reduzierte Form mit Diskriminante D gibt.
Essei f = (a,b,c) eine indefinite reduzierte Form und wir setzen Dy = D.

Fiir eine reduzierte Form gilt nach Satz 4.14, dass ac < 0 ist und daher

D=0 +4lac| >* = |b|<VD.

Aus b
D = b* +4|ac| > 4lac|, also D >4lac] = |ac| < I

Somit kommen fiir die Koeffizienten nur endlich viele Werte in Frage, weswegen es auch nur

endlich viele Aquivalenzklassen gibt. O]

Bereits zu Beginn des Kapitels 4 wurde erwihnt, dass im indefniten Fall in einer Aqui-
valenzklasse mehrere reduzierte Formen liegen konnen und diese Ketten bilden. Um sie zu
finden, ordnen wir jeder indefinten reduzierten Form f eine periodische Folge (f;);>0 von

Formen zu. Diese Folge besteht gerade aus den zu f dquivalenten Formen.

DEFINITION 4.8 Es sei f = (a,b,c) eine indefinite reduzierte bindre quadratische Form
mit Dy > 0 kein Quadrat und |w;(f)| = [@o; a1, .-, ai—1). Wir setzen

AO - |CL| ’ An+1 = aiAn +a, B, + On )
By=0, und fir n >0 Bni1 = 2a,A, + B, , (28)
Cyo=csgna Chi1=A,.

Auferdem sei

fo=(Aysgna, (-1)"B, , C, sgna). (29)
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Die Folge (fn)n>0 heift dann die Kette von f.

In Bezug auf die obige Definition stellen wir fest:

29)

1) fo ( (Agsgn a, (—1)°By, Cysgn a) = (Jalsgn a, b, c(sgn a)2) = (a,b,c)=f.
~———— ~——

2.) Fir n > 0 erhalten wir

Prop;4.10

Dy & (—1)"B? — 44, C,(sgn a)? = B2 — 44,C,

n

2 _ —
b —dac = Dy. (30)

ZB(Q) —4A0Co

3.)  Jwi(f)| ist Nullstelle von AgX?+ ByX + Cy =sgn a(aX? +b-sgna-X +c).
Diese Tatsache folgt aus der Voraussetzung, dass f reduziert ist. Denn fiir f reduziert
liefert uns der Beweis fiir Satz 4.14, dass das sgn w(f) = sgn a ist. Aufgrund dessen

und weil natiirlich w;(f) eine Nullstelle von aX? + bX + ¢ ist, erhalten wir
alr(f)I* +b-sgn a- fwi(f)] + ¢ = awi (f)* + bwi (f) + ¢ = 0.

Somit ist |w;(f)| Nullstelle von AgX? + ByX + Cj.

4.) Erneut liefert uns die Proposition 4.10 mit dem Punkt (ii) eine wichtige Erkenntnis.

Es ist ndmlich dort &, und somit auch
|wi(f)], Nullstelle von A,X*+ B, X +C, fir n>0.

Da |wi(f)|. eine reinperiodische Kettenbruchentwicklung besitzt, ist nach Satz 4.12
|wy(f)|, reduziert. Somit liefert uns Satz 4.14, dass auch A, X*+ B, XY +C,Y? redu-

ziert ist Wir erhalten hieraus, aufgrund des eben genannten Satzes, dass

AL A1 @ A,C, <0, weswegen sgn A, A0 (=1)™.

PROPOSITION 4.17 Ist f = (a,b,c) eine indefinite reduzierte bindre quadratische Form
mit Diskriminante D; > 0 kein Quadrat und (f,),>o die Kette von f, so gilt fiir n > 0:

1) Jur(f)|ln = (=)™ wi(f,)sen a.
(ii)  f, ist reduziert .

(iii)
s i )

Qn—l(_l)n sgn a gn—2
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Beweis: (1):  Welche der beiden Wurzeln von A,X? + B, XY + C,Y? die grofere der
beiden ist, hingt vom sgn A, = (—1)" ab. Daher ist |w;(f)|, die grofere der beiden

Wurzeln und es ist

() — Bt CUVDr CBat (YD B0+ Dy
1 ! 24, -

B 24, B (—1)n 2A,(—1)"

= (—1)"wi(f,)sgn a.

(i): Esist |wy(f)], reduziert und danach (i) |wi(f)|, = [w1(fn)], ist auch |w(f,)| reduziert.

Weswegen nach Definition 4.7 f,, reduziert ist.

(iii): Wir setzen

v, = ( pnfl(_l)n Pn—25g0 a ) .

anl(_l)n sgn a Gn—2

Vo, € SLe(Z), weil:  detV,, = pr_1(—1)"qn_2 — Prn_2sgn aq,—1(—1)"sgn a =

= (_1)n(pn—1Qn—2 _pn—2Qn—1> (g) (_1)n<_1)n =1.

Es ist zudem

~ Pact|wi(f)ln + a2 () Pro1(=1)"wi(fn) sgn a + pn_s
’wl(f)‘ = = - .
G—1|w1()ln + -2 @uo1(—=1)"wi(fy)sg0 a + g2

Da, wie bereits erwdhnt, sgn w;(f) = sgn a ergibt sich

wi(f) = T (wi(fa)) T2 wi(fuo Vi)

Zu guter Letzt erhalten wir

(30) 9) Pro%4.2

Dy = Dy, = Dy, oy, -1 f=faoV 1.

]

SATZ 4.18 Fiir eine indefinite reduzierte bindre quadratische Form f mit Dy > 0 kein Qua-
drat sowie der Kettenbruchentwicklung |w;(f)| = [Go; a1, -..a;—1) von |wy(f)| mit Periode [
gilt:

(i)  Die Folge (f.)n>0 hat Periode kgV(2,1).

6Es ist ja fno(X,Y) = Apsgn aX?+ (—1)"B,XY + Cy,sgn aY? . Daher ist  wy(f,) = “EDT Bt Dy

2A, sgn a
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(i)  Die Menge der zu f dquivalenten reduzierten Formen ist gegeben durch

{fal0<n<kgV(2,0)}.

Beweis: (1): 1. Sind m,n € Ny mit

= d?2 d
n=m(mod kgV(2,1)) <« {n m (mod 2) un

n=m (mod [),

so folgt, dass 2/m —n und [|m —n. Dann gilt

Prop. 4.17 (i
4 @)

w1 (Pl = Twi(f)lm (=D)"wi(fn) sgn @ = (=1)"wi(fm) sgn a, bzw.

wl(fn) = wl(fm) .

Fiir die Folge (fn)n>0 gilt (30), weswegen auch Dy, = Dy, gilt. Aufgrund dessen
ist nach Proposition 4.2 f,, = fi..

2. Wir gehen nun umgekehrt davon aus, dass f, = f,, mit 0 < m,n < kgV(2,1).
Proposition 4.17 liefert uns folglich

(=D)™wi(f)ln = wi(fa) sgn @ = wi(fm)sgn a = (=1)"|wi(f)|m -

Nun ist |wi(f)], > 0 als auch |wy(f)|n > 0, woraus sich (—1)" = (—1)™ und
2|m—n ergibt. Aukerdem gilt wegen |wy(f)|, = |w1(f)|m, dass [[m—n. Insgesamt
erhalten wir also kgV(2,1)|m—n und da nach Voraussetzung 0 < m,n < kgV(2,()

gilt, ist somit m = n.

(ii): Wir wissen aufgrund der Proposition 4.17 (ii) und (iii), dass fiir eine indefinite redu-

zierte Form f mit ihrer Kette (f,)n,>0 auch f, reduziert und zu f dquivalent ist.

Wir gehen nun umgekehrt davon aus, dass U = P € SLy(Z) und foU reduziert
Y
ist.
A
Es sei A=sgnw(folU) sowie V:<a sina 58%;1@) )
7

Wir erhalten

det V =aAsgna-d— Fsgna-y\A=Asgn a(ad— fvy)=Asgn a.
=1
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Es ist, wie bereits des Ofteren erwiithnt, sgn a = sgn w;(f) und es gilt
() A+ fun(f 0 )] = wn(f 0 U).

Insgesamt folgt daraus

1 Totuns o U san o 2 S T D (o U)),

Somit gibt es eine Matrix aus der GLy(Z), sodass nach Definition 4.4
|wi(f)| ~ |wi(f o U)|. Da zudem beide Zahlen reduziert ist, gibt es nach Satz 4.13

ein n > 0 mit
(k%) |wr(foU)| =|wi(f)], und detV[=Asgnal=(-1)".

Sodann konnen wir aus

Prop.4.17(3

wi(foU) LAy (f o U) E N ()l S (=1)"sgn alen () =" wi(f)

folgern, dass nach Proposition 4.2 fo=foU ist.
O

Wir wollen nun dieses Wissen auch anwenden, indem wir zu den angefiihrten Beispielen

deren Kette bestimmen.

Beispiele: 1.) Es ist die Kette von f = (1,—2,—1) gesucht. Es ist wy(f) = 248
2;2]. Somit besitzt w;(f) die Periodenlinge [ = 1. Nach Satz 4.18 besitzt die Men-
ge {fn]0 <n <kgV(2,1) = 2} zwei Elemente, weswegen es zu f nur eine einzige

dquivalente Form # f gibt. Zur Bestimmung dieser bedienen wir uns Definition 4.8:

Ag=la| =1 Ay =ajAg+agBy+Cop=2*-1-2-2—1=—1
B(]:b:—2 81:2(10Ao+30:2~2'1—2:2
COZC'SgIlCL:—l Cle():l

Wir erhalten fiir  f; = (4; sgn a, (—=1)'B;, Cy sgn a) = (—1,-2,1).

2.) Essel f=(—19,—40,2). Man bestimme die Kette von f. Es ist [wi(f)] = 5552 =
[2;6,2,20], also [ = 4. Somit besteht die Menge der zu f &quivalenten Formen aus

vier Elementen. Wir erhalten

Ay =19 A =22-19—-2-40—-2=—6



72 KAPITEL 4. INDEFINITE BINARE QUADRATISCHE FORMEN

By = —40 By =2-2-19 —40 = 36
00:—2 01:19

Ay =6 (—6)+6-36+19=19 A3 =2%-19+2-(-36) — 6= —2
By =2-6-(—6)+36=—36 By =2-2-19 — 36 = 40
Cy=—6 Cy =19

fo=(-19,-40,2) f, =(6,-36,—19) f,=(-19,-36,6) f3=(2,—40,—19).

Jede der Formen f; (1 <i < 4) ist zu f dquivalent.

Im Anhang auf Seite 94 befinden sich weitere Beispiele mit Diskriminante D > 0 kein

Quadrat und entsprechender Klassenzahl.

Bemerkung: In dieser Arbeit wurde eine sehr klassische Reduktionsvariante fiir indefinite
Formen vorgestellt, welche auf den Kenntnissen der unendlichen Kettenbriiche beruht. Ab-
seits davon lasst sich eine zu f indefinite reduzierte dquivalente Form auch mittels eines
anderen Weges finden. Ahnlich wie im positiv definiten Fall ist hierbei eine Bedingung an b
zu stellen.

Aus mehreren Griinden konnte dieses spannende Thema in der vorliegenden Arbeit jedoch
nicht behandelt werden. Dennoch mochte ich diesbzgl. sehr gerne auf zwei Werke verweisen:
Siehe hierzu (Buchmann 2007: 107-140) sowie (Buell 1989: 21-34).

4.5 Automorphismen indefiniter binarer quadratischer For-

men

Damit wir die Gleichung f(z,y) = m auch im indefinten Fall 16sen kénnen, benotigen wir
gemif der Losungsstrategie auf Seite 31 noch die Automorphismengruppe. Dank Satz 2.4
konnen wir uns bei der Bestimmung von A; auf reduzierte Formen beschranken. Fiir eine

bindre quadratische Form f mit D; kein Quadrat ist nach Proposition 4.2

A ={U € SLy(Z) |ur (f o U) = wi(f) }
bzw. Ap = {U € SLy(Z) | wr(f) = To(wi(f)) } .

SATZ 4.19 Fiir eine primitive binére quadratische Form f = (a,b,¢) und Dy kein Quadrat
gilt
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x — by e
Ap = 2 (z,y) € 7%, 2® — Dyy* = 4
x+by
ay 5

Beweis: ' Es sei f = (a,b,c) eine primitive binire quadratische Form, d. h. ggT(a,b,c) =
1 und Dy kein Quadrat.
(=): Es sei nun

x — by
U= 2 und
x+ by
ay 5
22 — (b — dac)y? =2* — Dypy* = 4. (31)

Zunéachst sind die Koeffizienten der Matrix U ganzzahlig, d. h. es sind auch

—b +b
L=y X yE

, Z.
2 2

Denn b=D; (mod2) = xtby=x+Dy=2>— Dy’ =4=0 (mod 2).
Auferdem ist U € SLy(Z), weil

% — b?y? g — z? — by? 4+ dacy® 2 — (b* — dac)y® (1)
1 v 1 - 1

det U =

Es bleibt zu zeigen, dass foU = f ist. Essei foU = (A, B,C). Mithilfe von (5) ergeben

sich fiir die Transformation die folgenden Koeffizienten

2
A:a<x—2by) _H)(—(x—be)-ay) +ca2y2:

(ax2 — 2abry + ab®y® + 2abry — 2ab*y* + 4a2cy2) =

(a:z:2 — ab®y* + 4a20y2) =

Ny

(2* — y?(b° — 4ac)) @,

) 2 _ p2y2? — dacy? b
a(x2y)(—cy)~l—b<x y4 acy)+20(x—; y)ay:

1

= (—daczy + dabey® + ba® — b*y* — dabey® + daczy + 4abey®) =
1 b

= Z(4abcy2 + ba? — b3y2) = Z($2 — 92(52 — 4ac)) = b

17(Landau 1950: 139f.) , (Zagier 1981:63ff.)

B~ k|

B—

[\
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2
C = a(—cy)* + b(—cy) (x —;by) +c (x Zhy) =
(1)

1
= Z(4a02y2 — 2bcxy — 2b%cy? + cx® + 2bexy + biey?) = £($2 — y*(b* — dac)) = ¢

Somit ist foU = f und U von obiger Gestalt ein Automorphismus in Ay.
(«<):  Es sei umgekehrt

U:(O‘ ﬁ)ESLQ(Z) wd  folU=f.
v oo

Wir erinnern uns zuriick an (5):
a = aa® + bay + ¢y (32)
b = 2aa + b(ad + By) + 2¢v8 (33)
c=af*+bBs + o>,

Aus (33) ergibt sich nach Subtraktion von b

0 = 2(aaf + b8y + ¢yd) —=bfvy + bad —b  und daher
———
—b(ad—37)=b
=0
0 =aaf + bBy + cyd (34)

Da nun einerseits

D 00?8 + baBy + efr? = alaa +b87) + By P a(—e0) + B = 35)

= y(By — ad) = —ey

af

und andererseits

a6 2 4025 + bayd + 7(c10) L a5 + y(—aaB) + bayd + y(—bBy) =

= aa(ad — B) + by(ad — Bvy) = ac + by
a(0 —a) = by (36)

folgt daraus wegen a,c # 0, dass aley und alby.

Da nun f primitiv ist erhalten wir

(%) aly somit JyeZ: v=ay.

18Da D kein Quadrat ist, gilt a,c # 0.
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Nun folgt fiir (35) (0) B=—cy  und fiir (36) (00) 0 — a = by.

Damit haben wir insgesamt

5 —
1_B_d-a_ g
a c b
Zu guter Letzt setzen wir r=a+0d und erhalten fiir z%:

2 = (a+9)* = (0 — a)® + 40a () by® + 4(1 + By) 2 by  +4(1—cy-v) =
© by® 4+ 4(1 — acy®) = (b* — dac)y® +4 = Dyy* + 4
513'2 o nyZ — 4.19

Daher ergeben sich die ganzzahligen Losungen

azm—by und 6:x+by.
2 2

Somit ist U von der gesuchten Gestalt. Es wurde bereits oben gezeigt, dass die detU =
1 ist. O

Mit anderen Worten besagt der Punkt (i) das Folgende:

Die Automorphismengruppe einer primitiven biniren quadratischen Form f = (a,b, ¢)

mit Dy kein Quadrat ergibt sich durch jene Matrizen

xr—by
v-| 2 7
x+ by
ay 5

fiir die (z,y) eine Losung der Pellschen Gleichung z? — Dyy? = 4 ist.
Bei dieser Bijektion, welche zwischen der Losungsmenge der Pellschen Gleichung und

der Automorphismengruppe operiert, handelt es sich um einen Isomorphismus.?°

Wir stehen jedoch vor einem Problem: Die Losungen von 22 — Dyy* = 4 sind uns noch

unbekannt, was jedoch geédndert werden soll. Denn mithilfe der Losungen lassen sich die

9Die trivialen Losungen der Gleichung 2% — ny2 =4 mit der Bedingung Dy =0 oder 1 (mod 4) sind
(2,0),(—2,0) und stets vorhanden. Ist Dy < —4, so sind dies alle Losungen. Im Fall Dy = —4 existieren des
Weiteren (0,1),(0,—1), daher gibt es vier Losungen. Fiir D; = —3 gibt es neben den trivialen Lésungen noch
vier weitere, ndmlich (1,1),(—1,1),(1,—1),(—1,—1), also ingesamt sechs Losungen. Ist hingegen Dy > 0
kein Quadrat, so gibt es unendlich viele Losungen.
(Landau 1950: 57-64)

20Ein Beweis dazu findet sich u. a. in (Zagier 1981: 63ff.)
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Automorphismen von f schnell bestimmen. Im Fall, dass f positiv definit ist, kennen wir
Dank Satz 3.4 bereits die Losungen. Der soeben behandelte Satz liefert dann die zugehdrigen

Automorphismen.

Dabher sei nun f eine indefinite reduzierte Form, |wy(f)| = [@o; a1, —a;—1) und 7 = kgV(2,1).
Da nach Satz 4.18

ist, ergibt sich aus Proposition 4.17 (iii), dass

™m— mn—2 SEIL G
( Prn—1 Prn—258 )EAf.

Grn—1581 @ grn—2

Der néchste Satz zeigt, dass diese Matrizen samt ihren negativen und inversen alle Auto-

morphismen sind.

SATZ 4.20 Fiir eine indefinite reduzierte Form f = (a,b,¢), |wi(f)| = [ao; a1, .., a_1] und
7w =kgV(2,1), wobei [ die Periode des Kettenbruchs ist, gilt

o
_ _9sgn a
Af _ ¢ Prk—1 Prk—258
Ark—1581 a Ank—2
Beweis: Wir kénnen uns auf primitive Formen beschranken:

Denn fiir d = ggT(a,b,¢) und g := f-% ist g primitiv und wegen wi (f) = wi(g) ist Ay = A,.

(=): Essei nun U € Ay und somit det U = 1. Wir setzen

Que{—LH,kEO}.

x—by
_ 2 Y TR N o T
Upy = Ve,y € Z mit 2 — Dyy” =4. (38)
x + by
ay 5

Satz 4.19 liefert uns, dass Jz,y € Z mit 2> — Dyy* = 4, weswegen U,, = U ist.
Zudem gilt

-1 -1
Usoy=-Upy wd U, y=U;} = U,,=-Ul

Demnach kénnen wir (%) x,y > 0 voraussetzen.

y=0: In diesem Fall ergibt sich aus (38) und (x), dass = 2 und folglich

U—1J (1__6) pP-1 p—a2sgna .
g-1sgna q—2
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7
y > 0:  Hierfiir setzen wir
x—by
o 5 lcly
x + by
laly 5
Nun ist nach Voraussetzung f reduziert und somit (x%) ac < 0, weswegen
2 _ 2,2 1 1
det U' = % — |ac|y? Z(xQ — b%y? — 4lac|y?) = Z(xZ — 2 (b® + 4|ac])) =
1 (z* — y*Dy)

Aufgrund von Proposition 4.17 (i) gilt fiir f = fo, dass |wi(f)| = wi(f)sgn a. Wir
beachten, dass wegen (**) das sgn a # sgn ¢ ist und somit (¢) |cly = —cysgn a.
Daher gilt des Weiteren

_ oy (= by)wi(f)sgn a+[ely
Torfer () = TorCorl 1580 @) = () sgn a+ 3w + by)

= a?/wl(f)
1 (39)
(o) 3(@ —by)wi(f)sgn a — cysgn a

- ayw (f) + 2(z + by) = Tu(wi(f))sgn a =
wy (f)sgn a = wi(f)].

UGAf

Um nun Lemma 4.8 verwenden zu konnen, gilt es die dafiir notwendigen Bedin-
gungen zu schaffen:

Es ist zu zeigen, dass 0 < $(z + by) = |aly gilt.
Es ist wegen

b
det U' =1 folglich 4+ 4lacly® = 2* —b’y* >0 und daher Tt >0.
~——— 2
>0

Da f reduziert ist, gilt nach Satz 4.14 (iii)

latc|+b<0 <<  |atc|—|b| <0 < |at+c| <Y =4 (00) la+c| < |b]—1.

Die Dreiecksungleichung liefert uns:

(00)
lef < lal +]a+c] < a[+[b] =1
lac| < a® + |ab| — |a
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(40)
= 2 <4+ Dpy® <4+ 0% +4lacly? < 4+ by + 4aPy? + 4|ably® — 4laly?
21
< da’y? + 4ladly* + b*y* = (2|aly + [bly)*

8
V
=}

= xr < 2laly + |bly
b
= I; Y < aly

Nach Lemma 4.8 gibt es ein n > 1 mit

U = (Z 7;) sowie |wi(f)] 2 Tor(lwi (£)]) = [ao; a1, ooy an_1, [wr ()]
n—1 n—2

Es folgt daraus einerseits, dass det U’ = (—1)" ist. Jedoch wissen wir bereits, dass
det U’ = 1 und somit n gerade ist. Andererseits erhalten wir n = k - [ fiir ein k£ > 0.
Es folgt, dass [|n und da n gerade ist gilt zudem 2|n. Insgesamt ergibt sich

m = kgV(2,0) | n und n lidsst sich somit schreiben als 7k. Unser U’ ist dann von der

folgenden Gestalt
U — Pn-1 Pn-2 | _ %(55 —by) lcly _ %(JJ —by) —c-sgna-y
Gn-1  Qn—2 laly %(w + by) a-sgna-y %(x + by)

1 _ _
= U= ( 37 = by) v > = < P pn_gsgna> mit n = 7wk.

ay %(I + bg) Qn—1581 @ n—2

: 22 Es soll nun gezeigt werden, dass es sich bei

I

Ve {e( Pkt pﬁk._ngna) e,ue{—l,l},kZO}
Qrk—1581 Q Qrk—2

um einen Automorphismus handelt. Wir wissen nach Satz 4.18 (ii), dass
{fa]0 < n < kgV(2,]) } die Menge der zu f dquivalenten Formen ist. Auferdem
liefert uns dieser Satz mit (i), dass die Folge (f,)n>0 Periode kgV(2,1) besitzt.
Nun ist 7 = kgV(2,/) und wir setzen n = 7k (k > 0). Dann ist wegen 7 gerade
folglich auch 7k gerade. Es ist ja nach (37) fo = f = fmx = fa. Proposition 4.17 (iii)

2 Es ist ja 4 + b%y? + 4ay® + 4|ably® — 4|aly? = b?y* + 4a*y? + 4lably? + 4 —4|aly® .
—_———

>0 —4(1-|aly®)<o
——

>0

22(Mock 2004: 70)
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liefert uns sodann

f _ fn _ fo < pn—l(_l)n Pn—2Sg1 a ) _ ( pﬂk_l(—l)Wk Prk_2SEN @ ) _

Qn—l(_l)n Sgn a qn—2 Qﬂ’k—l(_l)ﬂ-k sgn a qrk—2

ki k—2 SEN a
_ Prk—1 Prk—2 58 EAf.
Qrk—15S811 a4 Qrk—2
]

Beispiel: Gesucht sind Automorphismen der reduzierten Form f = (—19,—-40,2). Wir be-
stimmen nun die Néherungsbriiche des entsprechenden Kettenbruchs |w(f)| = [2;6,2,20]:

2 6 2 20 2 6 2 20 e G
0 112 13 28 573 1174 7617 16408 335777 ... p;
1 6 13 266 545 3536 7617 155876 ... ¢

Wegen [ =4 ist 7 =kgV(2,4) =4 und somit

U — Prk—1 Prk—25gN @ _ Pak—1  —DP4k—2
Qrk—1881 @ Qrk—2 —Q4k—1  G4k—2
Automorphismen von f sind daher
10 573 —28 335777 —16408
0 1)\ =266 13 ) \ —155876 7617 )

SATZ 4.21 Es sei f = (a,b,c) eine indefinite reduzierte bindre quadratische Form,
|wi(f)| = [@o; a1, ---, @i—1), | die Periode des Kettenbruches und 7 = kgV(2,1). Dann gilt:

Pr—1 Pr—28gn a
Af = €
qr—1580 @ qr—2

Beweis: Es sei
1 0
me{l,r} , U= o f und J = )
A 0 sgna

Dann ist J? = I und es gilt fiir jede 2 x 2 Matrix

66{—1,1},7162}.

1 0
(x) JUJ = “ fsen a sowie (xx) J!'= set @ =J
ysgn a ) det J 0 1
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Des Weiteren gilt fiir £ = [ag; ay, ..., ax_1] reduziert mit Ndherungsbriichen Zﬁ, 71> —1 und

k > 0 nach Satz 4.3 auf Seite 42 die folgende Formel
Pisti Pe+i-1 | _ [ Qo Ly [ apa 1 ap 1) (a1 _ 2
Qik+i  Qik+i-1 1 0 1 0 1 0 1 0
k
_ [ Pi-1 P2 Pi Pi—1
di-1 412 4 gi—1

Ersetzt man nun in dieser Formel i durch —1 und [ durch m so ergibt sich (fir k£ > 0):
k k
V= (pmk:—l Dmk—2 ) _ (pm—l Pm—2 ) (P—l P2 ) _ (pm—l Pm—2 ) .
Gmk—1  qmk—2 m-1 gm-2 g-1 g2 m-1 qm-2
=1
Daher erhalten wir

k
JV.J (;) ( Pmk—1 Pmk—2581 a ) (g) J ( Pm—-1 Pm-—2 ) J_l _

Gmk—1S81 a Qmk—2 Gm—-1 Qm-2

k
_ J Pm—1 Pm-2 g 1 :
gm—-1 Q4m—-2

woraus die Behauptung folgt. O]

Anhand von einem Beispiel?* soll nun demonstriert werden wie eine Gleichung der Form

f(z,y) = m, wobei f eine indefinite bindre quadratische Form ist, gelost werden kann.

Beispiel: 1.) Gesucht sind die Losungen der Gleichung 52 — 3zy — y? = 13. Es sei
10
g=(5-3,-1), dann ist f =goU = (5,—-3,—1) L] T (1,—5,—1) reduziert

und Dj = 29.2° Nach unserer Losungsmethode auf Seite 31 ist die Kongruenz

V¥?=29 (mod4-13), 0<b <2-13=26.

* (7o) (")
1 0 1 0
_ ap 1 a;—1 1 ag 1 aj—1 1
_<1 0)"'( 1 0) 1 0)( 1 0)
k k
(( ao 1>'”<al1 1>> <Pl1 plz)
10 1 0 Q-1 q@-2 )
24Das hier angefiihrte Beispiel ist 16sbar in Z. Jedoch gibt es auch den Fall, dass eine Gleichung unlés-
bar in den ganzen Zahlen ist. Erkennbar ist dies daran, dass keine der mithilfe unserer Losungsmethode

entstandenen Formen nach ihrer Reduktion dquivalent zu der reduzierten Ausgangsform ist.
%5Giehe S. 66.
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zu losen. Hierfiir erhalten wir die Losungen b} =9 und b, = 17. Daraus ergibt sich

92 — 29 17?2 —29
= =1 A
“ 4-13 €2 4-13 5
fi=1(13,9,1) fo = (13,17,5).

Diese beiden Formen sollen nun reduziert werden. Hierfiir berechnen wir jeweils die

erste Wurzel von f; und fs.

fi: Esist wi(f1) = %ﬁ = [~1;1,6,5] und somit

10 -1 =5 ... p
1 1 7 36 .. g

Da v = 3 erhalten wir

) N

Die Form (—1,—5,1) ist reduziert und zu (1, —5,—1) &quivalent. Aufkerdem bil-

den diese beiden Formen eine Kette. Da nach Proposition 4.17 (iii)

(=1,-5,1) 0 ( _i’ _(1) ) =(1,-5,-1)

5 1
= oU; =(13,9,1)0 =(1,-5,—-1
et 2 1) -omsn

7 1
= U= .
—-36 =5

for Fir wi(f2) = % =[—1;1,1,4,5] mit v =4 haben wir wegen

11 1 4 5 .. a
0 1/—-1 0 —1 —4 —21 .. p,
1 1 2 9 47 .. g

fao ( ((:3?; Z ) = (13,17,5) ( _94 _21 ) = (1,-5,-1).
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Diese Form entspricht unserer reduzierten Ausgangsform. Es ist

-4 -1
foo Uy =(13,17,5) o ( 9 2) = (1,-5,-1)

2 1
= U= .

Da nun m = 13 quadratfrei ist, haben alle eigentlichen Losungen von x? — 5zy —y* =

13 wegen dem 5. Schritt unserer Losungsmethode die Gestalt

A.(_3g> nd A.<_§>,

wobei A ein beliebiger Automorphismus von (1, —5,—1) ist. Demnach erhalten wir z.

B. fiir
Ag=1 die Losungen  (7,—36),(2,—9),

26 5
A = ( = ) die Losungen (2,-1),(7,1),

701 135
Ay = die Losungen 47,9), (187,36
2 (135 9% ) g ( ) ( )

Zu guter Letzt wollen wir natiirlich noch Losungen fiir unsere Aussgangsgleichung

10
522 — 3zy — y? = 13. finden. Da nun f = g o ( - ) = (1,—5,—1) erhalten wir

fir 522 — 3zy — y? = 13 die Losungen

(()(3)
[10)(1)-(0),
(E)-(2)




Kapitel 5

(Geometrische Interpretation von binaren

quadrataischen Formen

Nach Gauss lasst sich jede bindre quadratische Form auch geometrisch interpretieren, nam-
lich durch ein parallelogrammatisches Gitter. Hierzu wird fiir eine positiv definite Form

(a,b,c) ein Parallelogramm mit den Seitenlingen y/a und /¢ sowie dem eingeschlossenen

. Ordnet

Winkel ¢ konstruiert. Der Cosinus von ¢ ist dann gegeben durch cos ¢ = 5
ac

man diese (kongruenten) Parallelogramme zu einem Parkett an, so entsteht durch dieses
allseitige Aneinanderlegen ein sogenanntes Gitter.! Der Begriff Gitter ldsst sich natiirlich

verallgemeinern:

DEFINITION 5.1 Es seien n linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v, eines mn-dimensionalen

Vektorraumes V' gegeben. Dann wird ein Gitter I' definiert durch

I'=Zvi+ ...+ Zv, = (v, ..., 0)z = {Z av;|a; € 2,1 =1, ,n} )
i=1
Die Vektoren w1, ...,v, bilden eine Z-Basis des Gitters I'. Die Elemente des Gitters heifsen
Gitterpunkte.?

Ein Gitter lasst sich somit auch auffassen als ein System von parallelen Geraden, welches
zusétzlich ein System von Punkten definiert: ndmlich das System der Schnittpunkte dieser
Geraden bzw. der Gitterpunkte.®? Eine Veranschaulichung dessen liefert die Abbildung 5.1.

Nun interpretierte Gauss eine binére quadratische Form f wie folgt:

I(Fricke 1923: 183f.)
2(Hlawka 1986: 35ff.)
3(Hardy 1958: 28ff.)

83
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&)

~
[\

.

(%1

Abbildung 5.1: 2-dimensionales Gitter

Es sei (x,y) jener Eckpunkt des Gitters, welcher nach z-fachen Durchlaufen der Sei-
te v/a und nach y-fachen Durchlaufen der Seite +/c erreicht wird. Dieser Punkt besitzt vom
Ursprung, also dem Punkt (0, 0), nun eine Entfernung, deren Quadrat gleich der bindren qua-
dratischen Form f(z,y) = ax?® + bxy + cy? ist, d. h.:

Gegeben seien die linear unabhéngigen Vektoren
p=(p1p2), ¢=(01,3) € R (41)

sowie das Gitter
G={xp+yqla,y€l}=pL+qL* (42)

Dann ist das Quadrat der euklidische Norm des Vektors
v=xpt+yq, v,y €L

gegeben durch

0 = (zp1 + yar)® + (zp2 + yg2)* = 2°(PF + p3) + 22y(p1g1 + o) + V(1 + @) -
Es seien nun
a :P% +P§, b=2(p1q1 +p2q2), c= q%+q§
und  f = (a,b,c).

Somit ergibt sich
[ol* = f(z.y).

Daher beschreibt  f(x, y)% den Abstand des Punktes zp 4+ yq € G vom Ursprung.

4G wird auch als das Parallelgitter von f bezeichnet und ist eine Untergruppe des R2.
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Wenn wir also im Gitter G nach einem Vektor der Léinge [ suchen, dann entspricht dies
dem Suchen eines Reprisentanten von (* durch f.> Die Diskriminante Dy von f ldsst sich

nun schreiben als

Dy = —4(d(G))*,

wobei d(G) dem Flécheninhalt jenes Parallelogramms entspricht, welches von den Vektoren
p und ¢ aufgespannt wird. Anders gesagt versteht sich d(G) als der Absolutbetrag der De-
terminante derjenigen 2 x 2 Matrix, deren Spalten die linear unabhéngigen Vektoren p und

q bilden, d. h.
d(G) =

P11 q
det ( b ) | = |p1g2 — p2aa | 6 (43)
P2 G2

In diesem Kapitel wollen wir auf den sogenannten Fundamentalbereich hinarbeiten. Mit-
hilfe dessen kénnen geometrische Interpretationen bzgl. der Aquivalenz und Reduktion von
bindren quadratischen Formen getroffen werden. Wir iiberlegen uns u. a.., wo die erste Wur-
zel wi(f) einer positiv definiten reduzierten bindren quadratischen Form liegt.

Um dieses Gebiet zu erforschen, erinnern wir uns zuriick an den Abschnitt 4.2 auf Seite 49.

5.1 Positiv definite binare quadratische Formen

Zunéachst wollen wir unser Augenmerk auf die geometrische Interpretation positiv definiter
bindrer quadratischer Formen legen. Bevor wir uns dem Fundamentalbereich widmen sei an
die drei Minima einer positiv definiten reduzierten Form f = (a,b,c) erinnert, die geméfs

Definition 3.3 wie folgt lauten:

erstes Minimum: a
zweites Minimum: c sofern a < ¢

drittes Minimum:  a — |b| + ¢ falls  a<c<a—|bl+c gilt.

Wir stellen uns nun, wie schon zu Beginn dieses Kapitels, ein parallelogrammatsiches Git-
ter vor. Da fiir eine beliebige (also auch fiir eine nicht reduzierte) positiv definite binére

quadratische Form bekanntlich

Dy =0*—4ac <0 und daher |b| < 2y/ac

5Des Weiteren entspricht dem Aufsuchen des kiirzesten Vektors, welcher # 0 ist, dem Bestimmen des
Minimums von f.
6(Buchmann 2007: 17f.)
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gilt, gibt es genau einen Winkel ¢ mit

b
2 /ac

cos p = und 0 < p < 7.

Daher und weil sin? ¢ + cos? ¢ = 1 ergibt sich
b? \/ 4ac — b? \/ — Dy 1
1 = 1 _ = == - \/ —D .
Sy \/ dac dac dac 2y/ac !

Wir betrachten erneut die beiden unabhingigen Vektoren p und ¢, welche wir bereits bei
(41) behandelt haben. Es sei nun

1
b= \/6(170) und q= \/E(COS QO,Sil’l 90) = m(bv V _Df) .
Das entsprechende Parallelogramm
F={ap+pql0<ap<1}

besitzt nach (43) den Flécheninhalt

0 +/csin @

det ( Va yeeos g )‘ = Vay/csin p = %\/—Df.

Auferdem gilt fiir das Gitter G laut (42) das Folgende:
FNnG={0,0)}, dafir 0<a,f<1 lediglich a=p=0€cZ.
Es sei nun f reduziert. Wir legen um den Ursprung die folgenden zwei Kreise:

K, ={(2,y) e R*|2° +3* =a} mit Radius r, = /a, (44)
Ky ={(z,y) € R*|2* +y* =c} mit Radius r, = v/c. (45)

Diese werden als der erste und zweite Minimumkreis der reduzierten Form f bezeichnet.
Mithilfe von Abbildung 5.2 wird dies auch bildlich veranschaulicht.

In Kapitel 3 haben wir die Eigenschaften reduzierter binédrer quadratischer Formen un-
tersucht und konnten mithilfe von Satz 3.4 auch etwas {iber die Anzahl der Losungen sagen.

Dieses Wissen wollen wir auch hier anwenden:

1.) Essei a < ¢ und daher K # K. Dann enthélt K nach Satz 3.4 (iva), mit Ausnahme
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/3pta Tq —p q atp 2p+q 3p+q

—3p—q —2p—q -p—q WZDq 3p—q

Abbildung 5.2: Minimumkreise einer reduzierten Form

des inneren Punktes (0,0), nur die beiden Punkte +p des Gitters G.
Demnach gilt fiir den zweiten Minimumkreis K5 mit der Bedingung ¢ < a — |b| + ¢,
dass K5 (ausgenommen der Punkte auf der x-Achse) nur die beiden Punkte 4+¢ von

G enthalt.

2.) Ist nun a = ¢ und damit K; = K, erhalten wir geméf Satz 3.4 (ivb), dass auf K; die
vier Punkte +p und +q liegen.

3.) Gilt neben a = ¢ zusétzlich |b| = a, so liegen nach Satz 3.4 (ivc) auferdem die beiden

Punkte p—gsgnb und —p + ¢sgnb auf Kj.

Kommen wir nun zur Betrachtung der ersten Wurzel w;(f) einer positiv definiten bi-

néren quadratischen Form f = (a,b,c) mit Diskriminante D; < 0. Wir setzen

_ —b+ivIDy VIDs| _ (46)

2a 2a

. : b
=r4+iy mit r=—-—— und y=
2a

wl(f)

Esist y > 0. Aufserdem gilt

1
|z] < 5 © b <a sowie (47)

b — (b2 — 4
RN P sl Uik L0 NS I (48)
4a? a
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Wir definieren nun den Fundamentalbereich der SLy(Z) als die Menge
1

F={weC|Imw>0, |w>1 und|Rew|§§} (49)

Die Abbildung 5.3 verdeutlicht dies auch grafisch. In dieser wurde der Fundamentalbereich

eingefarbt.

-
!

1
2 L

-1 _

N

Abbildung 5.3: Fundamentalbereich der SLy(Z)

Die Bedingungen (47) - (49) liefern uns die folgende Proposition:

PROPOSITION 5.1 Es sei f eine positiv definite bindre quadratische Form. Dann gilt:

f ist reduziert <<  wi(f) € F.

Aufserdem erhalten wir aus Satz 3.3 sowie Proposition 4.7:
U € SLQ(Z) mit %(wl(f)) e F.

Es lésst sich jedoch noch mehr {iber eine positiv definite Form f und deren erste Wurzel

wy(f) sagen. Hierzu betrachten wir erneut die Félle b = a sowie ¢ =a (und b > 0):

L) b=ua <~  Rew(f)=-
2) c¢=aund b>0 <=  Rew(f) <0 und |wi(f)]=1.

[

(50)

ad 1.) Es ist nach (12):
f=(a,a,c)~ (a,—a,c)=foS!
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Da des Weitern

— 1
wi(foS™) =w(f)+1 ergibtsich Rew(foS™) v —2—5 =3

ad 2.) Aus (12) erhalten wir hier nun:

f=(a,b,a) ~ (a,—b,a)= foT.

AuBerdem ist

wi(foT) = —wll(f) = —wy(f) und daher
Re wi(foT) >0 sowie ]wl(foT)](g)l

Aus (50) folgt nun:

Jede positiv definite Form f ist mit einer Form ¢ dquivalent, fiir die gilt:

1 1
—5 < Re wi(g) < 3 lwi(g)] > 1;

falls |wi(g)]=1 = Rewi(g)>0.

36 0 st eindeutig bestimmt.

5.2 Indefinite binare quadratische Formen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf die geometrische Charakterisierung einer indefiniten

reduzierten Form eingehen. Nach Satz 4.14 gilt fiir eine reduzierte indefinite Form

wi(f)] > 1> |wa(f)] und  wi(fwa(f) <0,

Dieser Satz lasst sich auch geometrisch veranschaulichen, siehe Abbildung 5.4. Dazu definie-

ren wir den Punkt

w(f) = (wr(F), wa(f) = (_b;ma sy ) _

Die Form f lésst sich sodann fiir a # 0 schreiben als

b
flz,y) = ar? +bry +cy’ =a (932 + —xy + Ey2> =
a a

b—vVD+b+ /D v — D
:a<x2+ vD fxy—l— f2>

2a 4a y
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= a(a® + (—wi(f) = wa(f))zy + wi(HHwa(f)y?) = ale — wi(fy) (@ — wa(f)y).

In Abbildung 5.4 befinden sich jene Punkte w(f) einer reduzierten Form f in dem dunkler
gefirbten Gebiet.” 8

s wi(f)

Abbildung 5.4: Punkte reduzierter (und normaler) indefiniter Formen

5.3 Geometrische Veranschaulichung der Gleichung

flx,y)=m

Der nun folgende Abschnitt beschéftigt sich mit der geometrischen Orientierung der Glei-

chung
az® +bry + cy® = m. (51)

Es sei auch hier Dy =0 oder 1 (mod 4) und Dy kein Quadrat.
Dann gilt im Fall Dy < 0, dass durch die Gleichung (51) fiir

ma > 0 eine Ellipse

m =0 ein imaginédres Geradenpaar

"Der in Abbildung 5.4 heller geféirbte Teil beinhaltet die Punkte w(f) einer normalen Form. Nach (Buch-
mann 2007: 107) heifit eine indefinite binére quadratische Form f mit Diskriminante D kein Quadrat normal,
wenn gilt (siehe hierzu auch die Bemerkung auf Seite 72):

—la] < b <al fur |a| > /Dy

w/Df—2|a|<b<\/Df fiir a<\/Df.

8(Buchmann 2007: 110f.)
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ma < 0 eine imaginare Ellipse

dargestellt wird. Handelt es sich bei f um eine indefinite bindre quadratische Form, d. h. es
ist Dy > 0, so beschreibt die Gleichung (51) im Fall

m >0 oder m<0 eine Hyperbel;’
m =0 ein Geradenpaar, genauer gesagt das Aymptotenpaar

jeder bei m > 0 oder m < 0 vorkommenden Hyperbel.

Demnach ist auch verstéandlich, dass eine positiv definite binédre quadratische Form eine end-
liche Anzahl von ganzen Zahlen darstellt, symbolisiert durch die Gitterpunkte. Wohingegen
eine indefinite Form unendliche viele solcher Punkte beinhaltet.!”

Die nun folgenden Beispiele beschreiben Kurven, deren Achsen nicht in Richtung der Ko-
ordinatenachsen liegen (erkennbar an dem gemischten Term). Sie entstehen durch Drehung

um einen Winkel 0 € [0,27) mit der zugehorige Drehmatrix

cos § —sin 0
D= . )
sin § cos 6
Die Rede ist von der sogenannten Hauptachsentransformation. Der Winkel 6 sowie die Lan-
gen der Haupt- und Nebenachsen lassen sich natiirlich berechnen. Dabei bedient man sich

den algebraischen Kurven zweiter Ordnung, deren Kurvengleichung auch mittels Matrizen

beschreibbar ist. Von Interesse dafiir ist jene symmetrische Matrix

2a b
b 2c

welche wir bereits auf Seite 4 kennengelernt haben. Um den Kurventyp zu bestimmen, sind
die Eigenwerte der Matrix Fy ausschlaggebend. Die zugehorigen Eigenvektoren beschreiben

dann die Richtung der Achsen der geneigten Kurven.!!

Beispiele: 1.) Es sei die Gleichung 522 + 14zy + 11y? = 35 gegeben. Die zugehorige
Ellipse ist der Abbildung 5.5 zu entnehmen. Auf der Kurve sind auch jene Losungen

zu finden, welche wir bereits berechnet haben, siehe Seite 33f.

2.) Gegeben sei die Gleichung 5x? — 3zy — y* = 13. Abbildung 5.6 veranschaulicht diese

9Hierbei werden x und y als beliebig reelle Koordinaten gedeutet.
10(Landau 1927: 132)
HFi{ir weitere und genauere Informationen siehe z. B. (Scheid 2009: 116-113),(Burg 2012: 1-54).
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Gleichung. Auch in diesem Beispiel wurden die Losungen, welche auf Seite 82 gegeben
sind, eingezeichnet. In Abbildung 5.6(b) wurden die zugehorigen Asymptoten einge-

zeichnet.

\\E’)x2 + 1dzy + 11y = 35

Abbildung 5.5: Geometrische Interpretation der Gleichung 522 + 14xy + 11y? = 35

(47, 56) 8

522 — 3xy —y? = 13

<

10 20 30 40 50 60
(2, -7)

(7, -29)

(a) ohne Asymptoten (b) mit Asymptoten

Abbildung 5.6: Geometrische Interpretation der Gleichung 5% — 3zy — 3% = 13



Anhang

A Beispiele zur Klassenzahl h(D) fiir D <0

D h(D) zugehorige reduzierte Formen

D h(D) zugehorige reduzierte Formen

—32
—35
—36
-39
—40

W = R N WN R RN HE R e

NG R VR )

(2,1,2)

(2,2,3))
(2,+£1,3)
(2,0,3))

(2,41,4)
(3,2,3)
)

(3,1,3
(2,2,5)

1,1,10), (2,+1,5), (3,3,4)

1,,10),

(2,0,5)
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—43
—44
—47
—48
-5l
—52
—55
—56
—59
—60
—63
—64
—67
—68
—71

—72
—75
—76
—79
—80

N R~ RN AN W RN NN NN W

Ot W NN

(1,1,11)
(1,0,11),
(1,1,12),
(1,0,12),
(1,1,13),
(1,0,13),
(1,1,14),
(1,0, 14),
(1,1,15),
(1,0,15),
(1,1,16),
(1,0, 16),
(1,1,17)
(1,0,17),
(1,1,18),
(4,+£3,5)
(1,0,18),
(1,1,19),
(1,0,19),
(1,1,20),
(1,0, 20),

(3,£2,4)
(2,+£1,6), (3,%+1,4)
(3,0,4)
(3,3,5)
(2,2,7)
(2,£1,7), (4,3,4)
(2,0,7), (3,%2,5)
(3,£1,5)
(3,0,5)
(2,£1,8), (4,1,4)
(4,4,5)

(2,2,9), (3,42,6)
(2,£1,9), (3,+1,6),

(2,0,9)
(3,3,7)
(4, +2,5)
(2,41,10), (4,%1,5)
(3,42,7) ,(4,0,5)
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B Beispiele zur Klassenzahl h(D) fiir D > 0 kein Quadrat
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C Abstract

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Theorie der bindren quadratischen Formen, losgelost
von der Theorie der Quadratischen Formen. Ziel ist es, die Gleichung f(z,y) = az? + bxy +
y? = m fiir ganzzahlige Koeffizienten in den ganzen Zahlen zu losen. Diesbeziiglich werden
die folgenden Fragen behandelt:

Gibt es fiir gegebene ganze Zahlen m und D = b? — 4ac, genannt Diskriminante von f,
mit D =0 oder 1 (mod 4) eine Darstellung von m durch die Form f? Welche ganzen Zah-
len m werden durch eine Form dargestellt? Existieren mehrere Darstellungsformen von einer
ganzen Zahl m? Wie kann die Aquivalenz zweier oder mehrerer Formen festgestellt werden?
u. v. a. m.

Um diese Fragen zu beantworten und tiefere Probleme in der Theorie der bindren quadra-
tischen Formen zu 16sen, bedarf es Kenntnisse {iber die Klassenkorpertheorie und anderer
komplexer Themenbereiche der algebraischen Zahlentheorie. Darauf wird in dieser Arbeit
jedoch verzichtet und der Augenmerk auf eine verstandliche Einfiihrung in die Theorie der
bindren quadratischen Formen gelegt.

Beginnend mit grundlegenden Definitionen und Forderungen an eine binére quadratische
Form ist es in Kapitel 2 die Intention zu bestimmen, wann zwei Formen als dquivalent be-
zeichnet werden und welchen Ertrag eine Aquivalenz liefert. Kapitel 3 und 4 widmen sich
zwei Klassen von bindren quadratischen Formen. In beiden Kapiteln ist es ein Anliegen,
alle Losungen der Gleichung m = az? + bxy + cy? zu bestimmen, sofern dies moglich ist.
Um die soeben genannte Gleichung zu losen, wird eine Losungsmethode entwickelt und es
wird sich die Bedeutung von Automorphismen einer Form zeigen. Schlieflich befasst sich
Kapitel 5 mit einer geometrischen Interpretation binédrer quadratischer Formen und der Glei-

chung m = az? + bay + cy?.
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