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Abstract

In this paper I'd like to show different ways to introduce differential in school and discuss
them along specific criterions. It is very important for teachers to go into this subject

discriminating, because it highly affects the understanding of their students.

For this we need to define these criterions.

Firstly the general principles of (math-) teaching are mentioned: the scientific background of
mathematics is logic, which oftimes only implicitly enters the lessons, also it is the primary
philosophy of european thinking.

It is also of importance, how effectiveness of learning may be supported, in contrast to what
hampers it, for the student should learn thinking and learning for life.

Education can be seen as background- or foreground-knowledge, both of them important
aspects.

On the one hand there should be taught thought patterns, on the other practical skills useable
for daily life and job.

Secondly every introduction of differential has to be examined from the viewpoint of
didactics: we need to discuss Mieutic, the genetic and the spiral principle, the linear-gradual
and the deductive structure. Also we should think carefully about which of these are active

from the point of teacher or student.

Last but not least of course we can't neglect the curriculum, maybe the most important aspect
from a practical point of view. To let the reader assess the various introductions to differential
I not only provide a summary in chapter 3, but also a (slightly shortened) current version in
the appendix. I think it is important not only because of the mathematical and didactical
demands the curriculum holds, but also because of it's focus on the general education as

preparation for life.

In chapter 4 1 discuss the most important fields of differential in school. This is important,
because the students have to have easy access from the introductions to these different fields

of study. What good is the best introduction, if it ends in a dead end?
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4.

Now we can at last take a look at the 12 different introductions to differential I have provided
in chapter 5. Some may be familiar from school, others may seem completly new and
inovative to the dedicated reader. They differ not only in aproach, but also in priorities. They

center on different basic knowledge, in most cases this can't be seperated from aproach.

In chapter 6 I try to evaluate these aproaches without prejudice with above-mentioned
criterions. It is not for me to find the ,,best aproach®, but to point out the different edges and
hindrances, these aproaches provide. It is up to the individual teacher, which introduction he
or she prefers. But it has to be his or her decision, not chance, and this only comes from

knowledge of different possibilities.

Also, if time allows, it would be preferable to use more than one aproach. I think, the

importance of the field of differential allows for this extra-time.

Last thing we do is look at different schoolbooks and see, what introduction they use.

I close with some last assessments.
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Kurzfassung

Diese Arbeit mochte verschiedene Wege zur Einfithrung des Differenzials in der Schule
aufzeigen und diese nach bestimmten Kriterien beurteilen. Es ist wichtig, sich als Lehrer
kritisch damit auseinanderzusetzen, da verschiedene Zugéinge das Verstindnis der Schiiler

unterschiedlich beeinflussen.

Dazu ist es notig, zuerst diese Kriterien zu definieren.

Als erstes seien die allgemeinen Prinzipien des (Mathematik-) Unterrichts genannt: Der
wissenschaftstheoretische Hintergrund der Mathematik ist die Logik, die oftmals nur implizit
in den Unterricht einflieft, obwohl diese Philosophie unser tédgliches Denken stark
beeinflusst. Wichtig ist auch, wie die Effektivitdt des Lernens gefordert werden kann, und was
sie hemmt, denn im Endeffekt sollen die Schiiler fiir ihr Leben Denken und Lernen erlernen.
Bildung kann als Hintergrund- oder Vordergrundwissen betrachtet werden, beides sind
wichtige Aspekte. Zum einen sollen Denkweisen, zum anderen Féhigkeiten, die fiir Beruf und
Leben anwendbar sind, gelehrt werden.

Als zweites soll jeder Zugang dann auch vom Standpunkt der Didaktik gepriift werden, dafiir
sind die Méeutik, das genetische und das Spiral-Prinzip zu erldutern, aber auch der linear-
sukzessive und deduktive Aufbau. Auch sollte man sich iiberlegen, welche dieser Prinzipien
eher lehrer- oder schiileraktiv sind.

Zuletzt ist es selbstverstdndlich notwendig, den in der Praxis vielleicht sogar wichtigsten
Aspekt anzufiihren, ndmlich, was der Lehrplan fordert. Um dem geneigten Leser auch die
Moglichkeit zu geben, nicht nur mittels der Zusammenfassung in Kapitel 3 die diversen
Einfiihrungen in die Differenzialrechnung zu beurteilen, wurde eine (etwas gekiirzte) Fassung
des Lehrplans auch im Anhang angefiihrt. Dies ist auch deshalb wichtig, weil der Lehrplan
nicht nur fachliche und didaktische Forderungen stellt, sondern auch Schwerpunkte fiir die

allgemeine Bildung als Vorbereitung fiir das Leben setzt.
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In Kapitel 4 wird kurz auf die wichtigsten Gebiete der Differenzialrechnung im
Schulunterricht eingegangen, da es notwendig ist, dass die Schiiler von den einzelnen
Einfiihrungen ausgehend auch zwanglos zu diesen Gebieten gefiihrt werden kdnnen. Denn

was niitzt der schonste Zugang, wenn er in einer Sackgasse endet?

Jetzt konnen wir uns endlich den 12 Einfiithrungen in die Differenzialrechnung der Schule
widmen, die in Kapitel 5 angefiihrt werden. Einige werden aus dem eigenen Schulunterricht
bekannt sein, andere werden dem Leser neu und innovativ erscheinen. Sie unterscheiden sich
nicht nur durch den Zugang, sondern auch durch ihre Priorititen. Sie stellen verschiedene
Grundvorstellungen in den Mittelpunkt, diese sind meist untrennbar mit dem Zugang

verbunden.

In Kapitel 6 werden dann moglichst wertfrei diese Zugidnge nach den oben genannten
Kriterien beurteilt. Es soll hier darauf hingewiesen werden, dass es nicht darum geht, einen
,besten Zugang® zu finden, sondern dass alle Zugénge ihre Vor- und Nachteile haben, und
dass es immer von der freien Entscheidung des einzelnen Lehrers abhéngt, welcher
Einfilhrung er den Vorzug gibt. Freie Entscheidung aber kann nur aus der Kenntnis
verschiedener Moglichkeiten erwachsen. Des Weiteren, so die Unterrichtszeit es erlaubt, wire
es natiirlich giinstig, den Schiilern mehrere Zugéinge zu erschlieBen. Die Bedeutung des

Gebietes der Differenzialrechnung sollte diesen Zeitaufwand aber durchaus rechtfertigt.

AbschlieBBend betrachtet diese Arbeit noch einige Schulbiicher im Vergleich, welche Zugénge

diese gewdhlt haben, und schlie3t mit einigen letzten Erkenntnissen.
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Einleitung

, Einzelne Inhalte und Probleme sind aus verschiedenen Blickwinkeln zu sehen und aus
verschiedenen Richtungen zu beleuchten ... die maximale Realisierung [besteht] im
konsequenten Herausarbeiten der Vor- und Nachteile verschiedener Zugdnge. Damit wird ein

vielschichtiges und ausgewogenes Bild der Mathematik gewonnen.

(S. Anhang, S.114, Lehrplan fiir AHS, 2014)

Besser als mit diesem Absatz aus dem Lehrplan hétte man kaum eine Begriindung fiir die
vorliegende Diplomarbeit formulieren konnen. Natiirlich muss bewusst sein, dass dieses Ideal
oft an der Praxis scheitert (z.B. an Zeitmangel), aber Lehrer haben die Verpflichtung, die
verschiedenen Zugidnge zumindest durchzudenken und vielleicht im einzelnen Kapitel, wie
z.B. hier in der Differenzialrechnung auch ein oder zwei Zugédnge in den Unterricht

einzubringen.

Es ist ausgesprochen wichtig, und der Lehrplan verlangt es auch, dass man als Lehrer die
verschiedenen Facetten der Mathematik den Schiilern nahe bringt. Dazu gehdren auch
lebensnahe Beispiele, um die Relevanz der Mathematik in der Praxis herauszustreichen (z.B.
in Physik und Wirtschaft). Mathematik (von den Zahlenbereichen der Algebra bis zu den
Funktionen der Analysis) gehort gerade in Zeiten des Computers zur Schulbildung, doch
warum ist dem so? Eine Antwort darauf findet man, wenn man sich bewusst macht, dass
abstrakte, logische und kritische Denkweise durch die Mathematik sehr leicht vermittelt
werden kann. Die Schiiler sollen argumentieren, logische Strukturen erkennen und
analysieren lernen. Die dem zu Grunde liegende Philosophie der Logik, auf der (neben dem
Christentum) das gesamte abendlindische Weltbild aufbaut, kann auch in der
Schulmathematik bewusst gemacht werden. Viele Menschen verwechseln ,,Rechnen® mit
,Mathematik und fragen dann zu Recht, wozu sie das lernen sollen, wenn doch der
Taschenrechner das viel besser kann. Dabei wird oft vergessen, dass dieser nicht selbststéindig

Probleme 16sen kann. Mathematik heif3t eben auch ,,Denken lernen®.

All dies gibt wenigstens teilweise eine Antwort auf die Schiilerfrage ,,Wozu brauchen wir

Mathematik tiberhaupt?*.
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Doch nicht nur Schiiler stellen diese Frage, auch die Eltern und in weiterer Folge ihre
Vertreter im Parlament. Historisch gesehen war es auch lange umstritten, ob das Differenzial
iiberhaupt in der Schule unterrichtet werden sollte. Gerade heute, wo man um jede
Schulstunde im Lehrplan kiimpfen muss (und zu Recht, denn es kommen immer wieder neue
Gebiete hinzu, und auch die Zeit, die ein Schiiler lernen kann, ist beschrinkt), ist es wichtig,
sowohl die Bedeutung der Mathematik als solche, als auch die der einzelnen Stoffgebiete zu
argumentieren und zu untermauern. Der Mathematikunterricht erhilt seine Legitimation durch

die oben bereits genannte Wichtigkeit in verschiedenen Gebieten.

In dieser Arbeit wurde die Differenzialrechnung gewéhlt, da sie (nach Meinung des Autors)
besser als andere Gebiete die verschiedenen Bedeutungen der Mathematik (sowohl als
Anwendung, als auch als Denkweise) aufzeigt. Oft findet in der Schule hier erstmals bewusst

der Ubergang von ,,Rechnen* zur eigentlichen ,,Mathematik* statt.

Es werden verschiedene Wege der Einfiihrung des Differenzials in der Schule betrachtet und
nach den in den folgenden Kapiteln behandelten Prinzipien durchleuchtet. Dies soll keine
Bewertung darstellen, jeder Lehrer darf natiirlich seine eigenen Schwerpunkte setzen. Es ist
aber immens wichtig, dass Lehrer sich bewusst machen, welchen Zugang sie wihlen und

welche Facette sie damit beleuchten.

Aus eigener Erfahrung in Nachhilfekursen kann der Autor nur bestétigen, dass verschiedene
Zugénge fiir verschiedene Schiiler geeignet sind, ihnen das Gebiet verstidndlich zu machen. Im
Idealfall wire es also giinstig, sogar mehrere Pfade der Einfiihrung zu wihlen, doch sollte

durchaus bewusst sein, dass dies aus Zeitgriinden vielleicht nicht mdglich ist.

Daher der Aufruf: Wéhlen wir bewusst, was wir lehren und auf welchem Weg wir das tun!
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1. Prinzipien des Mathematikunterrichts

Um iiberhaupt Aussagen tiber die verschiedenen Zugédnge zur Differenzialrechnung treffen zu
konnen, miissen wir uns zuerst die allgemeinen Prinzipien ansehen, nach denen wir sie

beurteilen wollen.

1.1 Logik als philosophischer Hintergrund

Ein in der heutigen Zeit oft vernachldssigter Punkt in der mathematischen Ausbildung der
Schiiler ist der Anspruch auf Bildung von Denkweisen. Die Logik ist die im Abendland
vorherrschende Philosophie, sie befdhigte erst zu den technischen Errungenschaften, die wir
heute als selbstverstiandlich erachten. Sie wird aber in Europa eher emotional, nicht kognitiv
vermittelt. Das Bewusstmachen dieser Prinzipien kann uns nun gerade in der Mathematik als

jener Wissenschaft gelingen, welche die Logik in ihrer reinsten Form widerspiegelt.

Ob in den verschiedenen Zugidngen zur Differenzialrechnung nun auf diese Denkweise, bzw.
das Deutlichmachen derselben eingegangen wird oder werden kann, wird diese Arbeit in der
Analyse derselben behandeln.

Dazu miissen wir aber zuerst einen kurzen Einblick in die Grundlagen dieser Philosophie
nehmen (vgl. Pietschmann 1996, S.15-29): Logik ist nicht nur Philosophie, sondern auch
Formalwissenschaft und als solche fiir die Wissenschaftstheorie unerlédsslich. Ihre Grundlagen
gehen auf Parmenides und Aristoteles zuriick und lassen sich zu den 3 Axiomen der Logik

zusammenfassen:

(1) Satz der Identitat

Dieser ,,fordert die Eindeutigkeit von Begriffen. Jeder Begriff hat Umfang (das, was er
meint) und Inhalt (das, wodurch der Umfang eingegrenzt wird).*

(S. Pietschmann, 1996, S.16)

Es muss klar sein, was ein Begriff bedeutet und umschliefft. Was nicht eingeschlossen ist,
ist automatisch ausgeschlossen. Dies mag fiir einen Europder selbstverstindlich sein,

sollte aber auch bewusst gemacht werden.
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(2) Satz vom (zu vermeidenden) Widerspruch

Dieser fordert Widerspruchsfreiheit einer Aussage. ,,Von zwei einander widersprechenden
Behauptungen ist mindestens eine falsch.“ (s. Pietschmann, 1996, S.17) Wir sprechen hier
nur vom einfachen Widerspruch. Auch dies ist (nur) im abendldndischen Denken ein
umfassendes Prinzip. Wir sollten aber nicht vergessen, dass im tdglichen Leben diese
Widerspruchsfreiheit eher selten vorkommt, da es nicht oft zu klar kontradiktorischen
Aussagen in der Umgangssprache kommt. Allerdings ist dieses Axiom natiirlich (wie die
beiden anderen) Grundlage fiir eine exakte Beweisfilhrung — also fiir die gesamte

Mathematik!

(3) Satz vom ausgeschlossenen Dritten

Dieser stellt nun die Behauptung auf, von 2 einander vollstindig widersprechenden
Aussagen miisse eine richtig sein. ,,Terttum non datur. Er fiihrt zum ,,Entweder—Oder—
Denken* des Abendlandes. Nur durch Negation erhalten wir einen solchen Widerspruch.
(Ich atme oder ich atme nicht. Beides zugleich ist nicht moglich, eine der beiden
Aussagen muss richtig sein.) Wir sprechen hier vom vollstindigen logischen
Widerspruch. Nur in unserem ,,logischen Denken® ist dies selbstverstdndlich. In einem
dualistischen Denken ist es durchaus moglich, z.B. Mann und Frau zugleich zu sein (Yin-

Yang-Prinzip). (Vgl. Pietschmann, 1996, S.17-18)

Natiirlich wird hier die Logik stark vereinfacht dargestellt, dennoch ist es wichtig, im Zuge
einer Allgemeinbildung die Grundlage der mathematischen Denkweise auch kognitiv zu

vermitteln.

Mathematik ist ,,jene Disziplin, die sich nichts anderes iiberlegt, als was alles mit den

Axiomen der Logik vereinbart gedacht werden kann.“ (S. Pietschmann, 1996, S.19)

Mathematische Behauptungen kénnen also nur bewiesen werden, wenn sie diese Axiome
erfiillen. Es gibt drei Arten von Beweisen: Den direkten, den indirekten und den Beweis durch

vollstdndige Induktion. (Vgl. Pietschmann, 1996, S.19 ff.)
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Der direkte Beweis benotigt lediglich die Eindeutigkeit der Begriffe und
Widerspruchsfreiheit.

Kommen wir z.B. zu unendlichen Mengen, so benétigen wir den indirekten Beweis: Auch
hier wird zuerst die Eindeutigkeit der Begriffe geklart (1. Axiom) und danach mittels
doppelter Negation die Behauptung des Gegenteils als falsch gezeigt. Nach dem 3. Axiom

muss also, da es keine dritte Moglichkeit gibt, unsere urspriingliche Behauptung richtig sein.

Die spezielle, auf die Mathematik beschrinkte Form der ,,Vollstindigen Induktion® ist eine
der Logik  geniigende  Schlussform  (im  Gegensatz  zur  Induktion  der
Erfahrungswissenschaften, die ja einen logisch unzuldssigen aber notwendigen Schluss vom
Einzelnen auf das Allgemeine fiihren), auf die aus Platzgriinden nicht im Einzelnen

eingegangen wird.

1.2 Lernen

Der Begriff des Lernens ist ein vieldiskutierter. In der Neurologie ist ,,das Verkniipfen von
zwei verschiedenen bekannten Reizen fiir eine ldngere Dauer (s. Gruber, 2004, S.103) bzw.
jede relativ stabile ,,Verdnderung einer Verhaltensweise ein Lernprozess® (s. Gruber, 2003/4,
S.68). In der Psychologie wird ,Lernen als auf Erfahrung beruhende relativ permanente
Verdanderung im Verhalten oder im Verhaltenspotential®“ (s. Zimbardo, 1992, S.227, 265)
definiert. Unter anderem vertrat John Locke (1632-1704) die Ansicht, dass Erkenntnis durch
die Verbindung von Ideen, die ihren Ursprung in sensorischen Informationen aus der Umwelt
haben, entstehe. Oft kann man Lernen an Verbesserungen der Leistung beurteilen, doch muss
man auch bedenken, dass Priifungsangst oder &duBlere Einfliisse diese verdndern kann.

Motivation ist ein ausgesprochen wichtiger Faktor.

Die Einsicht, das plotzliche Verstdndnis von Zusammenhingen, hdngt nicht nur von der
intellektuellen Kapazitdt, sondern auch davon ab, ob Beziehungen zwischen den
Bestandteilen eines Problems iiberhaupt entdeckt werden konnen.

(Vgl. Zimbardo, 1992, S.228 ft.))
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Regellernen, welches gerade in der Schule (oft auch aus Zeitgriinden) hdufig Verwendung
findet, befdhigt uns zu erkennen, wann Instruktionen, die uns in Situationen leiten, die wir
nie selbst beobachten konnten, relevant sind. (Vgl. Zimbardo, 1992, S.264-267) In der
Schulmathematik muss immer abgewogen werden, ob der Zeitaufwand fiir den Beweis eines
Satzes gerechtfertigt ist, auch kann mancher Beweis den Wissensstand eines Schiilers
iiberfordern. Dies impliziert natiirlich, dass der axiomatische Zugang durchaus auch seine

Berechtigung hat.

Wichtig erscheint mir in Hinblick auf die Beurteilung der Zugédnge zur Differenzialrechnung
die Effektivitit des Lernens:

Die GroBe der Lernschritte soll mdglichst der aufnehmbaren Informationsmenge entsprechen.
Neues muss in bereits vorhandenes Wissen und Verstindnis eingebettet werden.

Darbietung, Erarbeitung und selbststindige Entdeckung sollen sachgerecht kombiniert
werden.

Das Gelernte soll wiederholt, tibertragen und angewandt werden. (Vgl. Olechowski, 1991,
S.1)

Die Wirksamkeit wird auch gesteigert, wenn der Schiiler aktiver Teilnehmer am Prozess ist

und nicht nur ,,Zuschauer®. (Vgl. Olechowski, 1991, S.5)

Da nach dem Gesetz von Ebbinghaus (vgl. Olechowski, 1994, S.2) die benétigte Lernzeit bei
VergroBerung der Stoffmenge unverhdltnismédBig ansteigt, sollten die Lernschritte
iiberschaubar bleiben. Dem Vergessen des Gelernten kann man mit stdndigen
Wiederholungen, aber auch durch Bezug zum Alltag, klarer Sinngebung und Uberblick iiber

das zu lernende Gebiet entgegenwirken. (Vgl. wikipedia, 2014, Vergessenskurve)

Lernen durch Verstehen und Strukturieren kann man in 3 Arten unterteilen: Blockbildung,
Bildung von Oberbegriffen und Auffinden von Regeln. Hier kommt es zu Lernplateaus, d.h.
ein Bremseffekt nach anfinglich guten Erfolgen, wenn elementare Fahigkeiten noch nicht

ausreichend beherrscht werden. (Vgl. Olechowski, 1994, S.11-13)
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1.3 Bildung als Hintergrundwissen

In diesem wie auch dem nidchsten Kapitel (1.4) wird die Sinngebung der Mathematik als
schulisches Unterrichtsfach im Allgemeinen diskutiert, um dann in den spéteren Kapiteln
anhand dieser Vorgaben die einzelnen Zuginge bewerten zu kénnen.

Eine Frage, die wir uns hier stellen wollen, ist, was Mathematik fiir Menschen bedeuten kann
(im Sinne eines Denkwerkzeuges, der vordergriindige Nutzen wird im folgenden Kapitel

analysiert).

,.Fiir Nichtmathematiker soll Mathematik zu einem Denkwerkzeug werden. Mathematik wird
in aulBermathematische bzw. in nicht rein innermathematische Situationen hineingedacht, um
Beurteilungs- und Entscheidungshilfen zu gewinnen. Im Allgemeinen ist nicht zu erwarten,

dass damit alles Wesentliche der Situation erfasst wird.” (S. Fiihrer, 1997, S.72)

Mathematik lehrt (universelles) Strukturdenken, um Ubersicht und Klarheit in den
verschiedensten Wissensgebieten zu erlangen. Dadurch soll man auf das technisch-abstrakte
Gefiige einer hoch spezialisierten Arbeitswelt vorbereitet werden. Solch eine Bildung ist auch
gut fiir die personliche Entwicklung jedes Menschen. Man lernt dabei sachlich zu

argumentieren, was man sogar als Vorbedingung fiir ein demokratisches Verstindnis

betrachten kann. (Vgl. Fiihrer, 1997, S.73-81)

Verschiedene Herangehensweisen an die Stoffgebiete konnen all dies mehr oder weniger

akzentuieren.

Lutz Fiihrer wirft die Normenfrage auf: ,,Was kann und soll der Mathematikunterricht zur
allgemeinen Bildung und Erziehung beisteuern?* Er behauptet, dass dieses Problem zugleich
gelost werden muss, aber nicht allgemein 16sbar ist. Es kann nur approximativ, lokal und
temporidr gelost werden. Er z&hlt einige ,,fundamentale Ideen* auf, d.h. Konzepte, die (vgl.
Fiihrer, 1997, S.84, dieser fasst Schweiger, 1992, S199-214 zusammen) zu Fragen beitragen,
was Mathematik iiberhaupt bedeute, im alltdglichen Denken als Archetyp aufscheinen,
Probleme durchsichtiger machen und die wesentlichen Inhalte biindeln:

Funktionale Variation (z.B. Termumformungen, Relativierung)

Induktion
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Approximation (z.B. Schitzen, Modellcharakter der Mathematik in Anwendungen)
Algorithmisierung (z.B. Rekursion)
Symmetrie (z.B. Mittelwerte)
Der Mathematikunterricht sollte nach dem Spiralprinzip um einige Grundgedanken zentriert
werden, um diese dann dem Schiler mit der Zeit immer bewusster und in ihrer

Vielschichtigkeit deutlicher zu machen. (Vgl. Fiihrer, 1997, S.81-89)

Nicht zuletzt sollten wir die sprachliche Schulung nicht vergessen, die mit mathematischer
Bildung einhergeht. Genauigkeit in der Formulierung, aber auch Abstraktion in der
Umgangssprache und natiirlich auch das sachbezogene Ausdrucksvermogen werden
gefordert.

Der Schiiler soll lernen, Fragen zu stellen und auch Fragestellungen exakt zu verstehen und zu

formulieren, damit eine Antwort iiberhaupt erst moglich wird. (Vgl. Fiihrer, 1997, S.89-99)

,,Die Mathematiker sind eine Art Franzosen; redet man zu ihnen, so iibersetzen sie es in ihre
Sprache, und dann ist es alsbald etwas ganz anderes.*

(S. Fihrer, 1997, S.110, dieser zitiert J.W. Goethe, Gespriache mit Eckermann, 2.6.1823)

In gewisser Weise ist Mathematik eine eigene Sprache, die erst gelernt und immer wieder
geiibt werden muss. Des Weiteren ,kanalisiert Mathematik nicht nur Sprech- und

Denkweisen, sondern auch Wahrnehmungen und Perspektiven.* (S. Fiihrer, 1997, S.99)

,Insofern sich die Sitze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher,
und insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit.“ (S. Fiihrer, 1997,
S.110, dieser zitiert A. Einstein, Geometrie und Erfahrung, Vortrag an der PreuBischen

Akademie der Wissenschaften, 27.1.1921)

Eine Dualitét zeigt sich, wenn man die erstaunliche Gewissheit mathematischer Erkenntnisse

im Verhiltnis zur Relativitét praktischer Anwendungen bedenkt:
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,Mathematik ist nicht nur kreatives Problemldsen, sondern ein Beitrag zur Entwicklung eines
humanen, nicht abergldubischen Verhéltnisses der Menschen zur Wirklichkeit. Ein solches
Verhiltnis ist darauf angewiesen, dass in der Gesellschaft eine inhaltliche und personliche
Beziehung zum Wissen verbreitet ist. Wir erleben, wie durch die Formalisierung und
Mathematisierung des Wissens und durch die darauf autbauende Funktion der elektronischen
Medien eine Disproportionalitdt entsteht, bei der die Konzentration auf hochtechnologische
Spitzenleistungen im Bereich der Wissensentwicklung und Kommunikationstechnologie
einhergeht mit einer verbreiteten Ignoranz und Beziehungslosigkeit gegeniiber dem Wissen.*

(S. Fihrer, 1997, S.107, dieser zitiert Michael Otte, 1994)

Daraus konnen wir schlieBen, dass es nicht ausreicht, Mathematik durch
anwendungsorientierten Unterricht zu motivieren, sondern sich auf ihre begriffs- und

theorienbildende Kraft zu besinnen.

In diesem Sinne ist es also wichtig, mathematische Zugénge zu Problemen in der Schule auf

ihre Durchsichtigkeit in Bezug auf die dahinter stehenden Denkweisen zu untersuchen.

1.4 Bildung als Vordergrundwissen

(Vgl. Fiihrer, 1997, S.110-127)
Nun wollen wir uns der zweiten groflen Motivation fiir den Mathematikunterricht zuwenden.
Wieder werden wir Grundlagen schaffen, um in den folgenden Kapiteln die Zugéinge zur

Differenzialrechnung zu durchleuchten und zu beurteilen.

,Mathematik ist das Alphabet, mit dessen Hilfe Gott das Universum beschrieben hat.*
(S. Fihrer, 1997, S.110, dieser zitiert G. Galilei, 1632)

Kaum jemand stellt heute die Forderung nach Anwendungsorientierung im

Mathematikunterricht in Frage. Doch was bedeutet dies wirklich?
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Mathematik wird als Werkzeug fiir konkrete Probleme (z.B. in der Physik) betrachtet, dies
bringt auch eine Motivation durch ,,.Lebensndhe* mit sich.

Das ist natiirlich richtig, doch darf man nicht vergessen, dass die Beispiele in der Schule meist
starke Vereinfachungen darstellen und mit der Realitdt etwa so viel zu tun haben, wie die
Marx’sche Wirtschaftstheorie. (Vgl. Fiihrer, 1997, S.111-113) Das schmadlert allerdings nicht
die Bedeutung der Anwendungen, da man den Bezug auf konkrete Probleme damit dennoch

aufzeigt. Es gilt natiirlich, Vorsicht vor ,,Scheinbeispielen* walten zu lassen.

Auch stellt sich die Frage, ob das ,,Arbeiten nach Rezept®, das reine Rechnen im Gegensatz
zur Mathematik, zu rechtfertigen ist, selbst wenn man argumentiert, dass gewisse Rechenarten

zur Allgemeinbildung gehdoren.

Die Schulausbildung soll auf ein Studium oder Berufsleben vorbereiten, d.h. die dafiir nétigen
Fertigkeiten lehren. Doch die spiter verlangten Stoffgebiete konnen sehr variieren. Wie soll
man alle Gebiete abdecken? Dies ist aus Zeitgriinden unmoglich. Welche Gebiete soll man

nun vertiefen oder kiirzen?

Die sinnvollste Losung ist, die Anwendungen auf ZeitgeméBheit zu untersuchen. So ist z.B.
Uberschlagsrechnen seit der breiten Einfiihrung des Taschenrechners noch wichtiger
geworden, als es bereits davor war. Auch das Verstindnis der Fehlerrechnung wird immer
bedeutender, da die Genauigkeit in der Praxis mehr von Messungen, denn von Rechnungen

abhéngt.

AbschlieBend ist die Uberpriifung der Anwendungsorientierung von Kapiteln nicht so
einfach, wie es den Anschein hat. Doch gerade aus diesem Grund wurde fiir diese Arbeit die
Differenzialrechnung gewahlt, da ihre Anwendung, sowohl in der Physik, als auch in der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, weitgehend als wesentlich angesehen wird. Umso wichtiger ist

es, die verschiedenen Einfithrungen nach eben diesen Grundsétzen zu untersuchen.
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2. Didaktische Prinzipien

Neben den allgemeinen Prinzipien ist die Tauglichkeit der verschiedenen Einfiihrungen im
Hinblick auf didaktische Methoden zu iiberpriifen. Hierfiir miissen wir zuerst die Grundlagen

schaffen und die wichtigsten Prinzipien betrachten.

Im Gegensatz zu den in Kapitel 1) besprochenen allgemeinen Prinzipien, die man in vielen
Féllen auch als Lernziele bezeichnen konnte, wurden die didaktischen Prinzipien entwickelt,
um mogliche unterrichtsmethodische Grundauffassungen zu charakterisieren. Diese geben
Regeln vor, um im Unterricht moglichst optimale Lernbedingungen zu schaffen und damit
auch Lernerfolge zu erzielen (welche natiirlich von dem zugrunde liegenden didaktischen

Prinzip abhingig sind).

Es geht im Folgenden nicht um klare Trennlinien zwischen den einzelnen Prinzipien, da die
Praxis meist Mischformen hervorbringt. Auflerdem ist die Variation der Prinzipien fiir einen

guten Lehrer unumgénglich. (Vgl. Hauer-Typpelt, 1998, S.118)

An Hand von vorab festgelegten Kriterien kann man zu einer moglichst objektiven
Beurteilung der verschiedenen moglichen Zugénge zur Differenzialrechnung kommen. Man
kann (im Gegensatz zu den allgemeinen Prinzipien in Kapitel 1)) durchaus unterschiedlicher
Meinung sein, welches der folgenden didaktischen Prinzipien besser fiir den Unterricht
geeignet sei. Es soll hier auch keine Methode bevorzugt, sondern nur aufgezeigt werden, bei

welchem Zugang welche Methodik didaktisch umsetzbar ist.
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2.1 Aligemeines zur Mathematikdidaktik

Die Mathematikdidaktik ist die Lehre vom Lehren und Lernen mathematischer Inhalte.
Die Aufgaben des Mathematikunterrichts werden von Heymann in folgende Bereiche

unterteilt (vgl. wikipedia, 2014, Mathematikdidaktik):

-) Lebensvorbereitung, d.h. Schiiler sollen elementare Anwendungen und auch Mathematik

im Alltag kennen lernen.

-) Stiftung kultureller Kohdrenz, d.h. Verstindigung zwischen Generationen soll moglich
bleiben, auch Eltern mochten noch die Mathematik ihrer Kinder verstehen. Auflerdem sollen

die Jugendlichen den Mathematikunterricht als Teil einer gewachsenen Kultur begreifen.

-) Weltorientierung, d.h. die Schiiler sollen einen Uberblick erhalten und auch die Einsicht,
dass, auch wenn Mathematik im Alltag vielleicht nicht stdndig vorkommt, ohne sie unsere

Sicht der Welt nicht moglich wire.

-) Anleiten zum kritischen Vernunftgebrauch, d.h. verniinftiges Argumentieren, Begriinden,

aber auch Anzweifeln soll gelernt werden.

-) Entfaltung von Verantwortungsbereitschaft, d.h. die Jugendlichen miissen sich ihrer
Kompetenzen und ihrer Verantwortung fiir sich und andere bewusst werden. Dieser Punkt ist

meiner Meinung nach am schwersten einzubringen und nachzupriifen.

-) Einiibung von Verstindigung und Kooperation, d.h. gemeinsames erarbeiten von

Erkenntnissen durch Schiiler und Lehrer

-) Starkung des Schiiler-Ichs, d.h. das Selbstbewusstsein soll gestirkt werden, dazu zihlt auch

der Mut, Fragen zu stellen.

Diese Bereiche kdnnen uns nun eine erste Orientierung ermoglichen.
Die folgenden Unterkapiteln werden auf die wichtigsten Prinzipien der Mathematikdidaktik

eingehen und diese kurz erldutern.
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2.2 Fragend-entwickelnder Unterricht und Maeutik

Als fragend-entwickelnden Unterricht bezeichnet man das didaktische Prinzip des
Herausarbeitens von Erkenntnissen im Gespriach. Man knlipft ergebniszentriert an Bekanntes
an. Dies geht auf die Méeutik (auch: Maieutik; griech. ,,Hebammenkunst®) zuriick, wie Platon
Sokrates’ Gesprichsfiihrung bezeichnete. Platon schrieb seine Philosophie hauptsdchlich in

der Form von Dialogen mit Sokrates nieder. (Vgl. Platon, 1997, S.38-41, S.119-169 u.A.)

Im Menon-Dialog (vgl. Platon, 1997, S.38-41, S.119-169) will Sokrates dem Menon zeigen,
dass jeder liber Neues richtig und falsch urteilen kann. Er befragt den Sklaven des Menon
nach einem mathematischen Problem (die Seitenldnge eines Quadrats doppelter Flédche),
worauf dieser zwar (erwartungsgemdf}) falsch antwortet, aber durch Sokrates’ Fragen zu
Widerspriichen und im Endeffekt zur richtigen Erkenntnis hingefiihrt wird. Der Fragende gibt
Unwissenheit vor, stellt aber gezielte Fragen, in denen die Antwort bereits verborgen liegt.
Die Beteiligten werden in den Dialog miteinbezogen, so dass sie selbst zu Erkenntnissen

gelangen. (Vgl. Fiihrer, 1997, S.47)

Zuerst wird der Standpunkt des Gesprachspartners hinterfragt und dieser zu Widerspriichen
(Aporien) gefiihrt. Dadurch wéchst die Bereitschaft zur Suche nach der wahren Erkenntnis,

welche sich durch die Begutachtung weiterer Ideen zeigt.

Sokrates zieht daraus den Schluss, da die Fahigkeit, auch bei Neuem richtig und falsch zu
beurteilen existiere, die Kenntnis des Richtigen vorausgesetzt werden kann, also nicht Neues
gelernt werden kann, sondern es sich nur um eine (unterbewusste) Wiedererinnerung,
Bewusstmachung des Wahren handelt. Der Schiiler lernt also nicht vom Lehrer, sondern aus
sich selbst. Der Lehrer ist also nichts anderes, als ein ,,Geburtshelfer des Wissens*.

(Vgl. Fihrer, 1997, S.47, Pietschmann 1997, 31.10.1997)

Im Unterricht bedeutet dies, dass der Lehrende durch sparsame Fragen, Einwidnde und
Hinweise das Verstidndnis fordert, dem Schiiler hilft, selbst Losungen und Urteile zu finden,
anstatt nur die Sache selbst zu lehren (Frontalunterricht). Er deckt Vorurteile, Unscharfen und

Unwissen auf.
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Die Méeutik wird seit dem 18. Jahrhundert zum Vorbild fiir den Unterricht genommen, die

Methode wird fragend-entwickelnder Unterricht genannt. (Vgl. wikipedia, 2014, Maeutik)

2.3 Das genetische Prinzip

,»Die Echtheit des mathematischen Unterrichts ... beginnt also genau dort, wo wirkliche
Mathematik ihren Ursprung hat: Bei den Fragestellungen. Sind diese dem Schiiler erst einmal
zum Erlebnis geworden, so muss er sich mit ithnen in wahrhaft mathematischer Weise
auseinandersetzen. Sie miissen — so elementar sie auch sein mogen — zum Gegenstand
authentischer mathematischer Tatigkeit werden. Es muss sich also an ihnen dasjenige
vollziehen, was fiir die Mathematik, wie fiir jedes wissenschaftliche Tun, charakteristisch ist,
was aber flir die Mathematik in der Schulstube vollumfanglich erfahren werden kann: Das
allmihlich zielsicher und zweckmifig werdende Ringen des Geistes um seinen Gegenstand —
die anfangliche Hilflosigkeit, die allméhliche Einsicht, das plotzliche Verstehen, das Ahnen
verborgener Zusammenhange, der verfiangliche Irrtum, der scheinbar viel versprechende aber

irrefiihrende Versuch, die verfiihrerische Verallgemeinerung,

das Erlebnis des zunidchst Unbegreiflichen, das uniiberwindlich Schwierige, das
Selbstverstindliche, die Entlarvung des nur scheinbar Selbstverstindlichen; das Schmieden
zweckmiBiger geistiger Werkzeuge, das Prigen addquater Begriffe, das schopferisch-
kritische Neudurchdenken des bereits Erreichten; das allméhliche Zustandekommen des
Uberblicks, die Schaffung einer folgerichtigen, systematischen, in sich verhiltnismiBig
geschlossenen Theorie; das allméhlich erstarkende Erleben des Besitzes geistiger Macht, die
Fahigkeit zu eigener Einsicht im eigenen Denken. All das muss im Studium des Schiilers zur
Wirklichkeit werden, wie es im Tun des schopferischen Mathematikers Wirklichkeit ist. Dann
wird jenes Studium dem Ziel gerecht werden, den Schiiler erfahren zu lassen, was
Mathematik wirklich ist.*

(S. Fiihrer 1997, S.56-57, dieser zitiert A.l. Wittenberg, 1963, S.60 f.)
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Das genetische Prinzip ist heute kaum mehr aus dem Mathematikunterricht wegzudenken. Im
Gegensatz zu den Prinzipien im vergangenen Kapitel (2.1) stellt der genetische Unterricht die
Entwicklung (Genese) der Theorie iiber die Ergebnisse. Verstehen ist wichtiger als
,»Wissensansammlung®, denn Verstidndnis ist Menschenrecht und Menschenpflicht. (Vgl.
Fiihrer, 1997, S.46-57) Wessen Wissen nicht durch den Prozess des Erarbeitens verankert ist,
dem bleiben die Ergebnisse fremd und fliichtig. ,,Nacherfindung* unter Ideen férdernder

(heuristischer) Fiihrung erhdht das Interesse des Schiilers.

Folgende Dinge sind beim genetischen Unterricht zu beachten (vgl. Malle, 2004, 31.3.2004):
-) Jeder Schritt muss sich aus dem vorangegangenen zwanglos ergeben.
-) Der Sinn jedes Schrittes muss eingesehen werden.
-) Es soll an das Vorwissen des Schiilers angekniipft werden.
-) Das Vorgehen muss ,,intellektuell ehrlich® sein, d.h. Vereinfachungen diirfen nicht
den Stoff verfdlschen.
-) Begriffe und Theoreme sollen dem Lernenden nicht auf den Kopf geknallt werden,
sondern aus Problemstellungen heraus entwickelt werden.
-) Begriffe und Theoreme sollen erst dann, wenn man sie braucht, eingefiihrt werden.
-) Aus Problemldsungen sollen moglichst wieder Problemstellungen entwickelt
werden.
-) Verallgemeinerungen sollen schrittweise erfolgen.
-) Die Darstellung darf keine Spriinge aufweisen, da diese das Verstindnis

erschweren.

2.4 Das Spiralprinzip

Hier sollen Stoffinhalte immer wieder ,,spiralartig® zuriick zu Bekanntem gefiihrt, aber auch
erweitert und vertieft werden. Die ,,fundamentalen Ideen der Fachgebiete* sollen altersgemél
immer wieder neu aufgegriffen, variiert und umformuliert werden, um die erworbenen
Konzepte besser verstehen zu lernen und im Gedéchtnis zu behalten. Bruner fiihrte dieses
Prinzip ein, welches auch unter dem Begriff ,,Prinzip der immanenten Wiederholung® in den

Lehrersprachgebrauch eingegangen ist. (Vgl. Fiihrer, 1997, S.57-64)
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,1. Das ,Prinzip der immanenten Wiederholung’ hat sich als Stoffreduktionsprinzip der
Lehrplan- und Lehrgangskonstruktion bewéhrt. Dabei ist vorausgesetzt, dass das
Auswahlproblem fiir exemplarische Lehrgegenstinde anderweitig sinnvoll entschieden
wurde.

2. Mit dem ,Spiralprinzip’ sollten aber nicht nur besonders bedeutende Stoffe, sondern auch
wenige, ausgewdhlt lohnende Frageweisen, Strategien, Heuristiken und Methoden der
Begriffsbildung entfaltet, bewusst gemacht, vertieft und verankert werden, die
verniinftigerweise als fachspezifische oder allgemeine ,fundamentale Ideen’ in Frage
kommen.*

(S. Fiihrer, 1997, S. 64)

Der Begriff der ,fundamentalen Ideen“ wurde ja bereits unter ,,1.3) Bildung als

Hintergrundwissen® erortert.

Das ,,Spiralprinzip* ist im Speziellen deshalb wichtig, weil die Schiiler die mathematischen
Grundgedanken (Denkweisen, Grundprinzipien, etc.) verinnerlichen sollen. Dies konnen sie
umso besser, je Ofter sie auf Altbekanntes stofen, dieses dann erweitert besser verstehen

lernen, in seiner Vielschichtigkeit bewusster und deutlicher erkennen kénnen.

Auch kann man hier verhindern, in ,,Sackgassen* zu landen. Stoffinhalte, die nie wieder
aufgegriffen werden, werden von Schiilern schnell wieder vergessen, auch fragen sie sich
dann immer wieder (nach meiner eigenen Erfahrung in Gespriachen mit Nachhilfeschiilern),
wozu sie dieses ,,unnotige Sackgassenwissen denn liberhaupt brauchten, es kdime ohnehin nie
wieder vor, was sich natiirlich auch negativ auf die Lernmotivation auswirkt. Dies gilt es

unbedingt zu vermeiden.

Wir wollen also auch im Weiteren zu beurteilen versuchen, ob wir mit den verschiedenen

Herangehensweisen bekanntes Wissen erweitern und vertiefen.
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2.5 Linear-sukzessiver Aufbau und operatives Prinzip

Unter linear-sukzessivem Aufbau des Unterrichts versteht man den traditionellen Ansatz, dass
die Mathematik als logisch-systematische Wissenschaft nur in einem ebensolchen logisch-
systematischen Ablauf des Lernprozesses dargebracht werden kann. Um dies zu erreichen,
zerlegt man den Stoff in kleine Stiicke oder Lernschritte und isoliert die Probleme.

(Vgl. Hauer-Typpelt, 1998, S.118-119)

»Mathematiklernen sei vergleichbar mit dem Ersteigen einer Leiter oder Treppe, bei der man
Stufe um Stufe erklimmt, und je kleiner und unmerklicher die Stufen aufeinander folgen, fiir
umso wirksamer hdlt man die Steuerung des Lernprozesses. Danach wird also ein Lehrstoff in
seine Teile zerlegt, diese werden in eine schwierigkeitsgradige und dem logischen
Zusammenhang entsprechende Reihenfolge gebracht und schrittweise erarbeitet.

(S. Hauer-Typpelt, 1998, S.119, diese zitiert nach Bauer, 1978, S.34)

Als Kritik an diesem Prinzip kann man einwenden, dass es unweigerlich zu ,,Vorratslernen*
filhrt. Dieses wird aber bereits im genetischen Prinzip abgelehnt, wo wir fordern, dass
Begriffe erst eingefiihrt werden, wenn sie wirklich gebraucht werden und nicht zuvor.

Auch kann man anzweifeln, dass der logische Aufbau der Mathematik auch im Lernprozess
beibehalten werden muss. Aber eben genau dieser logische Aufbau hilft mit, eines der
Grundprinzipien des abendldndischen Denkens erkennen zu lernen, die Logik als

Denkrichtung!

In einer Gegenbewegung zum linear-sukzessiven Aufbau wurde das operative Prinzip
entwickelt, das davon ausgeht, dass man nicht die einzelnen Teile eines Komplexes erfassen
kann, ohne gleichzeitig die verbindenden Zusammenhénge zu begreifen. Hierbei bemiiht man
sich um eine Gesamtbehandlung zusammengehoriger Einheiten unter Einbeziehung von

Umkehrungen, Riickblicken und Vergleichen. (Vgl. Hauer-Typpelt, 1998, S.119-120)
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In einer Synthese dieser beiden Prinzipien sollte man also den logisch-strukturierten Aufbau
der Mathematik als Wissenschaft und Ausfaltung der Logik beibehalten und dort wo es
sinnvoll ist, in kleine Schritte zerlegen, um Probleme isoliert angehen zu koénnen.
Andererseits aber darf der Gesamtzusammenhang nicht aus den Augen verloren werden, man
muss im Unterricht auf Sinnzusammenhénge hinarbeiten. Auch nach personlicher Erfahrung
mit Schiilern kann nur bestdtigt werden, dass das Verstindnis der Mathematik durch

Erkenntnis von Zusammenhingen deutlich steigt.

2.6 Deduktiver Aufbau

Bei diesem Ansatz wird noch wesentlich stirker als beim Prinzip des linear-sukzessiven
Aufbaus die Verbindung zur Mathematik als exakte Wissenschaft beibehalten. Die
mathematischen Theorien werden in logisch-systematischer Hierarchie iiber Axiome,
Definitionen und Sétze an den Schiiler weitergegeben. Alle weiteren Lehrinhalte leitet man
als deduktive Folgerungen ab. Die Unterrichtsmethodik ergibt sich hier aus streng logischen

Aspekten. (Vgl. Hauer-Typpelt, 1998, S.124)

Man kann hier argumentieren, dass es sich nicht um ein eigentliches didaktisches Prinzip
handelt, jedoch ist der deduktive Aufbau in Universitidt und Schule weit verbreitet, und hat
auch viele Vorteile zu bieten: Man strebt nach moglichst groBer Allgemeingiiltigkeit,
expliziter und praziser Begriffsklarung und passender und sorgfiltiger Bereitstellung von
spéter benétigten Mitteln. Dem Schiiler liegt der Stoff in eleganter, fertiger Form vor. Keine
andere Methode schafft es in der Mathematik mit weniger Zeit und Aufwand das gleiche

fachliche Ziel zu erreichen. (Vgl. Hauer-Typpelt, 1998, S.125)

In vielen Fillen ist dieses Prinzip nicht wegzudenken, das theoretische Wissen wird in relativ
kompakter Form dargeboten. Man kann sich danach um das handwerkliche Koénnen
kiimmern, sei es beim Losen von Gleichungen oder bei den Grundrechnungsarten. Bevor man

ein Haus bauen kann, muss man zuerst lernen, einen Nagel einzuschlagen.
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Auch auf Hochschulniveau ist das deduktive Prinzip nicht wegzudenken, was alleine die
Einfiihrung dieser Methode auch in der Schule nétig macht, da diese ja auf die Universitit

vorbereiten soll.

Jedoch ist auch hier, wie im vorigen Kapitel die Kritik am ,,Vorratslernen* angebracht. Es
stellt sich hier die Frage, ob bei strikter Einhaltung des deduktiven Aufbaus in der Praxis der

Schiiler nicht eher zum ,,Auswendiglernen®, als zum Verstindnis gefiihrt wird.

Vier Hauptkritikpunkte lassen sich weiters zusammenfassen:

(S. Hauer-Typpelt, 1998, S.126-127)

,»1) Mathematische Ideen lassen sich prinzipiell nicht richtig verstehen und erlernen, wenn sie
nach einer streng logisch-systematischen Hierarchie als Fertigfabrikat présentiert werden.

2) Die tatsdchliche Vorgangsweise in der Mathematik als Wissenschaft und damit
Forschungsfeld ist keineswegs immer nach logisch-systematischen Gesichtspunkten
ausgerichtet, sondern vielmehr auf Tétigkeiten wie Vermuten, Experimentieren, Abéndern,
Priifen, Zuriickgehen aufgebaut. Diese heuristischen Aktivitdten werden bei einer deduktiven
Vorgehensweise vollkommen ausgeklammert.

3) Entsprechend vollzog sich auch der geschichtliche Werdegang der Mathematik nicht nach
einem deduktiv-axiomatischen Schema.

4) Auf Stadien der Denkentwicklung oder Beziehungen der Mathematik zu sonstigen

Interessen der Lernenden wird kein Bezug genommen.*

2.7 Problemlosen im Mathematikunterricht

Eine noch nicht besprochene, aber dennoch wichtige Fragestellung ist, ob der Unterricht eher

schiiler- oder lehreraktiv sein soll.

Erhohte Schiileraktivitit beinhaltet iiber das passive Zuhoren hinausgehende selbststindige
Denkleistungen und Tatigkeiten. Dies konnte man auch als ,,entdeckendes Lernen® im
Gegensatz zum ,,rezeptiven Lernen* bezeichnen. Diese Strategie erhoht die Motivation der

Schiiler und die allgemeine Problemldsebereitschaft.
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Auch wird der Stoff dadurch besser verstanden und im Gedéachtnis behalten. Dadurch, dass
die Schiiler ja selbst auf die Losung bestimmter Probleme gekommen sind, steigt auch ihre
Fahigkeit, bereits Gelerntes auf neue Situationen zu tibertragen. Die erlernten Techniken des
Probleml6sens lassen sich auch in vielen aulermathematischen Bereichen anwenden, was die

Bedeutung der Mathematik im ,,richtigen Leben* unterstiitzt.

Weiters trdgt diese didaktische Methode der Kreativitit und dem Ideenreichtum der
Lernenden Rechnung. (Vgl. Hauer-Typpelt, 1998, S.130-136) Am meisten lernt man durch

eigenes Entdecken, vor allem durch eigene Fehler.

»»Cuius vis hominis est errare, nullius nisi insipientis in errore perservare.” (Cicero,
Philipinische Reden 12/2), was in etwa bedeutet, dass es dem Menschen zu eigen ist zu irren,

aber nur der Dumme im Irrtum verharrt.* (S. Hanisch, 1998, S.48)

Hanisch ermutigt dazu, Fehler zuzulassen, da sie das Lernen fordern. Es ist sinnvoll, bereits
bei der Erkldarung des Lehrstoffes auf mogliche Fehler hinzuweisen, aber auch Fehler publik
zu machen, offen anzusprechen. Fiir Letzteres ist es aber notwendig, ein ,,positives
Fehlerklima® zu schaffen, da diese Vorgehensweise sonst verletzend fiir die angesprochenen
Schiiler ist. Lehrer miissen aus Fehlern Lernsituationen statt Stresssituationen schaffen. Das
Motto sollte ,,Erkenne Dich selbst“ sein, die Schiiler sollen angehalten werden, ihre
Rechnungen zu priifen und selbst ihre eigenen Fehler zu erkennen. Auch Lehrer sollen ihre
Fehler zugeben, nicht vertuschen. Im Gegensatz zu Fehlern im StraBBenverkehr oder in der
Medizin sind Fehler bei Mathematikaufgaben harmlos, und eine Chance zum Lernen.

(Vgl. Hanisch, 1982, S.85-87, 1998, S.48-53)
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Fiir einen lehreraktiven Unterrichtsstil spricht, dass dieser mehr Sicherheit, besonders fiir den
Lehrer bietet. Am Ende einer Unterrichtseinheit soll auch ein bestimmtes inhaltliches Ziel
erreicht sein, denn ergebnislose Arbeit motiviert weder Schiiler noch Lehrer. Natiirlich
erfordert es einen wesentlich groferen Zeitaufwand, wenn man die Schiiler auf ihrem
Forschungsweg auch in Sackgassen und Irrwege gelangen lésst, sie selbst Fehler entdecken
lasst. Es ist wesentlich Okonomischer, auf den ,sicheren Straflen“ der Mathematik zu
wandeln, die verfeinerten und bewihrten Ideen und  Strategien etlicher
Mathematikergenerationen an die Schiiler weiterzugeben. Die kurzfristigen Lehrziele
(Nahziele, fachliche Kenntnisse) werden so wesentlich sicherer und schneller erlangt. Ob man
dadurch aber auch langfristigere Ziele (eigenstindige  Denkstrukturen und
Problemldsungsstrategien aufzubauen) erfolgreich erreicht, sei dahingestellt.

(Vgl. Hauer-Typpelt, 1998, S.131-136)

Im Endeffekt wird es notwendig sein, sich der doppelten Zielsetzung bewusst zu sein,
langfristig (durch schiileraktiven Unterricht) kognitive Strategien aufzubauen, aber auch
kurzfristig, und da wird an einem eher lehreraktiven Unterricht nichts vorbeifiihren,
fachspezifische Kenntnisse nahe zu bringen. Ich denke auch, dass hier oft die Grenze
verschwimmt, denn wie spezifisch die Hinweise sind, die der Lehrer dem Schiiler gibt, damit

dieser selbst die Losung findet, entscheidet, welche Seite aktiver ist.

Dieses Kapitel mochte auch noch auf eine weitere Problematik hinweisen, die Aufgaben, die
im Unterricht gestellt werden, selbst betreffend: Die Forderung nach ,,lebenspraktischen*
Beispielen und Anwendungsorientierung ist eine ausgesprochen wichtige, doch sollte man
jede Aufgabe griindlich darauf untersuchen, ob es sich nicht um eine Scheinanwendung
handelt. Intellektuelle Ehrlichkeit ist hier gefordert, um Schiiler nicht zu demotivieren, wenn

man ihnen abstrakte Beispiele als ,,realistisch vorgaukelt.
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3. Die Differenzialrechnung im Lehrplan

Ein weiteres, moglicherweise in der Lehrpraxis sogar das wichtigste Kriterium stellt natiirlich
die Verankerung der Differenzialrechnung im Lehrplan dar. Dieses Kapitel bezieht sich auf
den aktuellen Osterreichischen Oberstufenlehrplan der AHS, den mathematischen Teil des
aktuellen HAK- Lehrplanes und den mathematischen Teil des aktuellen HTL-Lehrplanes der
hoheren Lehranstalt fiir Chemie, die auch im Anhang beigefiigt sind. Zusétzlich soll auch
noch ein kurzer Blick auf die historische Entwicklung der Differenzialrechnung im Lehrplan
der Schule geworfen werden, zum einen, weil auch ein historischer Zugang betrachtet werden
wird, zum anderen, weil gerade im Hinblick auf facheriibergreifenden Unterricht

geschichtliche Fakten durchaus zur Allgemeinbildung beitragen.

3.1 Historisches

Die Differenzialrechnung ist (momentan) unbestritten ein wichtiges Teilgebiet der
Schulmathematik. Dennoch sollte man immer wieder nach der Bedeutung solcher Teilgebiete
fiir die Bildung junger Menschen suchen. Unter anderem deshalb ist es wesentlich, die
Geschichte und Entwicklung von Mathematik und Mathematikunterricht zu betrachten. Auch
wenn heute Differenzial- und Integralrechnung eine zentrale Rolle im Lehrplan der Hoheren

Schulen einnimmt, war das nicht immer so.

1849 wurde Mathematik als Hauptfach in der Mittelschule anerkannt. Der ,,Entwurf der
Organisation der Gymnasien und Realschulen in Osterreich von Franz S. Exner (1802-1853)
und Hermann Bonitz (1814-1888) stellte die Weichen fiir das Unterrichtswesen Osterreichs

bis in die heutige Zeit. (Vgl. Kapper, 1998, S.7 ft.)

Die Infinitesimalrechnung wurde in der Schule erst Anfang des 20. Jahrhunderts eingefiihrt.
Bereits im 19.Jahrhundert war dieses Fachgebiet in der Wissenschaft etabliert (1821 lieferte
Cauchy die Begriindung der Integral- und Differentialrechnung).

(Vgl. Kapper, 1998, S.3, S.82 ff.)
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Im Gegensatz dazu gab es massive Bestrebungen, dieses Gebiet vom Unterricht fernzuhalten,
ja teilweise geradezu krankhaftes Umgehen des Begriffes ,,Differenzial, wobei man
andererseits aber nicht auf die Behandlung von gewissen Problemen verzichten wollte, wie

z.B. das der Momentangeschwindigkeit. (Vgl. Kapper, 1998, S.3-34)

Als einen der Hauptkritikpunkte fiihrte man die Gefahr der Uberbiirdung ins Treffen, also die
Steigerung des mathematischen Pensums auf Kosten der anderen Fécher. Der Géttinger
Mathematiker Felix Klein aber wollte nur ,,Minderwichtiges durch Wertvolleres ersetzen®.
Dieser Gedanke, immer zu priifen, welcher Zugang zu welchem Problem das beste Ergebnis
bringt, ist es auch, welcher dazu dréngt, nun verschiedene Zugénge zur Differenzialrechnung

im Vergleich zu betrachten. (Vgl. Kapper, 1998, S.35 {f.)

Um die Jahrhundertwende entstanden Reformbewegungen. 1905 arbeitete Felix Klein den
beriihmten ,,Meraner Lehrplan®“ aus, in dem die Infinitesimalrechnung Beachtung fand.
Parallel dazu fiihrten die Bemiihungen Alois Hoflers in Osterreich auch zu neuen Lehrplénen

1908/09. (Vgl. Kapper, 1998, S.76-81)

Allgemein sollten Funktionen nun verstirkt als roter Faden durch die Jahre des

Mathematikunterrichtes (zumindest in der Oberstufe) zu finden sein.

Nicht nur die Teilgebiete wurden erweitert, auch die Zielsetzung des Mathematikunterrichts
dnderte sich: Nicht nur sei ,,die logische Ausbildung der Schiiler der wesentlichste Zweck*,
auch eine ,,Summe bleibenden Wissens und Konnens®“ sei zu vermitteln. Also zwel
Unterrichtsziele wurden gesteckt: Auf der einen Seite ist abstraktes Denken, auf der anderen

praktisches Konnen gefragt. (Vgl. Kapper, 1998, S.12, S.43, 1)
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3.2 AHS

Der Lehrplan (giiltig seit 2004) gliedert sich grob in den allgemeinen und den
fachspezifischen Teil. Im allgemeinen Teil werden das allgemeine Bildungsziel, die
allgemeinen didaktischen Grundsitze und die Schul- und Unterrichtsplanung besprochen. All
dies definiert die ,,Verbindlichkeiten, Verantwortlichkeiten und Freirdume*, die ein Lehrer bei

der Umsetzung des Lehrplanes hat.

Das grundlegendste Ziel stellt sicherlich der gesetzliche Auftrag, umfangreiche
Allgemeinbildung zu vermitteln und auf die Hochschule vorzubereiten. Das Erste mag bei
den einzelnen Zugéingen zur Differenzialrechnung schwer zu liberpriifen sein, ist aber meiner
Meinung nach die wesentlichste und vordringlichste Aufgabe der Schule: Die Vorbereitung

auf das Leben. Das Zweite kann in Vergleichen durchaus einfach bewertet werden.

Ob ,gender-mainstreaming“ und Integration im Zuge der Differenzialrechnung als
Leitvorstellung angesehen werden konnen, ist zu bezweifeln. Aber die Forderung, Schiiler
eigene weltanschauliche Konzepte entwickeln zu lassen, sie in ihrer Sinnfindung und
Eigenverantwortung zu fordern, kann hier durchaus unterstiitzt werden. Hierbei wird wieder
die in (1.1) behandelte Logik betrachtet: Die dem abendlédndischen Weltbild zu Grunde
liegende Philosophie muss bewusst gemacht werden, um sich mit ihr auseinandersetzen zu
konnen! Auch soll man die facherlibergreifenden Aspekte verstirkt beriicksichtigen, was
konkret in der Mathematik mit Philosophie (Logik), Geschichte (historische Zugénge und
Entwicklung) und natiirlich Physik (Anwendungsorientierung) am leichtesten geschehen

kann.

Als Aufgabenbereiche der Schule werden genannt:

Wissensvermittlung — die Schiiler sollen selbststindig und kritisch Wissen aneignen, sie
sollen lernen, Problemstellungen zu definieren und zu bearbeiten.

Kompetenzen — die Schiiler sollen auch auf Situationen vorbereitet werden, fiir die rein
abrufbares Wissen nicht ausreicht.

Religios-ethisch-philosophische Bildungsdimension — zur umfassenden Bildung gehort auch

das Kennen lernen verschiedener Denkweisen — wie z.B. der Logik
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Die Bildungsbereiche umfassen die Forderung von Kommunikation, Kreativitt,
Entscheidungsfiahigkeit, grundlegendem Wissen und Handlungskompetenz. ,,Als fiir die
Analyse und Losung von Problemen wesentliche Voraussetzungen sind Formalisierung,

Modellbildung, Abstraktions- und Raumvorstellungsvermogen zu vermitteln.*

In den didaktischen Grundsdtzen des Lehrplans wird Ankniipfen an die Vorkenntnisse der
Schiiler gefordert, sowie auch mehrfach ,Forderung durch Differenzierung und
Individualisierung®. Gerade Letzteres untermauert die Wichtigkeit, verschiedene Zuginge zu
einem Gebiet (in diesem Fall die Differenzialrechnung) durchzudenken und vielleicht sogar,
so die Unterrichtszeit es erlaubt, auch verschiedene Zugénge den Schiilern nahe zu bringen.
Jeder Schiiler hat einen individuellen Zugang zum Verstindnis, dem nach Moglichkeit

Rechnung getragen werden sollte.

Im Mathematikunterricht der AHS-Oberstufe ist die Bildungs- und Lehraufgabe konkret
formuliert: ,,Der Mathematikunterricht soll beitragen, dass Schiilerinnen und Schiilern ihrer
Verantwortung fiir lebensbegleitendes Lernen besser nachkommen konnen. Dies geschieht
vor allem durch die Erziehung zu analytisch-folgerichtigem Denken und durch die
Vermittlung von mathematischen Kompetenzen, die fiir viele Lebensbereiche grundlegende
Bedeutung haben. Beim Erwerben dieser Kompetenzen sollen die Schiilerinnen und Schiiler
die vielfdltigen Aspekte der Mathematik und die Beitréige des Gegenstandes zu verschiedenen
Bildungsbereichen erkennen. Die mathematische Beschreibung von Strukturen und Prozessen
der uns umgebenden Welt, die daraus resultierende vertiefte Einsicht in Zusammenhénge und
das Losen von Problemen durch mathematische Verfahren und Techniken sind zentrale

Anliegen des Mathematikunterrichts.*

Die Schiiler sollen mit mathematischen Inhalten vertraut werden, aber auch die
mathematischen Begriffe mit addquaten Grundvorstellungen verkniipfen. Die Mathematik soll

befdhigen, dem eigenen Denken mehr zu vertrauen, als fremden Meinungen.

Sie fordert damit das kritische demokratische Verstindnis eines miindigen Staatsbiirgers, da

freie Meinungsbildung nur durch eigenstindiges Denken und Hinterfragen entstehen kann.
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Dies ist immanent wichtig fiir einen echten demokratischen Prozess, denn die Entscheidungen
der Regierung wollen ,,gepriift“ werden, eine schweigende Mehrheit wiirde auch eine Diktatur

akzeptieren.

Sie lehrt prizise Ausdrucksfahigkeit und vertieft durch abstraktes Verstehen die
Alltagserfahrung. Der Unterricht soll aber auch aufzeigen, dass sie in den verschiedensten

Bereichen des Lebens eine wichtige Rolle spielt.

,Einzelne Inhalte und Probleme sind aus verschiedenen Blickwinkeln zu sehen und aus
verschiedenen Richtungen zu beleuchten ... die maximale Realisierung [besteht] im
konsequenten Herausarbeiten der Vor- und Nachteile verschiedener Zuginge. Damit wird ein
vielschichtiges und ausgewogenes Bild der Mathematik gewonnen.*

Besser als mit diesem Absatz aus dem Lehrplan hitte keine Begriindung fiir die vorliegende
Diplomarbeit formuliert werden konnen. Natiirlich scheitert dieses Ideal oft an der Praxis
(z.B. an Zeitmangel), aber Lehrer haben zumindest die Verpflichtung, die verschiedenen
Zugédnge durchzudenken und vielleicht im einzelnen Kapitel, wie z.B. hier in der

Differenzialrechnung auch ein oder zwei Zuginge in den Unterricht einzubringen.

Der Lehrstoff der AHS sieht die Einfiihrung der Differenzialrechnung fiir die 7. Klasse vor.

Doch bereits in der 5. Klasse werden die Vorbedingungen geschaffen: In dem Gebiet ,,Zahlen
und Rechengesetze* soll der Schiiler mit Ndaherungswerten umgehen lernen, sowie Terme und
Formeln aufstellen, begriinden und interpretieren. Auch Funktionen und Geraden werden
bereits in diesem Jahr behandelt. In der 6. Klasse begegnen wir bei den ,,Folgen* bereits dem
Grenzwert, in den ,Reellen Funktionen“ wird der Funktionsbegriff vertieft und bereits
Monotonie, lokale Extremstellen und der Differenzenquotient eingefiihrt. In der 7. Klasse

konnen wir also auf einiges an Vorwissen aufbauen.
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Die Differenzialrechnung der 7. Klasse sieht nun folgendes vor:

,-) Definieren des Differenzialquotienten  (Anderungsrate), ausgehend vom
Differenzenquotienten (mittlere Anderungsrate), Deuten dieser Begriffe als Sekantensteigung
bzw. Tangentensteigung, weiteres Deuten in auflermathematischen Bereichen

-) Kennen des Begriffes Ableitungsfunktion, Berechnen von Ableitungen elementarer
Funktionen

-) Deuten der zweiten Ableitung in inner- und auflermathematischen Bereichen

-) Herleiten von Differentiationsregeln zur Ableitung von Polynomfunktionen, Kennen
weiterer Differentiationsregeln (sofern sie fiir Funktionsuntersuchungen verwendet werden)

-) Untersuchen einfacher und im Hinblick auf Anwendungen sinnvoller Funktionen beziiglich
Monotonie und Kriimmungsverhalten, Ermitteln von Extrem- und Wendestellen

-) Losen von Extremwertaufgaben

-) Prézisieren einiger Grundbegriffe und Methoden der Differenzialrechnung (insbesondere
des Begriffes Grenzwert) unter Einbeziehung des Begriffes Stetigkeit

-) Kennen lernen weiterer Anwendungen der Differenzialrechnung®

In der 8. Klasse wird schlieSlich der Begriff des Differenzials abgerundet, indem der Schiiler
einen Zusammenhang zwischen Differenzial und Integral herstellt, und auch einfache

Differenzialgleichungen 16sen koénnen soll.
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3.3 HAK + HTL

Der aktuelle HAK-Lehrplan (2006) legt seine Gewichtung auf wirtschaftliche
Problemstellungen. Fundiertes mathematisches Grundwissen wird angestrebt, die
Anwendbarkeit in der Berufspraxis und an der Universitit aber an erste Stelle gestellt.

Auch hier soll allerdings analytisches und abstraktes Denken entwickelt werden.

Der Lehrstoff ist hier wesentlich kiirzer gefasst, als Vorbedingung fiir die
Differenzialrechnung wird im 2. Jahrgang der Funktionsbegriff betrachtet, im 4. Jahrgang

wird nicht nur die Differenzialrechnung, sondern auch das Integral eingefiihrt:

,Differenzialrechnung:

Grenzwert, Differenzen- und Differenzialquotient, Differenziationsregeln,
Funktionsdiskussion, Extremwertaufgaben, Methode der kleinsten  Quadrate.
Integralrechnung:

Stammfunktion und bestimmtes Integral, Integrationsregeln, numerische Integration*

Auch im HTL-Lehrplan (2006, HL fiir Chemie, 2008, HL fiir Elektrotechnik, 2008, HL fiir
Maschinenbau) wird das Hauptaugenmerk auf die Praxis gerichtet, wie sich bereits in der
Namensgebung des Faches, ,,Angewandte Mathematik*, zeigt: Hier ist die Erwdhnung des
Differenzials noch kiirzer, im 3. Jahrgang soll im Zuge der ,,Analysis* Differenzialrechnung
und Integralrechnung behandelt werden, im 4. Jahrgang kommt es zu
Differenzialgleichnungen. Im Lehrplan fiir Maschinenbau ist Mathematik im 5. Jahrgang

nicht einmal mehr vorgesehen.

In HTL und HAK ist also weniger Spielraum vorgesehen als in der AHS, d.h. umso wichtiger
ist die Wahl des geeigneten Zuganges. Dafiir erhalten wir hier die Moglichkeit, Differenzial

und Integral bereits von Anfang an im selben Zusammenhang zu erarbeiten.
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3.4 Das Kompetenzmodell

Der Begriff der Bildungsstandards hat in den letzten Jahren an Bedeutung gewonnen und so
wurden eben diese und das damit verbundene dreidimensionale Kompetenzmodell eingefiihrt.
Die schulische mathematische Grundbildung soll die Féhigkeit umfassen, ,,die Rolle zu
erkennen, die Mathematik in der Welt spielt, mathematisches Wissen funktional, flexibel,
algorithmisch und mit Einsicht zu Bearbeitung vorhandener Probleme einzusetzen und

begriindete Urteile abzugeben.“ (S. Siller, 2014)

Diese Kompetenzen gliedern sich in drei Dimensionen:
1) Handlungsdimension (,,Was wird getan?*) - H
2) Inhaltsdimension (,, Womit wird es getan?*) - [
3) Komplexititsdimension (Schwierigkeitsgrad) - K
Handlungsdimension und Inhaltsdimension gelten als ,,fachliche* Dimensionen und gliedern

sich wiederum in jeweils 4 Teilkompetenzen, die Komplexitdtsdimension in 3.

Die Inhaltsdimension und die Kompexititsdimension sollen nur kurz erwdhnt werden, da
diese beiden fiir die Betrachtungen in dieser Arbeit nur von nebenséchlicher Bedeutung sind
(die Inhaltsdimension, da das gesamte Kapitel klar in I3 einzuordnen ist, die
Komplexitidtsdimension, da jede Einfithrung im Weiteren alle 3 Bereiche umfasst).
Inhaltsdimension (fiir die Oberstufe):

I1) Algebra und Geometrie

12) Funktionale Abhéngigkeiten

I3) Differential- und Integralrechnung

[4) Wahrscheinlichkeit und Statistik
Kompexititsdimension:

K1) Einsetzen von Grundkenntnissen und Fertigkeiten

K2) Herstellen von Verbindungen

K3) Einsetzen von Reflexionswissen, Refllektieren

(Vgl. Siller, 2014, bifie, 2014)
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Von besonderer Bedeutung fiir meine Betrachtungen ist jedoch die Handlungsdimension, da
jeder Zugang auf Stiarken und Schwichen hinsichtlich dieser untersucht werden muss:

HT1) Darstellen, Modellbilden
,.Darstellen meint die Ubertragung gegebener mathematisierbarer Sachverhalte
in eine (andere) mathematische Reprédsentation bzw. Reprisentationsform.
Modellbilden erfordert iiber das Darstellen hinaus, in einem gegeben
Sachverhalt die relevanten mathematischen Beziehungen zu erkennen (um
diese dann in mathematischer Form darzustellen), allenfalls Annahmen zu
treffen, Vereinfachungen bzw. Idealisierungen vorzunehmen u. A
(S. Siller 2014)

H2) Rechnen, Operieren
,»Rechnen im engeren Sinn meint die Durchfiihrung numerischer
Rechenoperationen, Rechnen in einem weiteren Sinn meint regelhafte
Umformungen symbolisch dargestellter mathematischer Sachverhalte.
Operieren meint allgemeiner und umfassender die Planung sowie die korrekte,
sinnvolle und effiziente Durchfiihrung von Rechen- oder
Konstruktionsabldaufen und schliefit z.B. geometrisches Konstruieren oder auch
das Arbeiten mit bzw. in Tabellen und Grafiken mit ein.*
(S. Siller 2014)

H3) Interpretieren
,Interpretieren meint, aus mathematischen Darstellungen Fakten,
Zusammenhinge oder Sachverhalte zu erkennen und darzulegen sowie
mathematische Sachverhalte und Beziehungen im jeweiligen Kontext zu
deuten. (S. Siller 2014)

H4) Argumentieren, Begriinden
»Argumentieren meint die Angabe von mathematischen Aspekten, die fiir oder
gegen eine bestimmte Sichtweise/Entscheidung sprechen. Argumentieren
erfordert eine korrekte und addquate Verwendung mathematischer
Eigenschaften/Beziehungen, mathematischer Regeln sowie der
mathematischen Fachsprache. Begriinden meint die Angabe einer
Argumentation(skette), die zu bestimmten Schlussfolgerungen/Entscheidungen

fithrt.* (S. Siller 2014)
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4. Die Differenzialrechnung in der Schule

In diesem Kapitel wird ein Uberblick erarbeitet, was in der Differenzialrechnung im
Unterricht iiblicherweise gemacht wird. Dies ist insofern wichtig, als wir auch beurteilen
konnen wollen, ob ein Zugang schliissig zu diesen Untergebieten weiterfiihren kann. Das
Kapitel bezieht sich so weit wie moglich auf Definitionen aus Schulbiichern, um den

Zusammenhang nicht aus den Augen zu verlieren.

4.1 Vorbedingungen

Als wichtige Vorbedingungen werden Funktionen und zumindest grundsétzlich auch der

Grenzwert behandelt.

,Definition: Eine Zuordnung f, die jedem x € A genau ein y € B zuweist, heiit Funktion: y =
f(x).“ (wobei es sich bei A und B um Mengen handelt) (S. G6tz, Reichel, Miiller Hanisch,
2006, MLS5, S.102)

,Definition: Die Menge der Zahlen, welche die unabhingig-veridnderliche Grofle x annehmen
kann bzw. annehmen soll, nennt man Definitionsmenge D¢ der Funktion. Die Menge aller
Werte, welche die abhéngig-verdnderliche Gro3e y annimmt, nennt man die Wertemenge W;
— kurz W — der Funktion.* (S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML5, S.104)
»-..GesetzmiBigkeiten... werden im Allgemeinen durch eine Funktionsgleichung (auch
»Zuordnungsvorschrift oder ,,Formel“ genannt) beschrieben. Die unabhingige Variable heif3t
hier Argument, die abhédngige Variable Funktionswert. ... Der Geltungsbereich einer
Funktionsgleichung wird durch die Definitionsmenge D; und die (daraus resultierende)
Wertemenge W eingegrenzt. ... Ist es unmdglich oder sehr schwierig, die Wertemenge einer
Funktion explizit anzuschreiben, so begniigt man sich damit, eine moglichst einfache, die
Wertemenge umfassende Menge anzugeben. Diese Obermenge der Wertemenge heifl3it
Wertevorrat B. Analog gibt man haufig anstelle der Definitionsmenge eine diese umfassende
Menge an, den so genannten Argumentevorrat A.“ (S. Go6tz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006,
MLS, S.111)

Einfiihrung der Differenzialrechnung in der Schule Peter Jungbauer, 2014



41-

,Definition: Eine Funktion f, deren Argumente- und Wertevorrat (echte) Teilmengen von R

sind, heil3t reelle Funktion.” (S. Go6tz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML6, S.228)

Es werden zunidchst lineare Funktionen besprochen (deren Bild in einem kartesischen

Koordinatensystem eine Gerade ist).

,,Definition: Eine Funktion f: R = R mit der Funktionsgleichung y = kx + d mit k, d € P heift
lineare Funktion.” (S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML5, S.120) Die Zahl k heif3t
die Steigung der Funktion. Mit d wird die Strecke zwischen dem Nullpunkt und dem
Schnittpunkt der Funktion mit der y-Achse bezeichnet.

Da fiir uns im Weiteren gerade die Steigung der Geraden (der Tangente) wichtig sein wird,

sollten wir darauf besonderes Augenmerk legen.

LHotufenformel: Wichst in einer linearen Funktion y = kx + d das Argument x um 1 (die
Stufenbreite), so verdndert sich der Funktionswert y um eine konstante GroBe k (die
Stufenhohe), genannt Steigung: y(x+1) =y(x) + k  x € Pbeliebig; k € R fest*

(S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, MLS5, S.123)

oder auch:

»datz: Ist f eine lineare Funktion mit f(x) = kx + d, dann gilt fiir alle x e R undh eR¢:

(1) f(x+1) - f(x) =k

(2) f(x+h) — f(x) =k

3) £fx+ hl)-1 “Fe0 (S. Malle, Ramharter, Ulovex, Kandl, 2004, S.124)

Nachdem Quadratfunktionen noch im selben Jahr behandelt werden, kommen wir zu den fiir
die Differenzialrechnung der Schule wichtigen Polynomfunktionen, die definiert sind als
Funktionen der Form:

n
£ (x) = g a;jxt=apgx+a, 1 x4+ ... +a,x?+a; x+ ap
i-o

(Vgl. wikipedia, 2014, Polynomfunktion)
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Der Grenzwert wird fiir gewdhnlich zuerst fiir Folgen definiert und erst spiter auch fiir
Funktionen. Schiiler sollten den Begriff des Limes als eine Mdglichkeit sehen, mit dem

Unendlichen zu rechnen, bzw. sich daran anzunéhern. (siehe auch (4.5))

4.2 Differenzenquotient — Anderungsraten

Differenzenquotient ist der erste Schritt, um an das Problem der ,,Steigung einer beliebigen
Kurve® heranzugehen. Natiirlich ist die Steigung nur fiir eine Gerade definiert, wir konnen

aber etwas Ahnliches betrachten, die mittlere Anderungsrate oder die Sekantensteigung.

,Definition: Es sei f: A= R eine reelle Funktion und [a; b] < A. Dann heif3t die reelle Zahl
f®) -£(@ der Differenzenquotient oder die mittlere Anderungsrate von f in [a; b].«

b-a
(S. Malle, Ramharter, Ulovex, Kandl, 2007, S.12)

Die mittlere Anderungsrate soll zu einem Grundverstindnis werden, in vielen Fillen wird
auch das Problem der Momentangeschwindigkeit behandelt, wobei der Begriff der
Durchschnittsgeschwindigkeit oder mittleren Geschwindigkeit hiermit in Zusammenhang

gebracht wird.

Wir benutzen das griechische A als eine kurze Schreibweise fiir eine Differenz, also z.B. Ax

als Differenz zweier x-Werte.

Anders formuliert betrachten wir hier eine
f (%0 + AX) - £ (x0)

Sekantensteigung =
(X0 + AX) - Xo
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Tangents >ekante

Funklionsgraph

(S. wikipedia, 2014, Differentialrechnung)

4.3 Differenzialquotient

Damit haben wir aber noch nicht das Problem der Bestimmung der lokalen Anderungsraten,
also der Anderungsrate in einem Punkt (die Momentangeschwindigkeit in einem Zeit-Weg-

Diagramm), geldst. Wir kdnnen dies auch als das ,,Tangentenproblem* bezeichnen.

Denn wenn wir Ax so klein machen, dass es praktisch ganz verschwindet, wir uns also nur
mehr im Punkt x, befinden, so kommen wir rein anschaulich zur Steigung der Tangente in

einem Punkt als mittlere Anderungsrate in diesem Punkt.
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Das ist aber nichts anderes als mit dem Limes mit Ax—>0 zu gehen:

Der Grenzwert f£' (xg) = lim £ 0+ 2x) - F (x0) heif3t

Differenzialquotient der
Ax0 AX

Funktion f an der Stelle x, Anderungsrate der Funktion f an der Stelle x oder einfach
Differenzial. (Vgl. Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl, 2007, S.21-24 und wikipedia, 2014,

Differentialrechnung)

Die wichtigste anschauliche Vorstellung des Differenzials soll hier in den Kopfen der Schiiler
verankert werden, ndmlich, dass das Differenzial die Steigung der Tagente in einem Punkt
einer Kurve ist. Ohne dieses Verstdndnis wird es sonst grofle Probleme mit den folgenden

Gebieten geben, auBerdem gehort ein gewisses Grundverstindnis zur Allgemeinbildung.

Wir konnen noch einmal zusammenfassen:

,Definition: Es sei f: R 2 R eine Funktion. Als Tangente an (den Graphen von) f im Punkt
P(x0/f(x0)) bezeichnet man jene Gerade durch P, fiir deren Steigung k gilt:

. £ ax) - £
k=tana= lim (%o + &%) (x0) = £' (Xo) (sprich: f Strich bei x Null)*
Ax~0 AX

(S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S.44)

»Definition: Ay heiflit Differenz, dy hei3t Differenzial der Funktion f bei x,.

Ay _ £ (%0 + &%) - £ (%0)

A% AX hei3t Differenzenquotient von f bei x,,
gﬂm £ (%+ax) - £ (x0) _ £ (%)
dx  axs0 Ax heif}t Differenzialquotient von f bei xo.

(S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S.45)
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4.4 Differenzierbarkeit: Grenzwerte, Stetigkeit

Der Begriff der Differenzierbarkeit ist mit dem Grenzwert und der Stetigkeit eng verkniipft,
wird aber manchmal in der Schulpraxis gar nicht erwihnt, weswegen diese drei Begriffe auch

erst jetzt gekldrt werden und nicht schon bei den Vorbedingungen.

»Definition: Sei f: A= R eine reelle Funktion und p eine Héufungsstelle von A. Die Zahl q

heiBit Grenzwert von f an der Stelle p, geschrieben Jzixlgjnf (z =g, wenn gilt: Zu jeder

Umgebung gibt es eine Umgebung Us (p), sodass f(z) € U, (q)fiir alle z € Us (p)\{p}.“
(S. Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl, 2007, S.109)

,,Definition: Eine Funktion f heiBt stetig bei x,, wenn %_,ixrg £ (%) mit dem Funktionswert

f(x¢) tbereinstimmt. Eine Funktion f heiBit stetig, wenn sie an allen Stellen x, ihres

Definitionsbereiches stetig ist.* (S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML6, S.238)

,Definition: Als Funktionsgrenzwert von f bei x, bezeichnet man den Ausdruck

lim £ (%Xp) = 1im £ (x) = 1im £ (x+ AX)
X=X Ax%-0

*n) =¥ wobeli hier

AX= | X-Xo |, X#Xo.« (g Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML6, S.238)

,Definition: Gegeben sei die auf einem offenen Intervall Dy definierte reelle Funktion f: y =
f(x). Existiert bei jeder Stelle x, des Definitionsbereiches Dy von f der Differenzialquotient, so
sagt man: Die Funktion f ist differenzierbar.* (S. Go6tz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7,
S.54)

Dies klingt natiirlich sehr theoretisch, ist aber fiir ein grundlegendes Verstindnis des

Differenzials notwendig. Aullerdem bringt es den Schiilern die ,,Sprache Mathematik* néher.
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4.5 Die Leibniz’sche Differenzialschreibweise

(Vgl. Roupec, 1994, S.1 ff., S.23ff., Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S. 42, 45,
62, Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl, 2007, S.28-29)

Bei unendlich kleinen Grofen, also wenn z.B. Ax gegen 0 geht (und damit auch Ay) sollten
wir nicht mehr im herkdmmlichen Sinne von Differenzen reden, und damit auch nicht mehr

das Symbol A benutzen.

Wilhelm Leibniz (1646 — 1716) fiihrte fiir den Differenzialquotienten deshalb die

dy af
Schreibweise dx oder auch dx ein. Dieser Ausdruck kann nicht als Bruch im ublichen

Sinne angesehen werden, auch wenn man ihn in vielen Bereichen als solchen auffassen kann.
Man sagt deshalb nicht ,,dx durch dy*, sondern ,,dx nach dy*.
Es handelt sich hierbei um einen duBlerst leistungsstarken, genialen Formalismus, auf den

allerdings in der Schule meist nicht weiter eingegangen wird.

Der Vorteil dieser Schreibweise liegt vor allem darin, dass er die urspriingliche Definition des
Differenzials als Grenzwert des Differenzenquotienten immer wieder bewusst macht.

In neueren Lehrbiichern (vgl. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S. 42, 45, 49, 62)
wird diese Schreibweise auch immer wieder verwendet, so z.B. in der anfianglichen Definition

(S. 4.3), bei der Momentangeschwindigkeit oder auch bei der Kettenregel.
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4.6 Ableitungsregeln

(Vgl. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S. 54ff., Kraft, Hruby, Biirger, 1986,
S.27f)

Natiirlich geniigt es nicht, die theoretischen Grundlagen fiir das Differenzial zu schaffen, um
damit auch praktisch umgehen zu kénnen, miissen wir Rechenregeln aufstellen. Diese konnen
einfach in einem Formelheft nachgelesen werden. Das Schone an diesem Kapitel ist aber, dass
die Schiiler nicht nur die Anwendung derselben erlernen, sondern auch viele dieser

allgemeinen Regeln selbststéindig aus der Definition herleiten konnen.

Dies soll an Hand eines einfachen Beispieles erldutert werden:
(Vgl. Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl, 2007, S.34)
Nehmen wir eine konstante Funktion: f(x) = ¢ (¢ € R)

c-C

Dann ist natiirlich auch f (x + Ax) =c und f' (x) = lim =1im0=0
%0 AX 1%-0

Damit ist das Differenzial von f(x)=c = f’(x)=0

Dies ist eine Rechnung, die jeder Schiiler nachvollziehen und durchfiihren konnen sollte.

Auf dhnliche Art und Weise konnen dann andere wichtige Rechenregeln eingefiihrt werden:
f:R >R
(1) Potenzfunktion: f(x) =x" = f’(x) =n-x"" (n eN)
(2) Winkelfunktionen: f(x) =sin x = f’(x) = cos x
f(x) =cos x = f’(x) =-sinx
(3) Summenregel: (f+xg)’ =f"+g’
(4) Regel vom konstanten Faktor: sei ¢ eine reelle Zahl: (c*f)’ = c-f”’
(5) Produktregel: (f'g)’ =fg +f’-g
(6) Quotientenregel: (é) ‘= %
(7) Kettenregel: h(x) = g(f(x)) = h’(x) =g (f(x)) - ’(x)

Durch Kombination dieser Regeln konnen die Schiiler nun kompliziertere Funktionen

ableiten.
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4.7 Die Ableitungsfunktion und mehrfache Ableitungen

(Vgl. wikipedia, 2014, Differentialrechnung)
Man kann jedem x aus dem Definitionsbereich von f die Ableitung an dieser Stelle (f ’(x))
zuordnen. Damit erhédlt man eine neue Funktion f°, die Ableitungsfunktion, deren

Definitionsbereich jene Teilmenge der Definitionsmenge von f ist, wo f differenzierbar ist.
So ist z.B. fiir die Funktion f: y = x* die Funktion f’: y = 2x die Ableitungsfunktion.

Ist die Ableitung f’ einer Funktion f wieder differenzierbar, so ldsst sich die zweite Ableitung
von f als Ableitung der ersten definieren. = f *’(x) = f ’(f ’(x))
Auf diese Art ldsst sich dann auch eine dritte Ableitung und weitere definieren.

Eine Funktion kann somit mehrfach differenzierbar sein.

In einer grafischen Vorstellung sehen wir die Ableitungsfunktion als eine Funktion, wo die
Steigungen der Tangenten in den x—Werten der urspriinglichen Funktion die y—Werte der

Ableitungsfunktion darstellen.

Betrachten wir als typisches Beispiel fiir eine Polynomfunktion (das wir dann auch im

folgenden Kapitel (4.8) Kurvendiskussionen benutzen werden) die Funktion:

f(x)=£x3—2x2+3x .
3 (die schwarze Kurve)

Ihre Ableitungsfunktion ist dann:
f'(x) =x*—4x + 3 (die blaue Kurve):

Die zweite Ableitungsfunktion ist dann (die griine Kurve):
f'x)=2x—-4

(eine Gerade, dies muss aber natiirlich nicht bei jeder Polynomfunktion der Fall sein)
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y
Wilandepunid van f{x) o f(x) = %}{S_QHLM
f{x) = 52+ 2
Hochpunkt won fx)

Mullstelle won fix) Tiefpunkt von fix)
Mullstelle won fix)

(S. wikipedia, 2014, Differentialrechnung)

4.8 Kurvendiskussionen

(Vgl. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S.90 ff., wikipedia, 2014, Extremwert,
Differentialrechnung)

Geradezu klassisch und aus dem Unterricht kaum wegzudenken, laufen viele
Problemstellungen auf Kurvendiskussionen hinaus, also das Untersuchen von Funktionen und
das Erkennen ihrer Eigenschaften.

Dies wird meist zuerst und hauptsidchlich an Polynomfunktionen geiibt.
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Alle folgenden Zusammenhidnge werden aus dem obigen Beispiel abgelesen, aber nicht
allgemein bewiesen, was in der Schule auch nicht angeraten wird. Diese Zusammenhinge
sollten aber dafiir fiir die Schiiler klar erkennbar sein. Unter gewissen Voraussetzungen
(Differenzierbarkeit von f, Stetigkeit der 1. und 2. Ableitung von f), die bei den in der Schule
behandelten Funktionenklassen in deren Definitionsbereich gegeben sind, gelten diese

Zusammenhinge.

Welche Eigenschaften einer Kurve erscheinen uns nun wichtig?

Welche Punkte stechen hervor?

Zuerst wird die Definitionsmenge ermittelt, danach werden die Nullstellen bestimmt, d.h. jene
Punkte, wo die Kurve die x—Achse schneidet:

,Definition: Jene Argumente x, denen der Funktionwert y = 0 zugeordnet ist, heiflen
Nullstellen der Funktion f (bzw. des Funktionsterms f(x)).”“ (S. Gotz, Reichel, Miiller,
Hanisch, 2006, MLS5, S.114)

Eine Polynomfunktion n—ten Grades hat hochstens n verschiedene Nullstellen. (n € N)

(Vgl. Reinhard 1991, S.96)

Als nichstes erscheinen uns die Hoch- und Tiefpunkte (Minima und Maxima), also die
Extremstellen wichtig. Damit sind jene Punkte gemeint, wo die Funktion ihre (lokal) hochsten
bzw. tiefsten y-Werte haben.
,Definition: Der grofite bzw. kleinste Wert der Wertemenge heiflit Maximum bzw. Minimum
der Funktion.* (S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML5, S.104)
Definition: Es sei f: A R eine reelle Funktion. f hat an der Stelle p € A
1) ein lokales Minimum, wenn es ein Intervall I = [a, b] gibt, das p enthilt, so dass
f(p) < f(x) fiir alle x e [ und x € A gilt.
2) ein globales Minimum, wenn f(p) < f(x) fiir alle x € A gilt.
3) ein lokales Maximum, wenn es ein Intervall I = [a, b] gibt, das p enthélt, so dass
f(p) = f(x) fiir alle x e [ und x € A gilt.

4) ein globales Maximum, wenn f(p) > f(x) fiir alle x € A gilt.
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Wie wir aus der Grafik (zwei Seiten davor) leicht erkennen konnen, sind die lokalen
Extremstellen jene Punkte, wo die Steigung der Tangente in einem Punkt der Funktion = 0
ist.

D.h. ist p lokale Extremstelle =» f’(p) =0

Wie unterscheiden wir nun bei den Extremstellen zwischen lokalem Maximum und
Minimum?
Wie wir aus der Grafik erkennen konnen, ist die Steigung der Tangente der
Ableitungsfunktion im Maximum negativ und im Minimum positiv.
Also konnen wir sagen: Ist die zweite Ableitung der Funktion in einer Extremstelle negativ,
haben wir an dieser Stelle ein Maximum, ist die zweite Ableitung in der Extremstelle positiv,
so handelt es sich um ein Minimum.

1) f’(p)=0und f*’(p) <0 =>» pistein lokales Maximum von f

2) f’(p)=0und f’(p)>0 =>» p istein lokales Minimum von f

In den Extremwerten dndert sich das Monotonieverhalten einer Funktion (welches wir in

Bilde betrachten werden).

Betrachten wir nun die Wendepunkte (das Kriimmungsverhalten wird danach behandelt):
,Definition: Es sei f: A-> R eine reelle Funktion. Eine Stelle p € A heifit Wendestelle von f,
wenn sich an der Stelle p das Kriimmungsverhalten von f dndert. Der Punkt (p|f(p)) heif3t
Wendepunkt des Graphen von f, die Tangente an den Graphen in diesem Punkt heif3t
Wendetangente.* (S. Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl, 2007, S.53)

Auch hier konnen wir bereits wieder aus dem Grafen erkennen, dass im Wendepunkt die

Steigung der Tangente der Ableitungsfunktion = 0 ist. D.h. p ist Wendestelle = f*’(p) =0

Zusammenfassung:

»(f7(X0) =0 " f7°(x0) # 0) => f hat bei X, ein lokales Extremum
(f’(x0) =0~ f’(x9) <0)=>1fhat bei x, ein lokales Maximum
(f°(x0) =0~ f’(x0) > 0) => f hat bei x, ein lokales Minimum
(f’(x0) = 0" £77°(x0) # 0) => f hat bei x, eine Wendestelle*
(S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S.92)
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Nun wenden wir uns dem vorher bereits angesprochenen Monotonieverhalten und
Kriimmungsverhalten einer Funktion zu:
Definition: Eine reelle Funktion f: A= R heif3t

1) streng monoton steigend, wenn gilt: VX, X, € A: x1 <X, = f(x1) < f(x2)

2) monoton steigend, wenn gilt: V x;, X, € A: x; < x, = f(x;) <f(x2)

3) streng monoton steigend, wenn gilt: Vx;, X, € A: x; < X, = f(x1) > f(x2)

4) monoton steigend, wenn gilt: Vx, x; € A: x; < x> = f(x1) 2 f(x»)
Fiir gewohnlich betrachten wir die Monotonie in Intervallen einer Funktion. In den
Extremstellen dndert sich das Monotonieverhalten, also stellen diese Grenzen der Intervalle
dar. In der Grafik sehen wir, dass die Steigungen der Tangenten der Funktion positiv sind, wo
die Funktion streng monoton steigt, und negativ sind, wo die Funktion streng monoton fallt.
Also:
Ist f ’(x) > O fiir alle inneren Stellen eines Intervalls, dann ist die Funktion in dem Intervall
streng monoton steigend.
Ist f ’(x) < O fiir alle inneren Stellen eines Intervalls, dann ist die Funktion in dem Intervall

streng monoton fallend.

Rechts gekriimmt Links gekriimmt

Rein anschaulich kann man die Kriimmung leicht erfassen.

Auch das Kriimmungsverhalten betrachten wir in Intervallen einer Funktion. In den
Wendestellen dndert sich das Kriimmungsverhaltenverhalten, also stellen diese Grenzen der
Intervalle dar. In der Grafik sehen wir, dass die Ableitungsfunktion streng monoton steigt, wo
die Funktion linksgekriimmt ist, und streng monoton fallt, wo die Funktion rechtsgekriimmt

ist.
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Also:

Ist f *’(x) > O fiir alle inneren Stellen eines Intervalls, dann ist die Funktion in dem Intervall
linksgekriimmt.

Ist f ’(x) < O fiir alle inneren Stellen eines Intervalls, dann ist die Funktion in dem Intervall

rechtsgekriimmt.

Mit all diesen Erkenntnissen iiber die Eigenschaften einer Funktion sollten Schiiler nun eine
gute Vorstellung dariiber entwickeln, wie der Graf aussieht. Wir konnen also aus dem Grafen

auf die Eigenschaften einer Funktion schlieBen und umgekehrt.

4.9 Extremwertberechnungen

(Vgl. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S.137 ft.)

Kurvendiskussionen werden von vielen Schiilern oft als ziemlich theoretisch und abstrakt
empfunden. Eine etwas lebenspraktischere = Anwendung derselben bieten die
Extremwertberechnungen. Dabei werden grofite (Maximum) und kleinste (Minimum) Werte
(von Funktionen) gesucht, wobei meist bestimmte Nebenbedingungen erfiillt sein miissen,

ohne die Funktion selbst ndher zu diskutieren.

,Beispiel: Ein Landwirt mochte mit 60 Laufmetern Maschendraht einen rechteckigen
Hiihnerhof an eine Mauer von 40m Lénge anbauen. Welche Abmessungen soll er wéhlen,
damit der Flacheninhalt moglichst gro3 wird?“

(S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S.141)

Hierbei wird der Flicheninhalt als Funktion in Abhédngigkeit der Seitenldnge aufgefasst: Es
seien a und b die Seitenldngen des RechteckS. A(a, b) = a - b Allerdings haben wir in dieser
Funktion zwei abhidngige Variablen. Durch die Nebenbedingung des Umfanges: 60 = 2a + b
(da ja an einer Seite (b) bereits Mauer ist, an die angebaut werden soll) substituieren wir b =

60 —2a : A(a) = a*(60 — 2a) = 60a — 2a* .
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Nun miissen wir nur mehr mit Hilfe des Differenzials das Maximum dieser Funktion
bestimmen und erhalten das Rechteck mit groBtem Fldcheninhalt bei vorgegebenem Umfang.
A’(a)=60—-4a;A”(a)=-4
A’(@a)=0=>a=15,b=30
A’’(15)=-4<0=> A hatbei a =15 ein Maximum
Die Abmessungen 2 Seiten Maschendraht mit 15m, eine Seite mit 30m ergeben also den

groBten Flacheninhalt des Hiihnerhofes.

Dieses Beispiel ist natiirlich absichtlich sehr einfach gehalten, jedoch kann man sich
vorstellen, dass praktische Aufgaben (z.B. aus Naturwissenschaft, Technik und Wirtschaft)

auf dhnliche Art gelost werden kdnnen.

4.10 Zentrale Satze
(Vgl. wikipedia, 2014)

Zumindest zwei zentrale Sitze der Differenzialrechnung werden {iblicherweise in der Schule
besprochen. Der Mittelwertsatz (der von Cauchy bewiesen wurde) kommt oft in der 7. Klasse

AHS vor, findet aber nach meiner Erfahrung meist keine Anwendungsbeispiele:

,Mittelwertsatz: Es sei f: [a, b] 2 R eine Funktion, die auf dem abgeschlossenen Intervall

[a,b] (mit a < b) definiert und stetig ist. AuBBerdem sei die Funktion fim offenen Intervall (a,b)

differenzierbar. Unter diesen Voraussetzungen gibt es mindestens ein x, € (a, b), sodass gilt.*

f(b -f@

£ (x) = —

(S. wikipedia, 2014, Differentialrechnung)

Einfiihrung der Differenzialrechnung in der Schule Peter Jungbauer, 2014



-55-

In der 8. Klasse AHS wird dann im Zuge der Integralrechnung noch der Fundamentalsatz der
Analysis betrachtet, der auch jede Menge Anwendung findet. Dieser Satz wird hier erwihnt,
da eine der Zugénge die Differenzialrechnung als Umkehrung der Integralrechnung einfiihrt.
(S. Kapitel (5.8)): ,,Die wesentliche Leistung von Leibniz war die Erkenntnis, dass Integration
und Differentiation zusammenhéngen. Diese formulierte er im Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung, auch Fundamentalsatz der Analysis genannt. Er besagt:

Ist I =R ein Intervall, f: I = R eine stetige Funktion und a €1 ein beliebiger Punkt, so ist die

X
Funktion F: 1 > R, x > J f (t) dt stetig differenzierbar, und ihre Ableitung ist F* = f.
a

Hiermit ist also eine Anleitung zum Integrieren gegeben: Wir suchen eine Funktion,
b C8!

derenAbleitung der Integrand ist. Dann gilt: _L f(x)dx=F (b) -F (a)«

(S. wikipedia, 2014, Differentialrechnung)

4.11 Weitere Anwendungen

Natiirlich kann hier keine vollstindige Zusammenfassung der Differenzialrechnung in der
Schule gegeben werden. Das Differenzial findet noch in vielen weiteren Gebieten in der
Schule Anwendung. Ein paar sollen hier noch kurz erwéhnt werden:

-) So wird es in der Physik, bzw. in physikalischen Beispielen in der Schulmathematik
verwendet, z.B. bei der Berechnung der Momentangeschwindigkeit.

-) Beim Newton’schen Naherungsverfahren kann man mit Hilfe des Differenzials nicht-
ganzzahlige Nullstellen berechnen und dieses Wissen auch benutzen, um beliebige
Gleichungen zu 16sen.

-) Und letztendlich ist das Integral auch in gewisser Weise eine (durch den Fundamentalsatz

mit diesem untrennbar verbundene) Anwendung der Differenzialrechnung.
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5. Verschiedene Zugange zur Differenzialrechnung in der Schule

Nachdem wir nun alle Vorbedingungen betrachtet haben, wenden wir uns nun dem Kernstiick
dieser Arbeit zu, ndmlich verschiedenen Mdglichkeiten, wie man das Differenzial in der
Schule einfiihren kann. Einige dieser Zuginge mdgen dhnlich erscheinen, sie werden aber

getrennt aufgelistet, weil sie unterschiedliche Schwerpunkte setzen.

Es soll hier unbedingt festgehalten werden, dass versucht wurde, moglichst objektiv und ohne
personliche Priferenzen diese Zugénge aufzulisten und zu beurteilen. Auch kann unmoglich
eine komplette Auflistung gegeben werden, da es natiirlich noch dem Autor unbekannte
Zuginge geben kann. Allerdings werden im ndchsten Kapitel die (didaktischen) Vor- und
Nachteile vieler verschiedener Zugidnge aufgezeigt, um damit die Moglichkeit zu schaffen,
bewusst auszuwihlen, wie man die Differenzialrechnung zu den Schiilern bringt. Man kann
dieses Kapitel als eine Art ,,mathematische Speisekarte” sehen, aus der der geneigte Leser

einen oder mehrere Zugénge fiir seinen Schulunterricht verwenden kann.

5.1 Axiomatischer Zugang: Definitionen und Satze

Dieser Zugang wird (zumindest in Kombination mit anderen) tatsdchlich hidufiger verwendet,
als viele zugeben wollen. Das Wort ,,axiomatisch® mag hier ein wenig irrefithrend sein, das
Differenzial wird rein durch mathematische Definitionen, Sitze und moglicherweise Beweise

eingefiihrt. Es handelt sich um einen ,,enzyklopéddischen* Zugang.

Zuvor werden systematisch die Vorbedingungen definiert:

»EBs besteht eine Relation zwischen den Mengen A und B, wenn die Elemente in ganz
bestimmter Beziehung zueinander stehen, diese Beziehung ist im Allgemeinen durch eine
mathematische Formel gegeben.

Eine Relation ist Funktion, wenn jedem Element aus der Menge A genau ein Element der

Menge B entspricht.
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Eine Funktion f(x) besitzt an der Stelle a einen Grenzwert g, wenn fiir jede beliebige

Zahlenfolge {xi, x,, ...} mit dem Grenzwert a auch die entsprechende Folge der y-Werte gegen
: .. 1lim £ (x) = g
einen Grenzwert g konvergiert. x> a

Eine Funktion ist an einer Stelle a stetig, wenn der Grenzwert an dieser Stelle existiert und

. . . . lim f (x) = b
mit dem Funktionswert b tibereinstimmt. =-a (x)

(13

(aus meinem eigenen Schuliibungsheft: S. Klein, 1989, 11.1.1989)

Nun kann direkt ohne lange Vorbereitung das Differenzial eingefiihrt werden. Man unterstiitzt

moglicherweise mit Hilfe von Grafiken, wie sie auch in Kapitel (4) benutzt wurden.

,,@ilt fiir jede Punktfolge (P4, P», ..., Py, ...), fiir die P, aus der Kurve K mit

. AX
Limxn = xo tim A — = A : :
N ist, stets ¥n , dann heibt dieser Grenzwert A

Differenzialquotient oder Ableitung von f(x) in xo. [...] Der Differenzialquotient von f(x) in
xp wird dann definiert als Grenzwert des Differenzenquotienten fiir h= Ax = O
Ay f (x0+h) - £ (xo)

£ (%) = Lim— =1 b

Eine Funktion fi(x) ist in x, differenzierbar und hat den Differenzialquotienten f *(x;), wenn es
zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiiralle hmit O< [ h | < ¢ gilt:
f (%0 +h) - £ (x0)
h

-£' (%) | <€

lim f (x0 +h) - £ (x0)
Existiert der rechtsseitige bzw. linksseitige Grenzwert h-0 h

Dann heift f(x) in Xo[...] differenzierbar.“ (S. Gottwald, 1995, S.436)

Auf diese Weise geht man weiter vor, formuliert die Rechenregeln, Extremstellen, etc..

Nach jeder neuen Definition, Folgerung und Herleitung werden natiirlich Beispiele getibt.
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5.2 Das Tangentenproblem

(Vgl. wikipedia, 2014, Differentialrechnung, Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2000, S. 35-37,
2006, ML7, S.44-47)

Diesen Zugang mochte man schon beinahe als klassisch bezeichnen. Auch der Autor lernte in
seiner Schulzeit das Differenzial auf diese Art kennen. Die Tangentensteigerung als
geometrische Entsprechung der Ableitung ist eine der grundlegendsten Vorstellungen des
Differenzials. Aus diesem Grund wird hier das Tangentenproblem in den Mittelpunkt geriickt,

bzw. von dieser Problemstellung ausgegangen.

Auch historisch gesehen handelt es sich um eine grundlegende Problemstellung: Das
Tangentenproblem ist bereits seit der Antike bekannt. Der Losungsansatz war die
Approximation der Tangente durch eine Sekante iiber einem beliebig kleinen Intervall.

Die Differenzialrechnung wurde Ende des 17. Jahrhunderts unabhidngig voneinander von Sir
Isaac Newton (englischer Physiker und Mathematiker, 1643 — 1727) und Gottfried Wilhelm
von Leibniz (deutscher Diplomat, Mathematiker und Philosoph, 1646 — 1716) entwickelt.
Leibniz ging vom geometrischen Tangentenproblem aus. Thre Arbeiten konnen als Beginn der

Analysis betrachtet werden.

»In geometrischer Sprache ist die Ableitung eine verallgemeinerte Steigung. Der
geometrische Begriff Steigung ist urspriinglich nur fiir lineare Funktionen definiert, deren
Funktionsgraph eine Gerade ist. Die Ableitung einer beliebigen Funktion definiert man als die
Steigung einer Tangente, die man an den Funktionsgraphen anlegt — wobei dieser Graph in
der Regel an verschiedenen Stellen verschiedene Tangenten hat.”“ (S. wikipedia, 2014,

Differentialrechnung)
Anders ausgedriickt betrachten wir die Tangente als Grenzwert von Sekanten.
Man kann die Aufgabe so sehen, dass man eine Gerade in einem Punkt an eine Kurve so legt,

dass man die Kurve durch die Gerade in einer kleinen Umgebung um den Punkt moglichst

genau approximiert.
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Wir gehen direkt von der Grafik aus, die wir bereits aus einem vorigen Kapitel kennen:

b fix) ~ekante

Tangente

Funkiionsgraph

F{x 2]

i)
/
r’/

_|"u_
v

(S. wikipedia, 2014, Differentialrechnung)

Wir definieren zuerst die Tangente und deren Steigung:
,»Es sei f: R = R eine Funktion. Als Tangente an (den Graphen von) f im Punkt P (X, | f(Xo))
bezeichnet man jene Gerade durch P, fiir deren Steigung k = £ ’(xo) gilt:

£ Ax) -
k= £ (o) = Lim (xc-+b:{ (%0)

(S. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2000, S.35)

Erst danach wird diese Steigung als Differenzial, bzw. Differenzialquotient bezeichnet und
definiert. Davon ausgehend werden dann alle weiteren Kapitel der Differenzialrechnung
ausgearbeitet.

Bei diesem Zugang wird das geometrische Problem der Tangente in einem Punkt in den

Mittelpunkt geriickt, aber auch die Idee der linearen Approximation aufgegriffen.
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5.3 Das Geschwindigkeitsproblem

(Vgl. wikipedia, 2014, Differentialrechnung, Hanisch, Reichel, Miiller, Schak, 2000, S.38-41,
Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch, 2006, ML7, S.48-53, Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl, 2007,
S.11, 19-20)

Anders als Leibniz ging Newton (als Physiker) von einem anderen Grundproblem aus, dem
physikalischen Problem der Momentangeschwindigkeit. Dieses Problem mag fiir den Leser
dhnlich wirken wie das Tangentenproblem (und wird auch oft als zweiter Zugang verwendet).
Dennoch ist dieser Zugang eigenstindig zu betrachten. Er ist nicht nur von historischer
Bedeutung (dies ist natiirlich auch ein wichtiger Aspekt), er stellt auch bereits von Anfang an

die lebenspraktische und facheriibergreifende Bedeutung des Differenzials in den Mittelpunkt.

Physikalisch gesehen versteht man unter der Geschwindigkeit eines Objektes die von ihm

s
zuriickgelegte Wegstrecke s pro Zeiteinheit t: V=&

Es ist liblich, die Bewegung in einem Zeit-Weg—Diagramm darzustellen. Mathematisch

gesehen handelt es sich bei dem Graphen um eine Funktion: s = s(t).

A s

s=s(t)
¢ -
As
t
21
=
0 (At £2
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Wiirde es sich um eine Bewegung mit gleichméBiger Geschwindigkeit handeln, wire der Graf
eine Gerade. Die Steigung entspricht dann genau der Geschwindigkeit.
In der obigen Zeichnung handelt es sich aber um eine ungleichférmige Bewegung.
Die Durchschnittsgeschwindigkeit (oder mittlere Geschwindigkeit) in einem bestimmten
Zeitintervall [t;, t,] konnen wir {iber die Steigung der Sekante bestimmen:

s2-s1 s (t2) -s(t1) as

T (t t = = =
(|1 %2) = %, t; -t At

Diese hat nun einen praktischen Nutzen z.B. fiir die Berechnung einer Reisedauer.

Will man aber z.B. die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt eines Unfalles berechnen (dies ist fiir
Polizei und Versicherungen von Bedeutung), dann benétigen wir die augenblickliche
Geschwindigkeit zu einem bestimmten Zeitpunkt, also die Momentangeschwindigkeit. Dafiir
verkleinern wir At, rein mathematisch gehen wir also mit At = 0.

Damit erhalten wir die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t; und bezeichnen sie mit

at (Da es sich nicht mehr um wirkliche Differenzen handeln kann, ersetzen wir A durch d.

Damit haben wir auch bereits den Formalismus von Leibniz eingefiihrt.)

As 14 s (ti1+4AL) — s (1)

=l1lim — = 1lim
= st—-0 At at-0 AT

Anschaulich handelt es sich dabei um die Steigung einer Tangente an die Bewegungskurve.

Daraus konnen wir rein mathematisch von s(t) auf f(x) verallgemeinern und den Ausdruck des
Differenzials, bzw. der Ableitung einfiihren. Danach behandelt man die weiteren Kapitel der

Differenzialrechnung.

Die Momentangeschwindigkeit entspricht also der Ableitung des Ortes nach der Zeit.

Die Momentanbeschleunigung entspricht der zweiten Ableitung des Ortes nach der Zeit:

acst by - I d’s
dt dt2

Mittels dieses Zuganges erhalten wir also auch eine (weitere) praktische Deutung der zweiten

Ableitung.
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5.4 Das Koordinatensystem der Differenziale

(Vgl. Taschner, 2000, S.50-55) Dieser Zugang wird in der Schule vergleichsweise selten
verwendet. Er legt besonderen Wert auf die Leibniz’sche Differenzialschreibweise und

Taschner verwendet diese auch durchgehend.

Die erste Frage, die hier gestellt wird (und mit der sich auch bereits Leibniz, Fermat und
Newton befassten), ist: ,,Kurven selbst werden durch Gleichungen beschrieben. Wie aber
erfasst man den Wechsel von einem Kurvenpunkt zu einem anderen in einer Gleichung?*

(S. Taschner, 2000, S.50)

»Wenn man vom Punkt X = (x | y) zum Punkt Y = (x + Ax | y + Ay) auf der durch die
Gleichung z (x, y) = ¢ gegebenen Kurve wechselt, ergibt sich die Gleichung der Anderungen
Ax und Ay aus der Differenz der beiden Gleichungen z (x + Ax, y + Ay) =cund z (X, y) =c.
Die linke Seite dieser Differenz zergliedert Leibniz in einen linearen Anteil der Gestalt

u'Ax + v-Ay und in einen nichtlinearen Anteil.” (S. Taschner, 2000, S.50)

Als Beispiel betrachten wir einen Kreis in Mittelpunktslage: k: x> + y* =12

A

0 X x+j.x KE_'._
v+ Ay Y
¥
X
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Wir wollen vom Punkt X zum Punkt Y auf dieser Kreislinie wechseln. Dabei heilen Ax und
Ay die Anderungen von x und y bei diesem Wechsel. Da beide Punkte auf der Kurve liegen,
gelten:

x*+y*=r" und (X+X)P+(y+Ay)=r

Durch Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten erhalten wir die Gleichung der
Anderungen Ax und Ay:  (2x*Ax + 2y-Ay) + (AX* + Ay?) =0

2x*Ax + 2y-Ay ist der lineare Teil und Ax*> + Ay* der nichtlineare Teil.

Nun definieren wir (bzw. Leibniz) das Koordinatensystem der Anderungen, um die Gleichung

der Anderungen geometrisch beschreiben zu kénnen: Der Punkt X dient als Ursprung, durch
thn geht parallel zur x—Achse nun die Ax—Achse und parallel zur y-Achse die Ay—Achse. In

diesem neuen Koordinatensystem hat Y nun andere Koordinaten: Ax und Ay

.

A
g
L]

Geometrisch beschreibt die Gleichung der Anderungen wieder eine Kreisgleichung:

(x+ &)+ (y+ Ay =x+y =1
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Der wesentliche Kunstgriff, der nun verwendet wird, besteht allerdings nicht in einem
Koordinatensystem der Anderungen, sondern in einem Koordinatensystem der Differenziale:
Wir betrachten nun nicht die Gleichung der Anderungen, sondern setzen nur den linearen
Anteil gleich Null. Leibniz erfindet das Kunstwort ,,Differenzial“. Statt Ax und Ay betrachtet
er die Differenziale dx und dy. Die Idee besteht darin ,,die Punkte (x + dx | y + dy) entlang
jener Geraden laufen zu lassen, die sich unter allen durch (x | y) fithrenden Geraden am besten
an die Kurve schmiegt. Dabei stimmen die Ax—Achse und die dx—Achse iiberein, ebenso

stimmen die Ay—Achse und die dy—Achse iiberein.* (S. Taschner, 2000, S.53)

y

A
~__|

dy // p

¥
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,,Definition: Wenn der lineare Anteil in der Gleichung der Anderungen Ax und Ay: u-Ax +
v-Ay lautet, ersetzt Leibniz die Anderungen Ax, Ay durch die Differenziale dx, dy und
betrachtet die sich hieraus ergebende Gleichung: u-dx + v-dy = 0. Dies ist — bezogen auf das
(dx — dy) — Koordinatensystem der Differenziale — die Gleichung einer Geraden durch den
Ursprung des (dx — dy) — Koordinatensystems, also durch den Kurvenpunkt X. Diese Gerade

nennt Leibniz die Tangente an die gegebene Kurve. [...] [Dann] liefern die beiden Briiche k =
dy/dx=-u/v (imFall v#0)bzw. (im Fall u#0) k"=-dx/dy=v/uden Anstieg k der
Tangente bzw. den Anstieg k™ der Normalen an die Kurve im Punkt X.“

(S. Taschner, 2000, S.53, 54)

Damit bleiben wir bei dem Leibniz’schen Formalismus und kénnen die Rechenregeln des
Differenzials betrachten, so z.B. die Summenregel: Eine Summe wird differenziert, indem

man jeden Summanden einzeln differenziert: z=x +y = dz=dx + dy

Erst spéter definieren wir: ,,Durch Differenziation der Gleichung y = f (x) erhdlt man die
Gleichung dy = f ’(x) dx. Die der Funktion f zugeordnete Funktion f * heillt die Ableitung

von f.°

Es ist klar ersichtlich, dass bei diesem Zugang die Leibniz’sche Differnzialschreibweise eine

zentrale Rolle spielt. Dieser Zugang zeigt auch die Leistungsfahigkeit derselben gut auf.

5.5 Eigenschaften von Polynomfunktionen - Kurvendiskussion

Eine andere Moglichkeit besteht darin, gleich iiber eines der groBten Kapitel der
Differenzialrechnung in der Oberstufe einzusteigen. Funktionen und im Speziellen reelle
Funktionen und Polynomfunktionen werden grafisch mittels geeigneter Beispiele an die
Schiiler herangebracht, danach auch die Begriffe des Grenzwertes und der Stetigkeit, und
definiert:
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,Es besteht eine Relation zwischen den Mengen A und B, wenn die Elemente in ganz
bestimmter Beziehung zueinander stehen, diese Beziehung ist im allgemeinen durch eine
mathematische Formel gegeben.

Eine Relation ist Funktion, wenn jedem Element aus der Menge A genau ein Element der
Menge B entspricht.

Eine Funktion heil3t reell, wenn alle Elemente der vorkommenden Mengen reelle Zahlen sind.
Eine Funktion f(x) besitzt an der Stelle a einen Grenzwert g, wenn fiir jede beliebige

Zahlenfolge {x,, x,, ...} mit dem Grenzwert a auch die entsprechende Folge der y-Werte gegen

einen Grenzwert g konvergiert. lim £ (x) = g

Eine Funktion ist an einer Stelle a stetig, wenn der Grenzwert an dieser Stelle existiert und

mit dem Funktionswert b iibereinstimmt. =-a (%)

(13

(aus meinem eigenen Schuliibungsheft: S. Klein, 1989, 11.1.1989)

Natiirlich wird auch die Polynomfunktion definiert:

In
£ (x) = E a;x'=apx+an1 x4 ...+t a:x%+a; x+ ag
i—o

(Vgl. wikipedia, 2014, Polynomfunktion)

Daraus folgend ergibt sich das Problem der Ermittlung der Eigenschaften von Funktionen,
bzw. ihrer Grafen. Damit sind wir bereits bei der Kurvendiskussion, diese wird wie in Kapitel
(4.8) behandelt, nur dass bei der Behandlung der Extrem- und Wendestellen das Differenzial
iiber die Frage, wie man die Steigung von Tangenten berechnen kann, eingebunden wird.
Hierbei wird es dann natiirlich notwendig, die Ableitung als Steigung der Tangente in einem

Punkt an die Kurve zu definieren, und auch einige Rechenregeln aufzustellen.

Beim Zugang iiber die Kurvendiskussion wird das Differenzial zu Anfang hauptséchlich als
ein Werkzeug zur Auffindung von Hoch- und Tiefpunkten gesehen. Aber auch die
Vorstellung der Ableitung als Anderungsrate ist hier eine sehr wichtige, da sie zur

Beantwortung der Frage beitrégt, ,,wie eine Funktion ansteigt, wenn sie keine Gerade ist™.
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Ein groBer Vorteil dieses Zuganges ist, dass man keine neuen Problemstellungen aufwerfen
muss, um zum Differenzial zu gelangen, sondern es sich nahtlos aus dem Vorhergehenden
ergibt. Man verbleibt fiir die Schiiler im Unterrichtskapitel ,,Funktionen®, allerdings kann dies

natiirlich auch das ,,Schubladendenken* fordern.

5.6 Das unendlich Kleine — Zuwachs im Quadrat

(Vgl. Muth, 1990, S.241 ff.)

Hier handelt es sich um einen sehr interessanten Zugang, der zunéchst einmal scheinbar nichts
mit Funktionen zu tun hat. Wir stellen uns die Frage: Wenn ein Quadrat mit Seitenldnge x den
Flicheninhalt A = x> hat, wie wirken sich kleine Anderungen der Seitenlinge auf den
Flacheninhalt aus? Wenn es sich z.B. bei dem Quadrat um ein Feld handelt, wie viel gewinnt

ein Bauer, der die Grenzsteine um einen Meter versetzt?

fi¥s

Fi%'s M

peall

() My

Delta A ist ein griechischer Buchstabe und steht fiir eine Differenz, nimlich zwischen der
urspriinglichen Seitenlénge x, und der neuen Seitenlénge x; = X, + Ax des groen Quadrats

(AX =X - Xo).
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Wenn wir den Flacheninhalt statt mit A mit y bezeichnen, konnen wir der Seitenlénge x den
Fldcheninhalt y = x* zuordnen, erhalten also eine Funktion, deren Graf der positive Arm einer
Parabel ist.

Dieser Flacheninhalt wichst entsprechend von y, auf'y, =y, + Ay.

Um zu bestimmen, wie stark der Flicheninhalt im Verhiltnis zur Seitenldnge ansteigt,
Ay

betrachten wir das Verhéltnis E<: Das urspriingliche Quadrat vergrofert sich ja um 2

schmale Rechtecke mit jeweils der Fliache x,*Ax und ein kleines Quadrat mit der Fliche

(Ax)*. Damit ist die Flichendifferenz Ay = 2*x,*Ax + (Ax)* und

Ay 2 £ Xp* AX + (AX) 2

= =2+ Xy + AX
AX AX

Ist der Zuwachs Ax sehr klein im Verhiltnis zu X, so liefert die Fldche des kleinen Quadrats

(Ax)* kaum einen Beitrag zur Verinderung des Fliacheninhalts und wir erhalten:
Ay 2*x*Ax
Ax Ax

Der Flacheninhalt adndert sich also bei kleinem Zuwachs umso mehr, je groBer die
urspriingliche Seitenldnge ist.
Wenn wir die Kurve y = x* betrachten, konnen wir die Verdnderung des Funktionswertes y

besser verfolgen und stellen uns die Frage, wie schnell sie von einem Punkt P aus ansteigt.
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Sekante

Tangente

1

Annéhern einer Kurve durch Sekanten und Tangenten

Verléduft eine Kurve durch P und Q, so lésst sie sich ndherungsweise durch eine Gerade durch

P und Q ersetzen. Diese Sekante hat die Steigung

AY  2#XpgxAX+ (ax) 2

=2%Xg + AX
AX AX

Riicken wir den Punkt Q ndher an P heran, erhalten wir immer bessere Niherungswerte, bis

A

im Grenzfall Ax = 0 die Sekante zur Tangente wird mit der Steigung A x

Problematisch ist hier nur, dass wir ja nicht durch 0 dividieren diirfen. Daher deutete Leibniz
den Ubergang von kleinen, aber fassbaren Differenzen Ax und Ay zu beliebig kleinen
Differenzen durch veridnderte Schreibweise an: dy / dx und nennt dies nun Differenzial oder

Ableitung der urspriinglichen Funktion.

Damit sind wir mitten in der Differenzialrechnung und miissen nur mehr Definitionen und

Rechenregeln verallgemeinern.
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5.7 Infinitesimalrechnung und Hyperreelle Zahlen

(Vgl. Roupec, 1994, S.67-92)
Einen etwas abstrakteren Zugang zeigt Ralf Roupec in seiner Diplomarbeit auf. Erfahrungen
dazu wurden in den siebziger Jahren in den USA gesammelt, wobei dieser Zugang bei einer

Untersuchung weder besser, noch schlechter als andere eingestuft wurde.

»dpeziell die 7. und 8. Klasse bieten thematisch durch die Differenzial- und Integralrechnung
einige natiirliche Anwendungsmdglichkeiten fiir hyperreelle Zahlen, da etwa in der 7. Klasse
der Differenzialquotient zundchst in der ersten Phase ohne einen exakten Grenzwertbegriff
eingefiihrt und verwendet werden kann. Hierbei bieten infinitesimale Schlussweisen ein, wie
mir scheinen mag, sehr kraftvolles und geeignetes Hilfsmittel, in Form einer positiven
Heuristik einen verstindigen Umgang mit den Werkzeugen der Analysis zu erlernen.*

(S. Roupec, 1994, S.84)

Zunichst soll mit Hilfe von Beispielen eine Sensibilisierung des Begriffes ,,infinitesimal®
bzw. ,,unendlich klein“ erfolgen. Nun bringt man die Idee von unendlich kleinen positiven
Zahlen ins Spiel. Ahnlich, wie Q zu R erweitert wurde, soll nun R zu *R, den hyperreellen

Zahlen, erweitert werden:

»~Erweiterungsaxiom: Die Menge *R aller hyperreellen Zahlen ist ein angeordneter

Erweiterungskorper von R, der von Null verschiedene Zahlen a enthilt, sodass — > o > r fiir

jede positive reelle Zahl r gilt. Eine solche Zahl heif3t eine Infinitesimalzahl.

Definition: Zwei hyperreelle Zahlen & , n heilen unendlich benachbart (oder unendlich nahe),
wenn § — 1 eine Infinitesimalzahl ist. Wir schreiben dann kurz: § ~ 1.

Eine hyperreelle Zahl  heifit endlich (oder finit), wenn es eine natiirliche Zahl n gibt, mit:

—n < { < n. Gibt es kein n € N mit dieser Eigenschaft, dann heifit { eine unendliche (oder

infinite) Zahl.*“ (S. Roupec, 1994, S.90)
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Neben diversen wichtigen Folgerungen wird nun natiirlich sinnvollerweise im Anschluss an
diese Einfiihrung die Stetigkeit und die Differenziation mit Hilfe infinitesimaler

Schlussweisen hergeleitet.

»Definition: Sei f: D c R 2 R und dx ~ 0 (dx # 0), dann heif3it df := f (x + dx) — f(x) ein
Differenzial der Funktion f und df / dx ein hyperreeller Differenzialquotient von f an der

Stelle x.* (S. Roupec, 1994, S.69)

In dieser Art und Weise konnen nun auch die Rechenregeln und wichtige Sétze eingefiihrt

werden.

Dieser Ansatz richtet sein Hauptaugenmerk auf das Verstindnis der Infinitesimalrechnung.

5.8 Differenzialrechnung als Umkehrung der Integralrechnung

(Vgl. Blum, 1983, S.156 ft.)

Zwar ist es eher tiiblich, die Differenzialrechnung vor der Integralrechnung zu behandeln,
doch gibt es auch gute Griinde fiir einen umgekehrten Zugang. Auch der Autor hat in seinen
Analysis—Einfithrungsvorlesungen von Prof. Mitsch das Differenzial aufbauend auf das

Integral kennen gelernt.

Durch den Fundamentalsatz der Analysis, auch Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung genannt, sind diese beiden Gebiete untrennbar miteinander verbunden:

,»(1) Ist f eine auf dem Intervall [a; b] stetige Funktion, so existiert die Integralfunktion
F: x =2 J; £ fir x e[a; b]; F ist differenzierbar und es gilt F> = f auf [a; b].
(,,Differenzieren als Umkehrung des Integrierens‘)

. . : : be=G(b>—G(a)
(2) Fiir eine auf dem Intervall [a; b] stetige Funktion f gilt: Za

(= G (x) "), wo G (irgendeine) Stammfunktion von f ist. (,,Integrieren als Umkehrung des
Differenzierens®)* (S. Blum, 1983, S.166-167)
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Damit konnen wir also auch mit dem Integrieren beginnen und das Differenzial als
Umkehrung des Integrals einfiihren. Zundchst wird das Integral geometrisch als
Weiterfiihrung der Flichen- und Volumenberechnungen den Schiilern nahe gebracht. Aus
Platzgriinden kann hier leider nicht genauer auf die Behandlung des Integrals in der Schule

eingegangen werden.

SchlieBlich wird aber iiber den Fundamentalsatz das Differenzial als Umkehrung des Integrals
eingebracht. Daraus entwickeln sich dann ebenso aus Umkehrungsiiberlegungen die
Rechenregeln des Differenzials aus den Rechenregeln des Integrals. Danach kann man die

weiteren Bedeutungen des Differenzials auf herkommliche Art erldutern.

Historisch gesehen beginnt die Geschichte der Analysis bereits im 3. Jahrhundert vor Christus
mit Flachen- und Volumenberechnungen, also mit dem Integral. Die historische Entwicklung

setzt also das Integral vor dem Differenzial an.

Dieser Zugang untermauert die Bedeutung des Integrals und auch die des Fundamentalsatzes

der Analysis, den Zusammenhang zwischen Integral und Differenzial.

5.9 Anderungsraten als Grundverstindnis

(Vgl. Blum, 1983, S.91 ff., Grosser, 1994, S.69 und wikipedia, 2014, Anderungsrate)
Zwar mag dieser Zugang dhnlich dem des Tangentenproblems (5.2) (das Differenzial als
Grenzwert von Sekantensteigungen) sein, jedoch wird hier die Ableitung primir als Zahl

gedeutet (im Gegensatz zur geometrischen Bedeutung).
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Wenn bei Anwendungsproblemen zwei Gréflen voneinander abhéngen, dann interessieren uns
meist nicht nur die Werte selbst, sondern auch deren Anderungen.
Man unterscheidet zwischen der mittleren Anderungsrate von einer Funktion f auf einem

f (b) - £ (a)

= und der lokalen (oder momentanen) Anderungsrate als
-a

Intervall [a, b]:

. .. r f(b)-f£f(a)
Grenzwert der mittleren Anderungsrate: £' () = 1im .2

Dieser Weg bietet einen natiirlichen Zugang zur Differenzialrechnung.

Dieser Weg fiihrt iiber etliche praktische Beispiele solcher Verdnderungen, wie Temperatur,

Geschwindigkeit oder Stromstérke.

Sehr oft handelt es sich dabei um eine Verdnderung pro Zeiteinheit:

Anderungsraten einer zeitabhingigen MessgroBe G beschreiben in Anwendungen der
Mathematik wie der Experimentalphysik das Ausmall der Verdnderung von G in einem
bestimmten Zeitraum im Verhéltnis zur Dauer des Zeitraums.

(Vgl. wikipedia, 2014, Anderungsrate)

Dieser Zugang bietet lebensnahe Anwendungen, ohne notwendigerweise auf die Geometrie

Bezug zu nehmen.

5.10 Weitere Zugange

(Vgl. Grosser, 1994, S.69-71, Laub, 1980, S.113)

Weiters kann man auch {iiber stetige Fortsetzung und die Lipschitz—Analysis einen Zugang
zum Differenzial finden. Diese beiden Mdoglichkeiten sind in diesem Kapitel
zusammengefasst, weil auch sie Erwdhnung finden sollten und weil zumindest die stetige
Fortsetzung in Schulbiichern um 1980 herum Verwendung fand (z.B. Lehrbuch der
Mathematik fiir die Oberstufe der allgemeinbildenden hoheren Schulen, 3. Band, Laub).
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Der Zugang tiiber die stetige Fortsetzung hat auch den Vorteil, den Grenzwertbegriff ganz zu

umgehen:

,Definition: Es sei f eine Funktion mit der Definitionsmenge D und a an eine Stelle, die nicht
zu D¢ gehort. Ist die Funktion * eine Fortsetzung von f in die Stelle a und ist f* stetig an der
Stelle a, so bezeichnet man f* als eine stetige Fortsetzung von f in die Stelle a. Die Funktion f

heift stetig fortsetzbar in die Stelle a.” (S. Laub, 1980, S. 113)

,»Es sei f: X 2 Y eine reelle Funktion und a ein Haufungspunkt von X. Die Funktion f heif3t

ableitbar an der Stelle a, wenn die zugehdrige Sekantensteigungsfunktion

f(x)-f(a

k. X\ {a} > ) in die Stelle a stetig fortsetzbar ist. Ist k, die stetige Fortsetzung

X-a
von k, an der Stelle a, so heift der Funktionswert k, *(a) die Ableitung von f an der Stelle a
und wird mit f ’(a) bezeichnet.” (S. Grosser, 1994, S.70)

Natiirlich ist es hier notwendig, Stetigkeit und Haufungspunkte zuvor genau zu erarbeiten.

Die Grundidee des zweiten Zuganges beruht darauf, dass mit Lipschitz-stetigen (,,gutartigen‘)
Funktionen gearbeitet wird. Diese sind nur eine Teilmenge der stetigen Funktionen.

Als Vorteile kann man nennen, dass ,,Sonderfunktionen* (z.B. iiberall stetige, aber nirgends
differenzierbare) ausgeschlossen werden und dass Beweisfithrungen durch die nennerfreie

Form stark vereinfacht werden.

,Definition: Eine Funktion f heif3t gutartig auf [a, b], wenn es eine Zahl L gibt, so dass fiir alle

X,y €[a;b] gilt: [£(x) - f(y) [<L|x-y]|.

Definition: Eine auf [a, b] definierte Funktion f heif3t bei ¢ €[a; b] gutartig differenzierbar mit
der Steigung m, wenn es eine Zahl K >0 gibt, so dass fiir alle x €[a; b] gilt:
| f(x)—f(c)—m(x—c)| <K (x—c)“(S. Grosser, 1994, S.71)
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5.11 Historisch: Hofler’'s Zugang

(Vgl. Kapper, 1998, S.3 f., S.35 ff., S.66, S.70, S.110)

Ende des 19. Jahrhunderts kam es zu heftigen Diskussionen (in PreuBen und Osterreich), ob
die Differenzialrechnung einen Platz im mathematischen Lehrstoff der Schulen haben solle.
Alois Hofler erklirte, dass diese bereits ldngst im Lehrplan vorhanden sei, allerdings so
verdeckt, dass sie nicht explizit aufscheint. Ja, der Begriff ,Differenzial wurde geradezu

akribisch vermieden.

In der analytischen Geometrie wird die Gleichung der Tangente an eine Ellipse erarbeitet:

M, (x4, y1) und M; (X3, y») sind zwei Punkte der Ellipse: b*x? + a’y* = a’b’.

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen b’*x,* + a’y,> = a’b” und b’x,> + a%y,’ = a’b?

voneinander erhilt man: bX(x; — x;,)(x2 + x1) +aX(y2—y1) (y2+y1) =0

Yz - ¥1 _ b2 (%3 + X1)

Dies ergibt umgeformt: %, ~ x; = = az (yz2 + y1)

- = H (x_x )
Die durch M, und M, bestimmte Sekante hat die Gleichung: y-¥1= Xo - X1 1

~ b?% (%2 +x1)

Daraus erhilt man: ¥ - ¥1 = - 5= 0 (X - X1) als Sekantengleichung.

Lasst man nun M; und M, zusammenfallen (also x, = x; und y, = yi), so wird die

Sekantengleichung zur Tangentengleichung:

bz X3

Y-¥V1= v Vi (X-X1) bzw. b X1+azy ylzazbz

In diesem letzten Punkt wird iiber die eigentliche Schwierigkeit einfach hinweggegangen,

nidmlich tiber die Vorstellung des ,,unbegrenzten Anndherns*.
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Alois Hofler wahlt nun eine kleine Modifikation, ndmlich das genauere Herausarbeiten und

b2 X1
verstindlich machen der Ermittlung des ,,Richtungskoeffizienten” ™ 52 v
Dazu wihlt er Beispiele wie etwa aus der Mechanik, wo aus der mittleren Geschwindigkeit
die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t wird. Er berechnet auch den Richtungskoeffizienten fiir
verschiedene Funktionen, wie z.B. y = x* oder auch allgemein fiir die Parabel.
Wenn man mittels Beispielen die Bedeutung dieses Uberganges hervorhebt, so bildet sich bei

den Schiilern eine Vorstellung iiber dieses ,,unbegrenzte Annéhern®.

Damit wurde zwar weiter der Begriff des ,,Differenzials” den Zeichen der damaligen Zeit
entsprechend vermieden, doch wird die Grundidee auch ohne explizite Erwdhnung des

Namens vermittelt.

Dieser Zugang hat auch heute noch seine Berechtigung, auch wenn wir natiirlich beim
»Zusammenfallen lassen von M; und M,“ den Begriff und die Idee des Differenzials

einfuhren.
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6. Fachdidaktische Analyse unter Beriicksichtigung der
allgemeinen Ziele des Lehrplans und der mathematischen
Unterrichtsprinzipien

In diesem Kapitel sollen moglichst objektiv die Vor- und Nachteile der verschiedenen
Zuginge aufgezeigt werden. Es sollte aber jedem bewusst sein, dass vollkommene
Objektivitit ein Ding der Unmoglichkeit ist. Es werden die mogliche Einbindung der
Zugéange in den Lehrplan, ihre didaktischen Hintergriinde, aber auch ihre Sinnhaftigkeit in

Hinblick auf die allgemeinen Prinzipien betrachtet.

6.1 Axiomatischer Zugang: Definitionen und Satze

Die axiomatische Methode wird im 4. Mathematiklehrbuch fiir AHS von Dr. Josef Laub
beschrieben (s. Laub, 1981, S.189): ,,In der Mathematik verwendet man zum Aufbau einer
Theorie die axiomatische Methode: Am Beginn einer Theorie stehen nicht definierte Begriffe
und nicht definierte Relationen. Ein Satz, der sich auf nicht definierte Begriffe und nicht
definierte Relationen bezieht, hei3t Grundsatz (,,Axiom*); seine Giiltigkeit wird ohne Beweis
vorausgesetzt. Durch Definitionen fiihrt man neue Begriffe ein, und durch logische Schliisse

folgert man Aussagen, die als Sdtze dieser Theorie bezeichnet werden.*

Zuerst muss einmal gesagt werden, dass es keinen anderen Zugang gibt, der schneller das
fachliche Ziel erreicht. Deshalb wird er auch héufig in der Schule verwendet, bzw. in

Mischformen mit verwendet. Allerdings ist er didaktisch fragwiirdig, doch dazu spéter.

Vom Standpunkt der Logik ist an diesem Zugang nichts auszusetzen. Es ist durchaus moglich,
die Art zu Denken den Schiilern bewusst zu machen, da es sich auch um eine in der

Wissenschaft iibliche Methode handelt, die wissenschaftstheoretisch auf der Logik aufbaut.

Es handelt sich um reines Regellernen. Da sich die Schiiler hier aber oft als ,,Zuschauer*
sehen und wenig bis nichts selbst entdecken konnen, stellt sich die Frage, wie lange das
Gelernte im Gedéchtnis bleibt. Strukturdenken und die ,,mathematische Sprache* werden hier
aber sehr gut weitergegeben. Die Verbindung zu lebensnahen Problemen wird stark

vernachléssigt.
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Man lernt am Besten aus eigenen Fehlern (vgl. Hanisch, 1998, S.48-55), und dazu hat man

hier keine Gelegenheit.

Vom didaktischen Standpunkt gibt es viele Kritikpunkte: Der Lehrer erarbeitet hier keine
Erkenntnisse mit den Schiilern, er gibt sein Wissen an die Schiiler weiter. Die Begriffe
werden den Lernenden praktisch an den Kopf geknallt, es wird zwar an das Vorwissen
angekniipft, aber dass sich die Ergebnisse (aus Schiilersicht) ,,zwanglos ergeben®, gilt zu
bezweifeln.

Als Vorteil kann man aber anfiihren, dass hier dem Schiiler der Stoff in eleganter, fertiger
Form vorliegt, was zu praziser Begriffsklirung und Allgemeingiiltigkeit fiihrt. Auch werden
die Mittel, die man spiter (oder in einem anderen Fach) bendtigt, so schnell wie in keinem
anderen Zugang bereitgestellt, was besonders in HAK und HTL ein wichtiger Punkt sein
kann.

Der deduktive Aufbau dieser Einfilhrung ldsst die Ndhe zur Mathematik als Wissenschaft
beibehalten. Allerdings kann man hier argumentieren, dass diese Néhe nur eine scheinbare ist,
da in der praktischen Wissenschaft Erkenntnisse eben nicht als Fertigfabrikate prisentiert
werden, sondern durch Vermuten, Experimentieren und Priifen zustande kommen. Es soll
auch darauf hingewiesen werden, dass der Unterricht bei diesem Zugang klar lehreraktiv
zentriert ist, was aus Zeitgriinden oft notwendig ist, aber weder Motivation noch Verstdndnis

der Schiiler fordert.

Der Lehrplan sieht auch prinzipielle Probleme an diesem Zugang: Er vermittelt zwar
Allgemeinbildung und Wissen und bereitet auch auf die Hochschule vor, aber er bereitet
Schiiler nicht wirklich auf das Leben vor, tragt nicht zum kritischen Denken bei und fordert
weder Kreativitdit noch Entscheidungsfihigkeit. Besonders bei HAK und HTL wird die

Anwendbarkeit in der Berufspraxis gefordert, was bei diesem Zugang kaum gelernt wird.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule konnen mit diesem

Zugang aufgebaut werden.

Aus Sicht des Kompetenzmodells ist H1) Modellbilden, sowie H2) Rechnen, Operieren

durchaus vertreten. H3) Interpretieren fehlt hier vollkommen.
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H4) Argumentieren, Begriinden wird nur dann zufriedenstellend verwendet, wenn
mathematische Beweise ausfiihrlich behandelt werden, was aber in der Schulpraxis selten
geschieht, bzw. auch die Féhigkeiten der Schiiler oft ilibersteigt. Zusétzlich geht damit auch

die Zeitersparnis groftenteils verloren.

Es ist wahrscheinlich abschnittweise durchaus sinnvoll, diesen Zugang aus Zeitgriinden zu
verwenden. Auch kann man hier sehr schon einen Ausblick auf die wissenschaftlich—
mathematische Sprache erhalten. Durch Beweisen von Sétzen kann man die Philosophie der
Logik verdeutlichen. Durch anwendungsorientierte Beispiele kann man auch die Lebensndhe

einbringen und damit zumindest die nachweisbaren Forderungen des Lehrplans erfiillen.

Aus lerntheoretischer und didaktischer Sicht kann man eine rein axiomatische Einfiihrung des
Differenzials nicht beflirworten:

»Aus Fehlern wird man klug* — und dies ist uns hier nicht gestattet.

6.2 Das Tangentenproblem

Dieser Zugang ist historisch einer der éltesten, und wird auch heute sehr hdufig verwendet. Er
bietet eine gute Einfilhrung, weil er von einem geometrischen Problem (der

Tangentensteigung) ausgeht, das fiir Schiiler bildlich gut vorstellbar ist.

Da er von einem innermathematischen Problem ausgeht, ist es auch hier ziemlich leicht, die
Philosophie der Logik den Schiilern bewusst zu machen. Ausgehend von einem anschaulichen
Problem kommen wir sehr bald zur Klirung der Eindeutigkeit der Begriffe. Die Lernenden
konnen selbststindig versuchen, durch Kombination und eigenstindige Schliisse zu
Erkenntnissen zu gelangen. Sie konnen Genauigkeit, Abstraktion und sachbezogenes
Ausdrucksvermdgen lernen, immer ausgehend von einer bildlichen Vorstellung. Man kann
also sagen, dass logisch — mathematisches Denken hier gefordert wird. Alleine die lebensnahe
Anwendungsorientierung wird nicht besonders beachtet, man kann diese aber problemlos

iiber Beispiele den Schiilern nahe bringen.
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Didaktisch gesehen wird es bei diesem Zugang sicher einfach sein, mieutisch die Schiiler
dazu zu bringen, selbststindig Losungen und Urteile zu finden, auch wenn diese natiirlich

nicht immer richtig sein mogen (aber wie schon gesagt, am besten lernt man aus Fehlern).

Die Differenzialrechnung ergibt sich bei dieser Einfithrung genetisch, es wird an das
Vorwissen angekniipft (Kurven, Tangenten und Sekanten sind bekannt), jeder Schritt ergibt
sich aus einer vorangegangenen Problemstellung schliissig und fiihrt zu weiteren
Fragestellungen. Auch kommen wir bei diesem Zugang spiralig zu vorangegangen Kapiteln
(Lagebeziehung von Geraden) zuriick, und werden auch spéter immer wieder auf das Konzept
der ,,Steigung der Tangente in einem Punkt der Funktion® zuriickkommen (z.B. bei den
Extremstellen). Der Lehrstoff wird kurzzeitig in Einzelprobleme zerlegt, die dann aber
beinahe sofort wieder in den Gesamtzusammenhang einflieBen. Der deduktive Aufbau spielt
hier eine sehr sekundire Rolle, da wir z.B. das Differenzial bereits erhalten, bevor wir seine
Definition einfiihren. Man gibt ,,Erforschen® des Weges klar den Vorzug gegeniiber einer
logisch—systematischen Hierarchie.

Auch bei dieser Einfithrung wird es lehreraktive Zeiten geben, aber der Unterricht sollte meist

eher schiileraktiv sein.

Die Forderungen des Lehrplans werden klar erfiillt, er trigt zur Allgemeinbildung bei
(geometrische Probleme 16sen und mathematisch denken lernen) und bereitet sowohl auf die
Hochschule, als auch auf des Leben bzw. den Berufsalltag vor, wenn auch in einer etwas
abstrakten Weise (erst durch Beispiele wird der Lebensbezug hergestellt). Letzteres konnte in
HAK und HTL zu (geringen) Problemen fiihren, da dort die Anwendbarkeit in der
Berufspraxis an erster Stelle steht. Es wird nicht nur reines Wissen, sondern auch kritische
Denkweise gefordert, sowie die Fahigkeiten zur Formalisierung, Modellbildung und zum
raumlichen Vorstellungsvermogen. Der Forderung nach ,,Einsicht in die Zusammenhénge und

das Losen von Problemen* wird klar nachgekommen.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule kdnnen von diesem

Zugang aus aufgebaut werden.
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Aus kompetenzorientierter Sicht werden hier alle Handlungsdimensionen ausreichend
behadnelt: H1) Darstellen, Modellbilden ist hier automatisch vorhanden, H2) Rechnen,
Operieren ganau so, H3) Interpretieren und H4) Argumentieren wird durch geometrische

Vorstellungen ausgezeichnet unterstiitzt.

Zusammengefasst kann man also diesen Zugang nur gutheilen, wenn auch mit der
Einschriankung, dass die innermathematische Bedeutung klar vor den Lebensbezug gestellt

wird.

6.3 Das Geschwindigkeitsproblem

Wie schon erwdhnt &hnelt dieser Zugang dem vorangegangenen Tangentenproblem.
Allerdings stellt er ein wesentlich lebensndheres physikalisches Problem an den Beginn: Die
Ableitung (des Weges nach der Zeit) erhédlt ihre grundsétzliche Deutung als

Momentangeschwindigkeit.

Die Philosophie der Logik tritt also scheinbar zunédchst in den Hintergrund, doch kann man
durch genauere Betrachtung der Methode problemlos die Denkweise bewusst machen. Die
Anwendung als Vordergrundwissen motiviert die Schiiler durch Lebensnéhe zum Lernen. Das
Erarbeiten des Strukturdenkens und der mathematischen Ausdrucksweise wird hier zweit
gereiht, aber riickt dennoch nicht in den Hintergrund. Gerade durch den praktischen Bezug,
der auch noch bildlich dargestellt wird, konnen die Schiiler leicht zu aktiv entdeckenden
Teilnehmern eines Erkenntnisprozesses werden. Das erhoht natiirlich auch die Chance auf

moglichst effektives Lernen.

Didaktisch kann gerade dieser Zugang zur Weltorientierung beitragen, d.h. die Schiiler
erhalten die Einsicht, dass Mathematik auch im tiglichen Leben Bedeutung hat. Durch die
eigene Erfahrung gestiitzt kann der Lehrer durch Fragen die Bliite der Erkenntnis im

Lernenden aufkeimen lassen.
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Aus einem praktischen Problem ergeben sich zwanglos mathematische Fragestellungen, jeder
Begriff wird erst eingefiihrt, wenn er unabdingbar notwendig wird. Verallgemeinerungen (wie
z.B. der Schluss von der Geschwindigkeitskurve auf allgemeine Funktionen) werden
schrittweise eingefithrt. Die Schiiler werden gleich zu Beginn auf Bekanntes (die
Geschwindigkeit muss bereits aus der Physik bekannt sein) zuriickgefiihrt, und diese wird

thnen auch in spiteren Beispielen immer wieder unterkommen.

Die gesamte Problematik wird in handliche kleine Stiicke zerteilt, die dennoch nie den Bezug
zum Gesamten verlieren. Auch hier wird, wie im vorigen Kapitel der deduktive Auftbau
vernachldssigt, was auf eine wissenschaftlich-mathematische Weiterbildung vielleicht
weniger vorbereitet, als andere Zuginge. Diese Einfiihrung ist eher schiileraktiv, auch wenn

der Lehrer natiirlich die Entwicklung in eine bestimmte Richtung lenken sollte.

Gerade wegen dem féacherlibergreifenden Aspekt (Mathematik und Physik) wird die
wesentlichste und vordringlichste Aufgabe der Schule gut erfiillt: die Lebensvorbereitung.
Wissensvermittlung, Erlernen von Denkweisen und das Erlangen der Kompetenz zu
eigenstdndigen Problemlosungen werden bei dieser Einfiihrung gefordert. Die Anwendbarkeit
in der Berufspraxis, die in HTL und HAK gefordert wird, kann leicht vom
Geschwindigkeitsproblem auf andere praktische Probleme (z.B. Gewinnmaximierung)
iibertragen werden, da die Schiiler ja bereits die geistigen Trennwinde zwischen den

verschiedenen Gebieten niedergerissen haben.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule konnen von diesem

Zugang aus aufgebaut werden.

Die Handlungsdimensionen werden hier genau wie in (6.2) vollstindig verwendet.

Aus seiner personlichen Erfahrung (z.B. in Volkshochschulkursen und Nachhilfe) hat der
Autor den Eindruck, dass (zumindest seine Schiiler) mit dieser Einfilhrung am meisten
anfangen konnten. Der grofite Vorteil ist, dass von Anfang an das Differenzial nicht nur in die
Schublade ,,Mathematik® gesteckt wird, und somit die Moglichkeit der Anwendung im

Bewusstsein der Lernenden verankert ist.
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6.4 Das Koordinatensystem der Differenziale

Damit kommen wir zu den weniger hdufig verwendeten Zugéngen. Das soll aber nicht heif3en,
dass sie prinzipiell schlechter sind, als die standardmifBig verwendeten, obwohl das
Koordinatensystem der Differenziale ein wenig zu abgehoben fiir den Schulunterricht

erscheinen mag. Es hat dafiir andere Vorteile.

Da diese FEinfilhrung von einem abstrakten geometrischen Problem ausgeht, werden
automatisch zumindest implizit die Prinzipien der Logik verwendet. Von der
Herangehensweise her wird das abstrakte Denken gefordert, wobei jedoch der bildlich—
geometrische Aspekt es den Schiilern erleichtert, sich tatsdchliche Vorstellungen zu
erarbeiten. Auch die durchgehende Verwendung der Leibniz’schen Schreibweise bekriftigt

die Vorstellung des Differenzials als Grenzwert.

Die mathematische Denkweise als Hintergrundwissen steht im Mittelpunkt, dadurch verliert
die Anwendungsorientierung etwas an Bedeutung. Dass das Neue in bereits vorhandenes
Wissen eingebettet wird, erleichtert das Lernen, jedoch denke ich, dass wirkliches

selbststindiges Entdecken durch die Schiiler selbst eher unwahrscheinlich ist.

Es ist sicherlich moglich, wenn auch vielleicht etwas schwieriger als bei anderen Zugéngen,
die Schiiler méieutisch zur Erkenntnis zu fiihren. Das genetische Prinzip wird hier eingehalten,
wenn auch moglicherweise der Sinn der einzelnen Schritte nicht immer direkt einsichtig ist.
Warum plotzlich nur der lineare Anteil betrachtet wird, wird wohl kaum einem Schiiler vollig
klar sein. Ich glaube auch nicht, dass so ein Koordinatensystem im Unterricht jemals wieder
vorkommen wird, also wird das Spiralprinzip nur ungeniigend beachtet. Allerdings ist es
natiirlich sinnvoll, solche Koordinatentransformationen bereits in der Schule zu erlernen (was
bei keiner anderen Einfiihrung des Differenzials besprochen wird). Die Probleme werden in
Lernschritten einzeln betrachtet, ohne jedoch auf den Gesamtzusammenhang zu vergessen.
Die Verbindung zur Mathematik als Wissenschaft ist zwar nicht iiber einen klaren deduktiven
Aufbau gegeben, aber dafiir iiber den realen historischen Aspekt, dass Leibniz als

Wissenschafter dhnlich vorgegangen ist.
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Wie schon erwéhnt, wird diese Einfiihrung durch ihre relativ abstrakte Natur wohl eher

lehreraktiv sein.

Durch den sowohl abstrakten, also auch geometrischen Ansatz kommt dieser Zugang der
Forderung des Lehrplanes nach Wissensvermittlung und Forderung von Denkweisen,
Abstraktionsvermdégen und Raumvorstellung sehr gut nach. Auch der fécheriibergreifende
Aspekt wird durch die historische Verbindung zu Leibniz unterstiitzt. Diese Einfiihrung stellt
sicherlich auch eine Vorbereitung fiir die Hochschule dar. Aber die besonders in HAK und

HTL geforderte Anwendbarkeit in der Berufspraxis und im Leben wird stark vernachléssigt.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule konnen von diesem
Zugang aus aufgebaut werden, wobei der Leibniz’sche Formalismus beibehalten werden

kann.

Das Kompetenzmodell wird hier fiir H1) Modellbilden und H2) Rechnen gut unterstiitzt.
H3) Interpretieren wird hier aus Mangel an Realitétsndhe eher vernachldssigt.
H4) Begriinden konnte die Schiiler vor erhohte Schwierigkeiten auf Grund des Grades der

Abstraktion stellen.

Insgesamt gesehen handelt es sich um einen interessanten und fiir das mathematische
Verstdndnis ausgesprochen sinnvollen Zugang, der allerdings fiir den Unterricht vielleicht

etwas zu abstrakt ist und den Lebensbezug erst in Beispielen herstellt.

6.5 Eigenschaften von Polynomfunktionen - Kurvendiskussion

Diese Einfiihrung ist aus der Uberlegung entstanden, dass in der Lehrpraxis die
Kurvendiskussion einen wichtigen Stellenwert (in der 7. und 8. Klasse AHS) einnimmt. Es

erscheint also sinnvoll, die Einfiihrung des Differenzials in so ein grofles Gebiet einzubinden.
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Die logische Fortsetzung der bereits in der Schule vorhandenen Anwendung von Funktionen

ist natiirlich die Betrachtung der Eigenschaften derselben.

Wenn wir nun auf dieses Verstindnis aufbauend aus dem praktischen Problem des
Aufsuchens von Extremstellen heraus auf das Differenzial kommen, so erscheint dies
lerntheoretisch gilinstig, besonders, da die Schiiler in diesen Prozess der Problemldsung leicht
eingebunden werden konnen. Das Erkennen von Eigenschaften sowohl rechnerisch, als auch
grafisch fordert das Strukturdenken, das Formulieren derselben eine exakte und
mathematische Ausdrucksweise. Auf den ersten Blick erscheint dieser Zugang nicht sehr
lebensnah. Wir wollen aber nicht vergessen, dass Grafen (von Funktionen) in unserem Leben
und auch in der Berufspraxis stindig vorkommen. Das Auffinden der zentralen Eigenschaften
solcher Kurven ist also auch fiir das Leben wichtig. Die Philosophie der Logik wird hier eher

indirekt vermittelt, ndmlich durch die Methodik.

Durch fragend—entwickelnden Unterricht sollte es hier iiber weite Strecken moglich sein,
einen schiileraktiven Unterricht zu gestalten. Begriffe und Theoreme werden hier sparsam und
erst, wenn sie eigentlich bereits notwendigerweise erarbeitet sind, eingefiihrt. Jede neue
Fragestellung ergibt sich zwanglos aus den vorherigen. Die Lernmotivation wird alleine
dadurch gestérkt, dass kein ,neues Kapitel“ aus heiterem Himmel auftaucht, sondern dass
alles noch zu den Funktionen gehdrt. Dadurch wird auch noch stirker bewusst gemacht, dass

in der Mathematik, wie auch im Leben alles zusammenhéngt und aufeinander aufbaut.

Die Gesamtheit der Problemstellung bleibt erhalten, obwohl sie in einzelne, bewiltigbare
Probleme aufgeteilt wird (Nullstellen, Extremwerte, etc.). Ein exakt deduktiver Aufbau ist

hier nicht zu empfehlen.

Den Forderungen des Lehrplans wird hier in allen Punkten nachgekommen: Die Kenntnis und
das Verstindnis der Eigenschaften von Funktionen ist nicht nur ein eigenes Kapitel in der 7.
Klasse AHS, sie ist auch essentiell fiir die Allgemeinbildung und fiir viele Berufe. Dieser
Zugang regt zu kritischem und demokratischem Denken an, da man durch ihn befdhigt wird,
Grafiken zu interpretieren und nicht einfach nur hinzunehmen (z.B. wenn in den Nachrichten

eine Kurve zum Klimawechsel gezeigt wird).
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Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule kénnen von diesem
Zugang aus aufgebaut werden (z.B. die Extremwertaufgaben bauen direkt auf die

Extremstellenberechnung der Kurvendiskussion auf).

Das kompetenzmodell findet in H1) Darstellen und H2) Operieren hier wieder sehr gute
Unterstiitzung. Auch H3) Interpretieren wird durch den geometrischen Zugang gestarkt.

H4) Begriinden kann hier geometrisch argumentiert werden.

Der Autor hat noch keine praktischen Erfahrungen mit diesem Zugang machen kénnen. Er
erscheint aber durchaus geeignet, junge Menschen etwas zwangloser als iiblich zum Begriff
des Differenzials hinzufiihren. Es soll auch noch angemerkt werden, dass in einer Mischform
sich das Tangentenproblem hier geradezu aufdréngt, als zweiter Zugang verwendet zu

werden.

6.6 Das unendlich Kleine — Zuwachs im Quadrat

Dies geht von einer ganz anderen Fragestellung aus, ndmlich, was mit der Fliche passiert,
wenn man die Seitenlédnge eines Quadrates verdndert. Dieser Zugang stammt nicht aus einem
Schulbuch, sondern aus ,,Basiswissen Aktuell Mathematik* und scheint trotz einiger kleiner

Probleme sehr gut geeignet zu sein, im Unterricht verwendet zu werden.

Dass wir von einem speziellen Fall (y = x*) auf die Allgemeinheit schlieBen, ist vom
Standpunkt der Logik natiirlich problematisch. Insofern ist diese Einfiihrung nicht unbedingt
gut geeignet, die philosophischen und wissenschaftstheoretischen Aspekte zu beleuchten.
Dem Schiiler aber hilft die anschauliche Herangehensweise, und auch, um erst einmal die
richtige Fragestellung zu finden, ist die Induktion in der Praxis oft sinnvoll. Auch kann der
Lernende aktiver Teilnehmer an diesem Prozess der Erkenntnisgewinnung sein. Die Idee kann
hier sogar zunédchst ohne den Funktionsbegriff erlautert werden, um dann zu zeigen, dass es
mit einer Funktion und ihrem Grafen noch einfacher geht. Die Idee der Approximation wird

auf einfachste Weise eingebracht.
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Die mathematische Sprache erscheint inmitten dieser einfachen Erkenntnisse plotzlich gar

nicht mehr so fremd. Fehlende Lebensndhe kann man diesem Zugang sicher nicht vorwerfen.

Didaktisch gesehen ist auch hier der schiileraktive, méeutische Zugang zu empfehlen. Es
sollte den Schiilern moglich sein, aus ithrem Vorwissen selbststindig auf die einzelnen
Problemlésungen zu kommen. Natiirlich wird auch hier der Stoff in handliche Teile zerlegt
(linear — sukzessiver Aufbau), die Fragestellungen entwickeln sich zwanglos. Als Kritik kann
man anmerken, dass der Ubergang vom Einzelnen auf das Allgemeine am Schluss dieser
Einfiilhrung nicht ganz ,intellektuell ehrlich® ist. Auch dieser Zugang fiihrt wieder auf
Altbekanntes zuriick, in dem Fall sogar ganz einfach auf das Quadrat und seine Fliche.
Nachdem uns dies immer wieder begegnen wird, ist also dem Spiralprinzip geniige getan.
Von einer logisch—systematischen Hierarchie der Axiome, Definitionen und Sitze ist hier

freilich wenig zu bemerken.

Vom Lehrplan her spricht nichts gegen diesen Ansatz, da er definitiv die Lebensndhe und
Kreativitit, aber auch mathematische Denk- und Ausdrucksweisen fordert. Die Verkniipfung
mit mathematischen Grundvorstellungen (z.B. die Steigung der Tangente als Grenzwert von
Sekanten) erfolgt erst relativ spit. Auch fiir HAK und HTL kann dies ein sinnvoller Zugang

sein.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule kdnnen von diesem

Zugang aus aufgebaut werden.

Alle 4 Handlungsdimensionen des Kompetenzmodells werden hier beriicksichtigt.

Dieser Ansatz sollte zumindest in Mischformen 6fter Einzug in den Unterricht finden.
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6.7 Infinitesimalrechnung und Hyperreelle Zahlen

Dieser Zugang wurde zumindest in Versuchsklassen in den USA bereits erprobt. Die
Untersuchungen ergaben, dass er weder besser, noch schlechter als andere Zugénge eingestuft
wurde. Er soll die Schiiler fiir das unendlich Kleine sensibilisieren.

(Vgl. Roupec, 1994, S.93 ft.)

Die Denkweise der Mathematik (und damit auch der Logik) wird bei diesem Zugang definitiv
geschult. Abstraktes Denken steht hier im Mittelpunkt. Dies geschieht allerdings stark auf
Kosten der Lebensndhe und Anwendungsorientierung. Die Hyperreellen Zahlen werden in
vorhandenes Wissen eingebettet und daraus ergibt sich dann auch die Definition des
Differenzials. Positiv. muss man auch vermerken, dass hier die Grundidee der
Infinitesimalrechnung so stark in den Mittelpunkt geriickt wird, wie in keinem anderen
Zugang. Auch um die theorienbildende Kraft der Mathematik zu erfahren, bietet dieser
Zugang einzigartige Moglichkeiten.

Vom genetischen Prinzip her gesehen, muss man sich allerdings fragen, ob die Einfiihrung
der hyperreellen Zahlen nicht unndtigen Ballast darstellen, sozusagen eine lerntheoretische
Sackgasse. Die einzelnen Schritte ergeben sich durchaus zwanglos, doch ist gesamt gesehen
der Sinn der Einfiihrung der hyperreellen Zahlen nicht ganz ersichtlich. Auch stellt sich die
Frage, ob das Differenzial ohne diese nicht sogar einfacher und anschaulicher fiir die Schiiler
erscheint. Aullerdem miissen wir diesen Zugang klar deduktiv autbauen, was einen fragend—
entwickelnden Unterricht praktisch ausschliefit, und diesen eindeutig lehreraktiv macht. Dies
erspart natilirlich Zeit, die wir aber wiederum brauchen, um dieses zusitzliche

Gedankengebilde einzufiihren.

Der Lehrplan sieht die hyperreellen Zahlen nicht vor. Es gibt allerdings auch keinen Grund,
sie nicht einzufiihren. Dieser Zugang fordert die mathematischen Kompetenzen und das
Abstraktionsvermdgen der Schiiler und bereitet sie auf die Universitét vor. Die von HAK und
HTL geforderte Anwendbarkeit in der Berufspraxis ist hier nicht zu erkennen, dieser Zugang

ware also dort auch nicht anzuraten.
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Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule kénnen von diesem
Zugang aus aufgebaut werden, allerdings sinnvollerweise mit Hilfe infinitesimaler

Schlussweisen.

Handlungskompetenzen H1), H2) und H4) koénnen hier sinnvoll erarbeitet werden, jedoch

fehlt mir fiir H3) Interpretieren der praxisnahe Zugang.

Diese Einfiihrung ist moglicherweise zu abstrakt fiir die Schule. Thr grofiter Vorteil ist, dass
sie die infinitesimale Idee so stark einbringt, wie kein anderer Zugang. Allerdings wiegt das

nicht die fehlende Anschaulichkeit und Lebensorientierung auf.

6.8 Differenzialrechnung als Umkehrung der Integralrechnung

Dieser Zugang ist zwar in der Schule uniiblich, zeigt aber sogar die historische Entwicklung
der Infinitesimalrechnung auf. Ein wichtiger fachspezifischer Aspekt ist, dass er die

Bedeutung des Fundamentalsatzes der Analysis hervorhebt.

»Die in die Behandlung von infinitesimalen Prozessen stets hineinwirkenden Existenz- (und
erkenntnistheoretischen) Fragen sind in der Integralrechnung beim Einstieg weniger
gravierend als in der Differenzialrechnung; z.B. erscheinen Flacheninhalte als
,zweidimensional repriasentierte’ GroBen unmittelbar zugénglich, wahrend der infinitesimale
Prozess im Gegensatz dazu beim Tangentenproblem noch durch die Begriffsentwicklung
selbst belastet wird.*

(S. Blum, 1983, S.157)

Dem ist allerdings entgegenzuhalten, dass der Begriff des bestimmten Integrals relativ

komplex ist. Auch sind Tangentenaufgaben leichter zu 16sen, als Flichenberechnungen.

Mathematische Denkweisen (und die der Logik) konnen durch diesen Zugang genauso gut
vermittelt werden, wie durch den umgekehrten. Auch die Anwendungen sind im Grof3en und

Ganzen dieselben.
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Ein deduktiver Aufbau ist zwar durchaus moglich, doch empfiehlt es sich auch hier, eher den
schiileraktiven fragend—entwickelnden Unterrichtsstil zu benutzen. Alle Schritte folgen
zwanglos aus den vorhergehenden, auch die Fragestellung nach dem Flicheninhalt einer
beliebigen Figur ergibt sich aus vorhergehenden Problemstellungen (z.B. Was ist der
Flacheninhalt eines Quadrats?). Spiralig wird auf Bekanntes immer wieder zuriickgefiihrt.

Wichtig ist, dass man das Differenzial schliissig aus dem Integral entwickelt.

Probleme ergeben sich bei diesem Zugang eigentlich hauptsidchlich dadurch, dass er nur in
HAK und HTL wirklich durchfiihrbar ist, da im Lehrplan der AHS das Differenzial fest in der
7. Klasse und damit vor dem Integral in der 8. Klasse verankert ist. Des Weiteren ist es in
naturwissenschaftlichen Nachbarfiachern (wie z.B. Physik) iiblich, das Differenzial vor dem
Integral zu reihen. Ansonsten fordert dieser Zugang genauso die Erziehung zu analytisch—
folgerichtigem Denken, Wissen  und  mathematische Kompetenzen. Die
Anwendungsorientierung ist hier sehr leicht zu argumentieren, da es mindestens so viele

lebensnahe Flachen- wie Tangentenprobleme gibt.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung und der Integralrechnung in der

Schule koénnen von diesem Zugang aus aufgebaut werden.

Alle 4 Handlungskompetenzen kdnnen bei diesem Zugang erarbeitet werden.

Einen Punkt mochte sollte noch erwidhnt werden: Wenn man die Bedeutung des Integrals
herausstreichen mochte, dann ist es sinnvoll, dieses auch vor dem Differenzial einzufiihren. In
der Praxis hat man (teilweise durch die Matura bedingt) in der 8. Klasse fiir die
Integralrechnung weniger Zeit, als fiir die Differenzialrechnung in der 7. Klasse. In HAK und
HTL werden beide Kapitel in einem Jahr eingefiihrt, aber auch hier hat man erfahrungsgemaf

zu Anfang des Jahres mehr Zeit als am Ende.
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6.9 Anderungsraten als Grundverstindnis

Im Prinzip gilt fiir dieses Kapitel dhnliches, wie fiir ,,(6.2) Das Tangentenproblem®.
Allerdings wird hier der Ableitung weniger geometrische Bedeutung beigemessen, sondern

vielmehr diese als Zahl gedeutet (eben die Anderungsrate).

Von einem innermathematischen Problem ausgehend ist es hier natiirlich leicht, die
Philosophie der Logik, wie auch allgemein mathematische Denkweisen den Schiilern bewusst
zu machen. Aber auch praktische Anwendungen ergeben sich vollig zwanglos, wie z.B.
Temperatur- Verdnderungen. Leider fehlt hier groBtenteils die bildliche Vorstellung, was sich
negativ auf die Lerneffektivitit auswirken kann. Genauigkeit, Abstraktion und die

,mathematische Sprache* konnen problemlos erlernt werden.

Maeutischer Unterricht wird diesen Zugang schiileraktiv gestalten, und ist dem deduktiven
Aufbau (lehreraktiv) vorzuziehen, so es die Unterrichtszeit erlaubt. Die Differenzialrechnung
ergibt sich bei dieser Einfiihrung genetisch, es wird an das Vorwissen angekniipft (Relationen
sind bekannt), jeder Schritt ergibt sich aus einer vorangegangenen Problemstellung schliissig
und fiihrt zu weiteren Fragestellungen. Auch kommen wir bei diesem Zugang spiralig zu

vorangegangen Kapiteln zuriick.

Auch diese Einfiihrung erfiillt die Forderungen des Lehrplans, sie triagt zur Allgemeinbildung
bei und bereitet auf Hochschule und Leben vor. Sie fordert sowohl mathematische

Kompetenzen als auch deren Anwendung.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule kénnen von diesem

Zugang aus aufgebaut werden.
Beim Kompetenzmodell werden hier alle 4 Handlunksdimensionen beriicksichtigt.

Miisste man sich fiir einen reinen Zugang entscheiden, so wire das Tangentenproblem vor
dieser Einfilhrung zu wéhlen, weil geometrisches Verstidndnis einfach besser im Gedéchtnis
bleibt und einfacher zu durchschauen ist. In einer Mischform ist die Grundvorstellung des

Differenzials als Anderungsrate allerdings essentiell.
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6.10 Weitere Zugange

Diese Zuginge sind zwar mdoglich und wurden deshalb auch der Vollstindigkeit halber

erwéhnt, sie erscheinen fiir die Schule aber nicht besonders gut geeignet.

Bei der stetigen Fortsetzung miissen wir sowohl Stetigkeit, als auch den Begriff der
Haufungspunke zuvor genau erarbeiten. Dies bietet natiirlich die Mdglichkeit zu tiefer
gehendem mathematischem Verstdndnis. Auf diesem aufgebaut, gibt es aber keinen Grund,
warum man den Grenzwertbegriff umgehen wollen sollte. Es gibt also eigentlich keinen
Vorteil gegeniiber anderen Zugédngen. Natiirlich wire es aber auch moglich, primér auf

Stetigkeit aufbauend das Differenzial einzufiihren.

Die Einschrinkung auf gutartige Funktionen hat zwei groe Vorteile: Bestimmte
problematische Spezialfdlle von Funktionen kénnen von vornherein ausgeschlossen werden
und weitere Beweisfiilhrungen werden durch die nennerfreie Form vereinfacht. Allerdings
kommen diese Spezialfunktionen in der Schule selten vor, und andere, hiufigere Funktionen,
wie zB. y = \x sind nicht gutartig, und man miisste einen neuen Konvergenzbegriff
einfilhren. Durch die ungewdhnliche Definition des Differenzials werden zudem gewisse
Grundvorstellungen (wie die des Differenzials als Steigung der Tangente) schwierig

einzufiihren.

Logik und mathematische Denkweisen kann man mit beiden Zugidngen den Schiilern nahe
bringen. Auch auf die mathematische Ausdrucksweise wird groflen Wert gelegt, jedoch fehlen

Lebensnihe und bildhafte Vorstellung, die beide fiir die Schule wichtig sind.

Beide Einfiihrungen bedingen keine spezielle Fortfilhrung des Unterrichts (d.h. im
didaktischen Sinne wére sowohl ein deduktiver Aufbau, wie auch ein fragend—entwickelnder
Unterricht im Weiteren moglich). Beide Félle sind prinzipiell genetisch aufbaubar, aber durch
die fehlende geometrische Erkldrung fallen die Definitionen der Gutartigkeit und dann im
Weiteren die des ,,gutartigen Differenzials® praktisch aus heiterem Himmel auf den Kopf.

Durch die ziemlich abstrakte Herangehensweise wird der Unterricht eher lehreraktiv ablaufen.
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Dem gesetzlichen Auftrag, Allgemeinbildung, Wissen und mathematische Kompetenzen zu
vermitteln, sowie auf die Hochschule vorzubereiten, wird in beiden Fillen entsprochen.

Allerdings kommt die Anwendungsorientierung und Lebensvorbereitung zu kurz.

Das Kompetenzmodell wird hier nur beziiglich H2) Rechnen zufriedenstellend erfiillt. H1)
Modellbilden wird besonders Vereinfachungen betreffend verwendet, allerdings sehe ich hier
nicht besonders geeignete Mdglichkeiten, andere mathematische Darstellungen zu fordern. In
H3) fehlt die Anwendungsorientierung und ich sehe praktische Probleme fiir die Schiiler bei

H4) beziiglich der Beweise.

Alle geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule konnen von diesem
Zugang aus aufgebaut werden, auch wenn dies durch die stark von iiblichen Definitionen

abweichende Lipschitz—Definition etwas schwieriger werden diirfte.

6.11 Historisch: Hofler’'s Zugang

Auch wenn es heute weder notwendig, noch sinnvoll erscheint, den Begriff des Differenzials
zu vermeiden, so ist doch Hofler’s Zugang im Unterricht gut durchfiihrbar (natiirlich mit der
Modifikation, bei der unbegrenzten Annidherung von M, und M, den Begriff des Differenzials

iiber die Tangentensteigung einzufiihren).

Der Zugang ist logisch gut strukturiert und hat nur einen Stolperstein, der aber eben durch die
explizite Einfiihrung des Differenzials entfernt wird. Er vermittelt die Mathematik als
Denkwerkzeug und Ausdrucksweise. Das Differenzial an sich wird ausgehend von
lebensnahen Beispielen erklirt. Nicht nur dies steigert die Lernmotivation, das neue wird auch

in altes Wissen eingebettet.

Man kann gerade diesen Zugang besser schiileraktiv — méeutisch bringen, als lehreraktiv —

deduktiv, auch wenn natiirlich beide Méglichkeiten gegeben sind.
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Mit eben der Erweiterung der expliziten Einfiihrung des Differenzials kann nun auch der Sinn
jedes Schrittes eingesehen werden, die Entwicklung erfolgt zwanglos und ohne Spriinge.
Auch wird spiralig auf Bekanntes zurlickgekommen (sofern die Ellipse schon bekannt ist,

sonst muss man stattdessen den Kreis verwenden).

Durch den historischen Aspekt kann man hier leicht facheriibergreifend arbeiten. Den
gesetzlichen Forderungen sowohl nach mathematischen Kompetenzen, Wissensvermittlung
und Praxisorientierung (besonders in HAK und HTL) wird eindeutig nachgekommen. Alle
geforderten Unterkapitel der Differenzialrechnung in der Schule konnen von diesem Zugang

aus aufgebaut werden.

Auch die 4 Handlungsdimensionen konnen hier wieder erarbeitet werden.

Dieser Zugang wird am Besten in einer Mischform mit dem Tangentenproblem oder dem
Geschwindigkeitsproblem verwendet. Ein Vorteil fiir den Unterricht ist auch, dass man die

Entwicklung der Mathematik, bzw. des Mathematikunterrichts darin einbinden kann.

6.12 AbschlieRend: Mischformen

Dieses Kapitel ist wesentlich, weil Mischformen zu Recht am haufigsten verwendet werden.
Manche Zugéinge bedingen einander beinahe, wie z.B. Hofler’s Zugang die Verwendung des
Tangentenproblems. Andere Zugénge passen einfach gut zueinander und ergénzen einander,

z.B. das Geschwindigkeitsproblem und das Tangentenproblem.

Sowohl die didaktischen, als auch die allgemeinen Prinzipien und die Forderungen der

Lehrpldne konnen am besten durch Kombination verschiedener Zugénge erfiillt werden.

Per Definition erfiillen Mischformen natlirlich sdmtliche  Dimensionen  des
Kompetenzmodells. Es ist nur eine Frage der Zeit, wie stark man auf die einzelnen

Handlungskompetenzen eingehen kann.
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, Einzelne Inhalte und Probleme sind aus verschiedenen Blickwinkeln zu sehen und aus
verschiedenen Richtungen zu beleuchten ... die maximale Realisierung [besteht] im
konsequenten Herausarbeiten der Vor- und Nachteile verschiedener Zugdnge. Damit wird ein
vielschichtiges und ausgewogenes Bild der Mathematik gewonnen. *

(S. Anhang, S. 114, Lehrplan fiir AHS, 2014)

Nicht nur der Lehrplan, auch die Didaktik beflirwortet die Variation der Darstellung, also
auch der Zuginge. Nicht zuletzt findet jeder Schiiler durch einen anderen Zugang leichter
seinen Weg zum Verstindnis. D.h. dass durch Mischformen auch mehr Schiiler motiviert und

angesprochen werden konnen.
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6.13 Zusammenfassung der Analyse der verschiedenen Zugange

Dieses Kapitel soll nun noch einen kurzen Uberblick iiber alle aufgefiihrten Zuginge bieten.

Methode Zeit Logik Didaktik bev. Pr. Allg.b. Denken
1. Axiomatisch + + - D + -
2. Tangente - + + M,G + +
3. Geschwindigk eit - - + M,S + +
4. Koord.sys. der Diff. - + - G + -
5. Kurvendisk ussion + - + M,G + +
6. Zuwachs im Quadrat - - + M,S + -
7. Hyperreelle Zahlen - + - D + -
8. Umk. des Integrals - + + M,S + +
9. Anderungsraten + + - G,S + R
10. stet.Forts./Lipschitz - + - D,M - -
11. Historisch: Hofler - + + M,G,S + +
12. Mischformen - + + M,G,S + +
Methode Praxisn. ]| Lehrplan H1 H2 H3 H4
1. Axiomatisch - + + + - -
2. Tangente - + + + + +
3. Geschwindigkeit + + + + + +
4. Koord.sys. der Diff. - + + + - -
5. Kurvendiskussion - + + + + +
6. Zuwachs im Quadrat + + + + + +
7. Hyperreelle Zahlen - + + + - +
8. Umk. des Integrals + * + + + +
9. Anderungsraten + + + + + +
10. stet.Forts./Lipschitz - + - + - -
11. Historisch: Hofler + + + + + +
12. Mischformen + + + + + +

+

nozgo !

Methode

Logik
Didaktik
Bev. Pr.
Allg.b.
Denken
Praxisn.
Lehrplan

bedeutet, dass der Zugang das Ziel gut erfiillt
bedeutet, dass der Zugang das Ziel weniger gut erfiillt

bedeutet, dass der Zugang nur in HAK und HTL den Lehrplan erfiillt
bedeutet, dass der Zugang das didaktische Prinzip des deduktiven Aufbaus bevorzugt
bedeutet, dass der Zugang die Méeutik, den fragend-entwickelnden Unterricht fordert
bedeutet, dass der Zugang das genetische Prinzip verwendet
bedeutet, dass der Zugang das Spiralprinzip verwendet

bezieht sich auf den jeweiligen Zugang
Zeit bezieht sich auf den Zeitaufwand des jeweiligen Zugangs

bezieht sich auf die Einbeziehung der Denkweise der Logik

bezieht sich darauf, wie didaktisch wertvoll der Zugang ist

bezieht sich auf das bei dem Zugang bevorzugt verwendete didaktische Prinzip
bezieht sich darauf, ob der Zugang die Allgemeinbildung fordert
bezieht sich darauf, ob der Zugang selbststéindiges Denken fordert
bezieht sich darauf, ob der Zugang praxisnahe, bzw. lebensnahe ist
bezieht sich darauf, ob der Zugang den momentanen Lehrplan erfiillt
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7. Verschiedene Lehrbiicher im Vergleich

Dieses Kapitel soll zuletzt noch einen kurzen Uberblick bieten, welche Zuginge in
verschiedenen Schullehrbiichern realisiert werden. Es wurden 12 Schulbiicher der
Mathematik angesehen und der Autor mochte auch seinen eigenen Mathematikunterricht in

der Schule anfiihren.

»Mathematik-Lehrbuch 7 auf der Grundlage des Lehrplans 2004 von, G6tz, Reichel, Miiller
und Hanisch (vgl. Gotz, Reichel, Miiller, Hanisch 2006, ML 7, S.42-90) fiihrt das
Differenzial zunéchst iiber das Tangentenproblem (5.2) ein und behandelt sofort danach das

Geschwindigkeitsproblem (5.3), verwendet also eine Mischform.

,Mathematik verstehen 7* von Malle, Ramharter, Ulovec und Kandl (vgl. Malle, Ramharter,
Ulovec, Kandl, 2007, S. 11ff.) beginnt mit der Einfiihrung {iber die Geschwindigkeit (5.3) und
geht relativ schnell zum Verstindnis der Anderungsrate (5.9) iiber, auf das besonderer Wert
gelegt wird. Erst dann wird die geometrische Deutung des Differenzials als Steigung

betrachtet (5.2). Das Buch verwendet also auch eine Mischform.

,Mathematik 7 fiir AHS von Szirucsek, Dinauer, Unfried und Schatzl (vgl. Szirucsek, 1991,
S.185 ff.) verwendet eine Mischform: Zunichst wird als Grundverstindnis die Anderungsrate
(5.9) eingefiihrt (auch wenn man hier argumentieren kann, dass es sich eher um eine
geometrische Betrachtungsweise handelt, und damit nicht genau um die hier beschriebene
Einfilhrung),  danach  das  Tangentenproblem  (5.2) und  schlieBlich  das
Geschwindigkeitsproblem (5.3) behandelt.

,,Mathematik 3%, das Ubungs- und Lehrbuch fiir die 7. Klasse AHS von Rudolf Taschner
(vgl. Taschner, 2000, S.48 ff.) verwendet eindeutig den Zugang iiber das Koordinatensystem
der Differenziale (5.4).

,»Mathematik Oberstufe 3* von Biirger, Fischer, Malle (vgl. Biirger, 1986, S.17 ff.) verwendet
zunichst die  Anderungsrate  als  Grundverstindnis (5.9) und dann das
Geschwindigkeitsproblem (5.3) als Mischform (natiirlich wird das Tangentenproblem (5.2)

spater noch beleuchtet).
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,Mathematik Oberstufe 3“ von Biirger, Fischer, Malle, Kronfellner, Miihlgassner,
Schloglhofer (vgl. Biirger, 1991, S.5 ff.) legt erhohten Wert auf das Grundverstidndnis der
Anderungsrate (5.9), fiihrt dann iiber auf das Geschwindigkeitsproblem (5.3), um
schlussendlich beim Tangentenproblem (5.2) zu landen. Auch hier handelt es sich um eine

Mischform.

Das ,,Lehrbuch der Mathematik fiir die Oberstufe der AHS, 3. Band“ von Laub (vgl. Laub,
1980, S.122 ff.) geht von einem axiomatischen Zugang (5.1) und der stetigen Fortsetzung
(5.10) (Vgl. Laub, 1980, S.126) aus. Auch hier wird spiter noch das Tangentenproblem (5.2)
behandelt.

Das ,,Arbeitslehrbuch Mathematik 7“ von Eduard Szirucsek und Hubert Unfried (vgl.
Szirucsek, 1975, S.130 ff.) ist fiir die AHS, aber auch fiir die héheren landwirtschaftlichen
Lehranstalten gedacht. Es ist hauptsdchlich auf Beispiele aufgebaut, benutzt aber fachlich
einen eher axiomatischen Zugang (5.1). Durch die wiederholte geometrische Deutung kann

man auch einen Zugang iiber das Tangentenproblem (5.2) argumentieren.

,Ist gleich®, das Lehrbuch fiir Mathematik und angewandte Mathematik fir HAK 3 von
Hanisch, Reichel, Miiller, Schak (vgl. Hanisch, Reichel, Miiller, Schak, 2000, S.34 ft.) fiihrt
das  Differenzial durch eine Mischform aus Tangentenproblem (5.2) und

Geschwindigkeitsproblem (5.3) ein.

»Mathematik fiir HAK 3 von Gerhard Steiner (vgl. Steiner, 1981, S.59 ff.) verwendet auch
eine Mischung aus Tangentenproblem (5.2) und Geschwindigkeitsproblem (5.3).

,Mathematik fir HTL 3° von Dr. Julius Scharf wurden in den Versionen aus den Jahren 1982
und 1994 angesehen (vgl. Schirf, 1982, S.59 ff. und 1994, S.61 ff.). Es verwendet einen eher
axiomatischen Zugang (5.1), kommt dann aber spéter auch zu dem Tangenten- (5.2) und dem

Geschwindigkeitsproblem (5.3).
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,Mathematik erleben, Band 3 von Horst Malle (vgl. Malle, 1996, S.119ff.) verwendet die
Anderungsraten (5.9) als Grundverstindnis, beginnt aber gleich mit einem
Geschwindigkeitsbeispiel (5.3), wobei auch das Tangentenproblem (5.2) rasch angesprochen

wird, verwendet also ganz klar eine Mischform.

,Maturawissen Mathematik* von Blanckenstein, Gut, Karajan (vgl. Blanckenstein, Gut,

Karajan, 2012, S.151ff.) verwendet als Zugang das Tangentenproblem (5.2).

,Mathematik positiv! 7° von Thorwartl, Wagner, Wagner (vgl. Thorwartl, Wagner, Wagner,
2012, S.108ff.) verwendet eine Mischform von Tangenten- und Geschwindigkeitsproblem
(5.2 und 5.3) als Zugang.

,»Mathematik flir die Berufsreifepriifung 2 von Tinhof, Fischer, Girlinger, Paul (vgl. Tinhof,
Fischer, Girlinger, Paul, 2013, S.78ff.) verwendet am ehesten den axiomatischen Zugang

(5.1), widmet dann aber ein ganzes Kapitel der Kurvendiskussion (5.5).

Zu letzt mochte ich gerne noch einen Blick zuriick auf meinen eigenen Mathematikunterricht
werfen. Diesen habe ich iibrigens als ausgezeichnet empfunden, und das dort gewonnene
Verstiandnis und die Freude an der Mathematik brachten mich erst zu dem Entschluss,
Mathematik als Lehramt zu studieren. (vgl. Klein, 1989, 21.2.1989 ff.) Hier wurde als Zugang

eindeutig das Tangentenproblem gewihlt.
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Abschlussbemerkungen

Zum Ende dieser Arbeit kommt man zu dem Schluss, dass es sehr wohl (didaktisch) bessere
und schlechtere Zuginge zur Differenzialrechnung geben mag (obwohl ja urspriinglich
eigentlich nicht geurteilt werden sollte). Dennoch ist es immer noch wichtig, sich als
Lehrender mit mdglichst vielen verschiedenen Zugdngen zur Differenzialrechnung zu

beschéftigen, und sie auch auf ihre (didaktische) Tauglichkeit zu tiberpriifen.

Gerade die Differenzialrechnung bietet die Moglichkeit, den Unterricht {iber das reine
,Rechnen® zur ,,Mathematik zu erheben, ohne die Schiiler damit zu iiberfordern. Damit
kommt ihr eine Bedeutung wie wenigen anderen Kapiteln des Mathematikunterrichts zu (in
der Unterstufe und auch bis zur 6. Klasse AHS hinauf herrscht meiner Erfahrung nach oft das
,»Rechnen* vor). Nehmen wir uns also fiir die Differenzialrechnung Zeit und schenken ihr die

Beachtung, die sie verdient.

Auch wenn sich manche Zuginge zu Recht durchgesetzt haben, so sind andere
moglicherweise nur nicht bekannt genug, um Einzug in den Unterricht zu finden. Die
»perfekte Einfiihrung™ kann es nicht geben, man muss immer Priorititen setzen, welche
Ansidtze Vorrang haben. Somit ist natiirlich vieles Geschmackssache des Lehrers, und diese
Arbeit gibt die nun die Moglichkeit, nicht nur ,,aus dem Bauch heraus® zu entscheiden,
sondern durch moglichst viele Zugénge und ihre Analyse zu einer echten und intellektuell

ehrlichen freien Entscheidung zu gelangen.

Nur durch eine solche Auseinandersetzung mit dem Gebiet wird es uns schlieBlich gelingen,
die Schonheit der Mathematik auch vor Kritikern zu verteidigen und eine Antwort auf die
scheinbar einfache Frage zu finden, die so mancher Schiiler (zumindest heimlich) stellt:
»Wozu ist die Mathematik gut, und wofiir brauche ich einzelne Unterkapitel, wie das

Differenzial 7

Einfiihrung der Differenzialrechnung in der Schule Peter Jungbauer, 2014



-101-

Anhang

A) Lehrplan AHS, allgemeiner Teil

Es handelt sich dabei um den allgemeine Teil des AHS — Lehrplans fiir 2004 aufsteigend
(entnommen der Homepage des Ministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur).
Ich habe die Teile der Verordnung, die fiir meine Betrachtungen irrelevant sind heraus

geschnitten, um Platz zu sparen.

ERSTER TEIL ALLGEMEINES BILDUNGSZIEL
1. Funktion und Gliederung des Lehrplans
Der vorliegende Lehrplan stellt einerseits die fiir die Einheitlichkeit und Durchléssigkeit des
Schulwesens notwendigen Vorgaben dar und er6ffnet andererseits Freirdume, die der
Konkretisierung am Standort vorbehalten sind. Der Lehrplan dient als Grundlage fiir
-die Konkretisierung des Erziehungsauftrags der Schule,
-die Planung und Steuerung des Unterrichts in inhaltlicher und in methodischer
Hinsicht,
-die Gestaltung des Erweiterungsbereichs und fiir schulautonome
Lehrplanbestimmungen,
-die Planungen der schulpartnerschaftlichen Gremien,
-das standortbezogene Bildungsangebot,
-die Berticksichtigung der individuellen Interessen und personlichen Lebensrealitdt der

Schiilerinnen und Schiiler.

Der Lehrplan gliedert sich in das Allgemeine Bildungsziel, die Allgemeinen Didaktischen
Grundsitze, den Teil Schul- und Unterrichtsplanung, die Stundentafeln und die Lehrpline fiir

die einzelnen Unterrichtsgegenstéinde.

Das Allgemeine Bildungsziel definiert gemeinsam mit den Allgemeinen Didaktischen
Grundsdtzen und dem Teil Schul- und Unterrichtsplanung Verbindlichkeiten,
Verantwortlichkeiten und Freirdume bei der Umsetzung des Lehrplans.

Die Stundentafeln nennen Unterrichtsgegenstinde und geben das Stundenausmall der
Unterrichtsgegenstinde an, definieren die Freirdume fiir schulautonome MaBBnahmen und sind
maligebend fiir den zeitlichen Umfang des Kernbereiches (in seiner jeweiligen Bedeutung;

sieche dazu Z 2 des Dritten Teiles).
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In den Lehrplinen der einzelnen Unterrichtsgegenstinde wird die ,,Bildungs- und
Lehraufgabe® festgelegt, welche sich in der Unterstufe sowohl auf den Kern- als auch auf den
Erweiterungsbereich bezieht. Aulerdem werden Beziige zum Allgemeinen Bildungsziel und
insbesondere Beitrige zu den Bildungsbereichen angefiihrt. Im Abschnitt ,,Didaktische
Grundsétze* werden Anleitungen zur Gestaltung des Unterrichts gegeben und im Abschnitt
,Lehrstoff“ werden die zu erreichenden Ziele bzw. Inhalte (in der Unterstufe fiir den

Kernbereich) festgelegt.

2. Gesetzlicher Auftrag

Die allgemein bildende hohere Schule hat die Aufgabe, den Schiilerinnen und Schiilern eine
umfassende und vertiefte Allgemeinbildung zu vermitteln und sie zugleich zur Hochschulreife
zu fihren (§ 34 des Schulorganisationsgesetzes).

Die allgemein bildende hohere Schule hat im Sinne des § 2 des Schulorganisationsgesetzes an
der Heranbildung der jungen Menschen mitzuwirken, ndmlich beim Erwerb von Wissen, bei
der Entwicklung von Kompetenzen und bei der Vermittlung von Werten. Dabei ist die
Bereitschaft zum selbststédndigen Denken und zur kritischen Reflexion besonders zu fordern.
Die Schiilerinnen und Schiiler sind in ithrem Entwicklungsprozess zu einer sozial orientierten

und positiven Lebensgestaltung zu unterstiitzen.

3. Leitvorstellungen

Der Bildungs- und Erziehungsprozess erfolgt vor dem Hintergrund rascher gesellschaftlicher
Verdanderungen insbesondere in den Bereichen Kultur, Wissenschaft, Wirtschaft, Technik,
Umwelt und Recht. Der europdische Integrationsprozess ist im Gange, die
Internationalisierung der Wirtschaft schreitet voran, zunehmend stellen sich Fragen der
interkulturellen Begegnung und Herausforderungen im Bereich Chancengleichheit und
Gleichstellung der Geschlechter.

In diesem Zusammenhang kommt der Auseinandersetzung mit der regionalen,
oOsterreichischen und europiischen Identitdt unter dem Aspekt der Weltoffenheit besondere
Bedeutung zu. Akzeptanz, Respekt und gegenseitige Achtung sind wichtige Erziehungsziele
insbesondere im Rahmen des interkulturellen Lernens und des Umgangs der Geschlechter
miteinander. Wenn Schiilerinnen und Schiiller mit unterschiedlichen kulturellen

Hintergriinden — zB unterschiedlichen Muttersprachen — gemeinsam unterrichtet werden,
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ist neben der sicheren Verwendung der Unterrichtssprache der Begegnung der Kulturen im
Alltagsleben besonderes Augenmerk zu widmen. Schulen sind im Zuge von ,,Gender
Mainstreaming* und Gleichstellung der Geschlechter angehalten, sich mit der Relevanz der
Kategorie Geschlecht auf allen Ebenen des Lehrens und Lernens auseinanderzusetzen.

Die Wahrnehmung von demokratischen Mitsprache- und Mitgestaltungsmdglichkeiten in den
unterschiedlichen Lebens- und Gesellschaftsbereichen erfordert die Befahigung zur sach- und
wertbezogenen Urteilsbildung und zur Ubernahme sozialer Verantwortung. Zur Entwicklung
dieser Fihigkeiten ist in hohem Mafe Selbstsicherheit sowie selbst bestimmtes und selbst
organisiertes Lernen und Handeln zu fordern.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen eigene weltanschauliche Konzepte entwerfen und ihre
eigenen Lebenspliane und eigenen Vorstellungen von beruflichen Moglichkeiten entwickeln.
Die Schiilerinnen und Schiiler sind sowohl zum selbststindigen Handeln als auch zur
Teilnahme am sozialen Geschehen anzuhalten. Im iiberschaubaren Rahmen der
Schulgemeinschaft sollen Schiilerinnen und Schiiler Fahigkeiten erwerben, die spéter in
Ausbildung und Beruf dringend gebraucht werden, etwa fiir die Bewiéltigung kommunikativer
und kooperativer Aufgaben.

Den Fragen und dem Verlangen nach einem sinnerfiillten Leben in einer menschenwiirdigen
Zukunft hat der Unterricht mit einer auf ausreichende Information und Wissen aufbauenden
Auseinandersetzung mit ethischen und moralischen Werten und der religiosen Dimension des
Lebens zu Dbegegnen. Die jungen Menschen sind bei der Entwicklung zu
eigenverantwortlichen Personlichkeiten zu fordern und in der Herausforderung, in ihrem
Dasein einen Sinn zu finden, zu stiitzen. Die Wiirde jedes Menschen, seine Freiheit und
Integritat, die Gleichheit aller Menschen sowie die Solidaritdt mit den Schwachen und am
Rande Stehenden sind wichtige Werte und Erziehungsziele der Schule.

Innovative Technologien der Information und Kommunikation sowie die Massenmedien
dringen immer stirker in alle Lebensbereiche vor. Besonders Multimedia und
Telekommunikation sind zu Bestimmungsfaktoren fiir die sich fortentwickelnde
Informationsgesellschaft geworden. Im Rahmen des Unterrichts ist diesen Entwicklungen
Rechnung zu tragen und das didaktische Potenzial der Informationstechnologien bei
gleichzeitiger kritischer rationaler Auseinandersetzung mit deren Wirkungsmechanismen in

Wirtschaft und Gesellschaft nutzbar zu machen.

Einfiihrung der Differenzialrechnung in der Schule Peter Jungbauer, 2014



-104-

Den Schiilerinnen und Schiilern sind relevante Erfahrungsrdume zu er6ffnen und geeignete
Methoden fiir eine gezielte Auswahl aus computergestiitzten Informations- und
Wissensquellen zur Verfligung zu stellen.

Der Unterricht hat sich entsprechend § 17 des Schulunterrichtsgesetzes sowohl an
wissenschaftlichen Erkenntnissen als auch an den Erfahrungen und Moglichkeiten, die die
Schiilerinnen und Schiiler aus ihrer Lebenswelt mitbringen, zu orientieren.

Im Sinne der gemeinsamen Bildungswirkung aller Unterrichtsgegenstinde hat der Unterricht
die fachspezifischen Aspekte der einzelnen Unterrichtsgegenstinde und damit vernetzt
facheriibergreifende und facherverbindende Aspekte zu berticksichtigen. Dies entspricht der
Vernetzung und gegenseitigen Erginzung der einzelnen Disziplinen und soll den
Schiilerinnen und Schiilern bei der Bewéltigung von Herausforderungen des tdglichen Lebens

helfen.

4. Aufgabenbereiche der Schule

Wissensvermittlung

Zur Vermittlung fundierten Wissens als zentraler Aufgabe der Schule sollen die Schiilerinnen
und Schiiler im Sinne eines lebensbegleitenden Lernens zur selbststindigen, aktiven
Aneignung, aber auch zu einer kritisch - priifenden Auseinandersetzung mit dem verfiigbaren
Wissen befdhigt und ermutigt werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen lernen, in altersaddquater Form Problemstellungen zu
definieren, zu bearbeiten und ihren Erfolg dabei zu kontrollieren.

Kompetenzen

Eine so erworbene Sachkompetenz bedarf allerdings der Erweiterung und Ergdnzung durch
Selbst- und Sozialkompetenz. Die Entwicklung der eigenen Begabungen und Moglichkeiten,
aber auch das Wissen um die eigenen Stirken und Schwichen sowie die Bereitschaft, sich
selbst in neuen Situationen immer wieder kennen zu lernen und zu erproben, ist ebenso Ziel
und Aufgabe des Lernens in der Schule wie die Fahigkeit und Bereitschaft, Verantwortung zu
iibernehmen, mit anderen zu kooperieren, Initiative zu entwickeln und an der Gestaltung des
sozialen Lebens innerhalb und auBerhalb der Schule mitzuwirken (,,dynamische
Féhigkeiten®).

Die Forderung solcher dynamischer Fahigkeiten soll die Schiilerinnen und Schiiler auf
Situationen vorbereiten, zu deren Bewiltigung abrufbares Wissen und erworbene Erfahrungen

allein nicht ausreichen, sondern in denen Losungswege aktuell entwickelt werden miissen.
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Es ist wichtig, dass Schiilerinnen und Schiiler lernen, mit Sachthemen, mit sich selbst und mit
anderen auf eine fiir alle Beteiligten konstruktive Weise umzugehen. Sie sollen
Sachkompetenz, Selbstkompetenz und Sozialkompetenz in einem ausgewogenen Verhiltnis
entwickeln.

Religios-ethisch-philosophische Bildungsdimension

Die Schiilerinnen und Schiiler stehen vor den Fragen nach Sinn und Ziel und ihrem Verlangen
nach einem sinnerfiillten Leben in einer menschenwiirdigen Zukunft. Bei der Suche nach
Orientierung bieten Religionen und Weltanschauungen ihre Antworten und Erkldrungsmuster
fiir eine eigenstindige Auseinandersetzung an. In den Unterrichtsgegenstinden ist auf
philosophische und religiése Erklarungs- und Begriindungsversuche iiber Ursprung und Sinn
der eigenen Existenz und der Welt einzugehen. Junge Menschen sollen Angebote zum Erwerb
von Urteils- und Entscheidungskompetenz erhalten, um ihr Leben sinnerfiillt zu gestalten.
Orientierungen zur Lebensgestaltung und Hilfen zur Bewiltigung von Alltags- und
Grenzsituationen sollen die Schiilerinnen und Schiiler zu einem eigenstindigen und sozial
verantwortlichen Leben ermutigen. Die Achtung vor Menschen, die dabei unterschiedliche
Wege gehen, soll gefordert werden. Diese Zielsetzungen bilden die Grundlage fiir eine
facheriibergreifende und vernetzte Zusammenarbeit und vervollstindigen damit die Beitridge
der Unterrichtsgegenstinde und Bildungsbereiche zur umfassenden Bildung der jungen

Menschen.

5. Bildungsbereiche

Bildung ist mehr als die Summe des Wissens, das in den einzelnen Unterrichtsgegenstinden
erworben werden kann. Im Folgenden werden daher weitere Ziele der Allgemeinbildung in
fiinf Bildungsbereichen ndher erldutert. Sie sind als Benennung wichtiger Segmente im
Bildungsprozess zu verstehen und bilden ebenso wie die religios-ethisch-philosophische
Bildungsdimension eine Grundlage fiir die facherverbindende und fécheriibergreifende
Zusammenarbeit. Die Bildungsbereiche bieten gemeinsam mit den Zielen in den Abschnitten
,»Aufgabenbereiche der Schule” und ,Leitvorstellungen” den Bezugsrahmen fiir die
Einordnung jener Beitrdge, die die einzelnen Unterrichtsgegenstinde fiir den gesamten
schulischen Bildungsprozess zu leisten haben.

In den Bildungsbereichen sind auch jene Zielsetzungen enthalten, die von folgenden
Unterrichtsprinzipien vertreten werden: Gesundheitserziechung, Erziehung zur Gleichstellung

von Frauen und Ménnern, Medienerziehung, Musische Erziehung, Politische Bildung,
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Interkulturelles Lernen, Sexualerziehung, Lese- und Sprecherziehung, Umwelterziehung,
Verkehrserziechung, Wirtschaftserziehung, Erziehung zur Anwendung neuer Technologien,
Vorbereitung auf die Arbeits- und Berufswelt.

Bildungsbereich Sprache und Kommunikation

Ausdrucks-, Denk-, Kommunikations- und Handlungsfdhigkeit sind in hohem Malle von der
Sprachkompetenz abhingig. In jedem Unterrichtsgegenstand sind die Schiilerinnen und
Schiiler mit und tiber Sprache — z.B. auch in Form von Bildsprache — zu befdhigen, ihre
kognitiven, emotionalen, sozialen und kreativen Kapazititen zu nutzen und zu erweitern. Die
Auseinandersetzung mit unterschiedlichen Sozialisationsbedingungen ermdoglicht die
Einsicht, dass Weltsicht und Denkstrukturen in besonderer Weise sprachlich und kulturell
gepragt sind. Wenn die Begegnung mit anderen Kulturen und Generationen sowie die
sprachliche und kulturelle Vielfalt in unserer eigenen Gesellschaft als bereichernd erfahren
wird, ist auch ein Grundstein flir Offenheit und gegenseitige Achtung gelegt.

Ein kritischer Umgang mit und eine konstruktive Nutzung von Medien sind zu fordern.
Bildungsbereich Mensch und Gesellschaft

Das Verstindnis fiir gesellschaftliche (insbesondere politische, wirtschaftliche, rechtliche,
soziale, dkologische, kulturelle) Zusammenhinge ist eine wichtige Voraussetzung fiir ein
befriedigendes Leben und fiir eine konstruktive Mitarbeit an gesellschaftlichen Aufgaben.

Die Schiilerinnen und Schiiler sind zu einem verantwortungsbewussten Umgang mit sich
selbst und mit anderen anzuleiten, insbesondere in den Bereichen Geschlecht, Sexualitdt und
Partnerschaft. Sie sollen lernen, Ursachen und Auswirkungen von Rollenbildern, die den
Geschlechtern zugeordnet werden, zu erkennen und kritisch zu priifen.

Die Verflochtenheit des Einzelnen in vielfdltige Formen von Gemeinschaft ist bewusst zu
machen; Wertschitzung sich selbst und anderen gegeniiber sowie Achtung vor den
unterschiedlichen menschlichen Wegen der Sinnfindung sind zu fordern. Es ist bewusst zu
machen, dass gesellschaftliche Phdnomene historisch bedingt und von Menschen geschaffen
sind und dass es mdglich und sinnvoll ist, auf gesellschaftliche Entwicklungen konstruktiv
Einfluss zu nehmen. Aufgaben und Arbeitsweisen von gesellschaftlichen Institutionen und
Interessengruppen sind zu vermitteln und mogliche Losungen fiir Interessenskonflikte zu
erarbeiten und abzuwidgen. Der Unterricht hat aktiv zu einer den Menschenrechten
verpflichteten Demokratie beizutragen. Urteils- und Kritikfahigkeit sowie Entscheidungs- und
Handlungskompetenzen sind zu fordern, sie sind fiir die Stabilitdt pluralistischer und

demokratischer Gesellschaften entscheidend.
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Den Schiilerinnen und Schiilern ist in einer zunehmend internationalen Gesellschaft jene
Weltoffenheit zu vermitteln, die vom Verstindnis fiir die existenziellen Probleme der
Menschheit und von Mitverantwortung getragen ist. Dabei sind Humanitéit, Solidaritét,
Toleranz,  Frieden,  Gerechtigkeit, = Gleichberechtigung und  Umweltbewusstsein
handlungsleitende Werte.

Die Vorbereitung auf das private und offentliche Leben (insbesondere die Arbeits- und
Berufswelt) hat sich an wirtschaftlicher Leistungsfdhigkeit, sozialem Zusammenbhalt, einer fiir
beide Geschlechter gleichen Partizipation und okologischer Nachhaltigkeit zu orientieren.
Dabei sind auch Risiken und Chancen der neuen Technologien zu beriicksichtigen. Die
Auseinandersetzung ~ mit  religiosen  und  philosophischen  Erkldrungs-  und
Begriindungsversuchen iiber Ursprung und Sinn der eigenen Existenz und der Existenz der
Welt ist eine wichtige Aufgabe der Schule.

Bildungsbereich Natur und Technik

Die Natur als Grundlage des menschlichen Lebens tritt in vielféltiger, auch technisch
verdnderter Gestalt in Erscheinung. Die Kenntnisse iiber die Wirkungszusammenhinge der
Natur sind als Voraussetzung fiir einen bewussten Umgang und die Nutzung mit Hilfe der
modernen Technik darzustellen.

Verstiandnis fiir Phdinomene, Fragen und Problemstellungen aus den Bereichen Mathematik,
Naturwissenschaft und Technik bilden die Grundlage fiir die Orientierung in der modernen,
von Technologien gepréigten Gesellschaft.

Der Unterricht hat daher grundlegendes Wissen, Entscheidungsfahigkeit und
Handlungskompetenz zu vermitteln. Die Schiilerinnen und Schiiler sind zu befdhigen, sich
mit Wertvorstellungen und ethischen Fragen im Zusammenhang mit Natur und Technik sowie
Mensch und Umwelt auseinander zu setzen. Als fiir die Analyse und Losung von Problemen
wesentliche Voraussetzungen sind Formalisierung, Modellbildung, Abstraktions- und
Raumvorstellungsvermdgen zu vermitteln.

Bildungsbereich Kreativitit und Gestaltung

Gedanken und Gefiihle verbal und nonverbal zum Ausdruck zu bringen, ist eine wesentliche
Lebensform der Menschen. Den Schiilerinnen und Schiilern ist Gelegenheit zu geben, selbst
Gestaltungserfahrungen zu machen und {iber Sinne fithrende Zuginge mit kognitiven
Erkenntnissen zu verbinden. Dabei erdffnet sich fiir sie die Chance, individuelle Fahigkeiten
zu entdecken und zu nutzen und sich mit den Ausdrucksformen ihrer Mitmenschen

auseinander zu setzen.
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Daraus sollen sich Impulse fiir das Denken in Alternativen, fiir die Relativierung eigener
Standpunkte, fiir die Entwicklung eines kritischen Kunstverstdndnisses und fiir die
Anerkennung von Vielfalt als kultureller Qualitdt ergeben. Die kreativ - gestaltende Arbeit
soll im Spannungsfeld von Selbstverwirklichung und sozialer Verantwortung als individuell

bereichernd und gemeinschaftsstiftend erlebt werden.

ZWEITER TEIL ALLGEMEINE DIDAKTISCHE GRUNDSATZE

Der Lehrplan gibt Ziele vor. Im Sinne ihrer eigenstindigen und verantwortlichen Unterrichts-
und

Erziehungsarbeit haben die Lehrerinnen und Lehrer

- die Auswahl der Unterrichtsinhalte und Unterrichtsverfahren zur Erreichung dieser Ziele
vorzunehmen,

- im Unterricht Lernsituationen zu gestalten und Lernprozesse einzuleiten und zu
unterstiitzen,

- vielfaltige Zuginge zum Wissen zu erdffnen und auch selbst Informationen anzubieten,

- Gelegenheiten zu schaffen, Kénnen zu entwickeln und anzuwenden sowie Erfahrungen und
Eindriicke zu gewinnen.

Bei der Planung und Durchfiihrung des Unterrichts sind insbesondere folgende Grundsétze zu

beachten:

1. Ankniipfen an die Vorkenntnisse und Vorerfahrungen der Schiilerinnen und Schiiler
Der Unterricht hat an die Vorkenntnisse, Vorerfahrungen und an die Vorstellungswelt der
Schiilerinnen und Schiiler anzukniipfen. Kontinuierliche Kontakte mit vorgelagerten und

weiterfithrenden Schulen sind zweckméaBig.

2. Interkulturelles Lernen

Interkulturelles Lernen beschrankt sich nicht blof3 darauf, andere Kulturen kennen zu lernen.
Vielmehr geht es um das gemeinsame Lernen und das Begreifen, Erleben und Mitgestalten
kultureller Werte. Aber es geht auch darum, Interesse und Neugier an kulturellen
Unterschieden zu wecken, um nicht nur kulturelle Einheit, sondern auch Vielfalt als wertvoll

erfahrbar zu machen.
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Durch die identititsbildende Wirkung des Erfahrens von Gemeinsamkeiten und
Unterschieden der Kulturen, insbesondere in ihren alltdglichenAusdrucksformen
(Lebensgewohnheiten, Sprache, Brauchtum, Texte, Liedgut usw.), sind die Schiilerinnen und
Schiiller zu Akzeptanz, Respekt und gegenseitiger Achtung zu fithren. Die
Auseinandersetzung mit dem Kulturgut der in Osterreich lebenden Volksgruppen ist in allen
Bundesldndern wichtig, wobei sich jedoch bundeslandspezifische Schwerpunktsetzungen
ergeben werden. Unterschiedliche Ausgangsbedingungen sind zu beriicksichtigen. Eine
allenfalls vorhandene Zwei- oder Mehrsprachigkeit soll positiv besetzt und die Schiilerinnen
und Schiiler sollen ermuntert werden, Kenntnisse in der Muttersprache im Unterricht sinnvoll

einzubringen.

4. Forderung durch Differenzierung und Individualisierung
Die Schiilerinnen und Schiiler haben vielfdltige und unterschiedliche Féahigkeiten, die je nach
deren Entwicklungsstand sowie nach Themenstellung und Herangehensweise im Unterricht in
unterschiedlicher Weise zum Ausdruck kommen. Aufgabe der Schule ist es, die Schiilerinnen
und Schiiler zur bestmoglichen Entfaltung ihrer individuellen Leistungspotenziale zu fiihren.
Leistungsfahigkeit und besondere Begabungen sind dabei kontinuierlich zu férdern.
Fiir den Unterricht ergeben sich daraus folgende mogliche Aufgabenstellungen bzw.
padagogisch-didaktische Konsequenzen:
- Erstellung von differenzierten Lernangeboten, die individuelle Zugidnge und auch immer
wieder neue Einstiege und Anreize bieten,
- Eingehen auf die individuell notwendige Arbeitszeit, auf unterschiedliche Lerntypen,
Vorkenntnisse, Vorerfahrungen und kulturelles Umfeld,
- Beriicksichtigung des unterschiedlichen Betreuungsbedarfs,
- Bewusstmachen der Stirken und Schwichen im personlichen Begabungsprofil der
Schiilerinnen und Schiiler, wobei bevorzugt an die Stirken anzukniipfen ist,
-Entwicklung von Riickmeldeverfahren, ob die Schiilerinnen und Schiiler

tatsdchlich ihr individuelles Leistungspotenzial optimal entfalten,

Herstellung eines individuell forderlichen Lernklimas und Vermeidung

von Demotivation.
Die methodisch-didaktische Gestaltung soll die Beriicksichtigung der jeweils aktuellen
Bediirfnisse der Schiilerinnen und Schiiler gestatten. Unterrichtsformen, durch die sich

Differenzierung und Individualisierung verwirklichen lassen,
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reichen von FEinzelarbeit iiber Partnerarbeit bis zu den zahlreichen Mdglichkeiten der
Gruppenarbeit. Dazu gehoren auch Phasen des offenen Lernens und Wahlmoglichkeiten fiir

die Schiilerinnen und Schiler.

6. Stirken von Selbsttiitigkeit und Eigenverantwortung

Auch durch bloBe Ubernahme von Erfahrungen anderer kénnen das Wissen, Kénnen und
Erleben erweitert werden. Im Unterricht ist durch das Schaffen einer entsprechenden
Lernatmosphére - nicht zuletzt auf Grund der wachsenden Bedeutung dynamischer
Féahigkeiten - die selbsttitige und selbststindige Form des Lernens besonders zu fordern.
Dafiir bieten sich auch projektartige und offene Lernformen an.

Die Schiilerinnen und Schiiler sind ihrem Alter entsprechend zu kritischem und
eigenverantwortlichem Denken zu fiihren. Es sind Impulse zu setzen, die die Entwicklung
eigener Wert- und Normvorstellungen bei den Schiilerinnen und Schiilern anregen und
fordern.

Den Schiilerinnen und Schiilern ist Lernen als Prozess verstidndlich zu machen. Sie sollen die
an sie gestellten Anforderungen kennen, sich selbst einschédtzen lernen und darin auch
Motivation fiir ihre Arbeit finden.

Die Vermittlung von Lerntechniken ist eine unabdingbare Voraussetzung fiir selbsttitiges
Erarbeiten von Kenntnissen und Fertigkeiten, dient aber auch dem Zweck, eine Basis fiir den
lebensbegleitenden selbststindigen Bildungserwerb zu legen. Bei der Gestaltung des
Unterrichts ist darauf zu achten, dass fiir die Pridsentation individuellen Wissens
Moglichkeiten geboten werden. Schiilerinnen und Schiiler sind in zunehmendem Ausmal} zu
befdhigen, addquate Recherchestrategien anzuwenden und Schulbibliotheken, o6ffentliche
Bibliotheken sowie andere Informationssysteme real und virtuell zur selbststdndigen
Erarbeitung von Themen in allen Gegenstdnden zu nutzen.

An der Oberstufe ist insbesondere in den Wahlpflichtgegenstinden die Kompetenz der
Schiilerinnen und Schiiler durch differenzierte und individuelle Unterrichtsformen sowie
durch den Einsatz von Medien aller Art, durch Lehrausgidnge und Exkursionen zu steigern.
Das Festlegen von Themen, Arbeits- und Sozialformen soll unter Einbeziehung der
Schiilerinnen und Schiiler, aber auch unter Bedachtnahme regionaler oder schulautonomer
Schwerpunkte erfolgen.

Im Sinne praxisnaher und aktueller Bildungsziele soll die Moglichkeit der Einbindung

auferschulischer Fachleute beachtet werden.
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In Hinblick auf die Reifepriifung ist der Optimierung von Prisentationstechniken unter
Einbeziehung moderner Technologien, aber auch unter Beachtung personlichkeitsfordernder
MaBnahmen entsprechende Bedeutung beizumessen. Dazu gehdren projektorientierte
Arbeitsformen in Kleingruppen sowie individualisierte Arbeits- und Lernprozesse. Bei der
Informationserstellung ist der Einsatz des Computers, insbesondere die Anwendung des
Internet zu fordern. Der in den Wahlpflichtgegenstinden anzustrebenden Methodenvielfalt
entsprechend sind in die Leistungsbeurteilung neben der fachlichen Kompetenz unter

anderem Prisentationskompetenz und Teamfédhigkeit einzubeziehen.

7. Herstellen von Beziigen zur Lebenswelt

Im Sinne des exemplarischen Lernens sind moglichst zeit- und lebensnahe Themen zu
wihlen, durch deren Bearbeitung Einsichten, Kenntnisse, Fahigkeiten, Fertigkeiten und
Methoden gewonnen werden, die eigenstindig auf andere strukturverwandte Probleme und
Aufgaben {ibertragen werden konnen. Die Materialien und Medien, die im Unterricht
eingesetzt werden, haben moglichst aktuell und anschaulich zu sein, um die Schiilerinnen und
Schiiler zu aktiver Mitarbeit anzuregen. Begegnungen mit Fachleuten, die in den Unterricht
eingeladen werden konnen, sowie die Einbeziehung auBerschulischer Lernorte bzw. die
Ergénzung des lehrplanmifBigen Unterrichts durch Schulveranstaltungen stellen wesentliche
Bereicherungen dar. Den neuen Technologien kommt verstirkt Bedeutung zu.

Dies gilt in besonderem Male fiir die Oberstufe der allgemein bildenden hoheren Schule. Hier
sind in allen Gegenstinden Informationsmanagement sowie Lern-  und
Unterrichtsorganisation mit Mitteln der Informationstechnologie zu praktizieren. Dabei sind
in kommunikativen und kooperativen Arbeitsformen Informationsquellen zu erschlieen und
unterschiedliche Informationsformen zu bearbeiten, Inhalte zu systematisieren und zu
strukturieren und Arbeitsergebnisse zusammenzustellen und multimedial zu présentieren. Die
Ergebnisse und deren Interpretation sind stets kritisch zu hinterfragen und Auswirkungen auf
den Einzelnen und die Gesellschaft zu reflektieren. Die Erstellung eigenstidndiger Arbeiten
mit Mitteln der Informationstechnologie ist anzuregen. Dazu zéhlen: Recherche und
Verarbeitung  von  Informationen mit einer  Textverarbeitung oder einem
Prasentationsprogramm,  Erstellung von  Kalkulationsmodellen, Durchfiihrung und
Auswertung von Befragungen und Experimenten, Gestaltung von Medien, dokumentierte
Kommunikation und Kooperation auch in einer Fremdsprache, Dokumentation und

Prisentation von Projektarbeiten, Modellierung und Simulation, Fachbereichsarbeiten.
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8. Bewusste Koedukation und Geschlechtssensible Pidagogik

Koedukation beschrinkt sich nicht auf gleichzeitiges Unterrichten von Schiilerinnen und
Schiilern. Vielmehr ist eine bewusste Auseinandersetzung mit geschlechtsspezifischen
Bildern wund Vorurteilen zu fithren. Es ist wesentlich, die Lerninhalte und
Unterrichtsmethoden so auszuwihlen, dass sie beide Geschlechter gleichermallen ansprechen
und den Unterricht so zu gestalten, dass er sozialisationsbedingt unterschiedlichen
Vorerfahrungen entgegenzusteuern in der Lage ist. Lehrerinnen und Lehrer sind angehalten,
ein (Lern-)Klima der gegenseitigen Achtung zu schaffen, eigene Erwartungshaltungen und
Umgangsformen gegeniiber Miadchen und Burschen zu reflektieren, sowie sich ein
Grundwissen iiber geschlechtsspezifische Sozialisationsprozesse im Jugendalter anzueignen.
Unterricht in geschlechtshomogenen Gruppen kann zu einer Erweiterung des Verhaltens- und
Interessensspektrums von Madchen und Burschen beitragen. Daher kann es im
Zusammenhang mit speziellen Themen oder Situationen sinnvoll sein, unter Beachtung der
im § 8a des Schulorganisationsgesetzes sowie der auf Grund dieser Bestimmung ergangenen
Verordnung festgelegten Voraussetzungen den Unterricht nach Geschlechtern getrennt

durchzufithren.

9. Sicherung des Unterrichtsertrages und Riickmeldungen; Leistungsbeurteilung

Fiir die Sicherstellung des Unterrichtsertrages sind im Unterricht ausreichende und gezielte
Wiederholungen und Ubungen vorzusehen, sodass eine auBerschulische Lernunterstiitzung
nicht noétig ist. Zur Festigung des Gelernten ist beizutragen, indem Zusammenhénge zwischen
neu Gelerntem und bereits Bekanntem hergestellt werden und indem — soweit moglich —
Neues in bekannte Systeme und Strukturen eingeordnet wird. Hausiibungen sollen durch
besondere Intentionen, wie z.B. Sammeln von Materialien und Informationen, Erkundungen,
zusitzliche Ubung und Festigung die Unterrichtsarbeit erginzen. Dabei ist auf die
Belastbarkeit der Schiilerinnen und Schiiler zu achten (siche auch § 17 AbS. 2 des
Schulunterrichtsgesetzes). Eine detaillierte Riickmeldung tber die erreichte Leistung ist
wichtig und soll auch bei der Leistungsbeurteilung im Vordergrund stehen. Klar definierte
und bekannt gemachte Bewertungskriterien sollen Anleitung zur Selbsteinschitzung sein und
Motivation, Ausdauer und Selbstvertrauen der Schiilerinnen und Schiiler positiv beeinflussen.
Fir die Bestimmung des Wesentlichen fiir die Leistungsbeurteilung sind bei den
Lehrstoffangaben jedes Faches auch die jeweiligen Beitrdge zu den Bildungsbereichen, zu

den Aufgabenbereichen der Schule und zu den Leitvorstellungen zu beachten.
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Im Rahmen der Bestimmungen iiber die Leistungsbeurteilung
(Leistungsbeurteilungsverordnung) sind auch Methodenkompetenz und Teamkompetenz in
die Leistungsbeurteilung so weit einzubeziehen, wie sie fiir den Unterrichtserfolg im
jeweiligen Unterrichtsgegenstand relevant sind. Die Schiilerinnen und Schiiler sind in die
Planung und Gestaltung, Kontrolle und Analyse ihrer Arbeitsprozesse und Arbeitsergebnisse
in zunehmendem Mafle aktiv einzubeziehen, damit sie schrittweise Verantwortung fiir die
Entwicklung ihrer eigenen Kompetenzen iibernehmen kdnnen. Besonders in der Oberstufe
sind produktorientierte Arbeitsformen mit schriftlicher oder dokumentierender Komponente,
wie z.B. Portfolio-Prisentationen oder (Projekt)Arbeiten unter Verwendung des Computers
fiir die Entwicklung von Selbstkompetenz und Selbsteinschitzung geeignet. Besonderes
Augenmerk ist dabei auf Prisentationskompetenz und die Einbeziehung moderner

Technologien zu legen.

DRITTER TEIL SCHUL- UND UNTERRICHTSPLANUNG

Fiir die Qualitidt des Unterrichts ist wesentlich, dass standortspezifische Faktoren wie die
regionalen Bedingungen und Bediirfnisse, spezielle Fihigkeiten von Lehrerinnen und
Lehrern, Schiilerinnen und Schiilern oder besondere Formen der Ausstattung konstruktiv in
die Unterrichtsarbeit eingebracht werden. Die Konkretisierung und Realisierung der
Vorgaben des Lehrplans hat gemidl § 17 des Schulunterrichtsgesetzes nach MalBlgabe der
nachfolgenden Bestimmungen standortbezogen zu erfolgen.

Planungsvorgénge beziehen sich insbesondere auf:

-Konkretisierung der Kernbereiche (5. bis 8. Schulstufe) durch die einzelnen Lehrerinnen und
Lehrer,

-Gestaltung der Erweiterungsbereiche (5. bis 8. Schulstufe) durch die einzelnen Lehrerinnen
und Lehrer, -faicherverbindende und facheriibergreifende MaBnahmen, -Abstimmung der
Leistungsfeststellungen auf die Unterrichtsarbeit durch die Lehrerin bzw. den

Lehrer als Grundlage fiir die Beurteilung der Schiilerleistungen, -Ergénzung des Unterrichts
durch Schulveranstaltungen, -Gestaltung des Angebots an Wahlpflichtgegenstdnden,
Freigegenstinden und unverbindlichen Ubungen,

-schulautonome Lehrplanbestimmungen.

Aspekte des Lehrens und Lernens wie Unterrichtsgestaltung, Erziehungsstil und individuelle
Forderung sowie Riickmeldungen tiber das Unterrichts- und Schulgeschehen sind wichtige

Bereiche von Qualitit in der Schule.
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Schulqualitdit umfasst weiters Elemente wie  Schulklima, Schulmanagement,
AulBlenbeziehungen und Professionalitit sowie Personalentwicklung.
Die Entwicklung von Schulqualitit wird auch durch geeignete Mallnahmen der

Selbstevaluation gefordert.

1. Unterrichtsplanung der Lehrerinnen und Lehrer

Die Lehrerinnen und Lehrer haben ihre Unterrichts- und Erziehungsarbeit in
verantwortungsbewusster und eigenstindiger Weise auf der Grundlage des Lehrplans und
schulautonomer Lehrplanbestimmungen zu planen.

Auf die Rechte der Schiilerinnen und Schiiler auf Beteiligung bei der Gestaltung des
Unterrichts ist Bedacht zu nehmen (siehe § 17 und § 57a des Schulunterrichtsgesetzes).

Die Vorgaben im  Abschnitt ,Kernbereich” der Lehrpldne der einzelnen
Unterrichtsgegenstdnde (5. bis 8. Schulstufe) sind verbindlich. Ebenso sind jedenfalls das
Allgemeine Bildungsziel und die Bildungs- und Lehraufgabe der einzelnen
Unterrichtsgegenstinde umzusetzen. Dabei ist zu beriicksichtigen, wie viel Zeit fiir den
Kernbereich (5. bis 8. Schulstufe) zur Verfiigung steht. Die Festlegung insbesondere der
konkreten Inhalte und Beispiele erfolgt durch die jeweiligen Lehrerinnen und Lehrer. Diese
haben auBlerdem festzulegen, welche Teilziele im Erweiterungsbereich (5. bis 8. Schulstufe)
behandelt werden und wie die beiden Bereiche zusammenwirken.

Die standortbezogene Gestaltung der Erweiterungsbereiche (5. bis 8. Schulstufe) bietet im
Sinne der anzustrebenden gemeinsamen Bildungswirkung aller Unterrichtsgegenstinde die
Moglichkeit, sowohl mit jenen Lehrerinnen und Lehrern, die denselben
Unterrichtsgegenstand unterrichten, als auch mit den Lehrerinnen und Lehrern der anderen
Unterrichtsgegenstinde in den jeweiligen Klassen Planungen und Abstimmungen
durchzufiihren. Auf diese Weise kann ein koordiniertes piddagogisches Vorgehen erwirkt
werden.

Die Vorgaben (Lehrziele, Themenbereiche usw.) im Abschnitt ,Lehrstoff“ der einzelnen
Unterrichtsgegenstinde der Oberstufe sind verbindlich umzusetzen; dies gilt auch fiir den Fall
schulautonomer Stundenreduktionen. Die zeitliche Gewichtung und die konkrete Umsetzung
der Vorgaben obliegen alleine den Lehrerinnen und Lehrern und ermoglichen somit eine
flexible Anwendung.

Die Unterrichtsplanung umfasst die zeitliche Verteilung sowie die Gewichtung der Ziele und

Inhalte.
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Sie bezieht sich auch auf die Methoden, die zur Bearbeitung der Inhalte und zur Erreichung
der Ziele angewendet werden sowie auf die Lehrmittel und Medien, die eingesetzt werden.
Die Planung erfolgt in mehreren Schritten, als Jahresplanung sowie als ergéinzende mittel-

und kurzfristige Planung wihrend des Schuljahres.

2. Kern- und Erweiterungsbereich

Kernbereich (ab der 9. Schulstufe)

Der Begriff des Kernbereichs an der Oberstufe unterscheidet sich deutlich von jenem an der
Unterstufe. Wéhrend an der Unterstufe der Kernbereich auf der Ebene der Fachlehrpline
angesiedelt ist, ist der Begriff Kernbereich an der Oberstufe als die Summe der
Pflichtgegenstinde (Mindestangaben im =zeitlichen Bereich) zu verstehen. Die Differenz
zwischen dem auf die jeweilige Schulform bezogenen Kernbereich der Pflichtgegenstdnde

und der Gesamtwochenstundenzahl ergibt den gestaltbaren autonomen Bereich.

3. Schulautonome Lehrplanbestimmungen

Der Lehrplan eroffnet besonders gekennzeichnete Freirdume, fiir deren Nutzung
schulautonome Lehrplanbestimmungen erforderlich sind. Auszugehen ist von den
spezifischen Bedarfs- und Problemsituationen in einzelnen Klassen oder an der gesamten
Schule. Die Nutzung von Freirdumen im Rahmen der Schulautonomie soll sich nicht in
isolierten Einzelmafnahmen erschopfen, sondern erfordert ein auch auf die Bediirfnisse der
Schiilerinnen und Schiiler ausgerichtetes Gesamtkonzept. Dies ist in einer sachlich fundierten
Auseinandersetzung, in die grundsétzlich alle am Schulleben Beteiligten einzubeziehen sind,
unter  Beriicksichtigung der rdumlichen, ausstattungsmiBigen und personellen
Standortbedingungen sicherzustellen. Die schulautonomen Lehrplanbestimmungen haben den
zur Verfiigung stehenden Rahmen an Lehrerwochenstunden und die Moglichkeiten der
rdumlichen und ausstattungsmifBigen Gegebenheiten der Schule zu beachten.

Soweit schulautonom Unterrichtsgegenstinde eingefiihrt werden, die in diesem Lehrplan
nicht enthalten sind, miissen die schulautonomen Lehrplanbestimmungen neben
Lehrstoffumschreibungen auch Bildungs- und Lehraufgaben und didaktische Grundsétze
enthalten. ~ Wird  schulautonom das  Stundenausmall  fiir einen  bestehenden
Unterrichtsgegenstand im Vergleich zur subsididren Stundentafel erhdht, sind jedenfalls die
Lehrstoffe und gegebenenfalls die Bildungs- und Lehraufgabe sowie die Didaktischen

Grundsétze entsprechend zu erginzen.
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Bei der Festlegung schulautonomer Lehrplanbestimmungen ist auf Folgendes zu achten:
-Abstimmung der inhaltlichen Angebote und der angestrebten Kompetenzen mit den
Aufgaben des allgemein bildenden Schulwesens und insbesondere mit dem Bildungsziel der
allgemein bildenden hoheren Schule

-Sicherstellung eines breit gefiacherten Bildungsangebots, das die Vielfalt der Begabungen
und Interessen beriicksichtigt

-Vermeidung einer frithzeitigen Spezialisierung oder einer einengenden Ausrichtung auf
bestimmte Schul- und Berufslaufbahnen -Erhaltung der Berechtigungen und
Ubertrittsmdglichkeiten

-Vermeidung der Vorwegnahme von Bildungsinhalten anderer Schularten in wesentlichen
Bereichen  -Einhaltung  der  Verfahrensbestimmungen  (siche § 64  des

Schulunterrichtsgesetzes).

In der Oberstufe (ab der 9. Schulstufe) umfasst das {iber den jeweiligen Kernbereich
hinausgehende Wochenstundenkontingent einen

- schiilerautonomen Bereich (Wahlpflichtgegenstéinde) und einen

- schulautonomen Bereich (fiir zusédtzliche schulspezifische und regionale
Schwerpunktsetzung mit mindestens 8 Wochenstunden, beziehungsweise fiir die Ausweitung
des Kernbereiches). Im Bereich der Wahlpflichtgegenstinde (schiilerautonomer Bereich)
konnen durch schulautonome Lehrplanbestimmungen tiber die in der subsididren Stundentafel
(Vierter Teil) vorgesehenen Wabhlpflichtgegenstinde hinaus zusétzliche
Wahlpflichtgegenstinde (einschlieBlich Bildungs- und Lehraufgabe, Lehrstoff und
didaktische Grundsétze) festgelegt werden bzw. kann das Stundenausmall der
Wahlpflichtgegenstinde gegeniiber dem in der subsidiiren Stundentafel vorgesehenen
Stundenausmal} erh6ht bzw. vermindert werden. Dabei ist sicher zu stellen, dass die Wahl von
Wahlpflichtgegenstinden beginnend mit der 6. Klasse nur fiir zwei oder drei Schulstufen (6.
und 7. Klasse, 6. und 8. Klasse oder 6. bis 8. Klasse) zuléssig ist. Im schulautonomen Bereich
konnen neben einer Erweiterung des Kernbereiches folgende, die jeweilige Form ergénzende
Schwerpunkte (zusitzliche Schwerpunkte im AusmaBl von jeweils mindestens acht
Wochenstunden) gesetzt werden:

- Fremdsprachen

- Mathematik, Naturwissenschaften

- humanistischer Schwerpunkt
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- Informations- und Kommunikationstechnologie

- Okologie

-Wirtschaft

Im Zusammenhang mit einer Schwerpunktsetzung haben die schulautonomen
Lehrplanbestimmungen jedenfalls nachvollziehbar festzulegen, welche Lehrstoffbereiche
dieser schulautonomen Lehrpldne iiber die im Sechsten Teil (Lehrpldne der einzelnen

Unterrichtsgegenstéinde) festgelegten Inhalte hinausgehen.

5. Facherverbindender und ficheriibergreifender Unterricht

Die Tradition des Fachunterrichts tragt der Notwendigkeit zu systematischer Spezialisierung
Rechnung. Gleichzeitig sind der Schule aber Aufgaben gestellt, die sich nicht einem einzigen
Unterrichtsgegenstand zuordnen lassen, sondern nur im Zusammenwirken mehrerer
Unterrichtsgegenstinde zu bewiltigen sind. Dieses Zusammenwirken erfolgt durch
facherverbindenden und facheriibergreifenden Unterricht. Dabei erfolgt eine Biindelung von
allgemeinen und fachspezifischen Zielen unter einem speziellen Blickwinkel, wodurch es den
Schiilerinnen und Schiilern eher ermdglicht wird, sich Wissen in grofleren Zusammenhéngen
(sieche den Ersten Teil ”Allgemeines Bildungsziel”) selbststindig anzueignen. Anregungen
bzw. Auftrage fiir facherverbindenden und fécheriibergreifenden Unterricht ergeben sich
sowohl aus den Allgemeinen Bestimmungen als auch aus den Lehrplidnen der einzelnen
Unterrichtsgegenstinde. Im facherverbindenden Unterricht haben Lehrerinnen und Lehrer im
Rahmen  ihres  Fachunterrichts mdgliche, die  Féachergrenzen iiberschreitende
Sinnzusammenhénge herzustellen. Die Organisation des nach Fachern getrennten Unterrichts
bleibt hier bestehen.

Bei fécheriibergreifender Unterrichtsgestaltung steht ein komplexes, meist lebens- oder
gesellschaftsrelevantes Thema oder Vorhaben 1im  Mittelpunkt. Die einzelnen
Unterrichtsgegenstinde haben im integrativen Zusammenwirken — z.B. im Sinne des
Projektunterrichts — ihren themenspezifischen Beitrag zu leisten. Dies bedingt eine
aufgabenbezogene besondere Organisation des Fachunterrichts und des StundenplanS. Die
Organisation kann {iber ldngere Zeitrdume sowie klassen- und schulstufeniibergreifend

erfolgen.
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B) Lehrplan AHS Mathematik

Es handelt sich dabei um den fachspezifischen Teil des AHS — Lehrplans fiir 2004
aufsteigend (entnommen der Homepage des Ministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und

Kultur).

MATHEMATIK

Bildungs- und Lehraufgabe:

Der Mathematikunterricht soll beitragen, dass Schiilerinnen und Schiilern ihrer
Verantwortung fiir lebensbegleitendes Lernen besser nachkommen konnen. Dies geschieht
vor allem durch die Erziechung zu analytisch-folgerichtigem Denken und durch die
Vermittlung von mathematischen Kompetenzen, die fiir viele Lebensbereiche grundlegende
Bedeutung haben. Beim Erwerben dieser Kompetenzen sollen die Schiilerinnen und Schiiler
die vielfaltigen Aspekte der Mathematik und die Beitrdge des Gegenstandes zu verschiedenen
Bildungsbereichen erkennen. Die mathematische Beschreibung von Strukturen und Prozessen
der uns umgebenden Welt, die daraus resultierende vertiefte Einsicht in Zusammenhinge und
das Losen von Problemen durch mathematische Verfahren und Techniken sind zentrale

Anliegen des Mathematikunterrichts.

Mathematische Kompetenzen

Kompetenzen, die sich auf Kenntnisse beziehen:

Sie duBlern sich im Vertrautsein mit mathematischen Inhalten aus den Bereichen Zahlen,
Algebra, Analysis, Geometrie und Stochastik.

Kompetenzen, die sich auf Begriffe beziehen:

Sie duflern sich in der Fihigkeit, mathematische Begriffe mit addquaten Grundvorstellungen
zu verkniipfen. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen Mathematik als spezifische Sprache zur
Beschreibung von Strukturen und Mustern, zur Erfassung von Quantifizierbarem und
logischen Beziehungen sowie zur Untersuchung von Naturphdnomenen erkennen.
Kompetenzen, die sich auf mathematische Fertigkeiten und Fdhigkeiten beziehen, dufsern sich
im Ausfiihren der folgenden mathematischen Aktivitdten:

-) Darstellend - interpretierendes Arbeiten umfasst alle Aktivititen, die mit der Ubersetzung
von Situationen, Zustinden und Prozessen aus der Alltagssprache in die Sprache der
Mathematik und zuriick zu tun haben; auch der innermathematische Wechsel von

Darstellungsformen gehort zu diesen Aktivitdten
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-) Formal -operatives Arbeiten umfasst alle Aktivitdten, die auf Kalkiilen bzw. Algorithmen
beruhen, also das Anwenden von Verfahren, Rechenmethoden oder Techniken

-) Experimentell - heuristisches Arbeiten umfasst alle Aktivititen, die etwa mit
zielgerichtetem Suchen nach GesetzmaBigkeiten, mit Variation von Parametern oder dem
Aufstellen von induktiv gewonnenen Vermutungen zu tun haben; auch das Ausfithren von
Simulationen, das Untersuchen von Grenz- und Spezialfillen sowie das Ubergehen zu
Verallgemeinerungen gehoren in der experimentellen Phase zu diesen Aktivititen

-) Kritisch - argumentatives Arbeiten umfasst alle Aktivititen, die mit Argumentieren,
Hinterfragen, Ausloten von Grenzen und Begriinden zu tun haben; das Beweisen heuristisch

gewonnener Vermutungen ist ein Schwerpunkt dieses Tétigkeitsbereichs

Aspekte der Mathematik

Schopferisch - kreativer Aspekt:

Mathematik ist eine Schulung des Denkens, in der Arbeitstechniken vermittelt, Strategien
aufgebaut, Phantasie angeregt und Kreativitit gefordert werden

Sprachlicher Aspekt:

Mathematik ist ein elaboriertes Begriffsnetz, ein stindiges Bemiihen um exakten Ausdruck, in
dem die Fidhigkeit zum Argumentieren, Kritisieren und Urteilen entwickelt sowie die
sprachliche Ausdrucksfihigkeit geférdert werden

Erkenntnistheoretischer Aspekt:

Mathematik ist eine spezielle Form der Erfassung unserer Erfahrungswelt; sie ist eine
spezifische Art, die Erscheinungen der Welt wahrzunehmen und durch Abstraktion zu
verstehen; Mathematisierung eines realen Phdnomens kann die Alltagserfahrung wesentlich
vertiefen

Pragmatisch - anwendungsorientierter Aspekt:

Mathematik ist ein niitzliches Werkzeug und Methodenreservoir fiir viele Disziplinen und
Voraussetzung fiir viele Studien bzw. Berufsfelder

Autonomer Aspekt:

Mathematische Gegenstinde und Sachverhalte bilden als geistige Schopfungen eine deduktiv
geordnete Welt eigener Art, in der Aussagen - von festgelegten Pramissen ausgehend -
stringent abgeleitet werden konnen; Mathematik befdhigt damit, dem eigenen Denken mehr

zu vertrauen als fremden Meinungsmachern und fordert so den demokratischen Prozess
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Kulturell -historischer Aspekt:
Die maBgebliche Rolle mathematischer Erkenntnisse und Leistungen in der Entwicklung des
europdischen Kultur- und Geisteslebens macht Mathematik zu einem unverzichtbaren

Bestandteil der Allgemeinbildung

Beitrag zu den Aufgabenbereichen der Schule:
Die bereits im Lehrplan der Unterstufe definierten Beitrdge sind altersaddquat weiter zu

entwickeln und zu vertiefen.

Beitrige zu den Bildungsbereichen:

Sprache und Kommunikation:

Mathematik ergénzt und erweitert die Umgangssprache vor allem durch ihre Symbole und
thre Darstellungen, sie préizisiert Aussagen und verdichtet sie; neben der Muttersprache und
den Fremdsprachen wird Mathematik so zu einer weiteren Art von Sprache

Mensch und Gesellschatft:

Der Unterricht soll aufzeigen, dass Mathematik in vielen Bereichen des Lebens
(Finanzwirtschaft, Soziologie, Medizin usw.) eine wichtige Rolle spielt

Natur und Technik:

Viele Naturphdnomene lassen sich mit Hilfe der Mathematik adidquat beschreiben und damit
auch verstehen; Die Mathematik stellt eine Fiille von Losungsmethoden zur Verfiigung, mit
denen Probleme bearbeitbar werden

Kreativitdt und Gestaltung:

Mathematik besitzt neben der deduktiven auch eine induktive Seite; vor allem das
Experimentieren an neuen Aufgabenstellungen und Problemen macht diese Seite sichtbar, bei
der Kreativitit und Einfallsreichtum gefordert werden

Gesundheit und Bewegung:

Durch die Bearbeitung mathematisch beschreibbarer Phinomene aus dem Gesundheitswesen

und dem Sport kdnnen Beitridge zu diesem Bildungsbereich geleistet werden
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Didaktische Grundsiitze:

Im Mathematikunterricht soll verstindnisvolles Lernen als individueller, aktiver und
konstruktiver Prozess im Vordergrund stehen.

Die Schiilerinnen und Schiiler sollen durch eigene Tétigkeiten Einsichten gewinnen und so
mathematische Begriffe und Methoden in ihr Wissenssystem einbauen. Zur Sicherung des
Unterrichtsertrages bieten sich Einzel-, Team- und Gruppenarbeiten, Projektarbeiten und
regelmidfige Hausiibungen an. Der Zeitrahmen fiir Schularbeiten ist dem Abschnitt
,Leistungsfeststellung™ des Dritten Teiles zu entnehmen. Im Sinne der Methodenvielfalt ist
bei jedem der folgenden Grundsitze eine Bandbreite der Umsetzung angegeben, innerhalb der
eine konkrete Realisierung - angepasst an die jeweilige Unterrichtssituation — zu erfolgen hat.
Wenn von minimaler und maximaler Realisierung die Rede ist, ist dies nicht im Sinne einer
Wertung zu verstehen.

Lernen in anwendungsorientierten Kontexten

Anwendungsorientierte Kontexte verdeutlichen die Niitzlichkeit der Mathematik in
verschiedenen Lebensbereichen und motivieren so dazu, neues Wissen und neue Féahigkeiten
zu erwerben. Vernetzungen der Inhalte innerhalb der Mathematik und durch geeignete
facheriibergreifende Unterrichtssequenzen sind anzustreben. Die minimale Realisierung
besteht in der Thematisierung mathematischer Anwendungen bei ausgewdéhlten Inhalten, die
maximale Realisierung in der stdndigen Einbeziehung anwendungsorientierter Aufgaben- und
Problemstellungen zusammen mit einer Reflexion des jeweiligen Modellbildungsprozesses
hinsichtlich seiner Vorteile und seiner Grenzen.

Lernen in Phasen

Unter Beachtung der Vorkenntnisse sind Begriffe in der Regel in einer ersten Phase auf einer
konkret anschaulichen, intuitiven oder heuristischen Ebene zu behandeln, bei einfachen
Anwendungen zu erproben und erst in einer spiteren Phase zu vertiefen, erginzen,
verallgemeinern oder exaktifizieren. Die minimale Realisierung besteht in der Orientierung
am Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler und der Einfiihrung von Begriffen iiber intuitive
und heuristische Ansétze mit exemplarischen Exaktifizierungen, die maximale Realisierung in

einer weit reichenden Prézisierung mathematischer Begriffe, Sitze und Methoden.
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Lernen im sozialen Umfeld

Der Einsatz passender Sozialformen ist auf die angestrebten Lernziele, die Eigenart der
Inhalte und auf die jeweilige Lerngruppe abzustimmen. Hilfreich fiir jeden Lernprozess ist ein
konstruktives Klima zwischen den Schiilerinnen und Schiilern einerseits sowie den
Lehrerinnen und Lehrern und Schiilerinnen und Schiilern andererseits. Die minimale
Realisierung besteht im situationsbezogenen Wechsel der Sozialformen im Unterricht, die
maximale Realisierung im Vermitteln elementarer Techniken und Regeln fiir gute Team- und
Projektarbeit sowie in der Kooperation mit auBerschulischen Expertinnen und Experten.
Lernen unter vielfiltigen Aspekten

Einzelne Inhalte und Probleme sind aus verschiedenen Blickwinkeln zu sehen und aus
verschiedenen Richtungen zu beleuchten. Vielfdltige Sichtweisen sichern eine grofle
Flexibilitit bei der Anwendung des Gelernten. Die minimale Realisierung besteht in der
gelegentlichen Verdeutlichung verschiedener Sichtweisen bei der Behandlung neuer Inhalte,
die maximale Realisierung im konsequenten Herausarbeiten der Vor- und Nachteile
verschiedener Zugidnge. Damit wird ein vielschichtiges und ausgewogenes Bild der
Mathematik gewonnen.

Lernen mit instruktionaler Unterstiitzung

Lernen ohne instruktionale Unterstiitzung ist in der Regel - insbesondere in Mathematik -
ineffektiv und fiihrt leicht zur Uberforderung. Lehrerinnen und Lehrer miissen Schiilerinnen
und Schiiler anleiten und insbesondere bei Problemen gezielt unterstiitzen. Die minimale
Realisierung besteht in der Bereitstellung von schiileradiquaten Lernumgebungen und
Lernangeboten, die maximale Realisierung in Differenzierungsmafinahmen, durch die
individuelle Begabungen, Fahigkeiten, Neigungen, Bediirfnisse und Interessen gefGrdert
werden.

Lernen mit medialer Unterstiitzung

Die Beschaffung, Verarbeitung und Bewertung von Informationen hat auch mit Biichern (z.B.
dem Schulbuch), Zeitschriften und mit Hilfe elektronischer Medien zu erfolgen. Nutzen und
Problematik mathematischer Inhalte und Lernhilfen im Internet sind hier zu thematisieren.
Die minimale Realisierung besteht in der gelegentlichen Einbeziehung derartiger Medien, die
maximale Realisierung im gezielten Erwerb von Kompetenzen, die von der
Informationsbeschaffung bis zur eigenstindigen Abfassung und Prédsentation mathematischer

Texte und Facharbeiten reichen.
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Lernen mit technologischer Unterstiitzung

Mathematiknahe Technologien wie Computeralgebra-Systeme, dynamische Geometrie-
Software oder Tabellenkalkulationsprogramme sind im heutigen Mathematikunterricht
unverzichtbar. Sachgerechtes und sinnvolles Nutzen der Programme durch geplantes
Vorgehen ist sicherzustellen. Die minimale Realisierung besteht im Kennen lernen derartiger
Technologien, das iiber exemplarische Einblicke hinausgeht und zumindest gelegentlich eine
wesentliche Rolle beim Erarbeiten und Anwenden von Inhalten spielt. Bei der maximalen
Realisierung ist der sinnvolle Einsatz derartiger Technologien ein stindiger und integraler

Bestandteil des Unterrichts.

Der Lehrplan geht von drei Wochenstunden in jeder Schulstufe aus. Bei mehr als drei
Wochenstunden ist vor allem eine vertiefte und aspektreichere Behandlung der Lerninhalte
anzustreben. Die kursiv gesetzten Inhalte sind fiir alle Schulstufen mit mehr als drei

Wochenstunden obligatorisch.

Das Verwenden von Symbolen fiir logische Begriffe und Beziehungen und das Beschreiben
von Gesamtheiten mit Hilfe von Mengen und Mengenoperationen hat die Basis fiir exaktes
Formulieren und Arbeiten zu legen.

Die im Lehrstoff formulierten Tétigkeiten und Inhalte sind zwar bestimmten Bereichen

zugeordnet, kdnnen aber auch in anderen Bereichen angewendet werden.

Lehrstoff:

5. Klasse:

Zahlen und Rechengesetze

-Reflektieren iiber das Erweitern von Zahlenmengen an Hand von natiirlichen, ganzen,
rationalen und irrationalen Zahlen

-Darstellen von Zahlen im dekadischen und in einem nichtdekadischen Zahlensystem
-Verwenden von Zehnerpotenzen zum Erfassen von sehr kleinen und sehr grolen Zahlen in
anwendungsorientierten Bereichen

-bewusstes und sinnvolles Umgehen mit exakten Werten und Naherungswerten

-Aufstellen und Interpretieren von Termen und Formeln, Begriinden von

Umformungsschritten durch Rechengesetze
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-Arbeiten mit Primzahlen und Teilern, Untersuchen von Teilbarkeitsfragen Gleichungen und
Gleichungssysteme

-Losen von linearen und quadratischen Gleichungen in einer Variablen

-Losen von linearen Gleichungssystemen in zwei Variablen, Untersuchen der Ldsbarkeit
dieser Gleichungssysteme, geometrische Interpretation

-Anwenden der oben genannten Gleichungen und Gleichungssysteme auf inner- und
auflermathematische Probleme

Funktionen

-Beschreiben von Abhéngigkeiten, die durch reelle Funktionen in einer Variablen erfassbar
sind (mittels Termen, Tabellen und Graphen), Reflektieren iiber den Modellcharakter von
Funktionen

-Beschreiben und Untersuchen von linearen und einfachen nichtlinearen Funktionen (zB a/x,
a/x2, ax2+bx+c, abschnittweise definierte Funktionen)

-Untersuchen von Formeln im Hinblick auf funktionale Aspekte, Beschreiben von direkten
und indirekten Proportionalitdten mit Hilfe von Funktionen

-Arbeiten mit Funktionen in anwendungsorientierten Bereichen

Trigonometrie

-Definieren von sin a, cos a, tan o fiir 0° <o< 360°

-Durchfiihren von Berechnungen an rechtwinkligen und allgemeinen Dreiecken, an Figuren
und Korpern (auch mittels Sinus-und Kosinussatz)

-Kennenlernen von Polarkoordinaten Vektoren und analytische Geometrie der Ebene
-Addieren von Vektoren und Multiplizieren von Vektoren mit reellen Zahlen, geometrisches
Veranschaulichen dieser Rechenoperationen

-Ermitteln von Einheitsvektoren und Normalvektoren

-Arbeiten mit dem skalaren Produkt, Ermitteln des Winkels zweier Vektoren

-Beschreiben von Geraden durch Parameterdarstellungen und durch Gleichungen, Schneiden
von Geraden

-Losen von geometrischen Aufgaben, gegebenenfalls unter Einbeziehung der

Elementargeometrie
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6. Klasse:

Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

-Definieren von Potenzen mit natiirlichen, ganzen, rationalen und reellen Exponenten,
Definieren von Wurzeln und Logarithmen

-Formulieren und Beweisen von Rechengesetzen fiir Potenzen, Wurzeln und Logarithmen;
Umformen entsprechender Terme

Folgen

-rekursives und explizites Darstellen von Folgen

-Untersuchen von Folgen auf Monotonie, Beschrinktheit und Konvergenz, intuitives Erfassen
und Definieren des Begriffes Grenzwert

-Definieren der Eulerschen Zahl

-Arbeiten mit arithmetischen und geometrischen Folgen und Reihen, Erkennen des
Zusammenhangs zwischen arithmetischen Folgen und linearen Funktionen sowie zwischen
geometrischen Folgen und Exponentialfunktionen

-Verwenden von Folgen zur Beschreibung diskreter Prozesse in anwendungsorientierten
Bereichen (insbesondere Geldwesen)

Gleichungen, Ungleichungen, Gleichungssysteme

-Arbeiten mit einfachen Ungleichungen (Abschétzungen, Umformungen,
Fallunterscheidungen)

-Losen von linearen Gleichungssystemen mit drei Gleichungen in drei Variablen

-Kennen lernen von Niherungsverfahren zum Losen von Gleichungen

Reelle Funktionen

-Definieren, Darstellen und Untersuchen von Potenzfunktionen, von Exponential- und
Logarithmusfunktionen sowie von Winkelfunktionen (Bogenmal)

-Untersuchen von Figenschaften reeller Funktionen (Monotonie, globale und lokale
Extremstellen, Symmetrie, Periodizitdit) und von Beziehungen zwischen Funktionen
(Umkehrfunktionen)

-Beschreiben von Anderungen durch AnderungsmaBe (absolute und relative Anderung,
Differenzenquotient)

-Anwenden von Funktionen zur Beschreibung kontinuierlicher Prozesse, Vergleichen von
Modellen, Erkennen der Grenzen von Modellbildungen

-Kennen lernen von Verallgemeinerungen des Funktionsbegriffs

-Verketten von Funktionen
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Analytische Geometrie des Raumes

-Ubertragen bekannter Begriffe und Methoden aus der zweidimensionalen analytischen
Geometrie, Erkennen der Grenzen dieser Ubertragbarkeit

-Ermitteln von Normalvektoren, Definieren des vektoriellen Produkts

-Beschreiben von Geraden und Ebenen durch Parameterdarstellungen bzw. Gleichungen
-Schneiden von Geraden und Ebenen, Untersuchen von Lagebeziehungen

-Losen von geometrischen Aufgaben, gegebenenfalls unter Einbeziehung der
Elementargeometrie und der Trigonometrie

Stochastik

-Arbeiten mit Darstellungsformen und Kennzahlen der beschreibenden Statistik

-Kennen des Begriffes Zufallsversuch, Beschreiben von Ereignissen durch Mengen

-Kennen  der  Problematik  des  Wahrscheinlichkeitsbegriffs;  Auffassen  von
Wabhrscheinlichkeiten als relative Anteile, als relative Héufigkeiten und als subjektives
Vertrauen

-Berechnen von Wahrscheinlichkeiten aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten; Arbeiten mit der
Multiplikations- und der Additionsregel; Kennen des Begriffs der bedingten
Wabhrscheinlichkeit

-Arbeiten mit dem Satz von Bayes

7. Klasse:

Algebraische Gleichungen und komplexe Zahlen

-Abspalten reeller Linearfaktoren von Polynomen

-Reflektieren iiber die ZweckmaiBigkeit des Erweiterns der reellen Zahlen -Rechnen mit
komplexen Zahlen

-Kennenlernen des Fundamentalsatzes der Algebra

Differenzialrechnung

-Definieren des Differenzialquotienten (Anderungsrate), ausgehend vom
Differenzenquotienten (mittlere Anderungsrate), Deuten dieser Begriffe als Sekantensteigung
bzw. Tangentensteigung, weiteres Deuten in aullermathematischen Bereichen

-Kennen des Begriffes Ableitungsfunktion, Berechnen von Ableitungen elementarer
Funktionen

-Deuten der zweiten Ableitung in inner- und auBermathematischen Bereichen
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-Herleiten von Differentiationsregeln zur Ableitung von Polynomfunktionen, Kennen weiterer
Differentiationsregeln (sofern sie fiir Funktionsuntersuchungen verwendet werden)
-Untersuchen einfacher und im Hinblick auf Anwendungen sinnvoller Funktionen beziiglich
Monotonie und Kriimmungsverhalten, Ermitteln von Extrem- und Wendestellen

-Losen von Extremwertaufgaben

-Prizisieren einiger Grundbegriffe und Methoden der Differenzialrechnung (insbesondere des
Begriffes Grenzwert) unter Einbeziehung des Begriffes Stetigkeit

-Kennenlernen weiterer Anwendungen der Differenzialrechnung

Nichtlineare analytische Geometrie

-Beschreiben von Kreisen, Kugeln und Kegelschnittslinien durch Gleichungen

-Schneiden von Kreisen bzw. Kegelschnittslinien mit Geraden, Ermitteln von Tangenten
-Beschreiben von ebenen Kurven durch Parameterdarstellungen -Beschreiben von
Raumkurven und Flichen durch Parameterdarstellungen

Stochastik

-Kennen der Begriffe diskrete Zufallsvariable und diskrete Verteilung

-Kennen  der  Zusammenhinge  von  relativen  Hiufigkeitsverteilungen = und
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen; von Mittelwert und Erwartungswert sowie von empirischer
Varianz und Varianz

-Arbeiten mit diskreten Verteilungen (insbesondere mit der Binomialverteilung) in

anwendungsorientierten Bereichen

8. Klasse:

Integralrechnung

-Ermitteln von Stammfunktionen

-Definieren des bestimmten Integrals, Deuten einer Summe von ,,sehr kleinen Produkten® der
Form f(x)-Ax als Ndaherungswert des bestimmten Integrals

-Kennen des Zusammenhangs zwischen Differenzieren und Integrieren sowie des Hauptsatzes
der Differenzial- und Integralrechnung

-Berechnen von bestimmten Integralen mit Hilfe von Stammfunktionen unter Verwendung
elementarer Integrationsregeln

-Arbeiten mit verschiedenen Deutungen des Integrals (insbesondere Flacheninhalt, Volumen,

physikalische Deutungen)

Einfiihrung der Differenzialrechnung in der Schule Peter Jungbauer, 2014



-128-

Dynamische Prozesse

-Beschreiben von Systemen mit Hilfe von Wirkungsdiagrammen, Flussdiagrammen,
Differenzengleichungen oder Differenzialgleichungen

-Untersuchen des dynamischen Verhaltens von Systemen

-Ldsen von einfachen Differenzialgleichungen, insbesondere y’ = k.y

Stochastik

-Kennen der Begriffe stetige Zufallsvariable und stetige Verteilung

-Arbeiten mit der Normalverteilung in anwendungsorientierten Bereichen

-Kennen und Interpretieren von statistischen Hypothesentests und von Konfidenzintervallen
Wiederholung

-umfassendes Wiederholen, Vertiefen und Vernetzen von Stoffgebieten

C) Lehrplan HAK Mathematik

Ich zeige hier nur den mathematischen Teil des aktuellen (2006) HAK-Lehrplanes
(entnommen der Homepage des Ministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur).
Der allgemeine Teil unterscheidet sich zwar von dem der AHS (durch vermehrte

Berufsbezogenheit), doch kann ich ihn hier aus Platzgriinden nicht einfiigen.

Mathematik und angewandte Mathematik

Die Anwendung der mathematischen Verfahren auf wirtschaftliche Problemstellungen soll
durchgehend in allen Jahrgdngen behandelt werden. Kriterien fiir die Lehrstoffgewichtung
sind die Erreichung eines fundierten mathematischen Grundwissens und dessen
Anwendbarkeit im Studium und in der beruflichen Praxis. Begriffe und Inhalte, die im
Lehrstoff nicht explizit angefiihrt werden, konnen bei der Erarbeitung des entsprechenden
Kapitels eingefiihrt werden. Taschenrechner und Computer sind im Unterricht einzusetzen.
Die computerunterstiitzte Losung von Aufgabenstellungen bietet die Mdoglichkeit,
mathematische Modelle auch bei komplexeren Problemstellungen zu erarbeiten. Grof3e
Bedeutung kommt dabei der kritischen Beurteilung und Interpretation der erarbeiteten

Ergebnisse zu.
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Bildungs- und Lehraufgabe:

Der Schiiler soll

- die Mathematik in ihren Zusammenhingen begreifen und die von ihr bereitgestellten
Techniken bei der Losung von Problemen der Berufspraxis anwenden kdnnen,

- Vorgidnge in Natur, Technik und Wirtschaft mit Hilfe von geeigneten mathematischen
Modellen beschreiben kénnen,

- bereit sein, mathematische Verfahren in der Berufspraxis einzusetzen,

- Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten in den mathematischen Fachgebieten besitzen
sowie die daflir notwendigen algebraischen Methoden und numerischen Verfahren
beherrschen, soweit sie fiir die Berufspraxis und fiir das Studium an einer Universitit
erforderlich sind,

- eine sorgfiltige und zielorientierte mathematische Arbeitsweise auf aulermathematische
Problemstellungen und deren Losungen anwenden konnen,

- abstrahieren, formalisieren, begriinden, folgern konnen und

- analytisches Denken entwickeln und Kritikfahigkeit erwerben.

Lehrstoff:

II. Jahrgang:

Integration von Vorkenntnissen:

Mengenlehre, Zahlenmengen, Potenzen, Rechnen mit Termen.
Aussagenlogik.

Funktionsbegriff, lineare Funktion.

Lineare Gleichungen und Ungleichungen mit einer Variablen; lineare Gleichungssysteme und
Ungleichungssysteme; lineare Optimierung.
Polynomfunktionen; Gleichungen hoheren GradeS.
Matrizenrechnung:

Addition, Multiplikation, Inverse.

Vier Schularbeiten.

IlI. Jahrgang:
Exponential- und logarithmische Funktionen; Wachstums- und Abnahmeprozesse;

Simulationsverfahren in Form von Fallbeispielen; Exponentialgleichungen.
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Finanzmathematik:

Zinseszins- und Rentenrechnung, Schuldtilgung, Investitionsrechnung, Kurs- und
Rentabilititsrechnung.

Geometrie:

Winkelmale, Kreisfunktionen, Dreiecksberechnungen; Planimetrie, Stereometrie.

Vier Schularbeiten.

IV. Jahrgang:

Differenzialrechnung:

Grenzwert, Differenzen- und Differenzialquotient, Differenziationsregeln;
Funktionsdiskussion, Extremwertaufgaben, Methode der kleinsten Quadrate.
Integralrechnung:

Stammfunktion und bestimmtes Integral, Integrationsregeln; numerische Integration.

Kosten- und Preistheorie.

Drei Schularbeiten.

V. Jahrgang:

Beschreibende Statistik:

Haufigkeitsverteilungen und ihre Darstellungen; Zentralmafe, Streuungsmalle; Regression,
Korrelation und Kontingenz, Zeitreihen.

Wahrscheinlichkeitsrechnung:

Klassischer und statistischer Wahrscheinlichkeitsbegriff, Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten;
Darstellungen und Kenngréf3en von diskreten und stetigen Verteilungen.

Beurteilende Statistik:

Schiatzverfahren, Testen von Hypothesen.

Simulation:

Wirtschaftliche  Modelle;  Fallbeispiele  unter = Verwendung  systemdynamischer
beziehungsweise stochastischer Methoden.

Wiederholung und Vertiefung von Lehrstoffinhalten aller Jahrgdnge.

Zwei Schularbeiten, jeweils zweistiindig.
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D) Lehrplan HTL Mathematik

Ich zeige hier nur den mathematischen Teil des aktuellen HTL-Lehrplanes der Hoheren
Lehranstalt fiir Chemie (2006), Maschinenbau (2008) und Elektrotechnik (2008) (entnommen
der Homepage des Ministeriums fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur). Der allgemeine Teil
unterscheidet sich zwar von dem der AHS (durch vermehrte Berufsbezogenheit), doch kann
ich ihn hier aus Platzgriinden nicht einfligen.

Ich kann aus demselben Grund leider auch nicht auf alle unterschiedlichen Ausrichtungen der

HTL in Osterreich eingehen (Bautechnik, etc.).

ANGEWANDTE MATHEMATIK
Bildungs- und Lehraufgabe:

Der Schiiler soll

— die fiir die Berufspraxis und fiir weiterfiihrende Studien notwendigen mathematischen
Begriffe, Denkweisen und Methoden kennen und anwenden kénnen;

— einfache Sachverhalte in Natur, Technik und Wirtschaft mit mathematischen Modellen
beschreiben und analysieren sowie Modellosungen gewinnen und interpretieren
konnen;

— die Mathematik als Werkzeug zur Infomationsgewinnung und zur Kommunikation im
technisch-naturwissenschaftlichen und im kommerziellen Bereich einsetzen konnen;

— mathematische Sachverhalte darstellen und Verfahren begriinden kdnnen;

— moderne Hilfsmittel zielfiihrend einsetzen konnen.

Lehrstoft:
[.Jahrgang:

Algebra:

Zahlenbereiche; Rechnen mit Variablen und Termen; Vektoren (Darstellung, Betrag,
Addition, Subtraktion, Multiplikation mit einem Skalar); lineare Gleichungen und

Ungleichungen, Formelumwandlungen, lineare Gleichungssysteme.
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Numerisches Rechnen:
Darstellung von Zahlen, Darstellungsfehler, Abschétzen von Ergebnissen.
Funktionen:

Begriff, Darstellung in Koordinatensystemen; lineare Funktion; Interpretieren von Tabellen,

Interpolation; direkte und indirekte Proportionalitét.
Geometrie:

Planimetrie (Ahnlichkeit; Dreieck, Viereck, Kreis; pythagordische Lehrsatzgruppe);

Stereometrie; Trigonometrie des rechtwinkeligen DreieckesS.

II. Jahrgang:

Algebra und Geometrie:

Vektoren (Skalarprodukt, Orthogonalitét, vektorielles Produkt). Quadratische Gleichungen;
Exponenzialgleichungen. Komplexe Zahlen (Darstellung, Rechenoperationen). Trigonometrie

des schiefwinkeligen DreieckeS.
Funktionen:

Eigenschaften; Umkehrfunktionen; quadratische Funktionen, Potenz- und Wurzelfunktionen,
Exponenzial- und logarithmische Funktionen; allgemeine Sinusfunktion, Summensitze;

Interpretation von Funktionsgraphen und -gleichungen; Parameterdarstellung.

Wirtschaftsmathematik:

Zinseszinsrechnung; lineare Optimierung.

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik:

Haufigkeitsverteilung; Kenngrofien; Wahrscheinlichkeit (Additions- und
Multiplikationsregel).

[LundII. Jahrgang:

Anwendungen aus dem Fachgebiet; Gebrauch der in der Praxis iiblichen Rechenhilfen,

rechnerunterstitztes Arbeiten in der Mathematik.

Im I. und II. Jahrgang je vier Schularbeiten.
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III. bis V. Jahrgang:

Siehe die Anlage der jeweiligen Fachrichtung

LEHRPLAN DER HOHEREN LEHRANSTALT FUR CHEMIE
III. Jahrgang:
Analysis:

Zahlenfolgen,  Grenzwert,  Stetigkeit.  Differenzialrechnung  (Differenzen-  und
Differenzialquotient,  Ableitungsregeln, = Anwendungen der Differenzialrechnung).
Integralrechnung  (bestimmtes und unbestimmtes Integral, Integration elementarer

Funktionen, Anwendungen der Integralrechnung).

Numerische Mathematik:

Fehlerabschitzung und -fortpflanzung; Konditionsproblematik; numerische Methoden zum

Ldosen von Gleichungen, numerische Integration; Interpolation.

IV.Jahrgang:

Analysis:

Einfache Differenzen- und Differenzialgleichungen.
Lineare Algebra und analytische Geometrie:

Matrizen (Operationen, Anwendungen), Determinanten. Lineare Optimierung. Geraden und

Ebenen; Kegelschnitte in Hauptlage.

V.Jahrgang:

Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik:

Diskrete und stetige Verteilungen, induktive Statistik (Parameterschitzung,

Signifikanzpriifung), Statistische Methoden des Qualitdtsmanagements. Anwendungen.

Aktuelle Themen der angewandten Mathematik mit besonderer Beriicksichtigung der

Fachrichtung.

Einfiihrung der Differenzialrechnung in der Schule Peter Jungbauer, 2014



-134-

III. bis V. Jahrgang:

Anwendungen aus dem Fachgebiet; Gebrauch der in der Praxis iiblichen Rechenhilfen,

rechnerunterstiitztes Arbeiten in der Mathematik.

In Jahrgéingen mit mindestens drei Wochenstunden vier Schularbeiten, sonst zwei

Schularbeiten.

LEHRPLAN DER HOHEREN LEHRANSTALT FUR ELEKTROTECHNIK
IIl. Jahrgang:
Analysis:

Differenzengleichungen, Zahlenfolgen, Grenzwert, Stetigkeit. Differenzialrechnung
(Differenzen- und  Differenzialquotient,  Ableitungsregeln, = Anwendungen  der
Differenzialrechnung); Integralrechnung (bestimmtes und unbestimmtes Integral, Integration
elementarer Funktionen, Anwendungen der Integralrechnung). Funktionen in zwei

unabhingigen Variablen, partielle Ableitung.
Numerische Mathematik:

Fehlerabschitzung und -fortpflanzung; Konditionsproblematik; numerische Methoden zum

Loésen von Gleichungen, numerische Integration; Interpolation.

IV. Jahrgang:
Analysis:

Funktionenreihen (Potenzreihen, Fourierreihen). Gewohnliche Differenzialgleichungen
(einfache Differenzialgleichungen 1.0rdnung, Schwingungsgleichung);

Integraltransformationen.
Lineare Algebra und analytische Geometrie:

Matrizen (Operationen, Anwendungen), Determinanten. Geraden und Ebenen; Kegelschnitte

in Hauptlage. Algebraische Strukturen.
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V. Jahrgang:
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik:

Diskrete und  stetige  Verteilungen, induktive  Statistik  (Parameterschitzung,
Signifikanzpriifung); Zusammenhangsanalysen (Korrelation, Regression). Statistische

Methoden des QualitdtsmanagementS. Anwendungen.

Aktuelle Themen der angewandten Mathematik mit besonderer Beriticksichtigung der

Fachrichtung.

III. bis V. Jahrgang:

Anwendungen aus dem Fachgebiet; Gebrauch der in der Praxis iiblichen Rechenhilfen,

rechnerunterstiitztes Arbeiten in der Mathematik.

LEHRPLAN DER HOHEREN LEHRANSTALT FUR MASCHINENBAU
IIl. Jahrgang:
Analysis:

Zahlenfolgen,  Grenzwert,  Stetigkeit.  Differenzialrechnung  (Differenzen-  und
Differenzialquotient,  Ableitungsregeln, = Anwendungen der  Differenzialrechnung).
Integralrechnung (bestimmtes und unbestimmtes Integral, Integration elementarer

Funktionen, Anwendungen der Integralrechnung).
Numerische Mathematik:

Fehlerabschitzung und -fortpflanzung; Konditionierungsproblematik; numerische Methoden

zum Losen von Gleichungen, numerische Integration; Interpolation.
Lineare Algebra und analytische Geometrie:

Matrizen (Operationen, Anwendungen), Determinanten. Geraden und Ebenen; Kegelschnitte

in Hauptlage.
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IV. Jahrgang:
Analysis:

Potenzreihen. Gewohnliche Differenzialgleichungen (Differenzialgleichungen 1. Ordnung;

Schwingungsgleichung).
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik:

Diskrete und  stetige  Verteilungen, induktive  Statistik  (Parameterschétzung,

Signifikanzpriifung). Zusammenhangsanalysen (Korrelation, Regression).
Statistische Methoden des Qualititsmanagements:
Normalverteilung, Priifverteilungen, Stichproben. Auswertungsverfahren.

Aktuelle Themen der angewandten Mathematik mit besonderer Beriticksichtigung der

Fachrichtung.

III. und I'V. Jahrgang:

Anwendungen aus dem Fachgebiet; Gebrauch der in der Praxis iiblichen Rechenhilfen,

rechnerunterstiitztes Arbeiten in der Mathematik.
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