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1. Einleitung

Die moderne Mathematik ist universell und ihre Anwendungen sind in den
Naturwissenschaften, der Kunst, der Industrie usw. zu finden. Schon lange
beschrankt sich die Mathematik nicht mehr auf das ,blofle Rechnen”. Stewarts
schreibt diesbeziiglich: , Gegenstand der modernen Mathematik ist weniger die
Manipulation von Ziffern als die Beschreibung von Strukturen, Formen und Mustern”

(Stewarts, 2010, S. 9).

Doch bis heute beruht sie auf der Zahl, womit sie auch begann. Mathematiker
unterschiedlichster Kulturen entwickelten {iber die Zeit hinweg eine markante
Anzahl an mathematischen Disziplinen, die sich wiederum in viele
Unterdisziplinen bzw. Unterthemen aufspalten: Analysis, Algebra, Geometrie,
Wahrscheinlichkeitsrechnung, Topologie u.v.m. Heute gibt es weltweit iiber 50
000 forschende Mathematiker, die die Welt der Mathematik Jahr fiir Jahr mit
neuen Erkenntnissen aus allen Disziplinen bereichern. Doch was ist die Zahl
eigentlich? Bekanntlich ist es viel einfacher mit Zahlen zu arbeiten, als erkldren zu
miissen, was eine Zahl genau ist. Zahlen sind keine Dinge, denn ich kann sie nicht
,anfassen”, aber sie beschreiben Dinge, die man doch sehr wohl anfassen kann,
beispielsweise ,zwei Tassen”. Nichtsdestotrotz beruht unsere Welt, das
Funktionieren unserer Gesellschaft darauf (vgl. Stewarts, 2010, S. 9). In den
folgenden Kapiteln wird die Geschichte der Mathematik im Altertum erzahlt,
genauer gesagt die Entwicklungsgeschichte der Mathematik, deren Urspriinge in
den alten Hochkulturen Mesopotamiens, Agyptens, Chinas und Indiens liegen.
Diese Menschen waren die Wegbereiter, leisteten Pionierarbeit und so wurde im
Laufe vieler tausend Jahre ein , Schema” erschaffen, dass wir heute Mathematik
nennen. Die Mathematik ist aus den unterschiedlichsten Bediirfnissen,
Notwendigkeiten und Motiven heraus entstanden, wobei die Entwicklung

keineswegs gleichmafsig stattfand und auch nie zum Erliegen kam. Auch heute ist
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die Mathematik ein Prozess der weiterhin anhilt und stindig erweitert und
verfeinert wird. (vgl. Stewarts, 2010, S. 278) Wo aber befinden sich die Wurzeln
eigentlichen mathematischen Denkens? Was hat die Menschen der Hochkulturen
angetrieben Mathematik zu betreiben und welchen wissenschaftlichen Stand hat
die Mathematik zu jener Zeit erreicht? Dies sind Fragen, denen ich im Zuge dieser
Arbeit auf den Grund zu gehen versuche. Doch zu allererst ist wichtig, dem
Ursprung des Ganzen nachzugehen. Das folgende Kapitel beschaftigt sich,
natiirlich nur tiberblicksméafsig, mit der prahistorischen Menschheitsgeschichte,
iiber das Leben der Menschen in der Steinzeit bis zum Werdegang zum sesshaften
Menschen und der damit verbundenen Geschichte bzw. Entstehung der Zahlen

und des Zahlbegriffs.

1.1  Zur Geschichte der Zahlen - Zahlen, Zihlen, Figuren

Die Wiege der Menschheit liegt wie bekanntlich in Zentralafrika, wo die
Menschen bereits vor 20 000 Jahren und mehr eine Vorstufe des Zahlens und
Rechnens betrieben. Das heif$t also, dass der Mensch bereits in prahistorischer Zeit
erste Vorstellungen von Zahl und Form entwickelte, wobei er vermutlich nur
~zwei” und ,viele Dinge” zahlte. Heute geht man davon aus, dass die ersten
Entwicklungen von Zahlen und Zahlen 20 000 bis 30 000 Jahre zurtickliegen, also
ihre ersten Anfange in der alteren Steinzeit nahmen. Zu jener Zeit waren die
Menschen noch Hohlenmenschen und die Bedingungen unter denen sie lebten,
unterschieden sich kaum oder nur wenig von denen der Tiere. Sie waren Jager
und Sammler und jagten ihre Beute mit Keulen oder Wurfspeeren. Bei
archaologischen Funden fand man geometrische Ornamente, Figuren oder
Malereien, die in die spatere Steinzeit datiert werden. Besonderes Aufsehen
erregten beispielsweise die Hohlenmalereien in Spanien und Frankreich, welche
ungefdahr vor 15 000 Jahren entstanden sind. Vor etwa 10 000 Jahren begann die
mittlere Steinzeit, welche auch den Beginn der Sesshaftigkeit kennzeichnet. Dieser
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Prozess konnte durch das Schmelzen des Eises iiber Asien und Europa bedingt
worden sein. Menschen wurden zu Bauern, errichteten erste Dorfer und begannen
mit dem Ackerbau. Sie legten Damme und Graben mit einfachsten Werkzeugen an
und entwickelten hierbei bereits erste geometrische Kenntnisse. Durch die
Erfordernisse und Handlungen des Alltags wurden immer mehr Kenntnisse
erforderlich und das Verstandnis von Zahl und Form wuchs und entwickelte sich
weiter. Mit dem Ubergang der Altsteinzeit in die Jungsteinzeit, welche als
neolithische Revolution bezeichnet wird, begann die Viehzucht. Schafe, Schweine,
Pferde und Rinder wurden domestiziert, wobei Letzteres als Pflugtier fiir den
Ackerbau eingesetzt wurde. Die Bauwerke der Megalithkulturen aus jener Zeit,
welche im Westen und Siiden Europas angesiedelt waren, zeugen von einem

hohen Stand geometrischer, technischer und astronomischer Kenntnisse.

Abbildung 1: Stonehenge (Siidengland): das groéfite erhaltene Steindenkmal Europas aus dem
3./2. Jahrtausend (Quelle: Scriba/Schreiber, 2001, S. 9)

. Der beriihmte Steinkreis von Stonehenge (Abb. 1), der weniger bekannte Ring of Brogar
und die Steinzeitsiedlung Skara Brae auf den Orkney- Inseln, die Kuppel- und Ganggriber
mit Spiralmotiven in Irland und Frankreich, die Steinsetzungen in der Bretagne, die
Taulas und Talayots auf Menorca und die Steinzeittempel auf Malta” (Alten, Naini,
Folkerts, Schlosser, Schlote, Wufiing, 2003, S.2). Mit dem Bau dieser Werke gehen

auch die Entwicklung des Zahlbegriffs und die Einfithrung von Zahlzeichen



einher. Die Fahigkeit des Zahlens ist eines der Fahigkeiten, die nur uns Menschen
eigen ist. Aus Beobachtungen haben Forscher jedoch herausgefunden, dass einige
Saugetiere (z.B. Vogel) kleinere Unterschiede bei Futtermengen oder bei der
Anzahl ihrer Nachkommen differenzieren konnen. Fehlt also eine Futtermenge
oder sogar eines ihrer Nachkommen, kann es kurzfristig zur Aufruhr der Tiere
kommen. Forscher gehen davon aus, dass auch zu Beginn beim Menschen diese
Fahigkeit entwickelt war. Sie konnten also Unterschiede in den Mengen konkreter
Gegenstdande erfassen (vgl. Wufling, 2008, S. 7). Wufliing schreibt auflerdem:
,Ethnografen berichteten zu Anfang des 20. Jahrhunderts von Expeditionen zu
Volkerstidmmen, die sich noch auf der Stufe der Steinzeitkultur befanden, in Zentralafrika,
Ozeanien, Zentralamerika. Man zihlte dort ,eins”, ,zwei”, ,einige”, “viel” * (Wufiing,

2008, S.7).

Der Wandel des gesellschaftlichen Lebens im Laufe der Zeit fiihrte zu Handel und
Austausch verschiedenster Giiter zwischen Menschen und Volkern und somit
war das Erfordernis von Zahlen und Zahlwortern gegeben. Die Menschen kannten
zwar keine Symbole fiir Zahlen oder eine Schriftsprache, doch auf irgendeine Art
und Weise musste die Giiterteilung stattfinden. Auch damals gab es schon
Buchhalter, die ,Buch dariiber fithren mussten”, wem was gehorte. Sie hatten
verschiedenste Gegenstande aus Ton wie Scheibchen, Kugeln, Kegeln, Zylinder
oder Pyramiden, welche die unterschiedlichsten Handelsgiiter darstellten (vgl.

Stewarts, 2010, S.10).

,Die Archiologin Denise Schmandt-Besserat stellte fest, dass diese Zihlsteine oder
, Tokens” die wichtigsten Handelsgiiter symbolisierten, eine Kugel vielleicht einen Scheffel
Getreide, die Zylinder das Vieh und die eiformigen Stiicke Kriige mit o1 (Stewarts, 2010,
S. 10) Die Zahlsteine wurden iiber die Zeit hinweg mit vielen kleinen Details
versehen, so standen kleine Verzierungen beispielsweise fiir einzelne Brotlaibe.
Die Tonfiguren dienten vor allem den Tempelbeamten zur Regelung der

finanziellen Angelegenheiten wie das Steuersystem oder die Aufteilung und



Regelung von Besitztiimern. Diese Methode des Zahlens hatte seine Vor- und
Nachteile. Zu den wichtigen Vorteilen gehorte, dass man den Ton problemlos zu
Mustern und Figuren formen konnte und diese dann Aussagekraft dartiber hatten,
wie viel Vieh oder Brot einem gehorte, oder wie viel Schulden jemand hatte. Ein
Nachteil war, dass man die getrockneten Tonfiguren leicht falschen bzw.
nachformen konnte. Um das zu verhindern, wurden die Zahlsteine in Tonhtillen
aufbewahrt. Zur Einsicht in die Tonhiillen, wurden die Gefafse zerbrochen und
zur erneuten Archivierung der Gegenstande wurden neue Hiillen angefertigt. Mit
der Zeit erkannten die Tempelbeamten in Mesopotamien diesen Vorgang des
Zerbrechens und Neuanfertigens als einen lastigen und aufwendigen an und
begannen, die Aufienhiille der Tongefifle einzukerben. Wenn der Inhalt
beispielsweise sieben Kugeln umfasste, wurden sieben Kreise an die Auflenhiille
eingezeichnet. Frither oder spdter haben die Schreiber begriffen, dass der Inhalt
der Tongefafle iiberfliissig geworden war, da alles Notwendige bereits auflen

eingezeichnet war (vgl. Stewarts, 2010, S. 10,11).

Stewarts schreibt in seinem Buch ,Meilensteine der Mathematik” diesbeziiglich:
,Der Ersatz von Tonfiguren kann sogar als Anbeginn der Schriftsprache selbst gelten”

(Stewarts, 2010, S. 11).

»Die Urspriinge eigentlich mathematischen Denkens- die Bildung abstrakter
mathematischer Begriffe und die Herstellung von Beziehungen zwischen ihnen- reichen
jedoch auch bei grofiziigiger Beurteilung nur ca. 6000 Jahre zuriick. Sie finden sich in den
Hochkulturen, die im 4. Jahrtausend v. Chr. in den Stromtilern des Hoangho, des Indus,
des Nils und im Land zwischen Euphrat und Tigris, also in Mesopotamien, entstanden™
(Wufling, 2008, S.6). In dieser Arbeit geht es genau um jene Kulturen, die sich
tausende Jahre v. Chr. an den Stromtilern niederliefen, als Hochkulturen
aufblithten und Erstaunliches auf dem Gebiet der Mathematik vollbrachten. Im
Zuge der Arbeit mochte ich aufferdem darlegen, welche mathematischen

Leistungen die Menschen im Altertum in den Bereichen Arithmetik, Algebra und



Geometrie zu Stande gebracht haben. Das nachste Kapitel soll unter anderem
Aufschluss dariiber geben, weshalb die Mathematik damals gebraucht wurde, aus
welchen Bediirfnissen heraus sie entstand und fiir das Leben in der Gemeinschaft

unbedingt notwendig war.

2. Weshalb Mathematik - Aus welchen Griinden sich die

Mathematik entwickelte

In diesem Kapitel versuche ich die anfinglichen Wege der Mathematik zu
behandeln. Ich versuche der Frage nachzugehen, aus welchen Griinden, Motiven
bzw. Bedtirfnissen heraus, sich die Mathematik bereits vor tiber 5000 Jahren in den
erwdhnten Hockkulturen entwickelt hat. Das folgende Kapitel wird zundchst
nichts tiber die mathematischen Errungenschaften der Hochkulturen im Altertum
zum Inhalt haben, sondern lediglich die urspriinglichen Beweggriinde aller vier
Hochkulturen beinhalten, weshalb Mathematik ,betriecben” wurde. In den
Kapiteln drei und vier wird anschlieffend ein genauer geschichtlicher Grundriss
der Hochkulturen mit ihren jeweiligen mathematischen Errungenschaften bzw.
Leistungen gegeben. Im Vordergrund stehen hier die Entwicklung der Schrift und
die damit verbundenen Zahlzeichen und im weiteren Sinne die Zahlsysteme. Wir
werden erfahren, wie und womit die Menschen in den unterschiedlichen
Regionen rechneten und auf welche Weise sie ihre Leistungen der Nachwelt
zuganglich machten. Die meisten Hochkulturen hatten gut tiberlegte Zahlsysteme,
womit sie ungehindert alle Grundrechenarten ausiiben konnten. Man kann sich
kaum vorstellen, dass Menschen bereits vor 5000 Jahren auf hohem Niveau
Mathematik betrieben und in schnellem Tempo weiter entwickelten und
verbreiteten. Rechenregeln, Algorithmen oder die uns heute so bekannten Sitze
wie der ,Satz des Pythagoras” oder ,Satz von Thales” wenden wir heute ohne viel
dariiber nachzudenken an, ohne uns im Klaren zu sein, dass diese Tatsachen

bereits vor 5000 Jahren ihre Anfinge nahmen und damals nicht so
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selbstverstandlich waren. Die Hochkulturen leisteten Pionierarbeit und waren
Wegbereiter fiir eine Wissenschaft, die heute fast tiberall zum Einsatz kommt.
Heute weifs man, dass der mehrheitliche Teil mathematischer Quellen aus
Mesopotamien stammt, das vor ungefahr 3000 v. Chr. im Gebiet des heutigen Irak
aufbliithte. In Mesopotamien entwickelte sich auch die allererste Schrift unserer
Geschichte, welche zunédchst als Bilderschrift begann und sich nach und nach zur
Keilschrift herausbildete. Darauf wird im ndchsten Kapitel genauer eingegangen.
Den eigentlichen Inhalt dieses Kapitel mochte ich mit einem Zitat von Hein
einleiten: , Dass weite Teile unserer Gesellschaft durch Mathematik geprigt sind, braucht
kaum erwihnt zu werden. Umgekehrt haben Anforderungen der Gesellschaft die
Mathematik nicht nur geprigt, sie diirfen wohl, wenn man in die Geschichte blickt,
geradezu als Ursprung und entscheidende Triebfeder mathematischer Titigkeit und
Erfindungsgabe angesehen werden” (Hein, 2012, S. 25). Die Menschen im Altertum
standen einer Vielzahl von technischen Problemen gegeniiber. Die Menschen
mussten in der Gemeinschaft als Einheit zusammenwirken um anfallende
komplexe und aufwendige Erfordernisse bewdltigen zu konnen. Die Wirtschaft
musste durch Arbeitsteilung organisiert werden, Menschen mussten versorgt und
Steuern auferlegt werden. Es ist heute kaum vorstellbar, dass eine Verwaltung
ohne Schrift und Mathematik diesen Anforderungen nachgehen konnte. So
beweisen uns beispielsweise schriftliche Quellen aus Mesopotamien, dass damals
bereits iiber viele wichtige Angelegenheiten Buch gefiihrt wurde. Zur
Buchfiihrung reichen zwar lediglich Kenntnisse iiber einfache Grundrechenarten,
doch andere Aufgaben wie Verteilungsaufgaben erfordern hingegen
kompliziertere Rechenverfahren. Die frithen Hochkulturen in den Flusstdlern
waren auch mit unumganglichen wirtschaftlichen Problemen und Aufgaben
konfrontiert. Beispielsweise kam es am Nil jahrlich zu Uberschwemmungen, was
eine alljahrliche Neuvermessung des Landes erforderte. Weitere Aufgaben, die die
Menschen im Altertum zu bewaltigen hatten, waren beispielsweise die Errichtung

von Dammen und Kandlen, der Bau von Aquddukten oder die Erhebung des

7



Bedarfs an Arbeitskraften und Material zur Errichtung verschiedenster Bauten. In
den mathematischen Quellen der Hochkulturen finden sich jedoch keine Beweise,
wie wir sie heute kennen, ausschliefSlich numerische Regeln, die die damaligen
Mathematiker einmal aufstellten und stets verfolgten. Die Mathematik, die die
Menschen im Altertum betrieben, war eher praktischer Natur und so gab es
damals auch keinen Bedarf, Rechenregeln zu beweisen. Sie mussten lediglich
zielfiihrend sein. FEinige der Kulturen konnten allerdings erstaunlich genaue
Naherungswerte berechnen, wie etwa fiir die Wurzel aus 2 oder die Zahl 7. Ein
weiterer Grund weshalb mathematische Berechnungen von Noten waren zeigt
sich in der Astronomie, die eine sehr grofie Rolle spielte und in der
Kalenderrechnung, worauf ich aber sehr beschrankt eingehen mochte. Sowohl die
Babylonier, als auch die Agypter, Chinesen und Inder haben in systematischen
und kontinuierlichen Beobachtungen die Bewegungen der Planten, des Mondes
und der Sonne aufgezeichnet und konnten mit Hilfe mathematischer
Berechnungen diverse Voraussagen machen. Wir haben nun festgestellt, dass die
wesentlichen Urspriinge und Motive der altertiimlichen Mathematik in
praktischen Erfordernissen liegen, die der Alltag und das Leben in der
Gemeinschaft mit sich bringen. Ich werde nun in folgenden Kapiteln ndher auf die
erwahnten Hochkulturen eingehen und deren mathematische Erfolge und
Leistungen in den Bereichen der Algebra, Arithmetik und der Geometrie so genau
wie moglich darlegen. Es werden zunéchst ein geschichtlicher Uberblick und ein
Einblick in das Schriftsystem jeder einzelnen Kultur gegeben. Danach werden die
Zahlzeichen und Zahlsysteme besprochen und anschlielend werden die
Leistungen in den bereits erwdhnten mathematischen Teilgebieten dargelegt. Wir
werden sehen, dass es viele Uberschneidungen und Parallelen zwischen der
Mathematik der einzelnen Hochkulturen gibt, was auf einen kulturellen
Austausch zwischen ihnen deutet. In allen vier Kulturen waren Grundrechenarten
oder Briiche bekannt und auch der Satz des Pythagoras wurde vielmals

angewandt, natiirlich ohne einen Beweis fiir diesen zu liefern. In der

8



altchinesischen Mathematik jedoch findet sich eine Art ,,Beweis” des Satzes, was
auch als allererster , Beweis” in der Geschichte der Mathematik bezeichnet werden
kann. Im letzten und abschliefSfenden Kapitel geht es um die Weiterentwicklung
der Algebra, angefangen von den alten Griechen, iiber die Algebra in den
islamischen Landern bis zum bedeutenden Mathematiker Galois, welcher im 19.

Jahrhundert lebte.

3. Die Mathematik in den alten Stromtalkulturen

In diesem Kapitel werden die Anfiange der Mathematik in den beiden
Stromtalkulturen Mesopotamien und Agypten behandelt und eine kurze

Ubersicht zur Geschichte und die Entwicklung der jeweiligen Schrift gegeben.

3.1 Mesopotamien

Das Kapitel beginnt mit einer kurzen Einfiihrung der Geschichte Mesopotamiens
und schafft einen Uberblick iiber die Entwicklung der Keilschrift. Anschliefend
werden das mesopotamische Zahlsystem, die Arithmetik und Algebra und

abschlieflend die Geometrie dieser alten Hochkultur bearbeitet.

3.1.1 Historische Einfithrung und die Entwicklung der Keilschrift

Zu Beginn dieses Kapitels wird ein kurzer Uberblick iiber die politische und
geografische Geschichte Mesopotamiens gegeben. Anschlieflend erfolgt eine kurze
Ubersicht iiber die Entwicklung der Keilschrift, wobei die Abbildungen iiber

Tontafeln mit Keilschrifttext der Veranschaulichung dienen.
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Abbildung 2: Mesopotamien (Quelle: Wufling, 2008, 122)

In Mesopotamien liegt die Mehrheit der mathematischen Funde der frithen
Hochkulturen. Die Schriften, die hier gefunden wurden, reichen bis in die Zeit um
3500 v. Chr. zuriick. Mesopotamien wurde von den Griechen das Land , zwischen
den Stromen” Euphrat und Tigris genannt und liegt im heutigen Irak. ,Im
verallgemeinerten Sinne wird die Bezeichnung ,,Mesopotamien in der Archiologie auch
fiir das erweiterte Gebiet von den beiden Stromen bis zu den Bergen im Iran nach Osten
hin, im Norden bis in die Siidtiirkei und nach Westen hin bis zur syrisch- arabischen
Wiiste verstanden” (WufSing, 2008,5.123). In der sehr langen historischen Geschichte
Mesopotamiens kamen viele Herrscher, Volker und Stadte an die Macht und
erlangten somit politischen Einfluss. Volker, Herrscher und Stidte wie die
Sumerer, Assyrer, Akkader, Nubukadnezar II, Hammurabi und Sumer, Akkad,
Nippur und Babylon sind heute noch Termini, die Bedeutung haben (vgl. WufSing,
2008, S. 123).

,Auch wurzeln Teile des Alten Testaments in der Geschichte Mesopotamiens,
beispielsweise die Berichte von der babylonischen Gefangenschaft des jiidischen Volkes oder

die Geschichte der Sintflut, die sich in einer Urform in mesopotamischen Texten vorfindet”

10



(Wufling, 2008, S. 123). Obwohl die politische Geschichte Mesopotamiens ziemlich
komplex ist, da unterschiedlichste Volker und Herrscher ihre Bliitezeiten hatten
und gestiirzt wurden, ist {iber die damalige Geschichte der Technik, Wissenschaft
und Mathematik relativ viel in Form von auf Tontafeln geschrieben Texten

erhalten geblieben. ,Ganze Bibliotheken wurden entdeckt, darunter auch

,schongeistige” Werke wie das Gilgamesch-Epos” (Wufsing, 2008,S. 124,125).

Die Tontafel (Abb. 3) ist einer der éltesten tiberlieferten literarischen Dichtungen
der Menschheit und hat seinen Ursprung im sumerischen Reich. Die Schrift auf
den Tontafeln, die sogenannte Keilschrift, hat eine lange und verworrene Historie
und geht bis ins 3. Jahrtausend vor Chr. zuriick. Sie war jahrhundertelang
vorherrschende Schrift und wurde von vielen Volkern unterschiedlichster

Sprachtypen iibernommen (vgl. Wuf$ing, 2008, S. 125).

Abbildung 3: Tontafel mit dem Gilgamesch - Epos (Quelle: http://anthrowiki.at/Gilgamesch-
Epos)

Zur Bliitezeit der Sumerer um das 4. Jahrtausend v. Chr. gehorten die Stadte Uruk
und Ur zu den einflussreichsten Zentren und ,von Uruk stammen die iltesten
schriftlichen Zeugnisse unserer Geschichte” (Hein, 2012, S. 17). Die gangige Schrift die
zu jener Zeit in Gebrauch war, war die Bilderschrift, welche die Menschen ,,ohne
Kenntnis der Sprache” verstehen konnten (Hein, 2012, S. 17). Diese wandelte sich

im Laufe der Zeit zur Keilschrift. , Verschiedenformige Keile entstanden, indem man
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einen Griffel, etwa das zugeschnittene Ende eines trockenen Strohhalms, mit
verschiedenen Seiten in den weichen Ton driickte” (Stewarts, 2010, S12). Hein schreibt
dazu: ,Der dreieckige Querschnitt des Griffels bewirkte, dass beim Eindriicken in den
weichen Ton eine keilformige Kerbe oder eine Art Winkelhaken erzeugt wurde” (Hein,
2012, S. 17). Jene Tontafeln, die mit wichtigen Information versehen waren,
wurden gebrannt um sie erhalten zu konnen (vgl. Wufding, 2008, 5.84). Auf diesen
beiden Bestandteilen beruht auch die gesamte Keilschrift, einschliefdlich der

Zahlzeichen (vgl. Hein, 2012, S.18).

Abbildung 4: Tontafel der Sumerer

(Quelle:http://www.masche24.de/masche24/2/tex_weste_waschen-inhalt.htm)

Abbildung 4 zeigt eine Tontafel aus sumerischer Zeit, die Informationen zum
Waschewaschen enthalt. Sie stammt aus dem Jahr 2500 v. Chr. und ist im Gebiet
von EBuphrat und Tigris entstanden. Es ist das alteste Dokument, das in
sumerischer Schrift zum Waschen mit Seife tiberliefert wurde und die Seife zu
einem der altesten Chemieprodukte auszeichnet. ( Quelle:

http://www.masche24.de/masche24/2/tex_weste_waschen-inhalt.htm)

Im Jahre 1626 wurden die ersten Keilschrifttexte von Pietro de la Valle aus

Persepolis nach Europa gebracht. , Die Bezeichnung Keilschrift wird dem deutschen
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Arzt und Forschungsreisenden Engelbert Kampfer (1651-1716) zugeschrieben” (Wufing,
2008, S. 125). Die Entzifferung der Keilschrift gelang 1793 Georg Friedrich
Grotefend (1775-1863), einem Gottinger Lehrer (vgl. Wufding, S. 2008, S. 126).
Wufling schreibt: , Grotefend beschreibt 1793 in seinem erst 1893 wieder aufgefundenen
Originalaufsatz Praevia de cuneatis quas vocant inscriptionibus Persepolitanis legendis et
explicandis relatio seine Entzifferung der (auf dem Wege vom Bild zum Buchstaben) schon

alphabetischen altpersischen Keilschrift” (Wufliing, 2008, S. 126).

Um ca. 2250-2200 v. Chr. erhob sich Sargon 1, Akkader und der ,,Herrscher der 4
Weltteile”, gegen die Sumerer und griindete den ersten Grofistaat. Die Akkader
hatten keine eigene Schrift und nahmen die Schrift der Sumerer ein, wobei sie sie
an ihre Sprache anpassten. Wufsing schreibt: “[...] sahen die Akkader keine
Veranlassung, die hoch entwickelte Keilschrift, die sich durch Linearisierung von
Ideogrammen herausgebildet hat, zu verwerfen und ebenso lebte bei den akkadischen und

anderen semitischen Eroberern die sumerische Sprache als Fachsprache fort” (Wufling,

2008, S.126).

Nach dem Tod Sargons zerfiel das Reich in kleinere Stadte, welche die Macht
erhielten, bis ca. 2000. v. Chr., die Akkader und Sumerer zum letzten Mal fiir etwa
100 Jahre an die Macht kamen. Die Sprachen beider Reiche blieben nach dem
erneuten Zerfall erhalten, wobei die Akkadische Sprache als Verkehrssprache und

die Sumerische Sprache als Kultsprache weiterlebte (vgl. Hein, 2012, S. 18).
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Abbildung 5: Babylon: (Quelle: http:/www.fu-
berlin.de/presse/publikationen/fundiert/2009_01/03_cancik-kirschbaum/index.html)

1900 v.Chr. entstand das Babylonische Reich (vgl. Mankiewicz, 2000, S.10) und
eine Bliitezeit erlebten die Babylonier unter der Herrschaft des Konigs
Hammurabi um 1700 v. Chr. (vgl. Kropp, 1994, S. 14). Die Mathematik erlebte in
dieser Periode ihren Hohepunkt (vgl. Hein, 2012, S.19). Babylonische
Tontéafelchen, welche von Archdologen im Wiistensand Mesopotamiens gefunden
wurden, bestatigen, dass die Babylonier in unterschiedlichsten Gegenstanden sehr
erfahren und gebildet waren. Mehrere hundert Tontédfelchen befassen sich mit
mathematischen Inhalten sowie Himmelsbeobachtungen, die auf den hohen

mathematischen Wissensstand verweisen (vgl. Stewarts, 2010, S.13).

Abbildung 6: Weltkarte aus babylonischer Zeit (Quelle:
http://www.kartobase.de/Grundlagen_Geschichte.html)
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Abbildung 6 zeigt eine Tontafel, die um 600 v. Chr., also in babylonischer Zeit
entstanden ist und eine Weltkarte darstellt. Sie ist die einzige Weltkarte, die aus
dem Altertum erhalten ist ( vgl.

http://www kartobase.de/Grundlagen_Geschichte.html).

Wichtige und bedeutungsvolle Keilschrifttexte zu mathematischen Inhalten
stammen aus der Stadt Susa, das auf dem heutigen Gebiet des Iran liegt. Vor allem
dem britischen Archdologen W.K. Loftus und franzosischen Archdologen aus dem
19. und 20. Jahrhundert sind diese wertvollen Ausgrabungen gelungen.
., Spektakulir war die Entdeckung der Gesetzestafel des babylonischen Konigs Hammurabi
(ca. 1750 v. Chr.). Der Stein, eine Stele aus schwarzem Basalt, war als Zeugnis des Sieges
iiber Babylon nach Susa gebracht worden. Auf der 2,25m hohen Stele sind 285 Gesetze
festgehalten, die teils recht modern anmuten, aber auch barbarische Strafen anordnen”
(Wufling, 2008, S. 128; zitiert nach: Burton 1985, S. 82). Hier sind einige Ausziige

aus dem Codex Hammurabi:

Abbildung 7: Stele mit dem Codex Hammurabi

(http://employees.oneonta.edu/farberas/arth/Images/ARTH200/politics/hammurabi_det.jpg)

,Als Marduk mich beauftragte, die Menschen zu lenken und dem Lande Sitte

angedeihen zu lassen, legte ich Recht und Gerechtigkeit in den Mund des Landes und
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trug Sorge fiir das Wohlergehen der Menschen. Ich, der Konig, der unter den Konigen
hervorragt- meine Worte sind erlesen, meine Tiichtigkeit hat nicht ihresgleichen. Auf
Befehl des Sonnengottes, des grofien Richters des Himmels und der Erde, mége meine
Gerechtigkeit im Lande sichtbar werden, auf das Wort meines Herrn Marduk mogen
meine Aufzeichnungen keinen finden, der sie beseitigt (...). Damals (gab ich folgende
Gesetze): Wenn ein Biirger einen anderen Biirger bezichtigt und ihm Mord vorwirft,
ihn jedoch nicht iiberfiihrt, so wird derjenige, der ihn bezichtigt hat, getitet (...).Wenn
ein Biirger vor Gericht zu falschem Zeugnis auftritt und seine Aussage nicht beweist,
so wird, wenn dieses Gericht ein Halsgericht ist, dieser Biirger getitet” (Wufling,

2008, S. 128; zitiert nach: Borger 1982, S. 44 ff).

Nach den Babyloniern gewannen die Assyrer, mit ihren Hauptstadten Assur und
Ninive die Regentschaft und Konig Assurbanipal (ca. 650 v. Chr.) errichtete in
Ninive eine bedeutende und machtige Bibliothek. Mehr als hundert Jahre spater
konnte Perserkonig Kyros das Land bezwingen, allerdings hatte die babylonische

Kultur bis in die hellenistische Zeit Oberhand (vgl. Kropp, 1994, S. 14).

3.1.2  Zahlschrift - Zahlsystem

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit der Zahlschrift Mesopotamiens und soll einen

Einblick in das mesopotamische Zahlsystem geben.

Abbildung 8: piktografische Schrift aus Uruk ( Quelle:

http://kultgeschichte.blogspot.co.at/p/alter-orient.html)

Die édltesten ausgegrabenen Schriftdenkmaler fithren bis 3 300 v. Chr. in die

altsumerische Stadt Uruk zuriick. Die Abbildung 8 zeigt eine Tontafel aus der

16



altsumerischen Stadt Uruk, die auf 3300 v.Chr. datiert ist. (Quelle:

http://kultgeschichte.blogspot.co.at/p/alter-orient.html)

Hierbei wurden fiir die Zahlen zwei Griffeln, ein Griffel mit kleinerem und ein
Griffel mit groflerem kreisformigen Querschnitt verwendet. Diese wurden in
weichen Ton eingedriickt, wobei diese kreisformigen Zahlzeichen zustande

kamen (vgl. Hein, 2012, S. 39).
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Abbildung 9: Altsumerische Zahlzeichen (Quelle: http://gutenberg.spiegel.de/buch/7440/2)
Bevor sich die Keilschrift mit ihren Keilschriftziffern ab Mitte des 3. Jahrtausends

entwickelte, war eine dltere Form der Zahlschrift jahrhundertelang in Gebrauch.
In Abbildung 9 ist die altsumerische Zahlschrift abgebildet. Der Unterschied zum
Keilschriftsystem besteht darin, dass es sich hierbei um ein gemischtes Dezimal-

und Sexagesimalsystem handelt (vgl. Hein, 2012, S 39,40).

,Die Bedeutung der Zahlzeichen wvariierte anfangs noch mit der Art der gezihlten
Gegenstinde. Womit deutlich wird, dass in dieser friihen Phase von einem allgemeinen,
abstrakten Zahlbegriff noch keine Rede sein kann” ( Hein, 2012, S 39). In den folgenden
Jahrhunderten haben es die Babylonier, als einziges Volk der frithen Hochkulturen
geschafft, ein Positionssystem zu entwickeln. Somit wurde ihnen ermoglicht,
kleine und grofle Zahlen mit wenigen Zahlzeichen darzustellen. Andere
Hochkulturen hingegen haben lediglich die Entwicklung eines additiven oder

multiplikativen Zahlsystems zustande gebracht. Einige Kulturen hatten auch eine
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Mischung beider Systeme, welches Hybridsystem genannt wird (vgl. Hein, 2012,
S.39).
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¥ 2 {fy 12 Ly 22 WY 32 -(‘Q-W 42 fg(jry 52
i} M7 13 A 23 M7 33 <«nr 43 T 53
W4 @i1r W22 €T30 W@ <«
Ws W5 P €T @Was «KFss
Mo (Mo W2 HF 6 <€ F o
B WB17 T2 €«F 3 €¥ o s
B @B1e «F 2z €EF 3z Wz €T ss
Fo 1o «Fo FH» CFo «F -
{10 « 20 & 30 ‘Q’ 40 ‘(ﬁ( 50

Abbildung 10: Sumerisch-akkadische Keilschriftzeichen (Quelle:

http://www.technikimbuero.at/Museum/Computer.php)
Die Abbildung 10 zeigt die babylonischen Keilschriftzeichen fiir die Zahlen 1 bis

59. Es waren zwei Arten von Keilen von Bedeutung. Die diinnen, senkrechten

Keile dienten zur Darstellung der 1 und die dickeren, waagrechten Keile dienten

zur Darstellung der Zahl 10 (vgl. Stewarts, 2010, S.13).

, Die friihesten uns bekannten schriftlichen Uberlieferungen belegen, dass die Babylonier
ein Sexagesimalsystem verwendeten, das auf der Zahl 60 basiert” (Stewarts, 2010, S.11),
,(...)jedoch mit dezimaler Komponente in Gestalt des Winkelhakens” (Wufding, 2008, S
128).

Der Keil Y konnte fiir 1, 60, 60> usw. und fiir 607, 602 usw. stehen. Der

Winkelhaken (wurde fiir 10, 10- 60, 10- 607 usw. genutzt (vgl. Wufliing, 2008, S.
128).

,Einem Symbol wird darin, abhingig von seiner Position, ein Wert, das 60-fache des
Werts, das 60-mal-60 fache dieses Werts und so weiter zugewiesen” (Mankiewicz, 2000,
S.13,14). Unser modernes Dezimalsystem ist auf der Basis 10 aufgebaut und ist ein
sogenanntes Stellenwert- oder Positionssystem (vgl. Stewarts, 2010, S 10). Nehmen

wir die Zahl 777 als Beispiel, um das Prinzip des Dezimalsystems zu erlautern.
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Hier werden die einzelnen Ziffern, abhdngig von ihrer Position, mit 10, 100 oder
1000 multipliziert. Bei hoheren Zahlen werden die Ziffern mit weiteren Potenzen
von 10 multipliziert. Hier hat die erste 7 von links den Wert , siebenhundert”, die
mittlere 7 den Wert ,siebzig” und die letzte 7 den Wert ,sieben”. Wie bereits

erwdhnt, beruht das babylonische Stellenwertsystem auf der Basis 60.

Analog wird ein im Sexagesimalsystem geschriebenes 777 analysiert, die in

WWH

babylonischer Schreibweise folgendermafsen dargestellt wurde + -

Das linke Symbol steht fiir 7 - 60 - 60, was 25 200 ergibt. Das mittlere Symbol
ergibt 7 - 60 mit dem Endwert 420 und das letzte Symbol ware 7. Nach unserem
modernen System hédtten wir also die Zahl 25 627 (vgl. Stewarts, 2010, S 14). Unser
heutiges Dezimalsystem ist so aufgebaut, dass wir beliebig grofie und kleine
Zahlen darstellen konnen. Die ganzen Zahlen trennen wir mittels Komma von den
Bruchteilen ganzer Zahlen. Hier kommt es wieder auf die Position der Ziffer an,
ob sie mit einem Zehntel, einem Hundertstel, einem Tausendstel usw.
multipliziert wird. Dieses System wandten auch die babylonischen Astronomen
an.

Das Sexagesimalkomma wird heute von Forschern als Semikolon angeschrieben,

wobei die Ziffern, oder auch nach-Semikolon-Stellen, mit %, ( %- % ), usw.

multipliziert werden. Die babylonische Zahl 12,59; 57,17 wiirden wir heute

demnach folgendermafien lesen: 12 - 60 + 59 - 1+ CUNRE VA 779,955 (vgl. Stewarts,
60 3600

2010, S. 14,15). Beziiglich der Groflenordnung der Zahlen schreibt WufSing: , Die
GrofSenordnung einer Zahl kann aus dem Zusammenhang erschlossen werden oder sie ist

vorher bekannt” ( vgl. Wulsing, 2008, 5.130).

1iffrén

Die Sexagesimalzahl kann in unserem Dezimalsystem zwei

unterschiedliche Bedeutungen haben.

o ,1-60°+54-60*+1-60+22=1,54,1,22
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o 1.60>+54-60'+1-60%22-601=1,54,1,22, (Wufling, 2008, S. 130)

Das Einmaleins der Mesopotamier ging bis 60 mal 60. Dieser Umstand war auch
einer der Nachteile der Keilschriftzahl beim Rechnen und in Folge dessen hat man
zahlreiche Multiplikationstabellen zur Hilfestellung angefertigt. , Dieser Nachteil
wird aber ausgeglichen durch den Umstand, dass die Bruchrechnung sozusagen

groftenteils im ganzzahligen Bereich ausgefiihrt werden kann” ( Wufsing, 2008, S.130).

Die oben angefiihrte Sexagesimalzahl kann in unserem Dezimalsystem gelesen

werden als:
e ,0,0,1,54,1,22=1-60%+54- 603+ 1-60*+22-60°

o 1,54,1,22=60°+54-60%+ 60 +22” (Wulsing, 2008, S. 130)

Neben dem oben erwdhnten Nachteil weist dieses System eine weitere Schwache
auf und zwar das Fehlen der Zahl 0 (vgl. Hein 2012, S.38). Eine Stelle die nicht
besetzt war, wurde lediglich durch eine grofiere Liicke gekennzeichnet, was aber
zu Unsicherheiten bzgl. der Nennung der Zahl fiihrt, denn am Ende einer Zahl
kann man keine Liicke lassen (vgl. Wufsing 2008, S. 128).

Das Positionssystem der Mesopotamier war dennoch sehr gut aufgebaut und allen
folgenden Zahlensystemen anderer Hochkulturen weit voraus. Griechisch-
Hellenistische Mathematiker wandten das mesopotamische System vor allem in
der Astronomie an. Der Hellenistische Mathematiker und Astronom Ptolemaios,
der um das 2. Jahrhundert n. Chr. lebte, dufierte sich gegeniiber dem sexagesimal
System auf folgender Weise: ,,Im allgemeinen werden wir die Ansitze der Zahlen nach
dem Sexagesimalsystem machen, weil die Anwendung der Briiche (d.h. der gewdhnlichen,
im griechischen Zahlsystem bezeichneten Briiche) unpraktisch ist” (Wufsing, 2008, S.
130; zitiert nach: Ptolemaios 1912, Bd.1, S. 25). Durch die Griechen gelangte das
Sexagesimalsystem nach Europa  und aus jener Zeit stammen unsere
Vollwinkeleinteilung in 360° oder die Stundenteilung in 60 Minuten von je 60

Sekunden (vgl. Wuf$ing,2008, S.130).
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Grundrechenarten: Hinsichtlich der Addition wund Subtraktion von
Sexagesimalzahlen wurde in tiberlieferten Quellen nichts gefunden, da diese
beiden Grundrechenarten moglicherweise als Basiswissen festgesetzt wurden und
sie deshalb keiner schriftlichen Erklarung bedurften. Fiir die Multiplikation
wurden, wie bereits erwdhnt, Multiplikationstabellen angefertigt um das
schnellere und einfache Rechnen zu gewdhrleisten. Was die Division anging,
waren die Babylonier mit ihrem Positionssystem gegentiiber anderen Kulturen im
Vorteil. Die Division war lediglich eine Multiplikation mit dem Inversen, somit

1 . .. e s
m :n=m- —. Infolgedessen wurden die Inversen von einigen natiirlichen Zahlen

berechnet und in einer , Reziprokentabelle" zusammengefasst (vgl. Hein, 2012,
S.49). Ein Beispiel der Division, wie sie die Babylonier durchgefiihrt haben, waére:
5:2=5-0;30 = 2,30, denn das Inverse von 2 ist % = % und sexagesimal somit 0;30.
Ein Vorteil des Sexagesimalsystems tritt bei der Division zum Vorschein (vgl.
Hein, 2012, 5.48). ,Da die Zahl 60 mehr Teiler besitzt als 10, fiihren ,,mehr” Briiche zu

endlichen Entwicklungen, ndmlich genau diejenigen, deren Nenner keine anderen
Primteiler besitzen als 2,3 und 5” (Hein 2012, S.48). Nehmen wir § als Beispiel: der
Bruch hat wunendliche, periodische Dezimalstellen, im Sexagesimalsystem
hingegen eine endliche Anzahl von Dezimalstellen. Der Bruch 7i hingegen hatte im

Sexagesimalsystem unendliche Dezimalstellen, die dann Né&herungsweise

angegeben wurden, so wie das heute noch auch der Fall ist (vgl. Hein, 2012, S.48).

Die folgenden beiden Abschnitte behandeln die Algebra und Arithmetik und
Geometrie in Mesopotamien. Wir werden erfahren welche Notwendigkeiten die
Mesopotamier dazu brachten Mathematik zu betreiben. Welche Art von
Gleichungen konnten sie bereits 16sen? Dieser Abschnitt geht auch der Frage nach,
wie weit die Geometrie ausgereift war und ob sie Pythagoras seinen heute

bekanntesten Satz vorweggenommen haben.
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3.1.3 Algebra und Arithmetik in Mesopotamien

,In der Einleitung in seinem Werk Length, widths, surfaces. A Portrait of Old Babylonian
Algebra and ist Kin von 2002 wirft |. Hoyrup einen Blick auf die Geschichte der
Entdeckung, dass die mesopotamische Mathematik in beachtlichen Teilen einen echt
algebraischen Charakter hat” (Wufsing, 2008, 5.139; zitiert nach: Hoyrup 2002, S1,
englisch). J. Heyrup ist ein Mathematikhistoriker der sich mit
mathematikgeschichtlichen Themen auseinandersetzt und als Experte fiir

babylonische Mathematik gilt. (Quelle:

http://de.wikipedia.org/wiki/Jens H%C3%B8yrup).

Folgen und Reihen: Alle fritheren Hochkulturen haben laut iiberlieferter Quellen
bereits mit endlichen Folgen und Reihen gerechnet, wobei es sich fast
ausschliefSlich um Einsatz arithmetischer Folgen der Form a, a+d, a+2d,...handelt.
A ist das Anfangsglied und d die Differenz. Geometrische Folgen der Form a, agq,
ag’...kommen eher selten vor und werden vor allem durch Addition der

einzelnen Glieder ausgerechnet (vgl. Hein, 2012, 5.55).

Uber die Geschichte der quadratischen Gleichung sagt Wufling folgendes: , Die
Geschichte der quadratischen Gleichung reicht bis zur babylonischen Mathematik zuriick.
Dort gab es keine systematische abstrakte Behandlung von Gleichungen. Die einzelnen
Probleme wurden rezeptartig (stets nach dem gleichen Muster der Erginzung auf ein
vollstindiges Quadrat und darauf folgendes Wurzelziehen) gelost” (Wufling, 2008,
S.125).

Gleichungen: Um eine lineare Gleichung mit einer Unbekannten zu ldsen,
bringen wir die Variablen auf die eine und die Zahlen auf die andere Seite. Wir
formen auf die , Normalform” ax = b um, wobei a und b meistens Zahlen und x

die Unbekannte ist, fiir die man einen Wert zu bestimmen versucht. Durch die
Division x = Z tindet man anschlieffend jene Zahl, die die Gleichung erfiillt. Auf

diese Art und Weise rechneten auch die Babylonier, wobei ihnen lineare
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Gleichungen keinerlei Schwierigkeiten bereiteten. Sie waren Meister darin
Probleme und Hiirden verbal in Gleichungen zu fassen und diese anschliefsend in
Normalformen zu bringen (vgl. Hein, 2012, 5.58). Dem Keilschrifttext BM 13 901,
wobei BM fiir den Aufbewahrungsort Britisch Museum steht, sind zwei einfache

Beispiele zu entnehmen (vgl. WufSsing, 2008, S. 139):

, The surface and my confrontation i have accu[mulated]: 45" is it” (WufSing, 2008,

S. 140; zitiert nach: Hoyrup 2002, S. 50, englisch).
Dies heifst tibersetzt so viel wie:

,Den Flacheninhalt und meine Gegentiberstellung (d.h. Seite) hab ich angehauft
und so entsteht 0; 45” (Wufling, 2008, S. 140).

Heute wiirden wir diese Gleichung so anschreiben: ,,x? +x = g“ (Wufsing, 2008,

S. 140). Beispiel zwei aus BM 13 901 wurde folgendermafien iibersetzt:

,,Die Flachen meiner beiden Seiten habe ich addiert und zu 0; 25, 25. Die eine Seite

betragt § der anderen Seite und (= plus) 0;5” (Wufsing, 2008, S. 140).

Wir fassen diese Angaben zu einem Gleichungssystem zusammen: ,x? + y? =

S y =33 x +é” (Hein, 2012, S. 63) und erhalten die Losungen x =

5
144 Y=

12

NlH

(vgl. Hein, 2012, S. 63).

Grundsitzlich hatten die Babylonier keine Schwierigkeiten hinsichtlich des
Zahlsystems oder der Grundrechenarten. Dies war einer der Griinde, weshalb sie
sich mit weiteren, komplexeren Rechenarten beschaftigten. , Bemerkenswert ist das
Verfahren bei einer Rechenart, die man fiir das Auflosen von quadratischen Gleichungen,
einem der Glanzstiicke babylonischer Mathematik, unbedingt benotigt: dem Ausziehen der

Quadratwurzel” (Hein, 2012, S. 63).

Die folgende Formel a? £r =~ at ;—a entspricht einem fast schon modernen

Anndherungsverfahren fiir die v2, wenn a = g und r = i. Eingesetzt in die Formel

ergibt V2 = (%) —% ~2~L =1416... = 1;25" (Hein, 2012, S. 63).
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Dieser Wert entspricht auf zwei Dezimalzahlen genau dem Wert v2 = 1,4142
(vgl. Hein, 2012, S.63). Die oben angefiihrte Formel diente weiters auch zur
Bestimmung der Diagonalen eines Rechtecks, wobei die Naherungsformel hierfiir

lautet:
1 “
Nx=vVa?+r ~a+ i =3 (a + %) (Kropp, 1994, S. 17).

Der pythagoreische Lehrsatz war also schon vor der Formulierung von

Pythagoras selbst bekannt (vgl. Kropp, 1994, S. 17).

Wie bereits erwdahnt waren die Babylonier im Stande lineare Gleichungen mit
standardisierten Verfahren zu 16sen (vgl. Hein, 2012, 5.64). Ein weiteres haufig

zitiertes Beispiel aus einem Keilschrifttext lautet:

“Léange, Breite. Lange und Breite habe ich multipliziert und so die Flache gemacht.
Wiederum was die Lange iiber die Breite hinausgeht zur Flache habe ich addiert
und es gibt 183. Wiederum Lange und Breite addiert gibt 27. Lange, Breite und
Flache ist was?” (Hein, 2012, S. 64; zitiert nach: van der Waerden, S. 128 f).

Es geht darum, ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten und zwei
Gleichungen zu l6sen. In zahlreichen Keilschrifttexten finden sich &hnliche
Aufgaben in unterschiedlichsten Variationen. Nicht immer sind Losungswege
verzeichnet, doch bei diesem angefiihrten Beispiel ist ein durchgerechneter
Losungsweg mit Rechenprobe angefiihrt (vgl. Hein, 2012, S. 64). Im Keilschrifttext

heifdt es:

“Du bei deinem Verfahren, 27, die Summe von Lange und Breite, zu 183 addiere;
es gibt 210. 2 zu 27 addiere; es gibt 29” (Hein, 2012, S. 64; zitiert nach: van der
Waerden, S. 128 f).

Die Ausgangsbedingungen in unserer heutigen Terminologie waren: [ -b +
(I—b) =183 und [ + b = 27. Den Keilschrifttexten ist zu entnehmen: ,,(l + b) +
(I-b+(-b))=27+183=210und (I + b) + 2 =27 + 2 = 29" (Hein, 2012, S.

65). Weiters steht geschrieben: [ - (b + 2) = 210 und | + (b + 2) = 29. Im néchsten
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Schritt wird b+ 2als neue Unbekannte eingefiihrt. Der babylonische
Mathematiker setzt x =lundy =b + 2und erhdlt x-y =210, x + y = 29. Die
Babylonier hatten damals bereits eine Art ,binomische Formel” die sie anwandten
und die in unserer Terminologie lautet: , (x:—y)2 = (x;—y)2 +x - y” (Hein, 2012, S. 64).
Durch Einsetzen, Umformen und Wurzelziehen erhalt man schliefSlich x und y
(vgl. Hein, 2012, S. 65). Die babylonische Gleichungslehre enthédlt neben linearen
Gleichungen auch quadratische und gelegentlich auch kubische Gleichungen. Fiir
die Losung von kubischen Gleichungen der Form x3+x% =a wurde eine
spezielle Tafel mit den Werten fiir (n®+n?) geschaffen. Ein Beispiel einer
quadratischen Gleichung, wie sie damals zur Zeit Hammurabis aufgestellt wurde,

lautet:

,Die Summe zweier Quadrate betrage 1000. Wie grofd sind die Quadratseiten,

wenn die eine zwei Drittel der anderen abziiglich 10 betragt?” (Kropp, 1994, S. 16).

Die Gleichung lautet ,,13x? — 120x = 8100” (Kropp, 1994, S. 16) und man erhalt
die Losung x = 30. Auch hier wird der Rechenvorgang nur rezeptartig angefiihrt.
Fir die Losung von Gleichungen mit mehr als einer Unbekannten wurde die
Formel (x+y)?=(x—y)*+4xy angewandt. Formeln zur Berechnung

ganzzahliger Seitenlangen rechtwinkeliger Dreiecke (,Pythagoreische Zahlen”)

erstellten die Babylonier in der Form: ,x = % (t - % ),y =1,z= % (t+ %)2“ (Kropp,

1994, S. 16), t ist hier entweder eine natiirliche Zahl mit den Teilern 2, 3, 5 oder ein

Quotient zweier solcher Zahlen (vgl. Kropp, 1994, S. 16).

3.1.4  Geometrie in Mesopotamien

Die babylonische Geometrie entstand grofitenteils aus praktischen und
anwendungsorientierten Bediirfnissen wie beispielsweise durch die Bediirfnisse
der Feldmesser oder der Bautechniker (vgl. Kropp, 1994, S. 17). Viele erhaltene
Keilschrifttexte geben Aufschluss dariiber, welchen geometrischen Problemen und

Hiirden die Babylonier gegeniiberstanden. Der Keilschrifttext BM 85 194, der aus
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dem 7 Jahrhundert stammt, enthalt viele praktische Probleme wie Berechnungen
zu den unterschiedlichsten Bauten (Ddmme, Kandle, Tempelfundamente...), wie
viele Arbeiter fiir den Bau einer bestimmten Konstruktion bei einer festgesetzten
Arbeitsleistung eingesetzt werden mussten oder auch Sehnenrechnungen (vgl.

Wufling, 2008, 5.133). Ein Auszug aus dem Text BM 85 194 lautet:

,Ein Ringbau sechzig als Umfang hab ich gekriimmt. (Um) je 5 ist er
hinausgegangen. Eine Grabung habe ich gebaut, 6 die Tiefe; 1,7,30 (als) Erdmassen
ist entfernt. Je 5 iiber die Grabung (hinaus) einen Damm habe ich gebaut. Selbiger
Damm (hat ) 1 Elle Boschungswert. Basis, Kopf und Hohe ist was und der Umfang
des Dammes ist was? Du: Wenn sechzig der Umfang (ist), was ist der
Durchmesser? Der 3-te Teil von sechzig, dem Umfang, ist entfernt. 20 siehst Du. 20
(ist) der Durchmesser. 5 die Erweiterung (?), verdopple; 10 siehst Du. 10 zu 20,
dem Durchmesser, addiere; 30 siehst Du. Den Durchmesser verdreifache; 1, 30
siehst Du; 1,30 (ist) der Umfang der Grabung” (Wufling, 2008, S. 133; zitiert nach:
Neugebauer 1935, Teill, S. 153).

Aus der Untersuchung der Rechenvorgéinge wird deutlich, dass die Babylonier
Proportionalitdten am Dreieck ausnutzten und, dass ein ,, Boschungswert” bekannt
gewesen war. Diese damals schon bekannten Werte laufen heute auf den

trigonometrischen Kotangens hinaus (vgl. WufSiing, 2008, S. 134).

Weiters setzten die Babylonier fiir m die Naherungswerte 3 oder 3 % ein. Auf

verschiedenen Keilschrifttexten sind Formeln fiir Inhaltsbestimmung von
Quadrat, Rechteck und Trapez wie auch fiir Prismen unterschiedlichster Art. Das

Berechnungsverfahren fiir den Inhalt eines geraden quadratischen

a+b 1 fa-b

2
Pyramidenstumpfes erfolgt nach der Formel ,V = h [(T) +3 (T)Z ]” (Wufling,

2008, S. 134), h ist die Lange der Hohe, a die Lange der Grundkante und b die

Lange der Deckkante.

Die Anniherung an die V2 und der Satz von Pythagoras: Fin weiterer

Keilschrifttext bzw. Tontafel (Abb. 11), der YBC 7289 (Yale Babylonian Collection,
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New Haven), enthilt eine sehr prizise Anndherung an die V2. In einem Quadrat
mit Seitenldnge 0; 30  ( also %) sind Oberhalb der waagrechten Diagonale die
Zahlen (sexagesimal) 1; 24; 51, 10 angegeben. Diese Zahlen entsprechen dem Wert:
.1+ % + :le + % ~1+0,4+0,014166 6 + 0,000 046 3 = 1,414 2129 und V2 =

1,414 213 562 ...” (Wufsing, 2008, S. 134).

Abbildung 11: Tontafel zur Berechnung der Wurzel aus 2: (Quelle:

http://www.khoahoc.com.vn/khampha/khao-co-hoc/30551_Di-san-toan-hoc-co-dai.aspx)

Weiters kann man diesem Keilschrifttext entnehmen, dass der Satz von
Pythagoras bereits im Altertum den Babyloniern bekannt war. Wie bereits
erwahnt ergeben die Zahlen oberhalb der waagrechten Diagonale einen
Néaherungswert fiir V2. Die Zahlen im Sexagesimalsystem unterhalb der
Diagonale lauten 42, 25, 35. Oben wurde erwahnt, dass die Quadratseite 0; 30 ist.
Wenn man nun den Satz des Pythagoras anwendet, kommt man auf jene Zahlen,

die unterhalb der Diagonale zu finden sind, ndmlich 42, 25, 35.
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Abbildung 12: Plimpton 322 (Quelle: Hein, 2012, S.79)
In diesem Zusammenhang steht auch die ,Plimpton 322“ (Abb. 12) eine

altbabylonische Tafel, die 1945 von Otto Neugebauer entziffert wurde und

pythagoreische Tripel darstellt (vgl. Wufsing, 2008, S. 134).

B [ Nicht auf der Tafel

2= P | o | p q
119 | 169 120 12 5

| 3367 | 4825 3456 64 | 27 |
4601 | 6649 4800 75 ol
12709 | 18541 13500 [ 125 | 54
65 97 [ 72 9 4
319 481 " 360 20 9
2291 3541 | 2700 54 25
799 1249 960 32 15
481 769 | 600 25 12
4961 8161 6480 [ 81 | 40
45 | 75 60 2 {5
1679 | 2929 2400 | 48 25
161 | 289 240 [ 15 8 |
1771 [ 3229 2700 | 50 [ 27 |
56 [ 106 , |

90 | 9 D \

Abbildung 13: "Vervollstindigte" Plimpton 322 (Quelle: Hein, 2012, S. 80)

Die linke Seite der Plimpton Tafel ist abgebrochen und somit hat man keine
endgiiltige Gewissheit, wie die beiden Spalten B und C (Abb. 13) zustande kamen
bzw. berechnet wurden. Die Zahlen, die in den beiden Spalten B, C aufgelistet
sind, stellen die kiirzere Kathete und die Hypotenuse eines rechtwinkeligen
Dreiecks dar. In Abbildung 12 sieht man die ,vervollstandigte” Version der
,Plimpton 322“, hier wurden die fehlenden Katheten p und g zu einem

pythagoreischen Zahlentripel erganzt. Bis heute kann man nicht mit Sicherheit
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sagen, wie die Babylonier diese Zahlen berechnet oder wofiir sie sie verwendet
haben. Es wird jedoch angenommen, dass sie nicht ausschliefilich zu
Ubungszwecken berechnet worden sind, sondern zum Losen konkreter Probleme
zusammengestellt wurden (vgl. Hein, 2012, S. 80). Im nachsten Kapitel folgt die

Ausarbeitung der zweiten Stromtalkultur, die des alten Agypten.

3.2 Das alte Agypten

Dieser Abschnitt behandelt zunéchst die Geschichte des alten Agypten und hat
weiters die Entwicklung der Hieroglyphen zum Inhalt. Dariiber hinaus werden

analog zum vorigen Kapitel {iber Mesopotamien die mathematischen Teilbereiche

der Algebra, Arithmetik und der Geometrie behandelt.

Abbildung 14: Agypten im Altertum (Quelle: Wufing, 2008, S.

105)
=" 3.2.1 Historische Einfithrung und die Entwicklung
SINAI
der Hieroglyphen

Vor etwa 5000 Jahren bildete sich im Niltal eine der
einzigartigsten und prachtigsten Hochkulturen unserer
Zeit, die agyptische Hochkultur. Der Anfang der Kultur

Sidgranze des ist etwa gleichzusetzen mit dem Beginn der sumerischen
Alten Relchs

Abu Simbel

NUBIEN Besiedlung des Zweistromlandes (vgl. Hein, 2012, S. 19).

2. Katarakt .
7 Siidgrenze des Mitieren Reichs Die Friihgeschichte Agyptens wurde einst zu 31

Dynastien zusammengefasst, wobei Agyptologen heute
3. Katarakt
% Katar dazu tendieren, die Makedonen als 32., die Ptolemaer als
5. Katarakt
33. Dynastie dazu zuzdhlen. Prinzipiell kann man drei
— = = Grenze zw. Unter- u. Oberagypten

B Novoncordch Hohepunkte der dgyptischen Hochkultur nennen: Altes

Reich (ca. 2700-2170), Mittleres Reich (ca. 2040- 1790) und das Neue Reich (ca.
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1550-1070) (vgl. Silverman, 2001, S. 20). Die friihdynastische Periode Agyptens
beginnt um 3100 v. Chr. mit Konig Menes der Unterdagypten unterwarf, Ober- und
Unterdagypten vereinigte und die erste Hauptstadt Memphis griindete. Bereits um

diese Zeit herum kam die Hieroglyphenschrift in Gebrauch.

Die Entstehung des Alten Reiches um 2700 v. Chr. wird als der eigentliche Beginn
der altagyptischen Geschichte gesehen (vgl. Wufsing, 2008, S. 104,105). In dieser
Zeit entstanden beispielsweise die Stufenpyramide des Pharao Djoser, die Cheops-
und die Chephren- Pyramide von Giseh (vgl. Hein, 2012, S. 20). Aus der Zeit des
Alten Reiches sind keine mathematischen Texte tiberliefert (vgl. Wufsing, 2008, S.
105). Das Mittlere Reich entstand mit der 12. Dynastie um 2040 v. Chr. mit
Amenembhet an der Spitze (vgl. Silverman, 2001, S. 28). Unter der 12. Dynastie
erlebte Agypten ein Goldenes Zeitalter und der kulturelle Einfluss reichte bis zum
griechischen Festland (vgl. Wufsing, 2008, S. 105). In dieser Zeit entstanden, bis auf
eine Ausnahme, alle wichtigen schriftlichen mathematischen Quellen, die
sogenannten Papyri. Der Papyrus Rhind ist die bedeutendste unter diesen
Quellen. Sie wurde 1858 vom Engldnder Henry Rhind in Agypten gekauft und
wird heute im Britischen Museum aufbewahrt. Ebenfalls bedeutend sind der
Moskauer Papyrus und eine Lederrolle, die heute im Puschkin- Museum in
Moskau und im Britischen Museum aufbewahrt werden. Weitere weniger
bedeutende Quellen sind der Papyrus Kahun in London, der Berliner Papyrus aus
Theben und zwei Holztafeln, die in Kairo verwahrt werden (vgl. Hein, 2012, S. 20).
Kropp sagt folgendes zur Beschaffenheit der Papyri : , Papyri sind in passende Form
gebrachte gepresste Pflanzenteile, auf die mit einem in Tusche getauchten gespaltenen
Rohr geschrieben wurde” (Kropp, 1994, S. 9). Nach dem Zerfall des Mittleren
Reiches, das durch schwache Herrscher der 13. Dynastie bedingt war, entstand ca.
1550 v. Chr. das Neue Reich und war unter den Herrschern der 18. Dynastie
gekennzeichnet durch Pracht- und Machtentfaltung. Das fast 500 Jahre

andauernde Reich ist geprdagt von prachtvollen Bauwerken, Tempeln und
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Grabern. Auf die Glanzzeit unter Ramses 2, der in der 19. Dynastie herrschte,
folgte eine Zeit des Niedergangs (vgl. Wufding, 2008, S. 107). Wufsing beschreibt
dies folgendermafen: “Die Aufspaltung Agyptens in ein ,westliches” Konigreich mit
Sitz in Tanis im Ostlichen Delta und den , Gottesstaat des Amun” mit Sitz in Theben
besiegeln das Ende des Neuen Reiches” (Wufsing, 2008, S. 107). Im Jahr 525 v. Chr.
wurde Agypten durch die Perser erobert, was das Ende der Selbststindigkeit
Agyptens bedeutete. Das Alte Agypten lebte unter der 28.-30. Dynastie noch
einmal auf und mit der Eroberung Agyptens durch Alexander des Grofien 332 v.

Chr. endete die Zeit der Konigsdynastien.

wif =t T4 0 U= oS nniullo}

WEZ WG NS MET AR

ALY A= 8 W= N
Hieroglyphen

Hieratisch

Bhs ol 20t _onG@sh v s
ANB X UL Ga oo S 2 b}
ofl—ﬂm Byalt ong s ;F‘)* A% ‘i”“-,
Demotisch
Abbildung 15: Die Schrift Agyptens (Quelle: http://www.sekemreisen.de/geschichte.htm)

Wie bereits erwdhnt, ist die Hieroglyphenschrift (Abb.15) sehr alt und geht bis ins
3. Jahrtausend v. Chr. zuriick. Der Ausdruck Hieroglyphenschrift kommt aus dem
Griechischen und bedeutet so viel wie heilige Skulptur (hieros = heilig, glyphe =
Skulptur). Die Hieroglyphen dienten ausschliefllich fiir Inschriften auf
Monumenten und anderen Bauten. Man spricht zwar verallgemeinernd von
Hieroglyphen, doch wurden einige Regulierungen vorgenommen. Zum Schreiben

auf Papyrus war eine andere Schrift, die sogenannte hieratische Schrift (Abb.15) in
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Gebrauch, die der Hieroglyphenschreibweise nachgebildet war, aber einer
Schreibschrift dhnelte. Der hieratischen Schrift folgte die sogenannte demotische
Schrift (Abb.15), welche die herkdmmliche Urkundenschrift wurde und ungefahr
660. v. Chr. in Gebrauch kam (vgl. Hein, 2012, S. 19,29, 108). Wufliing schreibt
beziiglich der Entzifferung der Hieroglyphen folgendes: ,Da man die Hieroglyphen
fiir Zeichen bzw. Symbole hielt und deren phonetischen Charakter nicht erkannte, blieb ein
Entzifferungsversuch wu.a. des deutschen Gelehrten Athanasius Kircher (1602-1680)
ergebnislos” (Wufding, 2008, S. 108).

Hieroglyphen

griechische
Schnift

Abbildung 16: Der Stein von Rosetta (Quelle:

http://www.leifiphysik.de/themenbereiche/wellenmodell-des-lichts/geschichte)

Der Stein von Rosetta, der sich heute im Britischen Museum befindet, wurde 1799
nahe der Stadt ar- Rashid (im nordwestlichen Nildelta) gefunden. Der Stein
enthdlt drei Texte in drei verschiedenen Schriften: in hieroglyphischer,
demotischer und griechischer Schrift (vgl. Wufling, 2008, S. 109). Der griechische
Text war leicht zu entziffern und war eine Verordnung der altagyptischen Priester
aus Memphis, vermutlich aus dem Jahr 196 v. Chr. Im griechischen Text hief3 es,
dass diese Verordnung in drei verschiedenen Schriften verfasst werden sollte und
somit wurde angenommen, dass es sich um drei Texte mit identischem Inhalt
handeln miisse (vgl. www.planetwissen.de/laender_leute/aegypten/hieroglyphen/
der_stein_von_rosette.jsp). Zwei Jahrzehnte lang bemiihten sich Gelehrte und

Wissenschaftler um die Entzifferung der Hieroglyphen und schliefdlich gelang die
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Dechiffrierung zwanzig Jahre nach dem sensationellen Fund. Der franzosische
Sprachwissenschaftler Jean- Francois Champollion (1790-1832) machte die
Hieroglyphen 1822 lesbar (vgl. Wuffing, 2008, S. 109). Wufliing ist zu entnehmen:
,Mit der Entzifferung der Hieroglyphen konnte eine Jahrtausende wihrende aufregende
und glanzvolle Kultur erschlossen werden. Namen wvon Herrschern, Priestern und
politische Ereignisse traten aus dem historischen Dunkel hervor” (Wufding, 2008, S. 109).
Wissenschaftler fanden durch Ubersetzung der erhaltenen Papyri heraus, dass die
Wissenschaft und Kultur im alten Agypten bereits ein sehr hohes Niveau erreicht
hatten. Beispielsweise die Metallverarbeitung, die bildende Kunst, Bautechnik und
die Medizin waren auf hohem Stand. Doch nicht jedem war ein bequemes Leben
gesichert und die schwere Situation eines Bauern, ist einem Papyri aus dem

Neuen Reich zu entnehmen:

,Erinnerst du dich nicht an das Wesen des Feldarbeiters beim Registrieren der
Ernte? Die Schlange hat die eine Halfte der Ermnte weggenommen. Die Nilpferde
haben das andere vertilgt. Die Méuse sind zahlreich im Feld. Die Hausschrecke
fallt ein, das Kleinvieh frifst und die Vogel bringen Mangel fiir den Feldarbeiter.
Das Restliche, das auf der Tenne ist, ist zu Ende wegen der Diebe, wéahrend der
Wert des geliehenen Viehs verloren ist, weil das Gespann durch Dreschen und
Pfliigen verreckt ist. Und dann landet der Schreiber auf dem Ufer. Er wird die
Ernte registrieren, wobei die Wachter Stocke und die Nubier Palmzweige tragen.
Sie sagen: Gib das Korn her. Wenn keines da ist, so verpriigeln sie ihn furchtbar
und er wird in ein Wasserloch geworfen” (Wufiing, 2008, S. 110; zitiert nach:

Imhausen 2003, S. 158).

Auskunft {iber die Mathematik der alten Agypter geben uns wie bereits erwahnt
einige mathematische Papyri, die bedeutendsten zwei sind der Moskauer Papyrus
und der Papyrus Rhind. Der Papyrus Rhind ist ein Rechenbuch und wurde nach
seinem Schreiber Ahmes benannt ( vgl. Kropp, 1994, S. 9). Der Beruf des
Schreibers im alten Agypten war sehr hoch angesehen und mit einer gewissen

Machtbefugnis verbunden. Die Schreiber waren die Organe der Verwaltung des
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Staates und hatten eine Reihe von Zustandigkeitsbereichen inne. Beispielsweise
mussten die Felder jahrlich, nach den Niliiberschwemmungen, neu vermessen
werden, Steuern mussten berechnet und eingetrieben werden, Arbeitsheere
mussten gefiihrt und deren Proviant berechnet werden. All diese Dinge sollte ein
erfahrener Schreiber meistern. Ein Brief eines solchen Schreibers aus dem Neuen
Reich an einen anderen Schreiber ist heute erhalten, in welchem er Kritik an ihm

austiibt, da dieser, ihm {ibertragene Aufgaben nicht ausfiihren und l6sen kann:

“Es féllt auf meinen Nacken(...). Siehe, du kommst und fiillst mich mit deinem
Amt an. (Da will) ich Dir darlegen, was Dein Wesen ist, wenn du sagst: Ich bin der
Befehlsschreiber des Heeres. Man gibt dir einen See auf, den du graben sollst. Da
kommst Du zu mir, um Dich nach Proviant fiir die Soldaten zu erkundigen und
sagst: Rechne ihn mir aus. Du ldfit dein Amt im Stich und es féllt auf meinen
Nacken, daf$ ich dir seine Ausiibung lehren muf. (...) Denn sieh, Du bist ja der
erfahrenen Schreiber, der an der Spitze des Heeres steht. Es soll also eine Rampe
gemacht werden, 730 Ellen lang und 55 Ellen breit, die 120 Kasten enthalt und mit
Rohr und Balken gefiillt ist, oben 60 Ellen hoch, (...) Man erkundigt sich nun bei
den Generidlen nach dem Bedarf an Ziegeln fiir sie, und die Schreiber sind allesamt
versammelt, ohne daf3 einer unter ihnen etwas weif3. Sie vertrauen alle auf Dich
und sagen: Du bist ein erfahrener Schreiber, mein Freund, so entscheide das
schnell fiir uns. Sieh, Du hast einen berithmten Namen; mége man einen in dieser
Statte finden, der die {ibrigen dreif8ig grofs mache. Laf3 es nicht geschehen, dafs man
von Dir sage: Es gibt auch Dinge, die du nicht weifst” (Wufliing, 2008, S. 114; zitiert
nach: Neugebauer 1969, S. 120).

Die mathematischen Papyri enthalten im Wesentlichen elementare arithmetische
und geometrische Beispiele. Im Papyrus Rhind sind 84 und im Moskauer Papyrus
25 Aufgaben zu finden. Die Mathematik der Agypter war eher als Hilfsmittel fiir
Wirtschaft und Verwaltung gedacht und weniger als ,Wissenschaft”. Die
okonomische Grundlage des alten Agypten, der Nil, trat jedes Friihjahr iiber seine
Uter und zerstorte die Grenzen der Grundbesitzer und bedingte jedes Jahr eine
erneute Landvermessung. So mussten sich die Agypter durch die Geometrie,
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wortlich Erdmessung, Abhilfe verschaffen (vgl. Kropp, 1994, S. 11). Das folgende
Kapitel beschaftigt sich mit der Algebra, der Arithmetik und der Geometrie der
alten Hochkultur und soll ebenfalls einen Einblick in das altagyptische Zahlsystem

gewahren.

3.2.2  Zahlschrift - Zahlsystem

Die dgyptischen Zahlzeichen und Grundrechnungsarten: Wie bereits erwahnt,
hatten die Babylonier ein Positionssystem mit der Zahl 60 als Basis. Das
altagyptische Zahlsystem hingegen war kein Positionssystem, aber dezimal
aufgebaut. Jede Zehnerpotenz hatte hier ein eigenes Symbol in hieroglyphischer
Schrift wie in Abbildung 17 gezeigt wird (vgl. Wufding, 2008, S5.114).

Abbildung 17: Agyptische Zahlensymbole (Quelle: http://www.medu-
netscher.de/3879138.asp?sektion=5049878.asp&language=1&templateid=997)

Die bekannte Lotusblume beispielsweise stand fiir die Zahl 1000 und die
Kaulquappe fiir 100 000. Die Zahlen wurden durch Aneinanderreihung der
verschiedenen Symbole gebildet (vgl. Kropp 1994, S. 11).

iiii SSSSNII
Q Q Q n I Abbildung 18: Agyptische Zahl (Quelle: Kropp, 1994. S. 11)
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Wenn wir die Zahl 5724 (Abb. 18) in agyptischer Schreibweise notieren mochten,
nehmen wir fiinf Symbole fiir die Zahl 1000, sieben Symbole fiir die Zahl 100, zwei
Symbole fiir die Zahl 10 und vier fiir eins. Diese Schreibweise wurde mit der Zeit
jedoch als zu umstandlich und lang empfunden, deswegen schafften sich die
Agypter eine Abhilfe und modifizierten ihre {ibliche Zahlschreibweise. Sie
ersetzten die miihsame Anreihung verschiedener Symbole durch eine
multiplikative Schreibweise (vgl. Kropp, 1994, S. 11). Die Zahl 1 234 567 wiirde

iiblicherweise wie in Abbildung 18 dargestellt werden:

YRl
= ee NNN i
Abbildung 19: Agyptische Zahl 1234567 (Quelle: Kaiser, 2006, S. 81)

Die neue Schreibweise sah eine Produktdarstellung grofler Zahlen vor und so

wurde die 2 800 000 wie in Abbildung 20 angeschrieben:

S
an
il

Abbildung 20: Agyptische Zahl 2 800 000 als Produktdarstellung (Quelle: Kaiser, 2006, S.81)

Das bedeutet dann 28* 100 000. Die dgyptische Schreibweise erforderte auch kein
Zeichen bzw. Symbol fiir die Null. Die vier Grundrechenarten waren den
Agyptern, wie auch den Babyloniern, bekannt. Bei der Addition haben sie die
Einer, Zehner, Hunderter, welche nebeneinander aufgeschrieben wurden,
abgezahlt. Die Subtraktion erfolgte analog (vgl. Kaiser, 2006, S. 81). Die
Multiplikation und die Division, wie sie die Agypter handhabten, ist sehr
interessant. Die Multiplikation beruht auf fortgesetztes Verdoppeln des
Multiplikators und anschlieffendes Addieren der Ergebnisse (vgl. Kropp, 1994, S.
12).
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Abbildung 21: Aufgabe 32 aus dem Papyrus Rhind: ( Quelle:

http://sfabel.tripod.com/mathematik/themen_arithmetik.html)

Abbildung 21 zeigt eine Aufgabe aus dem Papyrus Rhind und zwar geht es um
die Multiplikation von 12*12. Man kann das folgendermaflen veranschaulichen:
Die Zahl 12 wird als Summe von 4 und 8 gedacht. Nun werden zwei Spalten
eingezeichnet, wobei in die zweite Spalte die Vielfachen von 12 eingetragen

werden.

1 12
2 24
4* 48
8* 96

Nun werden die Zahlen 4 und 8 gekennzeichnet, da ihre Addition den
Multiplikanden 12 ergibt und deren Vielfache addiert, das Ergebnis ist 122. Die

Agypter hatten ein Symbol fiir die Summe und zwar die Buchrolle mit Siegel:

C_j:"(vgl. Kaiser, 2006, S. 82

Art Multiplikation. Die Division der alten Agypter soll an dem Beispiel 753 + 26

). Die Division betrachteten die Agypter als eine

demonstriert werden. Es wird eine fortgesetzte Verdoppelung von 26 in eine
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Spalte eingetragen und zwar sooft, bis man den Dividenden 753 durch ein

weiteres Verdoppeln tibersteigen wiirde.

1 26

2 52
4* 104
8* 208
16* 416

So haben sie angeschrieben: 753 = 416 + 337 und 337 liegt zwischen 208 und 416.
So zerlegten sie weiter in: 753 = 416 + 208 + 129, wobei 129 zwischen 104 und
208 liegt. Eine weitere Zerlegung ergibt: 753 = 416 + 208 + 104 + 25. Die Summe
der verwendeten Zahlen aus der ersten Spalte ergibt: 16 + 8 + 4 = 28 und diese ist
gleichzeitig auch das Ergebnis der Division mit 25 Rest (Kaiser, 2006, S. 82,83).

Die Agypter mussten fiir ihre Division und Multiplikation keine Tabellen, wie die
Babylonier anfertigen, was ein erheblicher Vorteil war. Sie war auch sehr gut
geeignet fiir das Rechnen am Abakus (Rechenbrett) (vgl. Kaiser, 2006, S. 82,83).
»Der Divisionsalgorithmus funktioniert natiirlich nur, wenn die Division aufgeht” (Hein,

2012, S. 49). Wenn dies nicht der Fall ist, wird eine Bruchrechnung benétigt.

Die adgyptischen Bruchzahlen: Zunichst ist es wichtig zu erwdhnen, dass die
alten Agypter zur Darstellung von Briichen nur Stammbriiche verwendeten, d.h.
Briiche mit dem Zahler 1 (vgl. Kaiser, 2006, S. 83). Das System zur Darstellung von
Briichen anderte sich mehrmals. Stewarts schreibt: ,Im Alten Reich (2700-200 v.
Chr.) ordnete man speziellen Briichen, die durch fortgesetztes Halbieren entstanden-

1111 1 1

2231’37’ a2~ Symbole zu, die zusammengesetzt das “Auge des Horus” oder

,Wadjet- Auge” ergeben” (Stewarts, 2010, S. 16).
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% = vollstandiges Auge

=

8

Abbildung 22: Das Auge des Horus (Quelle: Stewarts, 2010, S. 17)

Im mittleren Reich (2200- 1700 v. Chr.) wurden die Briiche durch das Symbol <=

16

welches auch gleichzeitig die Hieroglyphe fiir den Buchstaben R ist, dargestellt.

Hier in Abbildung 23 sind einige Beispiele, wie sie die alten Agypter anschrieben:

]l o, 1 <o, 1 _ )
I 6 T’ ll‘ﬁ’

Abbildung 23: Bruchschreibeweise im mittleren Reich (Quelle:

http://sfabel.tripod.com/mathematik/themen_arithmetik.html)

N =
wN

Einige Briiche die besonders haufig vorkamen wie ,% hatten aufferdem eigene

)

Symbole (Abb. 24) (vgl. Stewarts, 2010, S. 16).

Abbildung 24: Symbole fiir hiufige Briiche (Quelle:

http://sfabel.tripod.com/mathematik/themen_arithmetik.html)

Briiche wie beispielsweise g gab es in dem Sinne nicht, diese wurden stets als
Divisionsaufgabe aufgefasst und als Summe von Stammbriichen dargestellt (vgl.
Hein 2012, S. 49). Die Richtigkeit dieser ,Vermutung” wird durch eine Aufgabe
aus dem Papyrus Rhind bestitigt, wo es darum geht, neun Brotlaibe unter 10
Personen gerecht aufzuteilen. Heute wiirden wir nicht viel herum rechnen,

9 . . .
sondern angeben, dass neun Person genau —; eines Laibes und die zehnte Person
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den Rest, also neunmal % bekommt. Im Papyrus ist jedoch ein anderer

Losungsweg angegeben, namlich ,, 19—0 = % + é + 31—0” (Man, 2006, S. 14).

Es wurde also stets in Stammbriiche zerlegt (vgl. Man, 2006, S. 14). Am Anfang
des Papyrus Rhind finden wir eine Zerlegungstafel fiir % , die sogenannte ,,%—

Tabelle”, die fiir ungerade n von 5 bis 101 eine Stammbruchzerlegung angibt (vgl.
Kaiser 2006, S. 84). Einige Beispiele aus dieser Tabelle wéaren

2 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1,

23 12 276

83 60 332 415 498 " 101 101 202 303 606

) )

(Hein, 2012, S. 50).

Den alten Agyptern war es nun moglich, auch Divisionen ohne Rest
durchzufiihren. Der Papyrus Rhind enthilt viele Aufgaben zur Bruchrechnung.
Die Aufgabe 24 lautet, ,, man solle mit 8 rechnen, bis man 19 findet” (Kaiser, 2006, S.

85). Sinngemaf tibersetzt ist also die Division 19 durch 8 durchzufiihren:

1 8
2% 16
Ya 4
iz 2
1/8* 1

19 =16 + 2 + 1 und der Quotient ist somit 2 + 1/4+ 1/8 (vgl. Kaiser, 2006, S. 84). Ein
weiteres einfaches Beispiel zur Bruchrechnung wére die Aufgabe 26 aus dem

Papyrus Rhind:

,Eine Menge und ihr Viertel geben zusammen 15. Rechne mit 4, davon musst du

ein Viertel nehmen, ndmlich 1; zusammen 5 (Kaiser, 2006, S. 111).

Bei diesem Beispiel wird das Losungsrezept iiber die ,Methode des falschen

Ansatzes” angegeben, es wird 15 durch 5 geteilt und das Ergebnis mit 4
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multipliziert. Sie gesuchte Menge ist also 12 (vgl. Kaiser, 2006, S. 112). Kaiser
beschreibt diese Methode folgendermafsen: , Sei p ein Polynom und a eine gegebene
Zahl. Sucht man einen Wert x mit p(x) = a, so wihlt man einen Wert y, berechnet p(y) =b
und schliefst aus dem Unterschied oder dem Verhiltnis von a zu b auf den Wert x”

(Kaiser, 2006, S. 142).

Wie wir heute wissen, ist die Zerlegung eines Bruchs in Stammbriiche stets
moglich, aber nicht eindeutig bestimmt. Den Bruch 2/15 beispielsweise kann man

auf drei unterschiedliche Arten in Stammbriiche zerlegen:

,2/15=1/8 +1/120 = 1/9 + 1/45 = 1/10 + 1/30” (Hein, 2012, S. 50). Im Papyrus Rhind
ist nur Version drei angefiihrt und bis heute ist nicht klar, wie die Zerlegungen
berechnet wurden (vgl. Hein, 2012, S. 50). Hein stellt folgende These diesbeziiglich
auf: ,Ein System ist nur bei den Divisionen 2/3n zu erkennen; die hierfiir gewihlten

Zerlegungen haben alle die Gestalt 2/3n = 1/2n + 1/6n” (Hein, 2012, S. 50).

3.2.3  Algebra und Arithmetik im alten Agypten

Folgen und Reihen: Wie bereits erwdhnt, miissen endliche Folgen und Reihen in
allen Hochkulturen bekannt gewesen sein, da diese in entsprechenden Quellen
haufig vorkommen. Die Losungswege der Aufgaben lassen sich haufig in eine uns
heute bekannte Formel {ibertragen, jedoch wird angenommen, dass die Agypter,
wie auch die Babylonier und Chinesen nicht nach einer bestimmten Regel
vorgegangen sind, sondern fiir jedes Beispiel neu iiberlegt haben. Die einzige
Aufgabe zum Thema geometrische Reihen finden wir im Papyrus Rhind Nummer
79 (vgl. Hein, 2012, S. 55). Das beriihmte Katzen- und- Mause- Problem findet sich
bis heute in vielen Biichern in unterschiedlichsten Einkleidungen. Frei tibersetzt

lautet die Aufgabe wie folgt:

,In sieben Hausern leben je sieben Katzen, jede Katze frisst sieben Méduse, jede

Maus frisst sieben Ahren Gerste, und aus jeder Ahre konnen sieben Scheffel
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Korner entstehen. Wie viele Scheffel Getreide sind das insgesamt, die den Katzen

zu verdanken sind? “ (Hemme, 2012, S. 12).

Eine Variante dieses Raitsels ist ein englisches Kindergedicht aus dem 19.

Jahrhundert, das im Deutschen lautet:

,Als ich nach Saint Ives ging, kam mir ein Mann mit sieben Frauen entgegen. Jede
Frau trug sieben Sicke, und in jedem Sack waren sieben Katzen, und jede Katze
hatte sieben Katzchen. Wie viele Katzchen, Katzen, Sacke und Frauen gingen nach

Saint Ives?” (Hemme, 2012, S. 13).
Die wortliche Ubersetzung des altigyptischen Textes ist:

JInventar eines Hauses: 7 Hauser, 49 Katzen, 343 Miuse, 2401 Ahren, 16807
Scheffel” (Hein, 2012, S. 55).

Im Papyrus Rhind wird als Losung die Zahl 16807 angegeben und auflerdem wird
2801 mit 7 multipliziert, was 19607 macht. Man geht davon aus, dass es sich um
die Summation der geometrischen Reihe 7, 49, 343, 2401, 16807 handelt, wobei der
Quotient 7 ist. Durch die Addition der 5 Folgenglieder wird 19607 ermittelt. Wenn

5 _
man die Summenformel 7 % kennt, werden einem die angegeben Zahlen

klarer, denn in die Formel eingesetzt erhalt man ,,7 - 163(171_1 =19607" (Hein, 2012,

S. 56). Es ist aber unklar wie die Agypter auf diese Zahlen und den
Zusammenhang gekommen sind, diese Fragen bleiben uns die Quellen schuldig.
Ein Beispiel zum Thema arithmetische Reihen finden wir im Papyrus Rhind,

Nummer 64:

»Wenn man dir sagt, 10 hekat Gerste fiir 10 Personen, die Differenz von jeder
Person zu seinem Nachbarn ist 1/8” (Hein, 2012, S. 56; zitiert nach: Vogel Teil 1, S.
57).

Es sind also 10 Scheffel Gerste an 10 Leute zu verteilen, wobei die Anteile eine
arithmetische Reihe mit d=1/8 bilden. Im Text steht geschrieben:

1

41192 149.1 = 1+(l+i)"(Hein,2012,s.56).
2 8 16 2 16
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Die heutige Vorgehensweise erfolgt gemafs der Formel:

,n = % + % dn—-1) = % + % . é -9 (Hein, 2012, S. 56). Zunachst wird an berechnet
und die tiibrigen Glieder durch sukzessives Subtrahieren von % errechnet.

Abschlieffend wird die Probe durchgefiihrt und die Summe von 10 (hekat)

verifiziert (vgl. Hein, 2012, S. 56).

Gleichungen: Bei den Agyptern war das Losen von linearen Gleichungen in einer
Unbekannten durchaus bekannt und diese Art von Rechnungen werden heute als
,Hau-Rechnungen” bezeichnet, wobei das agyptische Wort ,Hau” Menge oder
Haufen bedeuten kann (vgl. Kaiser, 2006, S. 142). Dieser Ausdruck iibernimmt in
gewissen dgyptischen Rechnungen die Rolle der unbekannten Grofie, deshalb
wird bei ,Hau-Rechnungen” heute von linearen Gleichungen gesprochen. Der
Papyrus Rhind enthélt eine Reihe solcher Aufgaben, genauer die Aufgaben 24 bis

34. Eine klar formulierte ,Hau-Aufgabe” findet man im Moskauer Papyrus:

,Form der Berechnung eines Haufens, gerechnet 1% mal zusammen mit 4. Er ist
gekommen bis 10. Der Haufen nun nennt sich? Berechne du die Grofle dieser 10

uber dieser 4. Es entsteht 6. Rechne du mit 1%, um zu finden 1. Es entsteht %

Berechne du 2 von diesen 6. Es entsteht 4. Siehe: 4 nennt sich. Du hast richtig

gefunden” (Wuffing, 2008, S. 117; zitiert nach: Struve 1930, S. 114).

Modern gesprochen soll also die Gleichung %x+4 =10 gelost werden. (vgl.

WufSing, 2008, S. 117) Ein weiteres Beispiel einer ,Hau-Rechnung” ist die Aufgabe
31 aus dem Rhind Papyrus:

,EBine Menge und 2 und % und% davon gibt zusammen 33 (Kaiser, 2006, S. 142).

Nach wunseren Quellen gab es keine komplizierteren Gleichungen oder
Gleichungssysteme in der agyptischen Mathematik, bis auf eine rein quadratische

Gleichung, die im Berliner Papyrus vorkommt:
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,,Ein Quadrat und ein zweites, dessen Seite % von der Seite des ersten Quadrats ist,

haben zusammen den Flacheninhalt 100. Lass mich wissen!” (Hein, 2012, S. 60).
Nach unserer heutigen Terminologie wiirden wir die Gleichung folgendermafien

2
aufschreiben: x% +y? =100,y = %x. Die Werte eingesetzt ergibt x? + Gx) =

25 16

100, daraus folgt —=x? =100, was aquivalent ist zu x% = 100-— Durch
16 25

Wurzelziehen erhalten wir die Losung x =8 (vgl. Hein, 2012, S. 62). Im

agyptischen Text wird die Losung auf folgende Art beschrieben:

,Nimm ein Quadrat mit Seite 1; nimm % von 1, das ist 3, als Seite der anderen
Flache. Multipliziere % mit sich selbst, das ergibt 9/16. Wenn also die Seite der
einen Flache als 1, die der anderen als % angenommen ist, addiere die beiden
Flachen. Ergebnis 25/16. Ziehe daraus die Wurzel, es ist 5/4. Ziehe die Wurzel aus
der gegeben Zahl 100, es ist 10. Wie oft geht 5/4 in 10? Es ist 8 mal (Hein, 2012, S.
62).

Die Seite des ersten Quadrats ist also 8 und gleichzeitig unser x. Diese Aufgabe

wurde mit der ,Methode des falsches Ansatzes” geldst, das heifdt, dass fiir die

Unbekannte x eine , Versuchszahl” gedacht wurde, namlich ,x = 1: 1% + (%- 1)? =
1+ % = E” (Hein, 2012, S. 62). Nun werden die Wurzeln gezogen und eine Zahl a
mit a -z = 10 bestimmt und man erhalt: ,100 = a? -g =a?(1% + (2- D) =a?+
(z a)?” (Hein, 2012, S. 62) So ist x = a = 8 eine Losung der Gleichung. Wenn wir

nun ein wenig weiter denken und die Losungen x(=8) und y(=6) in den
pythagoreischen Lehrsatz z? = x* + y? einsetzen, erhalten wir fiir z = 10. Sofort
erkennt man, dass die Zahlen 6,8,10 ein pythagoreisches Zahlentripel (6,8,10)
ergeben (vgl. Hein, 2012, S. 62). Dieser Abschnitt wird im folgenden Kapitel naher

behandelt. Hier geht es um die Geometrie der alten Agypter.
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3.2.4  Geometrie in Agypten

In diesem Kapitel wird die Geometrie im alten Agypten behandelt, genauer die
Urspriinge der Geometrie. Welchen Problemstellungen standen die alten Agypter
gegeniiber und aus welchen Motiven heraus hat sich die Geometrie entwickelt?

Auf diese und weitere Fragen versuche ich in diesem Abschnitt einzugehen.

Herodot, ein griechischer Geschichtsschreiber, berichtet {iber die Urspriinge der

Geometrie in seiner Geschichte der Perserkriege:

,Dieser Konig, erzihlten sie, hat auch das Land unter alle Agypter aufgeteilt und
gab jedem das gleiche rechtwinkelige Landstiick, und daraus verschaffte er sich
die Einnahmen, indem er eine Abgabe auferlegte, jahrlich zu entrichten. Wenn
aber der Fluss von einem Landstiick einen Teil wegnahm, ging der Besitzer zu ihm
und machte Anzeige von dem Vorfall. Er schickte dann die Leute hin, die das zu
besichtigen hatten und auszumessen, wie viel kleiner das Stiick geworden war,
damit er flir das {ibrige eine der festgesetzten genau entsprechenden Abgabe
leistete. Und ich meine, auf die Art ist dort die Feldmesskunst, die Geometrie,
erfunden worden und von dort nach Hellas gekommen” (Hein, 2012, S. 73; zitiert

nach: Herodot, 2. 109, S. 175f.).

Zweifellos war die Notwendigkeit der Geometrie, genauer der Feldvermessung,
durch die jahrlichen Niliiberschwemmungen gegeben. So wird angenommen, dass
die Urspriinge der Geometrie in der Erledigung praktischer Aufgaben liegen.
Messseile zahlten damals zu den wichtigsten und unentbehrlichsten Werkzeugen
fiir Vermessungsarbeiten, dies beweisen Abbildungen in und an Monumenten
(vgl. Hein, 2012, S. 74,75). In den mathematischen Papyri befinden sich viele
geometrische Probleme: Berechnung einer Kreisflache, Volumina, Berechnung von

Dreiecksinhalten oder rechtwinkelig begrenzten Flachenstiicken.

Die Zahl 7 im alten Agypten: Im Papyrus Rhind gibt es zwei Aufgaben, in denen

es um die Berechnung einer Kreisfliche mit Durchmesser 9 geht. Die beiden
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Aufgaben 48 und 50 sind im Wesentlichen ident und liefern einen erstaunlich

genauen Naherungswert an die Zahl .

&)
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=
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T = 4 lumm s

Abbildung 25: Beispiel 48 aus dem Papyrus Rhind ( Quelle:
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Probl%C3%A8me-R48-Papyrus-Rhind-texte.jpg)

Abbildung 25 zeigt den Originaltext mit dem Originalbild der Aufgabe 48 aus
dem Papyrus Rhind. Hier beschreibt der Schreiber Ahmes die Berechnung der
Kreisflache.

Abbildung 26: Quadrat mit Inkreis (Quelle: Hemme, 2012, S. 11)

Er unterteilt ein Quadrat in 99 = 81 gleich grofie Quadrate und zeichnet den
Inkreis ein (Abb. 26). Er zeichnet ein Achteck ein, das sich aus 57 ganzen und 12
halben Unterquadraten zusammensetzt und erhalt somit die selbe Flache wie 63
Unterquadrate. Ahmes nimmt an, dass der Kreis und das Achteck denselben
Flacheninhalt haben. Wenn ein Unterquadrat die Seitenlange a hat, hat das
Achteck eine Flache von 63a®. Der Radius des Kreises betragt za und hat folgende
Flache: ,m (g)2 =7 %az” (Hemme, 2012, S. 83) Wenn man nun Kreis-und

Achteckfldche gleichsetzt, erhdlt man i—laz = 63a* und daraus folgt fur

= 3& ~ 3,1111, wobei der tatsachliche Wert fur 7T~ 3,1416 ist. Ahmes kommt
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. . 13 .
sogar zu einem noch genaueren Ndaherungswert von 7= 3 ol 3,1605, indem er

einwenig schummelt und behauptet, die Flache von 63a? sei fast das gleiche wie

die Flache von 64a? (vgl. Hemme, 2012, S.83).

Aufgabe 50 im Rhind Papyrus hat, wie bereits erwdahnt, im Wesentlichen gleichen
Inhalt, die Berechnung von 7. Die Aufgabe lautet:

,Beispiel der Berechnung eines runden Feldes vom (Durchmesser) 9 ht (ein
Langenmafl). Was ist der Betrag seiner Flache? Nimm 1/9 von ihm (dem
Durchmesser) weg. Der Rest ist 8. Multipliziere 8 mal 8. Es wird 64” (Wuffing,

2008, S. 119; zitiert nach Gericke 1984, S. 55)

Wie der Text schon sagt, subtrahiert man %d vom Durchmesser und quadriert
anschlieflend, daraus folgt (d — %)2 und fiir 7 ergibt sich T = Z—i =3,16... . Es ist

bis heute nicht klar warum gerade éd abgezogen wurde und nicht etwa % oder é .

Diese beiden Werte liefern schlechtere Naherungswerte an 7 (vgl. WufSsing, 2008,
S. 119).

Flichen- und Volumsberechnungen: Wie auch die Babylonier kannten die
Agypter einfache Methoden zu Flichen- und Volumsberechnungen (vgl. Kaiser,
2006, S. 202). Die Berechnung der Flache von Vierecken, Dreicken und Trapezen
zahlt zu den einfachsten Aufgaben, diese Figuren traten stets als Felder oder
Baugrundstiicke auf und nie als abstrakte Begriffe (vgl. Hein, 2012. S. 83). Zur
Ermittlung der Flache eines beliebigen Vierecks mit den Seiten a, b, ¢, d wurde die

Naherungsformel F = aTﬂ-szd verwendet. Sie wurde am Horustempel in Edfu

entdeckt und wird demnach als , Edfu-Formel” bezeichnet. Hier erfolgt die
Mittelbildung gegeniiberliegender Seiten und der Fehler wird umso grofier, je
mehr sich das Viereck vom Rechteck entfernt. Diese Formel war in der Form auch
in Babylon, Indien und China bekannt (vgl. Hein, 2012, S. 84). Die Berechnung der

Kreisflache erfolgte, wie oben erwahnt, gemafs der Formel F = (g d)? (vgl. Scriba/

Schreiber, 2001, S. 14). Wie auch die Babylonier fiihrten die Agypter keine Beweise
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durch, sondern tberpriiften die Rechnungen mittels Rechenproben (vgl. Hein,
2012, S. 83). In den agyptischen Quellen kommen neben Flachenberechnungen
auch Volumsberechnungen vor, beispielsweise wird das Fassungsvermdgen von
Gefaflen und Speichern ermittelt. Neben quaderformigen Koérpern kommen
vorwiegend zylinderformige Korper vor. Hierfiir wird die Formel fiir die
Kreisflache eingesetzt. Bis heute gibt es keinen eindeutigen Beleg dafiir, dass die
alten Agypter eine Inhaltsformel fiir Pyramiden kannten, obwohl die
Pyramidenbauten diese Vermutung nahe legen (vgl. Scriba/Schreiber, 2001, S. 14).
In Aufgabe 14 im Moskauer Papyrus findet sich jedoch eine Glanzleistung, die

korrekte Berechnung des Volumens eines quadratischen Pyramidenstumpfes:

,Wenn man dir sagt, ein Pyramidenstumpf von 6 Ellen Hohe, Von 4 Ellen an der
Basis und 2 Ellen an der Spitze, Rechne du mit 4, das Quadrat ist 16. Multipliziere
diese 4 mit 2. Ergebnis 8. Rechne du mit dieser 2, sein Quadrat ist 4. Addiere
zusammen diese 16, mit diesen 8 und mit diesen 4. Ergebnis 28. Rechne du 1/3 von
6. Ergebnis 2. Rechne du zweimal mit 28. Resultat 56. Siehe. Es ist 56! Du hast es

richtig gefunden” (WufSing, 2008, S. 120; zitiert nach DSB Supplement 1978, S. 697).

Abbildung 27: Pyramidenstumpf-Aufgabe 14 aus dem Moskauer Papyrus (Quelle: Wufling,
2008, S. 119)

Es ist also ein quadratischer Pyramidenstumpf (Abb. 27) mit der Seitenlange 4
Ellen, Hohe 6 Ellen und 2 Ellen am Deckquadrat, wobei 1 Elle= 20,6 Zoll ist,

gegeben. Die Rechnung ergibt folgende Volumsformel fiir den Pyramidenstumpt:
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LV — MaZ+abtb®), (WuBsing, 2008, S.120). Die Berechnung des Volumens eines

3

Pyramidenstumpfes war den Babyloniern nicht bekannt (vgl Hein, 2012, S. 85).

Sdtze von Thales und Pythagoras: Es gibt viele Legenden dariiber, dass die alten
Agypter den Satz von Pythagoras kannten, doch gibt es keine stichhaltigen
Hinweise diesbeziiglich. Hingegen waren der Satz von Pythagoras und von Thales
bei den Babyloniern, Chinesen und Indern bekannt, was uns viele Quellen
beweisen. Trotz fehlender Hinweise und Beweise kann man kaum behaupten,
dass die alten Agypter auch keine pythagoreischen Zahlentripel oder den
Zusammenhang mit dem rechtwinkeligen Dreieck kannten. Im Abschnitt
,Gleichungen” wurde eine quadratische Gleichung aus dem Berliner Papyrus
genauestens behandelt und deren Losung liefert uns das pythagoreische Tripel (6,
8, 10). Man geht davon aus, dass diese Losung kein Zufall sein kann und die
Zahlen 100 und % vom Schreiber bewusst gewahlt worden sind, um genau auf die
Losung zu kommen. Pythagoreische Zahlentripel werden immer wieder mit den
Seilspannern in Verbindung gebracht. Hein schreibt diesbeziiglich: “Die
mathematische Grundlage fiir die Arbeit der Seilspanner wire demnach folgende
Beobachtung: Es sei (a,b,c) ein pythagoreisches Zahlentripel. Markiert man, etwa durch
Knoten, auf einem Seil der Linge a+b+c hintereinander die Strecken der Linge a,b,c,
verbindet man die Seilenden und spannt das Seil so, dass die Markiereungen die Ecken
eines Dreiecks mit den Seitenlingen a,b,c bilden, so ist dieses Dreieck notwendig
rechtwinkelig” (Hein, 2012, S. 82). Rechte Winkel sind bei Bau von Hausern, Altaren
und anderen Bauwerken von grofier Bedeutung vermutlich kam diese Methode
des Seilspannens im alten Agypten beim Bau von kleineren Objekten in Gebrauch.
Jedoch ist es sehr unwahrscheinlich, dass die Genauigkeit der Winkel der
machtigen agyptischen Pyramiden mittels dieser Methode erreicht wurde. Bis
heute ist nicht geklart, wie diese groflartigen Bauten so prazise konstruiert worden

sind (vgl. Hein, 2012, S. 81,82).
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Das folgende Kapitel beinhaltet die letzten beiden Hochkulturen des Altertums,

das alte China und das alte Indien.

4. Die Mathemtik in den asiatischen Kulturen

Das Kapitel beginnt mit einer Einfithrung in die altchinesische Geschichte und hat
im Wesentlichen die beiden wichtigsten mathematischen Quellen des chinesischen
Altertums, das Zhoubi suanjing und das Jiuzhang suanshu zum Inhalt. Im
weiteren Verlauf wird die letzte Hochkultur, das alte Indien bearbeitet und die
Sulbasutras, die wichtigste mathematische Quelle des indischen Altertums, so

genau wie moglich ausgearbeitet und dargelegt.
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41 China im Altertum

4.1.1 Historische Einfithrung in das chinesische Altertum - Zhoubi

suanjing und Jiuzhang suanshu

KasTga?v\\‘ |
SINKIANG O

* Karakorum

MONGOLEI

[ Kembereich der Shang-Dynastie (16.-11. Jh. v. Chr.)

" | Han-Dynastie (206 v. Chr.-220 n. Chr.)

Abbildung 28: China im Altertum (Quelle: Wufling, 2008, S. 43)

Die Entwicklung bzw. Ausbildung des chinesischen Staates ist mehrheitlich aus
Legenden und Geschichten bekannt und wurde ungefdhr im 6. Jahrhundert v.
Chr. niedergeschrieben. ,500 Jahre spiter folgten rekonstruktive Aufzeichnungen zur
Geschichte der Kaiser und zur Institution des Reiches durch das Werk Shiji von Sima
Qian (145-73), dem Vater der chinesischen Geschichtsschreibung”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 107). Bei archdologischen
Ausgrabungen ist man auf Holz- und Bambustéfelchen gestoflen, die auf den
Zeitraum von 770-221 v. Chr. datiert werden. Man geht davon aus, dass sich Shiji
von Sima Qian bei seinen Aufzeichnungen auf diese Téfelchen bezogen haben
konnte. Aus der Friithzeit gibt es nur sehr wenige schriftliche Zeugnisse, weil zum

einen Holz und Bambus als Schriftmaterial die lange Zeit, aufgrund der schlechten
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Qualitat, nicht iiberdauerten und zum anderen wegen der Biicherverbrennung 213
v. Chr. durch den Herrscher der Chin-Dynastie. Die erste historische
nachweisbare Dynastie ist die Shang- Dynastie (1650-1027), doch davor gab es
bereits im Raum des Huangho Beckens eine weit entwickelte Gesellschaft, die als
Bauern tdtig waren und Viehzucht und Ackerbau betrieben (vgl.
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 107). Die Shang-
Dynastie, die um 1650 v. Chr. begann, deckt sich mit dem Beginn der Bronzezeit
(vgl. Hein, 2010, S. 23). Dieser Abschnitt ist vor allem gekennzeichnet durch den
hohen Stand der Bronzeverarbeitung zu beispielsweise Waffen, Miinzen,

allgemein ausgedriickt zu Giitern des taglichen Lebens (Abb. 28).
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Abbildung 29: Bronzegegenstinde aus der Zeit der Shang-Dynastie (Quelle: Wufling, 2008, S.
45)

In dieser Zeit entfaltete sich eine Zeichenschrift, welche von Orakelpriestern
genutzt wurde. Die Zeit war auch gepragt von Orakelwesen, Opferkult oder

Natur- und Ahnengeistern.
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Abbildung  30: Orakelknochen aus dem 14.-bis 12  Jahrhundert (Quelle:
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 109)

Diese Zeichen wurden auf Tierknochen (Abb. 30) oder auf Panzer von
Schildkroten geritzt und von Orakelpriestern zur Orakelbestimmung benutzt. Da
die Shang Heerkonige waren, handelte die Mehrheit der Fragen, die sich an das
Orakel richteten, iiber kriegerische Angelegenheiten oder iiber die Schuld bzw.
Unschuld eines Menschen. , Ein erhaltener Orakelknochen enthilt die Anfrage, ob drei
Schafe und zwei Rinder oder drei Schafe und fiinf Rinder durch Ertrinken oder
Verbrennen vom Shang- Konig aus Dankbarkeit fiir eine gute Ernte bestimmten Géttern
des Pantheons geopfert werden sollen”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/WufSsing, 2003, S. 108). Um nun Antworten
auf die Fragen zu erhalten, warf man die eingeritzten Knochen ins Feuer und
deutete die Antworten anhand der Risse, welche durch das Feuer verursacht
wurden. Auch aus dieser Zeit stammt ein dezimales Zahlensystem, das aber kein
Positionssystem war und dies bestand aus zehn Individualzeichen. Derartige
Zahlenzeichen wurden auf Orakelknochen, Bronzemiinzen und anderen
Gegenstanden aus Bronze gefunden. Die Organisation eines so grofien und
machtigen Staates erforderte zwangslaufig ein Schrift- und Zahlsystem und somit
konnten die Herrscher und Machthaber jederzeit alle Bestande iiberpriifen. Um
ungefahr 1000. v. Chr. endete die Shang-Dynastie und die Chou (Zhou)-Dynastie
begann. Die Chou waren damals die méachtigste Adelsfamilie und unter ihrer
Herrschaft erhielt das Land in vielen Lebensbereichen grofien Aufschwung. Es

wurden beispielsweise Gewerbe, Warenaustausch und Verwaltung ausgebaut.
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Abbildung 31: Laotse und Konfuzius (Quelle: Wuf$ing, 2008, S. 46)

In diese Zeit kann man zwei, heute noch bekannte Philosophen bzw.
Religionsstifter zuordnen: Konfuzius und Laotse. Um 481 v. Chr. fiihrten die
Auseinandersetzungen zwischen den Chou Fiirsten um die Vorherrschaft zu
sieben verfeindeten Staaten. Bis 221 v. Chr. gab es keine einheitliche Befehlsgewalt
im Reich. Zu dieser Zeit hatte die Philosophie des Konfuzius grofien Einfluss auf
das Denken der Menschen. Seine Philosophie sagt aus, dass man Werte wie
Respekt und Giite hoch halten und ofter reflektieren muss, sowohl privat mit sich
selbst, als auch offentlich in zwischenmenschlichen Beziehungen. Seine Lehre
formte das chinesische Denken und die Staatsphilosophie einige Jahrtausende.
Der zweite wichtige erwdahnenswerte Philosoph war Laotse. Er gilt als Begriinder
des Taoismus, wobei Tao ,der Weg” bedeutet. ,, Nach seiner Anschauung stellte das
Tao die magische Kraft dar, aus der alles entspringt und von der die Welt in immer
wechselnden Kombinationen des Gegensatzes von Yin und Yang zusammengehalten
wird”  (Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/WufSing, 2003, S. 110). Die
Uberzeugung der Taoisten war ein Wegbereiter fiir den Buddhismus, der im 1.
Jahrhundert n. Chr. aus Indien kam. Zu jener Zeit herrschte also eine kulturelle
Beziehung zwischen den beiden Kulturen. Im Jahre 221 v. Chr. bildete sich die
Chin- Dynastie, unter dem ersten Kaiser Cheng aus. Dieser trug den Titel Shi-
Huang, das soviel bedeutet wie ,Des Anfangs erhabener Kaiser der Chin-
Dynastie” (Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/WufSing, 2003, S. 110). Der
Name China leitet sich von dieser Dynastie ab. Zu jener Zeit wurde auch mit dem

Bau der chinesischen Mauer begonnen, der zunachst eine Lange von 2450 km
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hatte und mit der Zeit auf 6000 km erweitert wurde. Cheng nahm viele
Anderungen vor, dem Lehnsystem folgte ein Verwaltungssystem und dariiber
hinaus wurden Gesetze, die Sprache, die Schrift u.v.m. vereinheitlicht. Der Kaiser

war jedoch unerbittlich und duldete keine Form von Widerspruch.

Abbildung >2: Biicherverbrennung im Jahre 213 v. Chr. (Quelle:
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wuf8ing, 2003, S. 108)

Die zeigte sich auch in der Biicherverbrennung (Abb. 32) von 213 v. Chr., wo er
alle Schriften, die nicht mit seiner Uberzeugung und Politik harmonierten,
verbrennen liefS. Verschont blieben beispielsweise einige medizinische Biicher und
Biicher iiber das Orakel. Cheng wurde 207 v. Chr. von Gaozu und seiner
Bauernarmee gestiirzt und damit wurde Gaozu zum ersten Kaiser der Han-
Dynastie. Das Beamtentum erlebte zu jener Zeit seine Hochbliite und tiber 2000
Jahre wurde das chinesische Reich von kaiserlichen Beamten geleitet. Es wurde
eine Akademie fiir Beamte errichtet und die Absolventen mussten ein
umfangreiches Lehrprogramm bewerkstelligen. Die Lehre des Konfuzius, die
Mathematik und Astronomie zédhlten zu dem Pflichtfichern. In dieser Zeit
entwickelte sich die Mathematik mafigeblich (vgl.
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 109, 110). Aus der Han-
Dynastie stammen zwei Biicher, welche die altertiimliche chinesische Mathematik

und Astronomie darlegen. Man geht davon aus, dass sie um Christi Geburt
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verfasst wurden, einige Teile der Biicher sind jedoch viel alter (vgl. Wulff, 2006, S.
157). Das alteste Werk ist das ,,Zhoubi suanjing”, der Gnomon der Zhou-Dynastie
oder wortlich ubersetzt ,Der mathematische Klassiker vom Gnomon und vom
kreisformigen Weg des Himmels” (vgl. Wulff, 2006, S. 157; Scriba/ Schreiber, 2001,
S. 111). Dieses Buch handelt im Wesentlichen iiber mathematische Astronomie
und Kalenderrechnung. Die Mathematik, die in diesem Werk enthalten ist, dient
nur als Hilfsmittel. Es ist in Dialogform verfasst und enthdlt unter anderem
Eigenschaften des rechtwinkeligen Dreiecks, Kreises, Quadrats und den ersten
,Beweis” des pythagoreischen Lehrsatzes, auf den ich im Kapitel , Geometrie”
naher eingehen werde. Das zweitdlteste Werk ist das ,Jiuzhang suanshu”,
wortlich iibersetzt ,Die Neun Abschnitte arithmetischer Technik” (vgl. Scriba/
Schreiber, 2001, S. 111,112). Im 3 Jahrhundert n. Chr. wurde dieses Werk von Liu
Hui kommentiert und in dieser Fassung wurden die Neun Abschnitte auch
uiberliefert (vgl. Wufliing, 2008, S. 46). Die Neun Abschnitte enthalten 246
mathematische Problemstellungen inklusive Losungen, jedoch ohne jeglichen
Versuch, den beschriebenen Losungsweg zu erldutern und auch ohne abstrakte
Beweise. Die Beispiele in den neun Biichern sind nach Sachverhalten geordnet. Im
ersten Buch geht es hauptsachlich um Flachenberechnungen von Dreiecken,
Rechtecken, Trapezen und Kreisen. In Buch zwei finden wir hauptsdchlich
Schlussrechnungen. Buch drei befasst sich mit dem ,, Ausgleich von Steuereinheiten-
in Geld oder Arbeitskraft- zwischen verschiedenen Regionen” (Wufding, 2008, S. 56). Im
vierten Buch geht es mehrheitlich um geometrische Probleme. In Buch fiinf
werden eine Vielzahl von Volumenberechnungen, beispielsweise von Pyramiden
mit quadratischen, dreieckigen oder trapezférmigen Grundflachen durchgefiihrt.
Es finden sich auch richtige Volumenberechnungen von Zylindern, einem Kegel
oder einem Kegelstumpf, wobei = 3 gesetzt wurde. Im sechsten Buch geht es um
Steuerberechnungen. In Buch sieben finden wir unter anderem eine Anleitung zur
Losung linearer Gleichungen. Im achten Buch werden lineare Gleichungen durch

eine Art Matrizenrechnung geldst, wobei auch negative Zahlen auftreten. Das
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letzte Buch behandelt das rechtwinkelige Dreieck und liefert einen , Beweis” zum

Satz von Pythagoras (vgl. Wufsing, 2008, S. 55, 56).

Wulff schreibt iiber die Neun Abschnitte: , Alles in allem stellten die Neun Abschnitte
ein mathematisches System dar. Es ist allerdings kein theoretisches, deduktives System
und kein in sich logisches und zusammenhingendes Gedankengebiude, wie die euklidische
Geometrie. Es ist induktiv, an konkreten Beispielen orientiert” (Wulff, 2006, S. 159). Die
Neun Abschnitte wurden durch viele bedeutende chinesische Mathematiker
kommentiert und galten Jahrhunderte lang als ein Standardwerk der Arithmetik
und pragten bis in die Neuzeit das mathematische Denken (vgl. Wulff, 2006, S.
159).

4.1.2 Zahlendarstellung und Rechenbrett

Die Schreibweise der Zahlen hat aufgrund der Jahrtausende langen Geschichte
Chinas eine lange Vergangenheit. Es gibt zahlreiche Hinweise dafiir, dass in der
Frithzeit Quipus, also Knotenschniire und Kerbholzer benutzt wurden. Bei
archdologischen Funden, die seit Ende des 19. Jahrhunderts gemacht wurden,
fand man tausende von Knochen mit eingeritzten Zeichen (vgl. Wufsing, 2008, S.
52). Man geht davon aus, dass es sich bei diesen Knochen um Orakelknochen
handelt und dass die alten Chinesen darauf ihre Fragen an das Orakel
verzeichneten. ,Die Knochen wurden erhitzt, und aus den auftretenden Spriingen leitete
man die Antworten ab” (Hein, 2012, S. 43).

6 XLO e & 8 ’HT*
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Abbildung 33: Die Zahl 656 in Orakelschrift (links) und moderner Schrift (rechts) (Quelle: Hein,
2012, S. 43)

In Abbildung 33 sieht man beispielsweise die Zahl 656 in , Orakelschrift” und in

moderner Schrift.
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Abbildung 34: Chinesische Zahlzeichen (links) und Darstellung der Zahl 41957 (rechts) (Quelle:
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wuf$ing, 2003, S. 117)

In Abbildung 34 sind chinesische Zahlzeichen als Hieroglyphenziffern abgebildet,
sie wurden aus der Han- Zeit tiberliefert. Hier erkennt man, dass die Schreibweise
im alten China dezimal, aber kein ganz durchgebildetes Positionssystem war. Die
Einer, Zehner, Hunderter usw. wurden durch ein Zeichen und nicht durch ihre
Stelle dargestellt (vgl. Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufliing, S. 117).
Die chinesischen Zahlzeichen waren aber nicht zum Rechnen geeignet und
dienten ausschliefllich der Zahlnotation (vgl. Hein, 2012, S. 43.) Erst ab dem 4.
Jahrhundert v. Chr. entstanden einfache Zahlzeichen, aus denen sich die
Stabchenzahlen  entwickelten. Diese  Stiabchen  bestanden aus den
unterschiedlichsten Materialien wie Holz, Eisen oder Bambus, fiir Wohlhabende
wurden sie sogar aus Jade oder Elfenbein angefertigt. Sie waren ca. 3 mm dick und
7-14 cm lang und mit ihnen konnten nun die Zahlenmuster der Ziffern gelegt
werden (vgl. Wulff, 2006, S. 155). Zum Rechnen wurden diese Stabchen auf ein

Brett mit Feldern gelegt.
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Abbildung 35: Stiabchendarstellung der Ziffern 1-9 (Quelle:
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 116)
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Abbildung 36: Stibchendarstellung der Zehner (Quelle:
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 116)

Im chinesischen Zahlsystem gab es zwei Reihen von Ziffern, die vertikal und die
horizontal gelegten Stabchen (vgl. Wufliing 2008, S. 52). Wufsing ist zu entnehmen:
,Die vertikal gelegten Stibchen fiir die Ziffern 1 bis 9 wurden auf dem Zahlenschachbrett
auch fiir entsprechend viele Hunderter, Zehntausender,(...) verwendet. Horizontal gelegt,
(...) bezeichneten diese Stabziffern Zehner, Tausender,(...), also entsprechend viele

Einheiten ungerader Zehnerpotenzen” (Wufsing, 2008, S. 52,53).

7098 = (7-10°4+9-102 4210+ 8) = L M=Tl

Abbildung 37: Darstellung der Zahl 7928 (Quelle:
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 117)

In Abbildung 37 sehen wir die Zahl 7928 in chinesischer Zahlschreibweise. Auch

die Verwendung der Zahl 0 ist in diesen Hybridsystemen nicht notwendig.

70316 = n— |

Abbildung 38: Darstellung der Zahl 70316 (Quelle:
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 117)
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Die Darstellung der Zahl 70316 (Abb. 38) zeigt, dass statt der Zahl O eine Liicke
gelassen wurde. Bis ins 8. Jahrhundert wurde die Zahl 0, wie auch in Babylon
durch ein Liickenzeichen ,eingefithrt” und im 13. Jahrhundert auch in gedruckter

Form, zunachst als Punkt, anschliefSend als kleiner Kreis.

Die Grundrechnungsarten: Das Rechnen erfolgte ab dem 2. Jahrhundert v. Chr.

mit Rechenbrett, worauf man die Stabchen beliebig anlegen konnte (vgl. Hein,

2010, S. 51).
M| T (—| | 48612
et Ll + 2078
M| T|= = 50690

Abbildung 39: Beispiel der Addition mit Stibchen (Quelle: Wufling, 2008, S. 53)

Abbildung 39 zeigt ein Beispiel der Addition, wie sie im chinesischen Altertum
durchgefiihrt wurde. Auf dem Brett wurden mit dieser Methode Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division durch Hinzufiigen oder Wegnahme von
Stabchen ausgefiihrt. Die Zahlen wurden von links nach rechts geschrieben und
am Rechenbrett wurden die Einer stets ganz rechts gelegt und das Feld fiir die
Null wurde freigelassen. Fiir die Multiplikation verlief der Vorgang dhnlich. Der
Multiplikator wurde oben und der Multiplikand unten im Brett ausgelegt und die
Teilprodukte, die in den mittleren Zeilen zusammengelegt wurden, wurden
schliefSlich addiert (vgl. Wufling, 2008, S. 53). Auch das Rechnen mit Briichen war
im alten China kein Problem, Briiche der Form % wurden folgendermafien

angeschrieben: 'b 5 2 4 Wortlich bedeutet dies: ,a Teile von b” (Wulff, 2006, S.

158). Diese Bruchschreibweise hat sich in China bis in die Neuzeit gehalten (vgl.
Wulff, 2006, S. 158).

Negative Zahlen: In den Neun Abschnitten findet man Beispiele zur Addition

und Subtraktion von Zahlen mit unterschiedlichen Vorzeichen, das heifst negative
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Zahlen waren den alten Chinesen kein Fremdwort. Soweit wir heute wissen, sind
in Indien die negativen Zahlen erst ungefahr 500 Jahre spater aufgetreten, so stellt
man sich heute die Frage, ob dieser ,Begriff” auf eigenstandiger Leistung der alten
Inder beruht, oder ob die negativen Zahlen doch aus China eingefiihrt wurden
(vgl. Hein, 2012, S. 68). Im alten China kannte man zwar noch kein Minuszeichen,
also keine algebraischen Zeichen, jedoch konnte man positive Zahlen von
negativen gut unterscheiden. Positive Zahlen wurden namlich mit roten und
negative Zahlen mit schwarzen Stabchen gekennzeichnet (vgl. Wulff, 2001, S. 158).
Wie bereits erwdhnt, finden sich in den Neun Abschnitten, genauer im Buch acht,
Beispiele zu den negativen Zahlen. In Aufgabe 8 werden drei Bedingungen tiiber

Kauf und Verkauf genannt, wobei die erste davon lautet:

,Jetzt hat man 2 Rinder und 5 Schafe verkauft und damit 13 Schweine gekauft,
wobei ein Rest von 1000 quian blieb” (Hein, 2012, S. 69;zitiert nach:

Juschkewitsch, S. 36).

Der Losungsweg am Ende heifst tibersetzt: “Lege hin die 2 Rinder als positiv, die
13 Schweine als negativ, die Anzahl des restlichen Geldes als positiv” (Hein, 2012,
S. 69). Positiv und negativ werden mit ,zheng” und ,fu” bezeichnet. Ersteres kann
man auch mit richtig oder gerecht {ibersetzen und ,fu” bedeutet im tibertragenen
Sinn Fehlbetrag oder Schuld. In solchen Aufgaben sind negative Zahlen nie als
unbekannte Grofien, besser ,abstrakte” Grofien zu finden, sondern stets als
benannte Zahlen. In Aufgaben, in denen es um Kauf und Verkauf geht, deuten
positive Zahlen meistens auf ein Guthaben hin und negative Zahlen signalisieren
Schulden. Als Endergebnis sind negative Zahlen nie zu finden. Heute weif man
zwar, dass mit negativen Zahlen gerechnet wurde, aber es herrscht Uneinigkeit
dartiiber, auf welche Art und Weise mit ihnen gerechnet wurde. Im obigen Beispiel
lautet die Anleitung, dass man ,,Hinlegen” soll, hochstwahrscheinlich meint damit
das Hinlegen unterschiedlich gefarbter Zahlstabchen auf das Rechenbrett, spater

kamen auch verschieden geformte Stabchen hinzu und Stdbchen, die man quer
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ilbereinanderlegte, erinnert fast an ein Minuszeichen. Addition und Subtraktion
mit negativen Zahlen war im alten China tiblich, die Multiplikation mit negativen

Zahlen gab es erst ab dem 14. Jahrhundert (vgl. Hein, 2012, S. 69).

4.1.3 Algebra und Arithmetik im chinesischen Altertum

Gleichungen: Lineare Gleichungen waren wie auch bei den Babyloniern und den
alten Agyptern im chinesischen Altertum bekannt und wurden nach der
,Methode des doppelten falschen Ansatzes” gelost. Wie weiter oben bereits
erwdhnt, wurde in Babylon mit der ,Methode des einfachen falschen Ansatzes”
gearbeitet, wobei fiir x eine Versuchszahl gewdhlt wurde. Auf die Methode des
doppelten falschen Ansatzes treffen wir im Buch sieben der Neun Abschnitte,
wobei diese Methode auch oft als Regel zweier Fehler oder , Uberschuss und
Fehlbetrag” tiberliefert wird. Es wurde von der linearen Gleichung der Form
ax =b oder ax+b =d ausgegangen und fiir x zwei willkiirlich gewdahlte
Versuchszahlen x:und x2 ( x1 > x2) eingesetzt: axi = b + di1, ax2 = b — d.. Hier sind

diund d2der Uberschuss und der Fehlbetrag.

__ x1d2+x2d1,,

Es folgt: ,b(x1 -x2)=dwxz+dox1 , a(xi—x2)=di+dz |, i

(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/WufSsing, 2003, S. 121).

In den Neun Abschnitten wird in vier Schritten die Rechenmethode, welche auf
dem Rechenbrett erfolgt, erlautert. Im ersten Schritt wird das Rechenbrett
folgendermafien belegt:

X1 X2

d: d:
Im zweiten Schritt werden die Diagonale multipliziert und anschlieffend die
Summe gebildet: x1d2+ x2 di. In Schritt drei wird die Summe von di und d»
gebildet: di+ d2. Im vierten und letzten Schritt wird die zweite Summe durch die

erste Summe geteilt (vgl. Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S.
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120,121). Diese Methode wird beispielsweise in Aufgabe 10 aus dem siebenten
Buch illustriert:
,Jetzt hat man eine Wand, 9 Fufs hoch. Eine Melone wachst an dieser nach oben
kriechend und wird tédglich 7 Zoll langer (1 Fufs = 10 Zoll). Ein Kiirbis wachst an ihr
nach unten kriechend und wird dabei téglich 1 Fuf$ langer. Frage: In wieviel Tagen
treffen sie zusammen und wie lang ist dann jedes, die Melone und der Kiirbis?”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wuf$ing, 2003, S. 121).
In moderner Schreibweise lautet die Losungsmethode:
,Sei 7x die Lange der Melonenpflanze (in Zoll) nach x Tagen, 10x die Lange der
Kirbispflanze (in Zoll) nach X Tagen”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 121).
x ist so zu bestimmen, dass 90 — 10x = 7x, umgeformt 17x = 90. x1= 6und x2= 5
sind die Versuchszahlen und somit ergibt sich 17x1 =102 =90 + 12 =90 + d,
daraus ergibt sich di= 12. Weiters erhdlt man 17x2 =85=90—-5=90— d,
woraus folgt, dass d2=5.Nach der Methode des doppelten falschen Ansatzes

ergibt sich fiir x = % (Tage). Die Lange der Melone und des Kiirbis sind demnach

7x = 1090 _ 6300 (Zoll) und 10x = 22 =% (Zoll) (vgl.

17 17 17 17

Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 121). Ein weiteres Beispiel
aus den Neun Abschnitten hierzu lautet:
,Jetzt hat man eine Wand, 5 Fufs dick. Zwei Ratten graben sich gegeneinander
durch die Wand; dabei macht die grofie Ratte am ersten Tag 1 Fuf3; die kleine Ratte
macht ebenfalls am ersten Tag 1 Fuf3. Die grofie Ratte macht jetzt an jedem Tag das
Doppelte, die kleine Ratte an jedem Tag die Halfte der Leistung vom Vortag.

Frage: In wieviel Tagen treffen sie sich und wieviel hat jede gegraben? Die Antwort
sagt: Es sind 2 % Tage. Die grofie Ratte grabt 3 Fufs 4 % Zoll. Die kleine Ratte grabt
1 Fuf3 5% Zoll” (Wufling, 2008, S. 57; zitiert nach: Vogel (Ed.), Chiu Chang Suan
Shu, 1968, S. 75).

Die Methode des falschen doppelten Ansatzes taucht zum ersten Mal bei den

alten Chinesen auf. In Babylon und im alten Indien war nur die Methode des
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einfachen falschen Ansatzes bekannt. Die Methode des doppelten falschen
Ansatzes verbreitete sich spater auch in den islamischen Landern bei al-
Hwarizmi oder Qusta ibn Luqa und wurde einige Jahrhunderte lang zur
Losung linearer Gleichungen angewandt und auch noch 1884 an
Osterreichischen Gymnasien gelehrt (vgl.
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wuf$ing, 2003, S. 121).
Buch acht der Neun Abschnitte enthdlt 18 Aufgabenstellungen zu linearen
Gleichungssystemen mit bis zu 5 Unbekannten. Das Auflosungsverfahren solcher
Beispiele entspricht unserem , Gaufischen Algorithmus”. In den Neun Abschnitten
wird diese Losungsmethode als Fangcheng - Methode (rechteckige Tabelle)
bezeichnet (vgl. Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 122). Die
erste Aufgabe im achten Buch lautet:
,Aus 3 Garben einer guten Ernte, 2 Garben einer mittelmafligen Ernte und 1 Garbe
einer schlechten Ernte erhalt man den Ertrag von 39 Tou. Aus 2 Garben einer guten
Ernte, 3 Garben einer mittelméfsigen Ernten und 1 Garbe einer schlechten Ernte
erhédlt man 34 Tou. Aus 1 Garbe guter Ernte, 2 Garben mittelméafSiger und 3 Garben
schlechter Ernte erhdlt man 26 Tou. Wie viel ist der Ertrag je einer Garbe?” (Hein,
2012, S. 60).
Das Losungsverfahren wird folgendermaflen beschrieben:
,Die Regel lautet: Lege auf der rechten Seite hin 3 Garben der guten Ernte, 2
Garben der mittelmafSigen Ernte, 1 Garbe er schlechten Ernte und den Ertrag, die
39 Tou. Die Reihen der mittelméfliigen und geringen Ernte lege hin wie auf der

rechten Seite” (Hein, 2012,S. 60).

Es entsteht die folgende Matrix:

,Garben der guten Ernte 1 2 3
Garben der mittelmafSigen Ernte 2 3 2
Garben der schlechten Ernte 3 1 1
Ertrag 26 34  39” (Hein, 2012, S. 61)
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Nach den Zeilen- und Spaltenumformungen erhalt man diese Matrix:

,Garben der guten Ernte 0 0 3
Garben der mittelméafsigen Ernte 0 5 2
Garben der schlechten Ernte 36 1 1
Ertrag 99 24 39 (Hein, 2012, S. 61)

Das Ergebnis lautet:
,36 Garben schlechter Ernte ergeben 99 Tou, 1 Garbe also 99/36 Tou; 5 Garben
mittelmadfSiger Ernte = 24 Tou—99/36 Tou, 1 Garbe demnach 17/4 Tou; 3 Garben
guter Ernte = 39 Tou—17/2 Tou—11/4 Tou= 111/4 Tou, 1 Garbe also 37/4 Tou”
(Hein, 2012, S. 60,61).

4.1.4 Geometrie im chinesischen Altertum

Buch eins, vier, finf und neun der Neun Abschnitte behandeln vor allem

geometrische Angelegenheiten, wobei die tibrigen Abschnitte eher mit praktischen

und fiir damalige Beamte relevanten Fragestellungen zu tun haben. Im

Vordergrund stehen hier Verteilungsaufgaben, Steuerrechnungen,

Getreidemischungen usw.

Flichen- und Volumenberechnungen: Im ersten Buch geht es um Berechnungen

ebener Figuren wie Dreiecke, Rechtecke, Kreise oder Trapeze.

Pt .

S

Abbildung 40: Kreissegment mit Sehne und Pfeil (Quelle: Scriba/Schreiber, 2001, S. 18)
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2
Die Kreisflache berechneten sie nach der Formel 3 d: und fiir die Berechnung eines

Kreissegments verwendeten sie die Formel ,F = %” (Abb. 40)

(Scriba/Schreiber, 2001, S. 114). Im vierten Buch geht es hauptsachlich um
Flachenverwandlungen, es soll beispielsweise berechnet werden, um wieviel sich
die Lange bei abnehmender Breite vergroflern soll, damit der Flacheninhalt gleich
bleibt. Das fiinfte Buch hat hauptsachlich Volumenberechnungen zum Thema,
wobei Korper wie Pyramiden, Prismen, Zylinder oder Kreiskegel als Kanéle oder
Mauern vorkommen und berechnet werden sollen (vgl. Scriba/Schreiber, 2001, S.
114). Neben Quadern und geraden Prismen werden auch kompliziertere Flachen
unterschiedlichster Korper berechnet, ,z.B. ansteigende Dimme mit abgeschrigten
Seiten und pyramidenstumpfartige Gebilde” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 119), wobei
einige der Regeln an die babylonische Mathematik erinnern. Kérper wurden in
Teilkorper zerlegt und wenn nétig wurden auch Mittelbildungen verwendet. In
Liu Huis Kommentar zum fiinften Buch erldutert er seine Methode zur
Volumenberechnung einer Pyramide. Mit Zerlegungen allein kam er nicht aus,
sondern er musste Restpyramiden nochmals zerlegen und somit das Verfahren
nochmals anwenden. Interessant sind die Volumenberechnungen der Korper mit
gekriimmten Oberflaichen, wie die von Kegeln, Kegelstiimpfen oder Zylinder.
Heute berechnen wir das Zylindervolumen, indem wir die Grundflache mit der
Hohe multiplizieren. Die alten Chinesen hingegen quadrierten den Umfang des
Grundkreises, nahmen davon ein Zwolftel und multiplizierten das Ergebnis mit
der Hohe. Nach dieser Regel wurde auch der Kegelinhalt bestimmt, wobei hier

aber mit g multipliziert wurde. Fiir das Kegelstumpfvolumen verwendeten sie die

Formel: , V = L2022 b (G eriba/Schreiber, 2001, S. 119).

12

Im Kapitel neun, worauf ich im Anschluss ndher eingehen werde, finden wir
vermehrt Beispiele zu rechtwinkeligen Dreiecken und einige davon gelangten

einige Zeit spater, vielleicht durch buddhistische Monche, nach Indien.
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Satz von Pythagoras: Im Abschnitt {iber Mesopotamien haben wir erfahren, dass
der Satz von Pythagoras bereits in Babylon bekannt war und auch angewandt
wurde. Es wurde auch erwahnt, dass es keine stichhaltigen Beweise dafiir gibt,
dass er im alten Agypten beherrscht wurde. Im alten China jedoch, wie auch in
Indien, waren sowohl der Satz von Pythagoras als auch der Satz von Thales
bekannt und wurden in vielen Beispielen und Aufgaben verbreitet und
angewandt (vgl. Hein, 2012, S. 75). Im altchinesischen Werk Zhoubi suanjing findet
man eine ,Herleitung” des pythagoreischen Lehrsatzes, er wurde an einem
konkreten Beispiel veranschaulicht. Man geht aber davon aus, dass er als

allgemeingiiltig interpretiert wurde.

b }\o

Abbildung 41: Figur zum Satz des Pythagoras (Quelle: Wufiing, 2008, S. 56)

Abbildung 41 lasst sich folgendermafen beschreiben:
~Man zeichne das rechtwinkelige Dreieck mit den Seitenldngen 3, 4, 5 iiber seiner
Hypotenuse das Quadrat und ergidnze und erginze iiber dessen drei Seiten
kongruente Dreiecke (3, 4, 5), so dass das Hypotenusenquadrat {iber Eck in ein
Quadrat der Seitenlange 7 eingepasst ist. In der beigegebenen Figur sind beide
Quadrate durch zwei sich tiberkreuzende Netze 5 mal 5 bzw. 7 mal 7
Einheitsquadrate zerlegt. Das innere Quadrat ist 25 Einheitsquadrate grof, das
dufllere zerfdllt in vier Rechtecke der Grofle 3 mal 4 und das zentrale

Einheitsquadrat” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 112).

Allgemein ausgedriickt entspricht dies der Formel:
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b
c2=4a7+(a—b)2=a2+b2

Scriba und Schreiber schreiben diesbeziiglich: , Dieser dlteste chinesische , Beweis”
verbindet also eine anschauliche Konstruktion mit Uberlequngen, die implizit
algebraische Umformungen vornehmen. Damit ist auch die Richtung angedeutet, in
der sich die Geometrie in China entwickelte: orientiert an der Praxis, wurde sie unter
algebraischem  Blickwinkel  fortgebildet, man versuchte die geometrischen
Fragestellungen auf Gleichungen zu reduzieren, um die Probleme mit Methoden der
Gleichungslehre beantworten zu kinnen” (Schriba/Schreiber, 2001, S. 112; zitiert
nach: Needham 1959, 22-23/ Libbrecht 1973, 96ff.). Das neunte Buch der Neun
Abschnitte besteht aus 24 Aufgaben, die ersten 16 wurden mithilfe des Satzes

von Pythagoras gelost.

Abbildung 42: Figur zur Baumstammaufgabe (Quelle: WufSing, 2008, S. 58)

Ein Beispiel (Abb. 42) , das zusidtzlich den Satz von Thales benutzt lautet
sinngemafs ilibersetzt: ,Es soll aus einem Baumstamm (Querschnitt kreisformig
angenommen, Durchmesser vorgegeben) ein Balken vorgegebener Breite herausgesigt
werden. Die Losung setzt voraus, dass der Umfangswinkel iiber dem Durchmesser ein
rechter ist” (Wufling, 2008, S. 58; zitiert nach: Vogel 1983). Hein beschreibt
dieselbe Aufgabe wie folgt: ,Hier soll aus einem Rundholz vom Durchmesser 25
Zoll ein Balken von 7 Zoll Dicke geschnitten werden und die Frage lautet, wie breit der

Balken (hochstens) werden kann” (Hein, 2012, S. 77).
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Die Berechnung von 7: Die Berechnung von T hat im alten China eine lange
Tradition und wurde unter den Mathematikern als eine Art Sport angesehen.
Man vermutet heute, dass die chinesischen Mathematiker durch indische
Gelehrte angeregt wurden. Wie auch andere antike Kulturen setzten die
Chinesen im Altertum T zundchst mit der Zahl 3 an (vgl. Wulff, 2006, S. 159).
Der chinesische Philosoph und Astronom Zhang Heng, der vermutlich ca. 78
bis 139 nach Chr. lebte, behauptete, , dass sich das Quadrat des Kreisumfanges zum
Umfang des dem Kreis umbeschriebenen Quadrates wie 5:8 verhdlt” (Wufing, 2008,
S. 59) Er berechnete fiir M= 3,162 (vgl. Wufsing, 2008, S. 59). Ein Heerfiihrer
namens Wang Fan, der um 267 n. Chr. lebte, kam auf eine prazisere Naherung

an den Wert . Es ist heute zwar unbekannt, auf welche Art er rechnete, da die

14

Quellen nichts dartiber preisgeben, jedoch definierte er fiir T~ 4—52 ~ 3,15 (vgl.

Wufling, 2008, S. 59).

2/ Ha

ey 'Y

Abbildung 43: Liu Huis Verfahren zur Berechnung des Kreisinhaltes (Quelle: Wufling, 2008)

Eine weitere noch bessere Anndherung stammt von dem, bereits weiter oben
erwahnten Mathematiker Liu Hui. Er ,[...] benutzte die Anniherung an die
Kreisfliche durch eine Folge eingeschriebener k-2"- Eck, beginnend mit dem
Sechseck” (Abb. 43) (Wufsing, 2008, S. 59). Er erhielt fiir ™ den Wert ™~ 3,14150

und weiters formulierte er:

69



,Je feiner man teilt, umso geringer ist der Fehlbetrag. Teilt man immer weiter und

weiter, so lange, bis die Teilung unmoglich wird, so erhdlt man eine

ﬂbereinstimmung mit der Kreisfliche, und ein Fehlbetrag tritt nicht mehr auf”

(Wufsing, 2008, S. 59; zitiert nach: Juschkewitsch 1964, S. 58).

Es wurde bereits erwahnt,

dass Liu Hui die Neun Abschnitte im 3.

Jahrhundert n. Chr. kommentiert hat, zuséatzlich fligte er einen eigenen Text

hinzu, den er Haidao suanjing nannte. Dieser Text bedeutet wortlich tibersetzt

soviel wie ,Mathematisches Handbuch von der Insel im Meer” (Wuf$ing, 2008,

S. 59) oder ,Mathematische Inselsammlung” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 15) und

setzt sich aus neun Vermessungsaufgaben zusammen (vgl. Wufsing, 2008, S.

59). Im Vordergrund stehen

die Bestimmungen der Hohe und Breite nicht

begehbarer Orte, wie etwa die Hohe eines Turms auf einer Anhohe oder die

einer Bergspitze.
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Abbildung 44: Illustration der Methode der doppelten Messungen (Quelle: Wuf8ing, 2008, S. 61)

Es wurde folgendermafien vorgegangen: ,Die Vermessung beruht auf der

Verwendung von zwei in einer

Linie zum Objekt und auf gleicher Hohe senkrecht

errichteten gleichlangen Messstiben, deren Abstinde voneinander bekannt sind”
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(Wufliing, 2008, S. 60). Gesucht sind die Hohe der Bergspitze und die
Entfernung zum vorderen Stdbchen. Es ist eine Strecke mit zwei anliegenden
Winkeln bekannt und somit konnen das Dreieck und dessen Hohe konstruiert
werden (vgl. Wufling, 2008, S. 60). Nun wird im folgenden Kapitel das alte

Indien durchgenommen, beginnend mit einer historischen Einfiihrung.

4.2 Indien im Altertum

Die letzte Kultur des Altertum, die ich im Rahmen dieser Arbeit durchnehmen
werde ist das alte Indien. Auch hier werde ich mit einer kurzen historischen
Einflihrung beginnen, anschlieffend das Zahlsystem, die Arithmetik, Algebra und
die Geometrie der alten Hochkultur bearbeiten. Wir werden sehen, dass die
altindischen Leistungen im Bereich der Algebra, im Vergleich zu jenen der vorher
besprochenen Hochkulturen, eher mafliig sind. Was die geometrischen
Errungenschaften anbelangt sind diese von grofierer Bedeutung und wurden in

den Sulbasutras, der wichtigsten altindischen mathematischen Quelle tiberliefert.
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4.2.1 Historische Einfithrung in das indische Altertum
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Abbildung 45: Indien im Altertum und im Mittelalter (Quelle: Wuf8ing, 2008, S. 83)

Etwa zur Zeit der Besiedelung des Zweistromlandes und des Niltals bildete sich
um die Mitte des 3. Jahrtausend v. Chr. eine hochentwickelte Stadtkultur im
Industal aus, die sogenannte Induskultur. Heute geben die Ruinen der alten Stadte
Harappa und Mohenjo-Daro Aufschluss dariiber, dass die alte Zivilisation bereits
sehr hochentwickelt war. In archdologischen Ausgrabungen, welche seit 1925 in
jener Region durchgefiihrt wurden, zeigen, dass es damals schon Steinhduser mit
Badezimmern, breit angelegte Straflen und Kanalisationssysteme gab. Bei
Ausgrabungen fand man ebenfalls schriftliche Aufzeichnungen aus jener Zeit, die
bis heute nicht entschliisselt werden konnten. Dass der Induskultur
mathematische Kenntnisse nicht ganz fremd waren, zeigt ein Lineal mit

Dezimalteilung, das aus einer Muschel angefertigt worden war. In den Jahren 2000
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bis 1500 v. Chr. ging die Induskultur nach und nach verloren, da arische Stamme
in die Gebiete von Indus und Ganges einstromten. Die Sprache die von da an
eingefiihrt und in den folgenden 1000 Jahren sowohl in Wort, als auch in Schrift
verbreitet und verbessert wurde, war Sanskrit. Etwa um 1500 v. Chr. begann die
,vedische Zeit” und nach und nach begann unter Einfluss und Herrschaft der
Eroberer die Teilung der Bevolkerung in die sogenannten Kasten, das heifst in
unterschiedliche Gesellschaftsschichten. Aus dieser Zeit stammen , die Vedas”, die
alteste indische Literatur, die vorwiegend aus Hymnen besteht, die an die arischen
Gotter gerichtet waren. Die vedische Periode war von wenig wissenschaftlicher
Errungenschaft und Entwicklung gepragt und endete ca. 500 v. Chr, als Armeen
des persischen Konigs Darius nach Indien marschierten und einen Teil des Panjab,
des Filinfstromlandes eroberten. In Ostindien bliihte das Reich von Magadha auf,
wo zur gleichen Zeit Buddha, ,der Erleuchtete” lebte. Buddhas Religion besagte,
dass durch gutes und sittliches Handeln und durch Selbstvervollkommnung der
Wiedergeburt eines Menschen ein Ende gesetzt werden und die Seele ins Nirvana
iibergehen konnte. Der Buddhismus fand auf Anhieb viele Anhdnger und
verbreitete sich sowohl in Indien, als auch in anderen asiatischen Landern, unter
anderem in China, sehr rasch. Zur vedischen Zeit in Indien entstanden die ersten
mathematischen Schriften, hingegen waren in Babylon und in Agypten die
schopferische Kraft verloren gegangen. Das Werk ,Sulba-Sutras”, auch
Schnurregeln genannt, werden in die Zeit zwischen dem 8. bis 3. Jahrhundert v.
Chr. eingeordnet. Diese Zeugnisse, die in drei Versionen erhalten sind, sind in
Versen abgefasst, wobei die Versform moglicherweise die Schiiler/innen beim
Lernen der Regeln unterstiitzen sollte. Das Werk enthadlt mathematische Regeln
und basiert auf dem Satz des Pythagoras. , Bemerkenswert sind die zur Konstruktion
verwendeten Mef$schniire, wovon sich auch der Name des Werkes ableiten lisst”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 130; zitiert nach:
Scriba/Schreiber 2000, S. 144ff.). ,Sie dienten rituellen Zwecken wie dem Abstecken

rechter Winkel mit Knotenschniiren und Bambusstiben zur Konstruktion von Altidren”

73



(Hein, 2012, S. 22; zitiert nach: Juschkewitsch, S. 92, 96). Diese mathematischen
Kenntnisse waren in Mesopotamien bereits 1000 Jahre frither bekannt. 327 v. Chr.
kam Alexander der Grofse nach Indien und mit ihm eine Reihe von
Wissenschaftlern verschiedenster Disziplinen. Seine Nachfolger im Osten, die
Seleukiden verliefsen nach seinem Tod die indischen Gebiete und erstreckten sich
iiber Mesopotamien, Syrien und einige Teile Mittelasiens, wodurch Kontakte mit
babylonischem und &dgyptischem Kulturgut entstanden. Unter Konig Ashoka
bildete sich ab ca. 270 v. Chr. im Indus und im Ganges die Maurya-Dynastie, das
erste indische Grofireich. Das Reich umfasste fast ganz Indien und in jeder
wichtigen Stadt wurden Steinpfosten mit Inschriften errichtet, die auf Ashoka
hinweisen. Die in diesen Inschriften enthaltenen Zeichen fiir Zahlen zeigen, dass
die indische Zahlenschreibweise unserer modernen Schreibweise sehr &hnelt,
deshalb werden unsere Ziffern auch als , indische” Ziffern bezeichnet. Das Gupta
Reich folgte 320 n. Chr. dem Maurya-Reich und hielt sich trotz vieler Invasionen
und  Unruhen  bis zum  Einmarsch  der  Araber 710  (vgl
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 130, 131; Hein, 2012, S.
21,22).

4.2.2  Zahlschrift - Zahlsystem

Unsere Ziffern des Zahlsystems stammen urspriinglich aus Indien und werden
auch als indoarabische Zahlen bezeichnet, weil die Araber an dieses System
ankniipften und weiterentwickelten (vgl. Stewarts, 2010, S. 43). Im alten Indien
finden wir zwei Zahlschriften, welche auf das 4. Jahrhundert v. Chr. datiert
werden. Auf Inschriften des Kaisers Ashoka konnen beide Ziffernsysteme

nachgewiesen werden.
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Abbildung 46: Kharosti-Ziffern (Quelle: Wufling, 2008, S. 134)

Die Kharosthi- Schrift mit ihren Kharosti- Ziffern (Abb. 46) sind die altesten uns
bekannten Zahlzeichen und waren in Nordwestindien und dem heutigen
Afghanistan vom 4. bis zum 3. Jahrhundert v. Chr. in Verwendung. Die
altindischen Zahlsysteme waren sogenannte Hybridsysteme, waren demnach eine
Mischung des additiven und multiplikativen Systems. Wie wir in Abbildung 46
sehen konnen, gab es fiir die Ziffer 1, 4 und 10 ein Individualzeichen und alle
Zahlen bis 100 wurden additiv zusammengesetzt. Die 20 wird durch zwei
ibereinander geschriebenen Zehnern dargestellt. Die Hunderter wurden
multiplikativ dargestellt, als beispielsweise hundert mal eins oder hundert mal

zZwel.

274 = X7333E0 = 4+ (10 + 20 + 20 + 20) + (100 2)

Abbildung 47: Zahl 274 (Quelle: Wuf$ing, 2008, S. 135)

In Abbildung 47 sieht man die Darstellung der Zahl 274 und zwar wurde diese
von rechts nach links geschrieben. Ungefahr zur gleichen Zeit trat ein weiteres,
viel bedeutenderes Ziffernsystem in Erscheinung, das vermutlich iiber 1000 Jahre

verwendet wurde.
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Abbildung 48: Brahmi- Ziffern (Quelle: Wufling, 2008, S. 135)
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Die Brahmi-Ziffern (Abb. 48), benannt nach der gleichnamigen Schrift, konnen als
Vorldaufer unseres heutigen modernen Systems betrachtet werden, da es erste
Anzeichen eines Dezimalsystem aufweist, denn die ersten neun Ziffern erhielten
individuelle Zeichen. Die Brahmi-Schrift war von tiberregionaler Bedeutung und
wurde in sehr vielen Varianten tiberliefert. Zwar war die Darstellung der Zehner
im Vergleich zum Kharosti-System ein Riickschritt, doch die Individualzeichen fiir
die ersten neun Ziffern ein riefSen Fortschritt und Vorteil im Hinblick auf ein

Dezimalsystem.

7629-9) B¢ o 9

7.000 600 20 9

Abbildung 49: Die Zahl 7629 (Quelle: Hein, 2012, S. 44)

Auch hier wurden die Hunderter und Tausender multiplikativ dargestellt und die
Zahlen von links nach rechts geschrieben (Abb. 49) (vgl. Hein, 2012, S. 43,44; vgl.
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 134,135) Hein ist
beziiglich der Weiterentwicklung des altindischen Zahlsystems folgendes zu
entnehmen: ,, Erst seit dem 5. Jahrhundert n. Chr. hat es sich eingebiirgert, dass man die
Sonderzeichen fiir die Zehner, Hunderter, Tausender usw. weglief, wodurch der erste
Schritt auf dem Weg zu einem dezimalen Positionssystem geschaffen war” (Hein, 2010, S.

44).

4.2.3  Arithmetik und Algebra im indischen Altertum

Wie bereits erwdhnt wurde in Agypten auf Papier, in Babylon auf weichen
Tontafeln und in China auf dem Rechenbrett gerechnet, wobei man sich im alten
Indien einer sogenannten , Staubtafel” bediente. Heute geht man davon aus, dass
dies vermutlich durch die Kostbarkeit moglicher Schreibmaterialien wie Papier

bedingt gewesen sein konnte. Eine Staubtafel war eine von Sand oder ahnlichem
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Material bestreute Tafel, auf der man mit einem angespitzten Holzstdbchen
rechnen konnte. Der Vorteil gegeniiber Tontafeln oder Papier war der, dass man
Zwischenrechnungen oder nicht benotigte Zahlen oder Ziffern wegwischen, also
leicht entfernen konnte. Diese Tafeln waren nicht nur zum Rechnen, sondern auch
zum Zeichnen geometrischer Figuren geeignet. Im alten Indien existierten einige
schriftliche Rechenverfahren nebeneinander und eines davon hielt sich sogar in
Europa bis in die Neuzeit hinein. An einem Beispiel der Multiplikation 135- 12

soll das Rechenverfahren demonstriert werden.

1 3 5
1 3 5 1
I
2 6 0 2

Abbildung 50: Multiplikationstabelle (Quelle: Hein, 2012, S. 52)

Hierfiir wurde eine Staubtafel wie in Abbildung 50 in Felder eingeteilt, so dass
eine Tabelle entstand. Der Multiplikator wird ganz oben in der Tabelle und der
Multiplikand seitlich der Tabelle eingeschrieben. Anschliefend werden die
Zwischenwerte ausgerechnet, eingetragen und die Zahlen in den Diagonalen
werden zusammengezdhlt. In diesem Beispiel ergibt das 1/5/12/0 und nachdem
der Ubertrag bei der Zwdlf gemacht wurde, erhielt man das Ergebnis 1620 (vgl.
Hein, 2012, S. 46, 52). Im Kapitel tiber das alte China wurden unter anderem auch
die negativen Zahlen behandelt und es wurde erwahnt, dass der Gebrauch von
negativen Zahlen bei Addition und Subtraktion bis einige Jahrhunderte v. Chr.
zuriick datiert werden kann. In Indien hingegen tauchen die ersten negativen
Zahlen erst ungefahr 500 n. Chr. bei Brahmagupta auf, wobei es sich auch hier um

Grofien wie Schulden handelt. Auflerdem beschranken sich die Rechenregeln,
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nicht wie in China, nur auf Addition und Subtraktion, sondern werden auf die

Multiplikation, Division und das Quadrieren erweitert (vgl. Hein, 2012, S. 70).

In den Sulbasutras, der wichtigsten Quelle altindischer Mathematik, findet man,

wie auch in den anderen besprochenen Hochkulturen, eine Anndherung an die

V2: V2ml4s4—-

34 3:4-34

und entspricht in den ersten finf

Nachkommastellen der v2. Der Text gibt jedoch keinen Aufschluss dariiber,
wie dieser Wert berechnet worden ist. Der Naherungswert der alten Inder und
der Babylonier unterscheiden sich erst in der sechsten Nachkommastelle,
wobei der babylonische Naherungswert genauer errechnet wurde und dies
1800 Jahre frither. Mehr Errungenschaften auf dem Gebiet der Algebra und
Arithmetik ist im indischen Altertum nicht zu verzeichnen. Aufgaben zu
linearen Gleichungen in einer und mehrerer Unbekannten, wie sie in den
bereits erwahnten Hochkulturen zusammengestellt und gerechnet wurden,
gab es hier frithestens bei Aryabhata 1 im 5. Jh. n. Chr., der ein Buch iiber
Mathematik und Astronomie in Versform verfasste, wo auch quadratische
Gleichungen, arithmetische Reihen oder Naherungsverfahren fiir
Kubikwurzeln erstmals auftauchen. Man nimmt lediglich an, dass es seit dem
3. Jh. v. Chr. eine Bezeichnung fiir eine Unbekannte in der altindischen
Mathematik gegeben hat: , yavat-tavat”, das soviel wie , eine beliebige Menge”
bedeutet. Im Bereich der Geometrie hingegen waren die Erfolge

eindrucksvoller, wie wir im folgenden Kapitel sehen werden.

4.2.4 Geometrie im indischen Altertum - Die Sulbasutras

Es wurde bereits erwahnt, dass aus dem indischen Altertum die Sulbasutras, also
Schnurregeln tiberliefert wurden, welche der Sakralgeometrie angehoren. Das
Werk ist in mehreren Ausgaben erhalten und enthdlt im wesentlichen
Anleitungen fiir vedische Priester, wie diese Opferaltdre auslegen und mit eigens

geformten Ziegelsteinen mit Hilfe von Schniiren und Bambusstaben konstruieren
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sollen, daher riihrt auch der Name des Werkes. Je nach Ritual das sie vollzogen,
benutzten sie Altdre unterschiedlicher geometrischer Formen, beispielsweise

rechteckige, quadratische, kreis-oder halbkreisformige.

Abbildung 51: Ein Altar in Gestalt eines Falken (Quelle: Scriba/Schreiber, 2001, S. 144)

Fiir spezielle Zwecke bzw. Anlédsse hatten sie Altdre in Form eines Falken (Abb.
51), der wiederum aus diesen geometrischen Formen zusammengesetzt wurde.
Jeder Haushalt musste drei Feueraltire unterschiedlicher Form enthalten und
diese sollte aus Ziegelsteinen gemauert sein, wobei die Anzahl der
Ziegelsteinschichten eine mythische Bedeutung hatte (vgl. Scriba/Schreiber, 2001,
S. 144). In einer erhaltenen Ausgabe der Sulbasutras heifst es: ,, Wir wollen die Regeln
fiir die Absteckung des Bodens fiir die Altire beschreiben” (Scriba/Schreiber, 2001,
S.144). Hauptzweck der Sulbasutras ist demnach nicht die mathematische
Aufklarung, sondern vielmehr die Erfiillung religioser Gesetze bzw. Gebote und
die  Aneignung des damit verbundenen = geometrischen = Wissens:
,Flachenverwandlungen, Ahnlichkeitsbeziehungen, der Satz vom
Ergdnzungsparallel, der pythagoreische Lehrsatz” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 144).
Die Aufgabenstellungen weisen Ahnlichkeiten zu babylonischen Aufgaben auf,

unterscheiden sich jedoch in der Durchfithrung. ,Anklinge an die chinesische
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Mathematik sind insofern spiirbar, als Inder wie Chinesen eine Vorliebe fiir rechnerische
Algorithmen erkennen lassen” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 145). Wie auch in den
bereits besprochenen Hochkulturen, werden hier nur Regeln gegeben, wie man
bei der jeweiligen Aufgabe vorzugehen hat und keine verallgemeinernden
Verfahren aufgestellt. , Auf diesen in den frithen indischen Texten besonders deutlich
aufscheinenden mythisch-religiosen Hintergrund griindet sich die These, die Geometrie
habe sich weniger aus praktischen Bediirfnissen heraus entwickelt als aus rituellen
Erfordernissen” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 145; zitiert nach: Seidenberg 1962). Eine
Reihe von Sitzen behandelt beispielsweise die Vergrofierung von quadratischen
Altarflachen, diese soll man verdoppeln, verdreifachen, etc. oder versechsfachen.

Der Satz in den Sulbasutras der eine fundamentale Feststellung liefert lautet:

,Die quer {iiber das Quadrat gelegte Schnur bringt die doppelt so grofse
(Boden)flache hervor” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 145).

Inhaltlich gleicht diese Feststellung dem pythagoreischen Lehrsatz fiir das
gleichschenklig-rechtwinkelige Dreieck. Wenn man den Flacheninhalt a? des
Ursprungsquadrats mit der neuen Fliche x? vergleicht, kommt man zur
Gnomonfigur, also zur Restflache der beiden Quadrate. , Setzt man fiir die Differenz
von Diagonale und Seite die Grofle y = x — a, so hat man die beiden Rechtecke der GrifSe

a -y und das kleine Eckquadrat y?* anzulegen” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 145).

Abbildung 52: Gnomonfigur bei Quadratverdopplung (Quelle: Scriba/Schreiber, 2001, S. 146)
In den Sulbasutras steht diesbeziiglich (Abb. 52):
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,Nunmehr die allgemeine Anweisung: Das (Rechteck), welches man mit der
Verlangerung (einer Quadratseite und ihr selbst) zweimal zeichnet, fiigt man an
zwei Seiten (des Quadrats) hinzu und das Quadrat, welches durch sie (dh. die

Verlangerung) hergestellt wird, an einer Ecke” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 145).

Damit ldsst sich folgende Formel aufstellen: "a? + (2ay + y?%) = (a + y)?”
(Sciba/Schreiber, 2001, S. 145), wobei der Gnomon die Fliche "2ay + y2“
(Scriba/Schreiber, 2001, S. 145) besitzt. Die Verdopplung quadratischer
Altarflachen konnte eine erste Anregung zur Beschreibung des Satzes von

Pythagoras am gleichschenklig-rechtwinkeligen Dreieck gewesen sein.

Abbildung 53: Pythagoreischer Lehrsatz am gleichschenkelig-rechtwinkeligen Dreieck (Quelle:

Scriba/Schreiber, 2001, S. 146)

Man muss lediglich zwei identische Muster eines Quadrats
nebeneinanderlegen, sodass ein Rechteck entsteht, je zwei Eckpunkte werden
mit einer Diagonale verbunden. Zwei duflere Dreiecke werden umgelegt und
es entsteht somit ein neues Quadrat (Abb. 53). Die Sulbasutras haben
auflerdem sechs pythagoreische Dreiecke zum Inhalt, und zwar sind das jene
Dreiecke ,mit den Seiten (3,4,5), (12,5,13), (5,8,17), (7,24,25), (12,35,37),
(15,36,39)” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 146), jedoch wird der Satz des Pythagoras
nicht allgemein formuliert oder angesprochen. Obwohl der Satz nicht konkret
erwahnt wird, wird er an einigen Stellen als Beweis herangezogen, der die

Richtigkeit des Satzes fiir die Diagonale des Rechtecks erlautern soll. Weiters
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wird in den Schnurregeln vom Quadrat auf ein beliebiges Rechteck

verallgemeinert und dies wird folgendermafien beschrieben:

,Die quer iiber das Rechteck (gelegte) Schnur bringt beides (d.h. beide Flachen
zusammen) hervor, was die Langsseite und die Breitseite jede fiir sich

hervorbringen” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 147).

Soll die Altarflache verdreifacht werden, sind das einfache und verdoppelte
Quadrat zusammenzuzahlen, in den Sulbasurtras wird es folgendermafien

ausgesprochen:

,Wiinscht man zwei verschieden grofse Quadrate zu vereinigen, so reifle man mit
der Seite des kleineren auf dem grofieren einen (Parallel) streifen auf. Die quer
tiber diesen Streifen (gelegte) Schnur ist die Seite der beiden vereinigten Quadrate”

(Scriba/Schreiber, 2001, S. 147).

a) b) c)

Abbildung 54: Addition zweier ungleicher Quadrate zu einem dritten Quadrat (Quelle:

Scriba/Schreiber, 2001, S. 147)

In Abbildung 54 wird dies an einem Beispiel illustriert, hier ist das
vervollstindigte neue Quadrat abgebildet. Wenn die Hilfslinien verdandert
werden, erhdlt man eine bekannte Figur, die den Satz des Pythagoras
folgendermafien schildert: ,c* = 2ab + (b — a)?[= a® + b?]” (Scriba/Schreiber,
2001, S. 147). Fiir besondere Zwecke und Anlasse verlangten die Vorschriften,
dass Altdre zu errichten waren, welche bei gleichem Flacheninhalt eine andere

Form haben sollten.
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Abbildung 55: Zirkulatur des Quadrats nach den Schnurregeln (Quelle: Scriaba/Schreiber, 2001,

S. 148)
,Daraus ergab sich das Problem der Zirkulatur des Quadrats (Abb. 55) d.h. die
Ermittlung des Halbmessers eines zu einem gegebenen Quadrat flichengleichen

Kreises” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 147). Diesbeziiglich lautet es in den

Sulbasutras:

,Wiinscht man aus einem Quadrat einen Kreis zu machen, so lege man von der
Mitte des Quadrats aus nach einer Ecke (eine Schnur) und fiihre sie in Richtung
einer Seite (des Quadrats) herum. Zusammen mit einem Drittel, was bei ihr {ibrig
bleibt (was auflerhalb des Quadrats liegt), beschreibe man den Kreis”
(Scriba/Schreiber, 2001, S. 148).

In einer anderen Ausgabe wird folgendes erganzt:

. Wieviel fortgenommen wird, soviel soll hinzukommen” (Scriba/Schreiber, 2001, S. 148;

zitiert nach: Jaggi 1986, 182).
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Abbildung 56: Quadratur des Kreises nach den Schnurregeln (Quelle: Scriba/Schreiber, 2001, S.
149)

Auch fiir die Quadratur des Kreises (Abb. 56) gibt es in den Schnurregeln zwei

Vorschriften, die lauten:

,Wiinscht man aus einem Kreis ein Quadrat zu machen, so mache man aus dem
Durchmesser 8 Teile, teile einen solchen Teil in 29 Teile, nehme 28 Teile (von
diesen 29 Teilen) fort und weiter von dem (verbleibendem einem) Teil noch den

um seinen 8. Teil verminderten 6. Teil.

Oder auch man mache (aus dem Durchmesser) 15 Teile und nehme 2 (Teile)
fort. Die letztere (Schnur) ist die gewohnlich als Seite des Quadrats benutzte”

(Scriba/schreiber, 2001, S. 148; zitiert nach: Miiller 1930, 179-190).

Es ist natiirlich nicht geklart, wie die Autoren der Schnurregeln diese angegebenen

Bruchteile berechnet haben.

5. Zusammenfassung

Die Mathematik des Altertums ist, wie wir gesehen haben, sehr vielschichtig und
nur schwer zu iiberblicken. Die mesopotamische Mathematik hat solch einen
hohen Stand erreicht, so dass sie erst nach der griechisch-hellenistischen Antike
tibertroffen werden konnte. Wie wir auch zuvor in Kapitel 2 erfahren haben,

haben sich mathematische Uberlegungen und Fragestellungen aus praktischen
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Bediirfnissen heraus gebildet, wie dem Bauwesen, der Wirtschaft, dem Handel
oder der Landvermessung. Alle mathematischen Leistungen aus jener Zeit sind
uns in Keilschrift auf Tontafeln tiberliefert, wobei diese heute in den Museen in
London, Paris, New Haven, Berlin und in StrafSburg aufbewahrt werden. Im
Bereich der Arithmetik und Algebra haben die Mesopotamier, vor allem die
Babylonier =~ wichtige  Erfolge  erzielt. Es  wurden  beispielsweise
Multiplikationstabellen angefertigt, um die Multiplikation zu beschleunigen,
Naherungsverfahren fiir Quadratwurzeln wurden berechnet und die binomische
Formel wurde auch angewandt. Sie waren im Stande lineare Gleichungen mit
einfachem falschen Ansatz zu losen, ebenso quadratische Gleichungen. Auch
wurden eine ganze Reihe pythagoreischer Tripel berechnet, die uns heute auf der
,Plimpton 322” erhalten sind. In der Geometrie haben sie auch bedeutende
Ergebnisse erzielt. Satze von Thales und Pythagoras waren bekannt, auch konnten
die Flacheninhalte von Rechteck, Dreieck, Trapez, Kreis (mit 7=3) berechnet
werden. Volumina von Zylindern und Prismen wurden berechnet und sogar eine
(falsche) , Formel” zur Berechnung eines Pyramidenstumpfes angegeben. Auch
die agyptische Mathematik entstand zundchst aus praktischen Bediirfnissen
heraus wie der Landvermessung, dem Bau von Pyramiden oder Tempeln oder der
Lohnabrechnung fiir Arbeiter. Die wichtigsten mathematischen Quellen sind hier
der Rhind Papyrus, der Moskauer Papyrus, der Papyrus Kairo und die Londoner
Lederrolle. Lineare Gleichungen mit einfachem falschen Ansatz und rein
quadratische Gleichungen wurden gelost und Naherungsverfahren fiir
Quadratwurzeln angegeben. Wie auch in Mesopotamien konnten Flacheninhalte
ebener Figuren ausgerechnet werden und es findet sich in den Quellen eine
richtige Formel fiir die Inhaltsberechnung eines Pyramidenstumpfes. Im
chinesischen Altertum gab es im Wesentlichen zwei wichtige mathematische
Werke: das Zhoubi suanjing und das Jiuzhang suanshu. Wie die Mesopotamier und
die alten Agypter konnten die Chinesen im Altertum Flicheninhalte ebener

Figuren berechnen und gaben Naherungswerte fiir ™ und Wurzel aus 2 an.
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Lineare Gleichungen wurden mit Hilfe des doppelten falschen Ansatzes gelost
und auch Systeme linearer Gleichungen konnten mittels der fangcheng- Methode,
was heute dem Gaufs Algorithmus entspricht, gelost werden. Auch
Volumenberechnungen und Berechnungen der Kreisfliche und Kreissegmente
waren nicht unbekannt. Die Inhalte altindischer Mathematik sind uns vor allem in
den Sulbasutras, den Schnurregeln tiberliefert. Hier handelt es sich vorrangig um
Vorschriften zur Konstruktion von (u.a. dreieckigen, quadratischen) Altdaren
mittels Schniiren. Es werden der Satz von Pythagoras angewandt und
Naherungswerte fiir Diagonallingen angegeben. Die alten Hochkulturen haben
zwar in hohem Mafle Mathematik betrieben, jedoch nie zu einer algebraischen
oder arithmetischen Symbolik gefunden. Dies ist auch der Grund weshalb in den
mathematischen Quellen stets bzw. ,,nur” Zahlenbeispiele zu finden sind. Ohne
jegliche Symbolik war es schlichtweg unmoglich Beweise zu formulieren oder
allgemeine Aussagen niederzuschreiben. Es gibt allerdings eine Reihe von
Aufgaben, die einer bestimmten Gruppe zugeordnet wurden, fiir die man
bestimmte Losungsvorschriften anwenden sollte bzw. konnte. Fachtermini fiir
Unbekannte und fiir Operationen der Grundrechenarten gab es in Indien bereits
Jahrhunderte v. Chr. Diese bestanden aber mehrheitlich aus Wortabkiirzungen
aus dem Sanskrit. Erst im 6. Jahrhundert n. Chr. kam bei Brahmagupta eine
algebraische Symbolik inklusive Operationszeichen in Verwendung, wenn auch
noch unsicher. Hein schreibt diesbeziiglich: , Die indischen Gelehrten haben bei der
Entwicklung einer symbolischen Algebra eine groffen Fortschritt erzielt, obwohl ihre
Bezeichnungen umstindlich und die zugehirigen Zeichen, das heifit die sanskritischen
Buchstaben, kompliziert waren. Die Nachfolger der indischen Algebraiker, die Gelehrten
der arabischen Linder und Zentralasiens haben nicht nur keinerlei Fortschritte auf diesem
Gebiet erzielt, sondern haben jahrhundertlang die algebraischen Ausdriicke durch Worte
umschrieben” (Hein, 2012, S. 72; ziteirt nach: Juschkewitsch, S. 126). Es sind jedoch
nicht nur die Hochkulturen, die keinen geeigneten Formalismus gefunden haben,

auch den alten hochbegabten Griechen ist es nicht gelungen eine algebraische
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Symbolik zu finden. Ein entsprechender Formalismus nahm seinen Anfang erst
viel spater, ndmlich im 16. und 17. Jahrhundert mit Descartes und Viete (vgl. Hein,

2012, S. 71,72).

6. Die Weiterentwicklung der Algebra

Die mathematischen Kenntnisse der alten Agypter, Mesopotamier, Chinesen und
Inder sind von grofier Bedeutung und ihnen gebiihrt grofie Anerkennung, jedoch
hat die Mathematik mit den Griechen einen ganz neuen und aufiergewohnlichen
Stand erreicht. Wahrend in den Hochkulturen die Anwendung und die Nutzung
der Mathematik in vorwiegend praktischen Problemen im Mittelpunkt standen,
ging es den alten griechischen Mathematikern und Philosophen vielmehr um das
,Warum”. Es geniigte also nicht mehr die Erkenntnis, dass mithilfe der
Mathematik praktische und technische Hindernisse bewaltigt werden konnten,
sondern eher darum, weshalb die Mathematik so funktionierte und welche
Gesetzmafligkeiten dem zugrunde lagen. Zwischen dem Aufblithen und dem
Niedergang der griechisch-hellenistischen Mathematik liegt ein bisschen mehr als
ein Jahrtausend. Diese Entwicklung wird auf den Zeitraum zwischen dem 7.
Jahrhundert v. Chr. bis ungefdhr zum 5. Jahrhundert n. Chr. datiert. Die Leitlinie
hierbei ist die Gleichungslehre, wobei vor allem lineare, quadratische, sowie
kubische und biquadratische Gleichungen im Vordergrund stehen. Besonders
berithmt sind die drei klassischen Probleme der Antike. Diese sind die
Winkeldreiteilung, die Wiirfelverdopplung und die Quadratur des Kreises, fiir die
erst im 19. Jahrhundert Losungswege mittels neuzeitlichen Methoden der Algebra
und Arithmetik definiert wurden, ,(...) indem nachgewiesen wurde, dass ihre Losung
dquivalent zur Losung kubischer bzw. transzendenter Gleichungen ist, deren Losung nicht
als Strecken mit Zirkel und Lineal allein (in endliche vielen Schritten) konstruiert werden
konnen”  (Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 49). Die

altgriechische Algebra wird auch , geometrische Algebra” genannt, weil sie durch
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die Geometrie begriindet wurde. In Euklids , Elemente” finden sich zahlreiche
algebraische Behauptungen, die geometrisch dargestellt sind. Bei Euklid findet
man daneben zum ersten Mal Beweise und Formulierungen, die auf Definitionen
und Axiomen beruhen. Die Beweisfithrung der alten Griechen ist eines der
richtungsweisenden Unterschiede zwischen der Mathematik in den besprochenen
Hochkulturen und der klassischen griechischen Mathematik. Wahrend in den
Hochkulturen die rein praktische Anwendbarkeit Sinn und Zweck der
Mathematik war, war fiir die alten griechischen Mathematiker der Beweis fiir die
Klarung der Frage nach dem ,Warum” von grofserer Bedeutung. Man geht davon
aus, dass die Griechen zum einen aus dsthetischen, zum anderen aus praktischen
Griinden geometrische Veranschaulichungen und Beziehungen bevorzugten. Eine
grofie mathematische Leistung der Griechen, genauer gesagt der Pythagoreer
besteht unter anderem in der Entdeckung der irrationalen Zahlen, das heifst in der
Entdeckung, dass sich Streckenverhaltnisse nicht immer durch das Verhaltnis a:b
zweier nattiirlicher Zahlen formulieren lassen. Obwohl die alten Griechen
Mathematik auf hohem Niveau betrieben haben, konnten sie algebraische
Probleme durch Fehlen einer Formelsprache nur geometrisch darstellen, was aber
teilweise sehr umstandlich und kompliziert erfolgte. Schliefdlich brachte Diophant
die griechische Mathematik auf einen neuen, bisher noch nie dagewesenen Stand,
da in seinem Werk Arithmetika erste Anfange einer algebraischen Symbolik zu
entdecken sind. Sein Werk besteht aus 13 Biichern mit insgesamt 290 Beispielen
arithmetischen Gehalts. Diese Bilicher haben, bis auf eine Ausnahme, teils
bestimmte teils unbestimmte Gleichungen bzw. Gleichungssysteme zum Inhalt.
Dieser Teilbereich ist jener, der auch in allen Hochkulturen behandelt worden ist.
Auch die alten Griechen haben sich damit auseinander gesetzt, aber im
Unterschied zu Diophant, stand ihnen die Geometrie als einziges Werkzeug zur
Verfligung. So gilt der bedeutende Mathematiker auch als erster Mathematiker,

der einen algebraischen Symbolismus anstrebte und darum bemiiht war. Im
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Folgenden wird ein Beispiel inklusiver Losung fiir eine unbestimmte Gleichung

aus dem Zweiten Buch der Arithmetika zitiert:

,Bine gegebene Zahl, die die Summe zweier Quadrate ist, ist in zwei andere
Quadrate zu zerlegen” (Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S.
100).

Diophants Losungsweg lautet:

,Die Zahl 13, die die Summe von 9 und 4 ist, ist in die Summe zweier anderer
Quadrate zu zerlegen. Es werden die Wurzeln aus den gegebenen Summanden
genommen, also 2 und 3. Die Wurzel des einen gesuchten Summanden setzen wir
in der Form x + 2 an, die des anderen in der Form ax — 3, wobei a beliebig ist, also
zum Beispiel 2x — 3. Dann werden die Quadrate x? + 4x + 4 und 4x? — 12x +9

sein. Die Summe ist dann 5x? — 8x + 13. Sie soll aber 13 sein. Also istx = g. Die

Wurzel des einen gesuchten Summanden ist also x + 2 = ? , die des anderen

2x —3 = % Die Quadrate aber sind % und % Die Summe der beiden Quadrate

ist % =13, also gleich der gegebenen Zahl”

(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufing, 2003, S. 100).
In allen frithen Hochkulturen wurden lineare Gleichungen mit einer
Unbekannten geldst, in Agypten waren dies die sogenannten ,Hau-Aufgaben”.
Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten und quadratische Gleichungen
waren in Babylon besonders beliebt. Die alten Inder konnten unbestimmte
lineare Gleichungen mit mehreren Unbekannten l6sen, wobei Diophant all
dieses Wissen aufgegriffen und erweitert hat. Diophant kann als erster
Mathematiker angesehen werden, der die Bedeutung eines Formalismus fiir
die Algebra als Fortschritt erfasst hat. Im Unterschied zu den alten
Hochkulturen haben Diophants Gleichungen keine praktische ,Einkleidung”,
es geht lediglich um das Losen der Gleichungen durch
Agivalenzumformungen, wobei bei Diophant als Lésungen nur rationale

Zahlen in Frage kommen (vgl. Hein, 2012, S. 178). Diophants Werk wurde bis
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ins 10 Jahrhundert ins Arabische iibersetzt und beeinflusste die Entwicklung
der Algebra und Arithmetik in den islamischen Landern mafigeblich (vgl.
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufding, 2003, S. 59, 60, 62, 63, 64, 97,
98). Vor allem die Beweisfiihrung der Griechen haben muslimische Gelehrte,
neben inhaltlichen Aussagen tibernommen. Zu jener Zeit bildete sich in den
islamischen Landern eine unabhidngige mathematische Kultur, da sie das
altertiimlich und antike mathematische Niveau durch eigenstindige Arbeit
bereicherten, vertieften und teils auch verdnderten. Diese mathematische
Kultur umfasste die Algebra, Arithmetik, Zahlentheorie, Geometrie,
Trigonometrie und erste Anfiange der Analysis. Der Einfluss indischer und
chinesischer Mathematik auf die Mathematik in islamischen Landern ist vor
allem durch zahlreiche praktische Aufgaben und Methoden ersichtlich. Im
16./17. Jahrhundert wurde die Algebra, neben der Geometrie zur zweiten
selbststandigen Disziplin, bis zu einem gewissen Grad durch das
wissenschaftliche Werk von Vieta. Bis zum 16 Jahrhundert war die Algebra
lediglich eine Sammlung von Gesetzmafiigkeiten zur Auflosung von
Gleichungen. , Nun, mit einer ausgebildeten Symbolik, wird algebraisches Denken in
Sitzen und mit algebraisch gefiihrten Beweisen zu einem sich nach eigenen
Problemstellungen entwickelnden Wissenszweig. Und bei Descartes wird man sehen,
dass und  wie  die Geometrie  sozusagen algebraisiert — wird”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 266). In Vietas Werk
Isagoge, was sinngemadfd mit ,Einfiihrung in die Algebra” iibersetzt werden
kann, kommt der entscheidende Grundgedanke zum Vorschein, namlich die
Unterscheidung zwischen , Logistica numerosa” und , Logistica speciosa”: , Die
Losgistica numerosa ist die, die durch Zahlen, die Logistica speciosa die, die durch die
species oder formae rerum ausgefiihrt wird, z.B. mit Hilfe der Elemente des Alphabets”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 271; zitert nach:
Reich/Gericke, S. 44). Hier wird also die erstmalige Verwendung von

Buchstaben angekiindigt und der Unterschied zwischen bekannten und
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gesuchten Grofien definiert: ,Damit die Arbeit durch ein schematisch
anzuwendendes Verfahren unterstiitzt wird, mégen die gegebenen Griflen von den
gesuchten unbekannten unterschieden werden durch eine feste und immer
gleichbleibende und einprigsame Bezeichnungsweise, wie etwa dadurch, dass man die
gesuchten Groflen mit dem Buchstaben A oder einem anderen Vokal E, I, O, U, Y, die
gegebenen mit den Buchstaben B, G, D oder anderen Konsonanten bezeichnet”
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 272; zitiert nach:
Reich/ Gericke, S. 52). Dies ist sein entscheidender Gedanke. Denn nun ist
moglich allgemeine Formeln anzugeben und sich von den, im vorigen Kapitel
erwdhnten reinen ,Zahlenbeispielen” zu distanzieren. Vieta benutzte die
Zeichen + und - und die Gleichheit zwischen zwei Ausdriicken formulierte er
verbal mit aequale oder aequabitur. Er verwendete den Bruchstrich und bei einer

£

Multiplikation gebrauchte er, nach alter Tradition das Wort ,in“. Terme
wurden untereinander geschrieben und mittels geschwungenen Klammern

verbunden. Ein Beispiel eines Terms, wie ihn Vieta ausdriickt haben konnte,

soll hier gezeigt werden. Den Ausdruck: % + @ = B konnte er wie in der
folgenden Abbildung 57 geschrieben :
Bin A
: —BinH
Bin A i 2
e G acquale B
Abbildung 57: Termdarstellung bei Vieta (Quelle:

Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 272)

Dariiber hinaus hat Vieta die Aquivalenzumformungen bzw. die
Umformtechnik weit entwickelt wie beispielsweise das Faktorisieren, das

Auflosen oder das Rationalmachen der Nenner. In seiner Aufgabensammlung
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,Zeteticorum libri quinque” schliefst er an Diophant an, ist ihm aber durch
seine Symbolik und seinen Formalismus weit iiberlegen. Diesbeziiglich soll ein

Beispiel aus dem ersten Buch der Zetetica gegeben werden:

,Gegeben ist die Differenz zweier Seiten und deren Summe. Gesucht sind die
Seiten. Bezeichne B die Differenz, D die Summe und A die kleinere Seite. Dann
ist 24 + B = D. Mittels Antithesis erhélt man 24 = D — B, also ist A = - D — ~B. Fiir
die grofiere Seite E erhalt man E = %D + %B “

(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 273).

Von Diophant wurde diese Aufgabe ebenfalls formuliert: ,Eine gegebene Zahl in
zwei Teile zu teilen, deren Differenz gegeben ist”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 273). Er rechnete stets
mit vorgegebenen Zahlen, wie in diesem Fall mit der vorgegebenen Zahl 100

und der vorgegebenen Differenz 40. Zur Demonstration des Unterschiedes soll

die Existenzaussage Vietas zitiert werden:

,Wenn also die Differenz zweier Seiten und deren Summe gegeben sind, dann
konnen die Seiten gefunden werden. Denn, die halbe Summe minus der halben
Differenz der Seiten ist gleich der kleineren Seite, plus derselben, gleich der
grofieren Seite. Das ist es, was die Zetesis zeigt”
(Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufling, 2003, S. 273; zitiert nach:
Reich/Gericke, S. 98).

Mit Descartes erreichten die Algebra und die algebraische Denkweise eine
besonders wichtige Stellung in der Mathematik. Durch ihn wurden die Geometrie
und die Algebra bis zu einem gewissen Grad miteinander verschmolzen, worauf
teils die analytische Geometrie beruht (vgl.
Alten/Naini/Folkerts/Schlosser/Schlote/Wufsing, 2003, S. 274). Anfang des 19.
Jahrhunderts konnte durch Evariste Galois, einem bedeutenden franzosischen
Mathematiker und seiner nach ihm benannten Theorie, der Galoistheorie

bewiesen werden, dass die klassischen griechischen Probleme- Winkeldreiteilung,
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Quadratur des Kreises, Wiirfelverdopplung- nicht mit Zirkel und Lineal 16sbar

sind.

7. Abstract

Diese Arbeit behandelt, wie der Titel schon preisgibt, die Mathematik in den alten
Hochkulturen. Genauer gesagt, geht es um die mathematischen Errungenschaften
und Leistungen der Menschen im Altertum etwa 3000 v. Chr. bis 200 n. Chr. Ich
habe mich bemiiht in den ersten beiden Kapiteln einen ungefihren Uberblick iiber
den Verlauf der Arbeit zu geben. Die zentrale Fragestellung, die ich versuche im
Rahmen dieser Arbeit zu durchforschen ist unter anderem, welchen Stand die
alterttimliche Mathematik in den beiden Stromtalkulturen Mesopotamien,
Agypten und in den beiden asiatischen Hochkulturen China und Indien erreichte.
In Kapitel zwei beschéaftige ich mich mit der Frage, wie und vor allem aus welchen
Griinden und Motiven heraus sich die Mathematik in den Hochkulturen
entwickelte. Ich versuche zunichst einen sehr kurzen Uberblick {iber die
Menschheitsgeschichte zu geben, genauer gesagt iiber den Werdegang des
Menschen vom Hohlenmensch zum sesshaften Bauern. Hier soll auch erlautert
werden wie und wann sich der ,Zahlbegriff” entwickelte und sich etablierte.
Kapitel drei behandelt die Entstehung der Mathematik, genau genommen der
Algebra, Arithmetik und Geometrie in Mesopotamien und im alten Agypten.
Beide Kapitel werden jeweils mit einem historischen Uberblick eingeleitet und
anschliefend werden die Zahlsysteme, Zahlschriften und Leistungen in den oben
erwdahnten mathematischen Teilbereichen behandelt. In der Arbeit werden viele
Originalaufgaben aus babylonischen Keilschrifttafeln und &agyptischen Papyri
zitiert bzw. vorgestellt und die dazugehorigen Losungswege, falls welche
vorhanden, in moderne Terminologie iibersetzt, angefiihrt. Kapitel vier hat die
mathematischen Leistungen der asiatischen Hochkulturen China und Indien zum

Inhalt. Der Aufbau hier ist dhnlich dem Aufbau des vorigen Kapitels. Einer
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historischen Einfithrung folgen die jeweiligen mathematischen Errungenschaften
in den erwdhnten Bereichen. Auch hier werden Originalaufgaben angefiihrt und
deren LoOsungswege beschrieben. In Kapitel fiinf versuche ich eine kurze
Zusammenfassung des bisher Geschriebenen zu geben und auf die wichtigsten
Punkte noch einmal einzugehen. Es ist mir sehr wichtig, auf Zusammenhange
zwischen den Hochkulturen aufmerksam zu machen und diese aufzulisten. Die
mathematischen Leistungen der einzelnen Hochkulturen sind nicht vollkommen
unabhédngig voneinander zu betrachten, denn es herrschte reger kultureller
Austausch, was zu einer Uberscheidung in vielen mathematischen Bereichen
tiihrte. Im letzten Kapitel geht es um die Weiterentwicklung der Algebra nach den
Niedergangen der hochbegabten Hochkulturen. Es wird kurz auf die alten
Griechen und deren Beitrdge zur Algebra eingegangen, danach wird kurz die
Mathematik in den islamischen Landern erwdhnt und vor allem die Einfliisse
chinesischer und indischer Mathematik aufgezeigt. Abschlieflend wird erwahnt,
wie sich die Algebra mit dem bedeutenden Mathematiker Vieta im 16./17.

Jahrhundert zur selbststandigen Disziplin herausbildete.

This paper investigates the mathematical methods and notations of ancient

advanced civilizations between 3000 BC and 200 AD.

The central issue of the first two chapters of my study is the role of mathematics in
Mesopotamia and Egypt, as well as the development of mathematical ideas in the

old empires of Asia - China and India.

Chapter 2 analyzes the origin of mathematical discoveries and the most significant
achievements in mathematics in the old civilized cultures, starting with an outline
on the history of mankind, and the development of a hunter-gatherer society into
a sedentary population. Furthermore I will try to explain why the idea of a
number concept has evolved gradually over time, and when this idea of

understanding numbers dates back to.
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Chapter 3 provides a historical overview of the numerical linear algebra,
arithmetic, and geometry, which is then followed by describing their numeral
systems and their rules for the use of their operations over the years. This paper
quotes a variety of written examples of Babylonian mathematical tablets and

Egyptian papyrus, providing a current transcription into modern terminology.

Chapter 4 focuses on the mathematical achievements of the Asian advanced
civilizations in China and India. A historical review, mathematical achievements,

written examples and solutions are included in this part of the study.

Chapter 5 emphasizes the coherences between the mathematical concepts of these
ancient societies, which, nevertheless, overlap in many areas due to buoyant

cultural exchange.

Chapter 6 analyzes the advancement of algebra after the decline of the advanced
civilizations. The extent of the influence of Greek mathematics, Islamic
mathematics and the impact of Chinese and Indian mathematics are briefly
outlined in the following. It was not until the 16th/17th century that algebra

became an independent science under the renowned mathematician Vieta.
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