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Einleitung

Der Poissonprozess ist neben dem Wiener-Prozess (auch Brownian Mo-
tion genannt) vermutlich einer der bekanntesten stochastischen Prozesse.
Meist wird er jedoch ausschliellich im eindimensionalen Fall als Zahlpro-
zess bzw. Erneuerungsprozess mit unabhéngigen, exponentialverteilten Zwi-
schenankunftszeiten definiert oder im homogenen Fall nur recht kurz als
Beispiel fiir eine Markovkette mit kontinuierlicher Zeit behandelt. Oft wer-
den dann “rein zuféllig” eintretende Ereignisse, wie die Zeitpunkte der An-
rufe bei der Telefonauskunft oder beim radioaktiven Zerfall von Atomen mit
Hilfe eines Poissonprozesses modelliert.

In der vorliegenden Arbeit wird der Poissonprozess wesentlich allge-
meiner als Punktprozess definiert, wobei wir nur minimale Anforderun-
gen an den Zustandsraum stellen, in dem die Punkte des Poissonprozesses
liegen. Damit kénnen auch rdumliche Dinge wie die Verteilung von Sternen
oder die Verteilung von Badumen modelliert werden, wo keine klaren Muster
erkennbar sind und man “reine” Zufélligkeiten zu wissen glaubt. Es ist aber
auch moglich, andere Zustandsriaume als die euklidischen Rdume zuzulassen,
wie zum Beispiel der Sternenhimmel von der Erde betrachtet, der ja eine
Kugeloberflache ist.

Von zentraler Bedeutung fiir den Poissonprozess ist die stochastische
Unabhéngigkeit. Um diese zu beschreiben, betrachtet man disjunkte “Aus-
schnitte der Welt” (d.h. Teilmengen des Zustandsraumes) und analysiert
die Wahrscheinlichkeiten fiir die Anzahl von Punkten in jedem dieser Aus-
schnitte, die dann voneinander unabhéngig sein miissen.

Es wurde versucht, bei der Notation dem allgemein iiblichen Standard
zu entsprechen, bei manchen Konstrukten wurden aber natiirlich eigene,
hoffentlich intuitiv verstédndliche Bezeichnungen gewéhlt. Prinzipiell werden
Groflbuchstaben fiir Zufallsvariablen und Mengen und Kleinbuchstaben fiir
Zahlen, Punkte, Elemente von Mengen usw. verwendet. Als Integral ist stan-
dardmafBig das Lebesgue-Integral mit der {iblichen Notation gemeint. Bei
Funktionen von Mengen lassen wir der Lesbarkeit wegen die Klammern fiir
die Funktion weg, wenn das Argument ein Intervall ist, d.h. u(0, 2] steht
fiir p((0,x]). Mit f~! ist immer das Urbild als Menge gemeint, d.h. fiir eine
Funktion f : S — S’ und eine Teilmenge A’ C S ist f~1(A") = {z € S :
f(z) € A’}. Die meisten Satze, die Standardresultate aus der Wahrschein-
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lichkeitstheorie bzw. der Maf- und Integrationstheorie darstellen, wie ins-
besondere der Stetigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeiten, der Satz von der
totalen Wahrscheinlichkeit und die S&tze iiber monotone Konvergenz fiir
Integrale und Erwartungswerte werden als bekannt angesehen.

Die Darstellung der Kapitel 1 und 3 stiitzt sich auf Abschnitte von [5].



Kapitel 1

Die Poissonverteilung

Da die Poissonverteilung in der Theorie Giber Poissonprozesse eine zentrale
Rolle spielt, widmen wir ihr und ihren wichtigsten Eigenschaften dieses erste
Kapitel. Ublicherweise wird in den Standardwerken bzw. Grundvorlesungen
iiber Wahrscheinlichkeitstheorie die Poissonverteilung als ein Beispiel von
vielen fiir eine diskrete Verteilung behandelt.

Definition 1.1 (Poissonverteilung). Sei g > 0. Eine Zufallsvariable X mit
Wertebereich {0,1,2,...} und den Wahrscheinlichkeiten

heifit poissonverteilt mit Parameter p oder kurz P(u)-verteilt.

1.1 Die Poissonverteilung als Limes der
Binomialverteilung

Die Poissonverteilung kann als Grenzfall der vielleicht bekanntesten dis-
kreten Verteilung, der Binomialverteilung, gesehen werden. Dazu benétigen
wir zundchst dessen Definition.

Definition 1.2 (Binomialverteilung). Seien n > 1 und 0 < p < 1. Eine Zu-
fallsvariable X mit Wertebereich {0, 1,...,n} und den Wahrscheinlichkeiten

P[X = k] = b(n,p) = (Z)pk(l —p)" "

heifit binomialverteilt mit Parametern n und p oder kurz B(n, p)-verteilt.

Um den oben genannten Sachverhalt zu zeigen, betrachten wir einen n-
maligen Miinzwurf, wobei diese Zufallsversuche unabhéngig sind und jeweils
mit derselben Wahrscheinlichkeit p Kopf auftritt. Das heifit, die Anzahl an
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Kopfen ist binomialverteilt mit Paramtern n und p. Im Limes hélt man nun
1 = np fest und lasst n gegen oo und somit p gegen 0 gehen und erhélt dann
die Poissonverteilung mit Parameter pu.

Satz 1.1. Die Zufallsvariablen X,, seien B(n,py)-verteilt, sodass u = npy,
konstant ist. Dann ist die Zufallsvariable X = lim,,_,o, X, poissonverteilt
mit Parameter .

Beweis. Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit P[X,, = k] fir £ > 0.

P[X, = K] = bi(n,p) = @pﬁu —pu)"

bt ) oy

k! nk n n

Fiir die einzelnen Faktoren gelten die Grenzwerte lim,, w =

1 und lim, o (1 — %)n = e bzw. lim, o (1 — %)_k = 1. Also folgt fiir
den gesamten Ausdruck der Grenzwert

k
— k= 1 =
PX =k] = nh—>HoloP[Xn =k| = e
Das ist genau die P(u)-Verteilung. O

1.2 Grundlegende Eigenschaften der
Poissonverteilung

In diesem Abschnitt werden wir grundlegende Eigenschaften der Poisson-
verteilung betrachten. Im Folgenden berechnen wir den Erwartungswert,
Varianz und zeigen im Beweis eine Moglichkeit zur Berechnung héherer Mo-
mente.

Proposition 1.2 (Momente der Poissonverteilung). Sei u > 0. Fir eine
P(u)-verteilte Zufallsvariable X gilt:

(i) E[X] = p,
(ii) Var[X] = p,
(iii) BIX?) = u+ 12,

(iv) E[X3] = p+ 3pu® + p3.



Beweis. (i) Der Erwartungswert kann direkt durch Einsetzen in die Defini-
tion ausgerechnet werden:

o) 00 ,U,n 00 Mn—l
E[X] = Z nmp(p) = Z n—e = pe”t Z ol
n=0 n=1 n: n=1 ’

0o Iun
pu— 7“ —_— = .
(n— Ke nz::O nl —H

(ii)-(iv) Die hoheren Momente berechnen wir mit Hilfe der erzeugenden
Funktion gx(t) = E[t*]. Die Potenzreihe im Erwartungswert konvergiert
fir jede relle Zahl ¢ mit |¢t| < 1 bei jeder diskreten Zufallsvariable, weshalb
die erzeugende Funktion immer zumindest im Intervall [—1,1] definiert ist.
Die erzeugende Funktion von P(u) ist sogar auf ganz R definiert und hat
die Funktionsgleichung

gx(t) = 3 trmy () = 30 U oot (1)
n=0 n=0 '

Durch Induktion folgt fiir die k-te Ableitung von gx(t) fiir alle ¢t € R

g5 (1) = ek

und durch Einsetzen von ¢ = 1 erhalten wir aus dem bekannten Resultat
iiber erzeugende Funktionen'

E[X(X —1)- (X —k+1)] =g (1) = .

Aus den Gleichungen X2 = X(X — 1) + X, Var[X] = E[X?] — E[X]? bzw.
X3=X(X—-1)(X —2)+3X(X — 1) + X folgen die Aussagen (ii) bis (iv):
E[X?] = E[X] + E[X(X — 1)] = p + 4*,
Var[X] = E[X?] - E[X]* = p,
E[X3] =B[X(X — 1)(X —2)] +3-E[X(X — 1)] + E[X] = ® + 3u2 + p.

O]

Neben der erzeugenden Funktion, die wir im letzten Beweis verwendet
haben, stellen wir hier auch allgemein die momenterzeugende Funktion vor,
die wir in Kapitel 4 benétigen werden. Der Name kommt daher, dass die
Auswertung im Punkt 0 der k-ten Ableitung der momenterzeugenden Funk-
tion einer Zufallsvariable gleich dem k-ten Moment dieser Zufallsvariablen
ist.?

!Siehe z.B. Satz 7.2 in [7]. Im allgemeinen Resultat ist hier der linksseitige Grenzwert
der k-ten Ableitung von ¢t gegen 1 zu nehmen. Aufgrund der Existenz und Stetigkeit der
Ableitungen auf ganz R koénnen wir einfach den Wert 1 einsetzen.

2Siehe z.B. [1], S. 146.



Definition 1.3 (Momenterzeugende Funktion). Fiir eine Zufallsvariable X
sei Dx C C die Menge aller komplexen Zahlen 6, fiir die E {e(’X } existiert.
Die Funktion mx : Dx — C mit mx(0) = E [eex} heilt die momenterzeu-

gende Funktion der Zufallsvariable X.

Fiir eine P (u)-verteilte Zufallsvariable X ist dann die momenterzeugende
Funktion

00 00 6, \n
ma0) = 3 () = e 3 LI o) @i 1)
n=0 n=0 '

mit Definitionsberech Dx = C.

Bemerkung 1.3 (Ausweitung der Parameter auf die Grenzfélle). Es ist
moglich, die Definition der Poissonverteilung P(u) auf die Grenzfélle = 0
bzw. p = oo auszuweiten. P(0) ist dann die Verteilung, die in 0 konzentriert
ist, d.h.

P[X =0] =1 (1.3)

und P(o0) ist die Verteilung, die in oo konzentriert ist, d.h.

P[X =o0] = 1. (1.4)
Um diese Ausweitung plausibel zu machen, betrachten wir den Grenzwert
der Einzelwahrscheinlichkeiten fiir 1z gegen 0 und erhalten

W {1 firn=0 (1.5)

. e B
;llli%ﬂ-n(u) ;{%n!e 0 firn>1

Das entspricht genau (1.3). Fiir den Grenzwert fiir u gegen oo erhalten wir

n

lim 7,(p) = lim “e =0 (1.6)

fur alle n € Ng. Wegen Proposition 1.2 ist E[X,] = p fur die P(p)-verteilte
Zufallsvariable X,,. Der Grenzwert ist also lim, o E[X,] = oo, was (1.4)
rechtfertigt.

Neben dieser mathematischen Erkldrung werden wir nach Theorem 1.7
sehen, dass diese Verallgemeinerung der Parameter auch in der Praxis sin-
nvoll ist und das Rechnen erleichtert, da man dadurch die Grenzfille nicht
ausschlieflen muss.

Bemerkung 1.4. Obiges Resultat in (1.5) macht die Funktion m,(u) zu
einer stetigen Funktion von p auf [0, 00).



Nun betrachten wir die Anderung der Wahrscheinlichkeit 7, (x) in Ab-
héngigkeit vom Parameter pu.

Proposition 1.5. Fir die Wahrscheinlichkeit m,(u) aufgefasst als Funktion
von p € (0,00) gilt

(i) CLL; = Tpn-1— T,

fii) & Sy =~
(i) S me() = 1 — [ mu(A) dA,
wobet bei (i) per Konvention m_1 = 0 gilt.

Beweis. (i) Der Beweis erfolgt durch einfaches Differenzieren und Kiirzen.

dm, nu*le™® pre H  pnleTH preH

= = = 7{'”71 _ﬂ-TL'

dp n! n! (n—1)! n!

(ii) Durch die Linearitdt der Ableitung und (i) erhalten wir eine Teleskop-
summe

d n n
1 T = Z (M1 — ) = M1 — Ty = —Tp.
H k=0 k=0
(iii) Wir integrieren beide Seiten in (ii) von 0 bis x und erhalten auf der

linken Seite? .

S ) = S m(0) = 3 m(u) — 1.
k=0 k=0

k=0
Die Behauptung folgt somit durch anschlieBende Addition von 1. O

1.2.1 Additivitat von Poissonverteilungen

Die vielleicht wichtigste Eigenschaft der Poissonverteilung ist ihre Additiv-
itdt. Flr zwei unabhingige poissonverteilte Zufallsvariablen X und Y ist
die Verteilung ihrer Summe X + Y wieder poissonverteilt und zwar mit der
Summe ihrer Parameter.

Lemma 1.6. Seien X und Y wunabhdngige Zufallsvariablen mit Poisson-
verteilung P(u) bzw. P(N). Dann hat die Zufallsvariable X +Y die P(u+X\)-
Verteilung.

Beweis. Da X und Y unabhéngig sind, gilt fiir k£, > 0 fiir die gemeinsame
Wahrscheinlichkeit

pFeh M
k! !

3Fir die untere Grenze muss man eigentlich den rechtsseitigen Grenzwert gegen 0
verwenden und erhélt das Resultat wegen Bemerkung 1.4.

PIX =k, Y =1 =P[X = kP[Y =] =
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Wir zerlegen das Ereignis X + Y = n in alle moglichen Ereignisse X = k
und Y = n — k und erhalten so

Das ist genau die P(u + A)-Verteilung. O

Diese Eigenschaft gilt auch viel allgemeiner nicht nur fiir endliche Sum-
men von poissonverteilten Zufallsvariablen, was man einfach durch Induk-
tion zeigen kann, sondern auch fiir unendliche Summen, wobei auch die
Bedingungen fiir Konvergenz geliefert werden.

Theorem 1.7 (Abzihlbare Additivitit der Poissonverteilung?). Seien X;
fir 3 = 1,2,... unabhingige Zufallsvariable und X; sei jeweils P(u;)-
verteilt. Wenn die unendliche Summe der Parameter

o= 1 (1.7)
j=1

konvergiert, dann konvergiert auch

S =

M

X;

7j=1

mit Wahrscheinlichkeit 1 und S ist P(o)-verteilt. Wenn andererseits (1.7)
divergiert, dann divergiert auch S mit Wahrscheinlichkeit 1.

Beweis. Durch Induktion nach n folgt aus Lemma 1.6, dass die endliche

Summe .
Sn=>_ X,
j=1

die Verteilung P(o,) hat, wobei

n
On = Z Mg -
j=1

4 Countable Additivity Theorem in [5], analoger Beweis zu ebendort.
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Das heif3t, fiir jedes [ > 0 ist

l
P(S, <!l)= Z Tr(on)-
k=0

Aufgrund der Definition von S,, bilden die Ereignisse {S,, < [} eine ab-
steigende Folge {S1 <1} D {92 <1} D--- D {S, <1} D {Sny1 <1} 2 ...
und ihr Durschnitt ist {S <[}, d.h.

{§<li}= ﬁ{Sngl}.

Somit gilt wegen des Stetigkeitssatzes fiir Wahrscheinlichkeiten

l
P[S <] = lim P[S, <] znlggo;wk(an).
=0
Nun behandeln wir den konvergierenden Fall. Das heifit, o, konvergiert
gegen ein endliches o. Aus der Stetigkeit von 7 folgt dann

und somit

Somit hat S die P(o)-Verteilung und ist fast sicher endlich.
Jetzt betrachten wir den Fall, dass o, divergiert, also ¢, — oco. Flir [ > 0
ist dann

Lk
. T —on On _
P[S <] = HILH;OP[Sn <l = Jim e Z o= 0
k=0
und somit
PS>0 =1.
Da das fiir alle [ > 0 gilt, divergiert S mit Wahrscheinlichkeit 1. O

Nun sehen wir erneut, dass die konventionelle Definition von P(0) bzw.
P(c0) gewissermaflen natiirlich ist. Nach Theorem 1.7 gilt dann allgemein
fir unabhangige Zufallsvariablen X; mit Verteilung P(1;), dass ihre Summe
die Verteilung P(>_ pt5) hat, unabhéngig davon, ob endlich oder unendlich
viele Zufallsvariablen summiert werden oder ob einige der Parameter p;
gleich 0 oder oo sind.

®Das ist gleichbedeutend mit dem Argument bei (1.6).
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1.2.2 Uber Poissonverteilung, Binomialverteilung und
Multinomialverteilung

Im Satz 1.1 haben wir gesehen, dass die Poissonverteilung der Grenzfall der
Binomialverteilung ist. Es ist jedoch auch moglich, die Wahrscheinlichkei-
ten von Binomialverteilungen und Multinomialverteilungen durch bedingte
Wahrscheinlichkeiten von Poissonverteilungen erhalten.

Definition 1.4 (Multinomialverteilung). Sei (p1,...,p,) ein vorgegeben-

er Vektor mit nichtnegativen Eintragen und Z?:l p; = 1. Eine vektorw-
ertige Zufallsvariable (X7, Xs,...,X,) mit Werten in N heiit multinomi-
alverteilt mit Parametern s und p1, ..., pp, wenn fir r1+- - -+r, = s folgende

Wahrscheinlichkeiten gelten:

s! -
P[Xl = Tl,...,Xn = Tn} = mpll ...p:l”.
Satz 1.8. Seien Xi,Xo,..., X, unabhdingige Zufallsvariablen, wobei X;
jeweils P(pu;)-verteilt ist. Sei S = X1+ Xo + -+ + X,,. Dann ist die be-
dingte Verteilung von (X1, Xs, ..., X,) unter der Bedingung S = s multino-

mialverteilt mit Parametern s und p; = %, wobei 0 = py + -+ + Unp.

Beweis. Wir betrachten die bedingte Wahrscheinlichkeit von (X7i,...,Xy)
mit 7y +72 + -+ +r, = s. Dabei verwenden wir die Unabhangigkeit der X
und die Additivitat der Poissonverteilung.

PXi=r,...,.Xp=r|S=s]| =

8! 1 T1 12 T2 fin Tn
‘m!rz!---rn!<a> <a> <a)

Das sind genau die Wahrscheinlichkeiten der Multinomialverteilung mit Pa-

rametern s und p; = %J ]

Der Spezialfall n = 2 fithrt zur Binomialverteilung. Wenn also X und
Y unabhingige Zufallvariablen mit Verteilung P(u) bzw. P(A) sind, dann
ist die bedingte Verteilung von X unter der Bedingung X + Y = n die
B(n,p)-Verteilung mit

_ kK EX)
T p+XA E(X)+EY)

p

1.3 Die “Unvermeidbarkeit” der Poissonverteilung

In diesem Abschnitt werden wir analog zum entsprechenden Abschnitt in [5]
ein anschauliches Beispiel betrachten, bei dem geradezu unvermeidbar die
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Poissonverteilung auftritt. Dabei miissen wir natiirlich einige vereinfachende
Annahmen voraussetzen, die wir jedoch der Ubersichtlichkeit wegen nicht
alle explizit ausformulieren.

Sei II eine Zufallsvariable in der Menge der abzéhlbaren Teilmengen
von R2. Sei N(A) = #{II N A} die Anzahl der Elemente von II in A, was
wiederum eine Zufallsvariable mit Werten in Ny = Ng U {oo} ist. Wir be-
trachten N(A,), wobei A, ein Kreis mit Radius r ist und schreiben fiir die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten von N (A, )

PIN(4,) = ],
P[N(A,) < n).

pn(r)
qn(r)

Da N(A;) mit dem Radius wéchst, fillt ¢, mit wachsendem r, sodass sowohl
gn als auch p, nur abzdhlbar viele Sprungstellen haben und fast tiberall
ableitbar sind. Im Folgenden geben wir eine heuristische Herleitung einer
Differentialgleichung fir p,.

Die Zufallsvariable N(A;) springt genau dann von n auf n 4+ 1, wenn der
begrenzende Kreis einen Punkt der Zufallsvariable II trifft. Die Wahrschein-
lichkeit, dass das zwischen r und r + h auftritt, ist genau die Wahrschein-
lichkeit, dass im Ring zwischen A, und A, ein Punkt ist. Da wir h sehr
klein annehmen, ignorieren wir die Wahrscheinlichkeiten, dass mehr als ein
Punkt in diesem Ring auftritt. Wir definieren

(unter der Annahme, dass dieser Erwartungswert fiir alle r > 0 existiert)
und erhalten somit fir die Wahrscheinlichkeit, dass N im Ring A4, \ A,
um den Wert 1 springt,

PIN(Arn\ Ar) = 1] = PIN(4,44) — N(A,) = 1]
=0- P[N(ArJrh) - N(Ar) = 0]
£ 1-PIN(Ap4n) - N(4,) = 1]
— BN (Ayin) — N(A)]
= p(r+h) —p(r).
Wenn dieses Ereignis unabhéngig von der Anzahl der Punkte im Kreis A,
ist, dann konnen wir fiir kleine h wegen der Zerlegung von {N(A4,) < n} in
{N(A;1p) <n}und {N(A,.p \ A;) = 1} schreiben
Gn(r) = qn(r + h) = pu(r)(u(r + h) — p(r)).
Nach Division durch h ist dann der Limes fiir h — 0:
dgn _ dp
Tar P
11



Durch die Identitidten p, = ¢, — ¢n—1 und g_1 = 0 erhalten wir fiir n > 1

dpo du

= —py—t 1.8
dr Py (18)
dpn du
ar (Pn—1 —Pn)g- (1.9)
Wegen %(logpo) = p%%? besagt Gleichung (1.8), dass
i(lo +u)=0
Wegen po(0) = 1 und p(0) = 0 ist also log pp + p = 0 und somit
po(r) = e "), (1.10)
Mit Hilfe von Gleichung (1.9) erhalten wir
d dpn, de” du du du
2 pet) = et N o) 2E pH Teindy
g Pne") = e E P = (a1 = pa) o peet = prre
Das ergibt nach Integration von 0 bis r wegen p,(0) =0 fir n > 1
—u(r) r (s) du
pn(r) =e* Pn—1(s)eM'¥ ——ds. (1.11)
0 ds

Durch Induktion nach n erhalt man

" —u(r
pn(r) = 'u(n') e N( )

Die Induktion beginnt bei n = 0 mit (1.10). Im Induktionsschritt von n — 1
auf n setzen wir in (1.11) ein und erhalten

r n—1
o) [T ) guts) A
pn(r) =e /0 (n— 1)!e S ds
— e—u(r)M
n!

Wir sehen also, dass N(A,) genau die P(u(r))-Verteilung hat.

In diesem Beispiel sind die implizit vorausgesetzten Annahmen natiir-
lich wichtig, aber es soll schon an dieser Stelle zeigen, dass die Poisson-
verteilung gewissermafien unvermeidlich aus der “reinen Zufélligkeit” und
Unabhéngigkeit folgt. Genauere Ergebnisse in diesem Sinn werden wir im
Kapitel 5 erarbeiten.
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Kapitel 2

Definition und einfache
Eigenschaften von
Poissonprozessen

In den meisten Einfiithrungen in stochastische Prozesse wird der Poisson-
prozess nur im eindimensionalen Fall behandelt und als Z&hlprozess mit
unabhéangigen, exponentialverteilten Zwischenankunftszeiten definiert. Wir
werden den Poissonprozess wesentlich allgemeiner als zuféllige Wahl von
Punkten in einem Raum S definieren. Stochastische Prozesse dieser Art
werden oft Punktprozesse genannt, wenn nicht die zeitliche Abfolge sondern
die rdumliche (bzw. hoherdimensionale) Anordnung im Vordergrund steht.

Bevor wir den Poissonprozess definieren, miissen wir noch einige mafthe-
oretische und wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen erarbeiten. Ubli-
cherweise ist der Zustandsraum eines Poissonprozesses der euklidische Raum
R? in einer gewissen Dimension d oder eine Mannigfaltigkeit, die lokal &quiv-
alent zu R? ist. Der Grofiteil der Theorie benétigt aber nicht die Besonder-
heiten des euklidischen Raums, daher kénnen wir die Definition bewusst
allgemein halten und brauchen einige Konstrukte aus der Mafitheorie, um
die Konsistenz zu gewéhrleisten.

2.1 Mafitheoretische Grundlagen

Um den Poissonprozess in seiner Allgemeinheit zu definieren, benétigen wir
eine Zahlfunktion wie im Abschnitt 1.3. Insbesondere gilt es also nun, eine
Familie von Mengen zu finden, sodass die Zahlfunktion eine wohldefinierte
Zufallsvariable ist. Dafiir benotigen wir eine o-Algebra, auf der ein Maf
definiert werden kann.

Definition 2.1 (o-Algebra, messbarer Raum). Sei S eine beliebige Menge
und P(S) = {A: A C S} die Potenzmenge von S. Eine Teilmenge A von
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P(S), heifit o-Algebra, wenn gilt
(i) 0 e A,
(ii) Ac A= A€ A,
(i) Ape Afirn>1= U2, 4, € A

Die Teilmengen von S, die in der o-Algebra A enthalten sind, heiflen dann
messbar. Das Paar (S,.A) heiBt messbarer Raum.

Eine o-Algebra enthélt also auch die ganze zugrundeliegende Menge S
und ist abgeschlossen unter den Mengenoperationen ¢, U, N, \, (7=; und

Uizt

In unserem Fall ist die zugrundeliegende Menge S der kiinftige Zustand-
sraum fiir den Poissonprozess. Wenn wir als Zustandsraum S = R? verwen-
den, so ist die o-Algebra immer die Borel-o-Algebra B(R?). Das ist die klein-
ste o-Algebra, die alle offenen Teilmengen von R¢ beinhaltet. Damit sind in
B(R%) auch alle offenen, halboffenen und abgeschlossenen d-dimensionalen
Rechtecke, alle kompakten Teilmengen und alle abgeschlossenen Teilmengen
des R? enthalten.

Mafle sind nun spezielle, auf einer o-Algebra definierte Funktionen.

Definition 2.2 (Maf}, Mafiraum). Sei A eine o-Algebra auf S. Eine Abbil-
dung p : A — [0, 00] heifit Mafs auf A, wenn folgende Eigenschaften gelten:

(i) u(@®) =0,

(ii) sind Ay, Az, ... € Amit A;NA; =0 fir i # j, dann gilt p (U2, Ax) =
>re1 (Ag).

Falls auch u(S) =1 gilt, dann ist u ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Das Tripel
(S, A, 1) nennt man MafSraum.

Bei allgemeinem Zustandsraum S miissen wir sicherstellen, dass unsere
o-Algebra grof§ genug ist, um einzelne Punkte unterscheiden zu koénnen.
Wenn wir fordern, dass die Diagonale D = {(z,y) : = = y} im Produk-
traum S x S (mit der Produkt-o-Algebra A ® A) messbar ist, dann ist
auch jedes Atom {z} messbar in S.! In der Borel-o-Algebra ist das immer
gegeben, da die Diagonale im Produktraum R2?? abgeschlossen und somit
(in der Produkt-o-Algebra B(R?) @ B(RY) = B(R??)) messbar ist. Da es nur
eine sehr schwache Bedingung ist, werden wir stets ohne weiteren Kommen-
tar annehmen, dass die Diagonal-Bedingung gegeben ist.

'Vgl. Satz 5.14 in [4].

14



Fiir die formale Definition von Zufallsvariablen bendtigen wir noch den
Begriff der Messbarkeit einer Funktion. Dazu muss das Urbild jeder mess-
baren Teilmenge der Zielmenge eine messbare Teilmenge der Definitions-
menge sein.

Definition 2.3 (Messbarkeit von Funktionen). Seien (£2,.4) und (', A’)
zwei messbare Raume. Eine Funktion f : Q — Q' heifit messbar, wenn fiir
alle A" € A’ gilt

A ={we: flw)e A} e A

Zum Abschluss der mafitheoretischen Grundlagen definieren wir noch zwei
wichtige Endlichkeitskriterien fiir Mafle, das wir spater noch brauchen wer-
den.

Definition 2.4 (o-Endlichkeit). Sei (S5,.4) ein messbarer Raum. Ein Maf}
u auf A heiflt o-endlich, wenn eine Folge von Mengen S1,S5,... in A mit
p(Sk) < oo fur k > 1 existiert, deren Vereinigung S ist.

Eine Teilmenge A von S heifit o-endlich, wenn sie die abzdhlbare Vereinigung
von Mengen Aj, Ag, ... in A mit pu(Ag) < oo fir k > 1 ist.

Hat man ein o-endliches Maf}, gibt es also flir den Zustandsraum eine
abzahlbare Zerlegung, deren Elemente alle endliches Mafl haben.

Fiir das zweite Endlichkeitskriterium, das wir hier definieren, fordern
wir, dass es fiir jeden Punkt des Zustandsraumes eine offene Umgebung mit
endlichem Maf gibt. Dazu benétigen wir eine Topologie, also die Beschrei-
bung der offenen Menge des Zustandsraumes, und die Hausdorff-Eigenschaft
fiir den topologischen Raum, also dass fiir je zwei verschiedene Punkte dis-
junkte Umgebungen besitzen.

Definition 2.5 (lokal-endliche Mafe). Sei (S,7) ein Hausdorff-Raum mit
Topologie 7 und sei A eine o-Algebra, die die Topologie T, also jede offene
Teilmenge von S, beinhaltet. Ein Mafl y auf A heifit lokal-endlich, wenn

Vx € S 3 offene Umgebung U, von z mit u(U,) < oo.

Eine messbare Teilmenge A C S heifit lokal-endlich, wenn obige Eigenschaft
fiir alle z € A gilt.

Im euklidischen Raum R? ist die Hausdorff-Eigenschaft erfiillt. Eine o-
Algebra, die alle offenen Teilmengen von R enthilt, muss mindestens so
fein wie die Borel-o-Algebra sein, da diese ja die kleinste o-Algebra ist, die
diese Eigenschaft hat. Die meisten Mafle, die wir betrachten, sind lokal-
endlich. Auf R? ist lokale Endlichkeit dquivalent zur Forderung, dass p auf
beschriankten Mengen endlich ist.
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2.2 Definition des Poissonprozesses

Fiir die exakte, schrittweise Definition des Poissonprozesses als zuféallige
Teilmenge des Zustandsraumsbrauchen wir noch einige Begriffe aus der
Wahrscheinlichkeitstheorie. Als Grundlage fiir eine Zufallsvariable dienen
ein Wahrscheinlichkeitsraum (£2,.4, P) und ein messbarer Raum (€', A’).

Definition 2.6 (Wahrscheinlichkeitsraum). Ein Wahrscheinlichkeitsraum
ist ein Tripel (€, .4, P) mit folgenden Eigenschaften:

e () ist eine beliebige nichtleere Menge, die Ereignismenge,
e A ist eine o-Algebra auf Q,

e P ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf A.

Nun definieren wir, was eine Zufallsvariable ist.

Definition 2.7 (Zufallsvariable). Sei (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und (€', A’) ein messbarer Raum. Eine messbare Abbildung X : Q —
heilt dann Zufallsvariable.

Durch P'[4] = P{w : X(w) € A'}] = P[{w € X Y(A")}] fir A’ € A
wird damit eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P’ auf (€', A’) definiert. Wir
verwenden dafiir iiblicherweise eine abgekiirzte Variante des mittleren Aus-
druck, wobei wir die Formalismen fiir den Mengenausdruck weglassen. Also
schreiben wir P[X € A'] fiir die Wahrscheinlichkeit, dass X (w) in die Menge
A’ fallt.

Mit diesem Vorwissen kdnnen wir zuféllige abzédhlbare Mengen definieren.

Definition 2.8 (zufillige abzihlbare Menge). Sei (2, F,P) ein beliebiger
Wahrscheinlichkeitsraum. Sei (S,.4) ein messbarer Raum und Q' = {M C
S : M abzahlbar} C A die Menge aller abzahlbaren Teilmengen von S.

Fiir A € A sei Ny : Q) — Ny die Zéhlfunktion mit

Na(M) = #{M N A}.

Wir definieren die o-Algebra B auf € als die kleinste o-Algebra auf ', so-
dass alle N4 (beziiglich B und der o-Algebra P(Np) auf Ng) messbar werden.
Eine zufdllige abzihlbare Teilmenge von S ist eine Abbildung IT : Q — €,
die messbar beziiglich F und B ist.

Bemerkung 2.1. Fiir eine zuféllige abzdhlbare Menge Il wie in obiger Def-
inition ist dann fiir jedes A € A die Abbildung

Ny:Q(— Q) — N,
Ngp=Naoll =#{IIN A}
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eine No-wertige Zufallsvariable auf (2, F,P). Wir schreiben “by abuse of
notation” von nun an

N(A)=#{IIn A} (2.1)
fir die Zahlvariable fiir eine Testmenge A beziiglich der Zufallsmenge II.

Der urspriingliche Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) und die o-Algebra
B auf €’ sind hier nur fiir eine formal exakte Definition notwendig, in Wirk-
lichkeit sind sie fiir uns nicht interessant. Fiir uns wichtig ist die Abzéhlbar-
keit von II als Teilmenge von S und dass die Zahlvariable fiir alle Testmengen
A aus der o-Algebra A auf dem Zustandsraum S wohldefiniert ist.

Der Poissonprozess ist nun eine zuféllige abzdhlbare Teilmenge des Zus-
tandsraums S, fiir deren Zahlvariable N (A) bestimmte Eigenschaften gelten.

Definition 2.9 (Poissonprozess). Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und seien (S,B) bzw. (€, A) messbare Raume wie in obiger Definition.
Weiters sei 0 < pu(A) < oo fiir alle A € A.

Eine zufillige abzdhlbare Teilmenge Il von S heifit Poissonprozess, wenn
folgende Eigenschaften gelten

(i) sind A1, Ag,..., A, € Amit A; N A; = 0 fiir ¢ # j, dann sind die
Zufallsvariablen N (A1), N(Az),..., N(A,) unabhéngig,

(ii) fir A € A hat N(A) die P(u(A))-Verteilung.
Die Abbildung u : A — [0, 00| heifit Intensitatsmafl des Poissonprozesses.

Die zwei grundlegenden Eigenschaften des Poissonprozesses sind also
zum einen, dass die N(A4;), die Anzahl der Punkte des Poissonprozesses in
A;, von mehreren “Testmengen” unabhéngig sind, solange sich diese nicht
tiberschneiden und zum anderen, dass N(A) die P(u(A))-Verteilung hat.

2.3 Erste Beobachtungen am Poissonprozess

Wir betrachten nun das Intensitdtsmafl. Die folgende Proposition zeigt,
warum diese Bezeichnung Sinn macht.

Proposition 2.2. Die in Definition 2.9 vorkommende Funktion p: A —
[0, 00] ist ein Maf.

Beweis. Nach Proposition 1.2 iiber die Eigenschaften der Poissonverteilung
gilt
u(A) = E[N(A)]. (2.2)



Wegen N(()) = 0 gilt somit u()) = 0. Das ist die erste Eigenschaft eines
Mages.
Fiir disjunkte Mengen A;, Ag,... € A mit Vereinigung A = U=, 4k gilt

N(A) = 3 N(4y)
k=1

Nimmt man nun auf beiden Seiten den Erwartungswert, so gilt wegen (2.2)
und dem Satz von der monotonen Konvergenz (oder alternativ Theorem 1.7)

p(A) = 3 (AL,
k=1

Das ist die zweite Eigenschaft eines Mafes. O

In Abschnitt 2.4 werden wir das Intensitadtsmaf} weiter untersuchen und
einige Arten von besonderen Maflen betrachten.

Nun sehen wir uns an, wie wir aus den Grundeigenschaften des Poisson-
prozesses die gemeinsame Verteilung der Zahlvariable N (A) fiir verschiedene
Testmengen A berechnen kénnen.?

Seien Aq, As, ..., A, € A messbar aber nicht notwendigerweise disjunkt.
Wir betrachten alle moglichen Mengen der Form

Bi=AINASN - N AY,

wobei die A% entweder A; oder deren Komplement A sind. Es gibt insgesamt
2™ Mengen dieser Art, die paarweise disjunkt sind. Wir nummerieren diese
Mengen von 1 bis 2™ (die Reihenfolge der Nummerierung ist fiir die weitere
Rechnung irrelevant) und koénnen somit jedes A; als disjunkte Vereinigung
von solchen Mengen schreiben:

A; = B,
€5

wobei 7; eine Teilmenge von {1,2,...,2"} ist. Wegen der Disjunktheit der
B; kénnen wir uns nun N (A;) ausrechnen

N(4;) = Z N(Bj),

da die N(B;) unabhéngig sind und die P(u(B;))-Verteilung haben. Damit
kénnen wir alle (gemeinsamen) Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen mit

den Zufallsvariablen N(A;), N(As),...,N(Ay) schreiben.

2Die Idee zu dieser Berechnungsmoglichkeit stammt aus [5].
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Beispiel 2.1. Im Fall n = 2 kénnen wir die B; folgendermaflen num-
merieren:

BlelﬂAQ, B2:A1ﬂA§,
BgZAiﬂAQ, B4:A§DA§

Damit ergeben sich folgende Zerlegungen der Mengen A; und As:

A1 = B1 U B,
Ay = By U Bg
und fir die Z&ahlvariablen
N(Al) = N(Bl) + N(Bg),
N(Az) = N(B1) + N(Bs).

Nun wollen wir die Kovarianz von N(A;) und N(Asg) berechnen. Wir kennen
bereits die einzelnen Erwartungswerte E[N(A1)] = u(A41) = u(B1) + pu(Bs)
bzw. E[N(A2)] = p(A2) = p(B1) + p(Bs) und brauchen fiir die Berechnung
der Kovarianz nur noch den Erwartungswert des Produkts

E[N(A1)N(A2)] = E[N(B1)? + N(B1)N(Bs3)
+ N(B2)N(B;) + N(B3)N(Bs)]
= u(B1) + pu(B1)? + p(By) (Bs)
+ p(B2)pu(By) + p(Bz2)u(Bs)
= pu(B1) + (A1) p(Az),

wobei wir in der zweiten Zeile Proposition 1.2 (iii), E[N(B1)? = u(B1) +
w(By)?, verwendet haben. Die Kovarianz von N(A;) und N(As) ist also

Cov[N (A1), N(A2)] = E[N(A1)N(A2)] — E[N(A1))E(N(A2)]
= p(B1) = p(Ar N A).

2.4 Uber das Intensititsmaf

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Intensitdtsmafl und werden eine
direkt aus der Definition des Poissonprozesses folgende Voraussetzung an ein
Ma#B finden, damit dieses ein Intensitdtsmaf sein kann. In Abschnitt 3.4 wer-
den wir zeigen, dass diese Bedingung schon nahezu hinreichend ist, dass zu
einem entsprechenden Maf} ein Poissonprozess existiert, der dieses Maf als
Intensitdtsmafl hat. Es bedarf dann nur noch einer schwachen Endlichkeits-
bedingung. Weiters sehen wir uns in diesem Abschnitt einige typische Mafle
auf dem euklidischen Zustandsraum S = R¢ an.
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Betrachten wir nun ein Maf  auf S, das ein Atom {x} hat. Das bedeutet,
dass p dieser einelementigen Menge ein positives Mal m = u({z}) > 0
zuordnet. Fiir einen Poissonprozess mit Intensitdtsmafl p wiirde nun nach
dessen Definition fiir die Menge A = {z} folgen

P(N({z}) = 2) =1 -P(N({z}) = 0) - P(N({z}) = 1)

™ —me™ " >0,

=1—-e"
was ein Widerspruch zu (2.1), der Definition von N(A), ist, da {z} N1I
maximal ein Element beinhalten kann. Wir haben also gezeigt, dass ein In-
tensititsmaB p kein Atom im obigen Sinn haben darf und definieren daher:3

Definition 2.10 (atomfreies Maf). Ein Mafl p auf dem messbaren Raum
(S,.A) heiit atomfrei, wenn gilt:

u{x}) =0 Vzelbs.

Wie oben angekiindigt, werden wir in Abschnitt 3.4 sehen, dass es nur
einer schwachen Endlichkeitsbedingung bedarf, die der o-Endlichkeit &hnlich
aber noch allgemeiner ist, damit ein atomfreies Maf} das Intensitdtsmaf eines
Poissonprozesses ist. Wir kénnen also durch die Variation des Mafles u auf
S viele verschiedene Poissonprozesse erhalten. Nun betrachten wir einige
typische MaBe auf dem Zustandsraum S = R,

2.4.1 Lebesguemafl und Mafle mit Dichten

Das grundlegendste Maf auf dem Zustandsraum R? mit der Borel-o-Algebra
B(RY) ist das Lebesguemaf. Es ist dadurch (eindeutig) bestimmt, dass es
den geometrischen Objekten (Interval, Rechteck, Quader etc.) ihren Inhalt
(also Lange, Fldche, Volumen etc.) zuordnet.

In vielen Anwendungen ist das Intensitdtsmafi durch eine Dichte A be-
ziiglich des Lebesguemafes gegeben. Eine Dichte ist eine nichtnegative mess-
bare Funktion von S nach Rj U {oo}, also A : S — [0,00]. Das durch die
Dichte A gegebene Maf} ist dann durch das Integral von A beziiglich des d-
dimensionalen Lebesguemafles gegeben. Als Riemann-Integral wird es also
folgendermaflen geschrieben:

u(A) = /A Ax) da, (2.3)

wobei = (x1,...,24) gemeint ist. Die Dichte gibt sozusagen an, wie stark
gewisse Regionen des Zustandsraums fiir den Poissonprozess gewichtet wer-
den. In Bereichen mit hoher Dichte erwartet man mehr Punkte von II

3In der Maftheorie wird ein Atom iiblicherweise allgemeiner definiert. Dieser Fall be-
trifft uns aber hier nicht, da wir immer voraussetzen, dass alle einelementigen Mengen
messbar sind.
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als in (gleich groflen) Bereichen mit niedriger Dichte. Das kann man an-
schaulich zeigen: Wenn A im Punkt z stetig ist, dann kann man wegen (2.3)
fir eine kleine Umgebung A von x das Mafl von A durch A(z)|A| approx-
imieren, wobei |A| das Lebesgue-Maf}, also das Volumen (bzw. die Lange
oder die Fliache), von A angibt. Daher entspricht \(x)|A| ungefdhr dem Er-
wartungswert, wie viele Punkte von II in die Menge A fallen, was bei gleich
groflem A natiirlich von A abhéngt.

Wenn die Dichte A konstant ist, also u nur von der Gréfle von A abhéngt,
haben wir einen wichtigen Spezialfall:*

Definition 2.11 (Homogener Poissonprozess). Sei u ein Mafl mit konstanter
Dichte, also
u(4) = A

Ein Poissonprozess mit Intensitdtsmafl p heiit dann homogener Poisson-
prozess mit Intensitdt .

Die stochastischen Eigenschaften eines homogenen Poissonprozesses sind
dann stabil unter Verschiebungen und Drehungen des Zustandsraums S.
Es kann gezeigt werden, dass der homogene Poissonprozess der einzige auf
beschrinkten Mengen endliche Poissonprozess mit dieser Eigenschaft ist.

Bemerkung 2.3. Das Integral in (2.3) kann fiir bestimmte Dichten auch
flir beschrinkte Mengen unendlich sein. In den meisten Problemstellungen
hat man es mit Maflen zu tun, die auf beschrinkten Mengen endlich sind,
aber es gibt auch einige wichtige Ausnahmen, die wir in dieser Arbeit je-
doch nicht behandeln werden. Ublicherweise ist also u(A) und damit auch
N(A) endlich auf beschrinkten Mengen. Damit ist auch die Menge IT mit
Wahrscheinlichkeit 1 lokal endlich und hat keine (endlichen) Haufungspunk-
te.

2.4.2 Intensitatsmafle auf dem Zustandsraum R

Um dieses Kapitel abzuschlielen, betrachten wir nun Mafle auf dem Zustand-
sraum R. Sei p ein beliebiges Maf}, das endlich auf beschrankten Mengen ist.
Dann ist o durch seine Werte auf den Intervallen (a, b] eindeutig bestimmt.
Wir definieren zum Maf3 p die Verteilungsfunktion F': R — R wie folgt:

SO o

Damit ist F' eine rechtsseitig stetige, monoton wachsende Funktion und fiir
das Maf eines halboffenes Intervalls (a, b] gilt:

p(a,b] = F(b) = F(a).

4Tm Moment setzen wir die Existenz eines Poissonprozesses zu einer entsprechenden
Dichte voraus, diese wird in Beispiel 3.1 im Abschnitt iiber den Existenzsatz gezeigt.
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Den halboffenen Intervallen werden damit sozusagen gewichtete Lingen zu-
geordnet. Mafle dieser Art heiflen Lebesgue-Stieltjes-Majfe. Ein Lebesgue-
Stieltjes-Maf ist genau dann atomfrei und kann damit das Intensitdtsmaf
eines Poissonprozesses sein, wenn dessen Verteilungsfunktion F' stetig ist.

Proposition 2.4. Sei p ein Lebesque-Stieltjes-Maf$ mit Verteilungsfunktion
F. Es ist u genau dann atomfrei, wenn F stetig ist.

Beweis. Aus der Definition der Verteilungsfunktion (2.4) folgt, dass fur die
linksseitigen Grenzwerte

lim F(t) = p(0, x) Vo >0,
ttx

lim F'(t) = —plt, 0] V<0,

gilt. Wegen der Addivitdt von Maflen ist

w(0,2] = p(0,2) + p({a})  Va >0,
ule,0] = u({2}) + p(2,0]  Va <0,

Aufgrund der oben genannten Eigenschaften gelten folgende Gleichungen:

p({e}) = p(0, 2] = p(0,2) = F(z) —lm F(t) V>0,

pl{a}) = =@ 0] + plo, 0] = F@) ~lm F(t) V<o,

Es ist F' genau dann stetig, wenn F'(z) — limy, F'(t) = 0 fiir alle 2 ist und p
ist genau dann atomfrei, wenn p({x}) = 0 fir alle z. Die Behauptung folgt
also aus obigen zwei Gleichungen. O

Wenn F' als Stammfunktion einer reellen Funktion A geschrieben werden
kann, also wenn

F(t) = /0 ") da,

dann ist g durch die Dichte A gegeben. Die Verteilungsfunktion fiir das
Intensitdtsmafl eines homogenen Poissonprozesses mit Intensitdt A ist somit

F(t) = M,

wobei A konstant ist.
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Kapitel 3

Wichtige Theoreme iiber
Poissonprozesse

In diesem Kapitel werden wir die wichigsten Eigenschaften von Poisson-
prozessen zeigen, die das Rechnen mit Poissonprozessen oft sehr verein-
fachen. Wir versuchen wieder, die Voraussetzungen moglichst gering zu hal-
ten, um so allgemeine Resultate wie moglich zu erhalten.

3.1 Der Einschrankungssatz

Wir beginnen mit dem Einschrankungssatz, einer intuitiven und sehr leicht
zu zeigenden aber oft verwendeten Eigenschaft von Poissonprozessen. Es be-
sagt, dass die Einschrinkung eines Poissonprozesses auf eine Teilmenge des
Zustandsraumes wieder ein Poissonprozess mit “vererbtem” Intensitdtsmaif
ist. Der Beweis besteht aus dem Uberpriifen der Definition des Poisson-
prozesses und wird daher hier nicht ndher ausformuliert.

Theorem 3.1 (Einschrinkungssatz fiir Poissonprozesse'). Sei Il ein Pois-
sonprozess auf S mit Intensititsmafl p und sei S1 eine messbare Teilmenge
von S. Dann kann die zufdllige abzdhlbare Menge

II, =1INnS;
entweder als Poissonprozess auf S mit Intensititsmafs

p(A) = u(ANS)

oder als Poissonprozess auf S1 gesehen werden, dessen Intensitdtsmafl die
FEinschrinkung von u auf Sy ist.

Der intuitivere Fall dieses Satzes ist natiirlich, wenn man II; als Poisson-
prozess auf S sieht, da die Eigenschaften von IT auf die Menge 57 iibertragen

! Restriction Theorem in [5].
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werden. Das ist auch kompatibel mit der intuitiven Vorstellung der “reinen
Zufalligkeit” der Punkte eines Poissonprozesses: Wenn man nur einen Auss-
chnitt des Zustandsraumes betrachtet, dann miissen die Punkte in diesem
Ausschnitt genauso zufillig verteilt sein.

Bei der anderen Interpretation der Einschrankung eines Poissonprozesses
blendet man sozusagen das Komplement von S7 aus und hat nun einen
einen Poissonprozess, der nur in S7; Punkte hat. Durch die Definition von
Poissonprozessen iiber das Intensitdtsmaf ist das leicht mdglich, indem das
neue Maf} nur fiir Teilmengen von S; positiv ist und somit die Zahlvariable
des Poissonprozesses nur dort positiven Erwartungswert haben kann.

3.2 Der Vereinigungssatz

In Satz 1.7 haben wir die Additivitdt der Poissonverteilung gezeigt. Fiir den
Poissonprozess gilt ein analoges Resultat, wenn wir analog zum Summieren
von unabhingigen Zufallsvariablen die zufilligen Mengen von unabhingi-
gen Poissonprozessen vereinigen. Der Vereinigungssatz fiir Poissonprozesse
beschreibt eine der wichtigsten Eigenschaften von Poissonprozessen und folgt
fast direkt aus dem Additivitdtssatz flir Poissonverteilungen. Man benotigt
allerdings die Eigenschaft, dass zwei unabhéngige Poissonprozesse auf end-
lichen Mengen fast sicher disjunkt sind.

Lemma 3.2 (Disjunktheit von Poissonprozessen?). Seien I1y bzw. Iy un-
abhdngige Poissonprozesse auf dem Zustandsraum S mit Intensitdtsmafen
w1 bzw. py. Sei A C S messbar mit endlichem Maf$ uy(A) bzw. p2(A). Dann
sind IIy und Ils auf der Menge A fast sicher disjunkt, das heif§t

P[HlﬂﬂgﬁA:@]:l.

Beweis. Die Behauptung gilt genau dann, wenn die Gegenwahrscheinlichkeit
zum gesuchten Ereignis 0 ist, das heifft, wenn

P[HlﬁﬂgﬁA7é®] = 0. (31)
Wir werden zeigen, dass
P[HlﬂﬂgﬁA#@] <e (32)

fiir alle € > 0 gilt. Daraus folgt dann (3.1) und somit die Behauptung.

Sei also € > 0 beliebig. Wir wahlen ein m € N, sodass % < /e, und
ein n € N, sodass % < /€. Nach Korollar 1.12.10 in [2]? gibt es fiir jedes
a € [0, u1(A)] eine messbare Menge A’ C A mit us(A’) = a. Daraus folgert
man leicht, dass zu m € N eine Partition {A;,..., A,,} von A, bestehend

2Vgl. Disjointness Lemma in [5].
3Dazu analog ist auch Ubungsaufgabe 6.3.h in [4].
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aus messbaren Mengen, existiert, sodass p;(A;) = % fir 1 <i <m. Fir
1 <4 < m wenden wir dasselbe Argument auf A; und ps an und finden eine
Partition {B;1,...,B;,} von A;, sodass pa(B; ;) = % firl <j<n.
Weil {B; ;}: ; eine Zerlegung von A ist, gilt fiir das Ereignis

{IhNII, N A #0} = LJ {[ﬁ_ﬂ]lgf?fﬁJ # 0}

1<i<m
1<j<n

- U {Hl N Bi,j #* 0 und II, N Bi’j =+ @}

1<i<m
1<j<n

Wegen der Unabhéngigkeit von II; und Ily gilt daher
P[Hl ﬂHQﬂA#@] < Z P[HlﬂBiJ‘ #+ 0 und HzﬂBiJ 75@]

1<i<m
1<j<n

= zg: PﬂIIlrwl3@j:#:0]-PTII2FWZ3@j§£(N
1<i<m
1<j<n

= Y P[Ni(Bij) > 1]-P[Na(By;) > 1].
1<i<m
1<j<n
Wegen P[N,(C) > 1] = 1 — P[N(C) = 0] = 1 — e () fiir k = 1,2 und
C C S messbar und der Ungleichung 1 —e™ < p fiir u > 0 folgt daraus

P NI NA#AO < Y (1—e By (1 e r2(Biy))

1<i<m
1<j<n
< Y m(Bij) - pa(Bij)
1<i<m
1<j<n
m
A
=3 (a2
; n
=1
A A
_mA) ) _
m n
wobei wir 377 4 p1(Bi ;) = p1(A;) verwendet haben. Es ist also (3.2) und
damit die Behauptung gezeigt. O

Aus obigem Lemma fiir Mengen mit endlichem Mafl folgt direkt die
Variante fiir abzéhlbar viele Mengen mit endlichem Mafl und damit auch
fiir Mengen, die abzéhlbare Vereinigungen von Mengen mit endlichem Maf
sind, also fiir o-endliche Mengen.

Korollar 3.3. Seien II; und Ily wie in Lemma 3.2. Sei A = Up—; Ax fir
eine eine Folge von messbaren Mengen Ay, Aa,... mit pi(Ag) < oo und
pa(Ag) < oo firk=1,2,... Dann gilt:

P[HlﬂﬂgﬂA:@]:l.
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Damit gilt die Disjunktheit von Poissonprozessen fiir o-endliche Mafle
w1 und po sogar auf dem ganzen Zustandsraum S.

Nun koénnen wir den Vereinigungssatz fiir Poissonprozesse beweisen. Da
wir das Additionstheorem fiir abzdhlbar viele poissonverteilte Zufallsvari-
ablen verwenden, konnen wir den Vereinigungssatz auch gleich fiir abzahl-
bare Vereinigungen zeigen. Die Variante fiir endliche Vereinigungen folgt
dann trivialerweise aus dem allgemeineren Theorem.

Theorem 3.4 (Vereinigungssatz fiir Poissonprozesse?). Seien IL; fiir j =

1,2,... unabhdngige Poissonprozesse auf S und sei ji; das Intensititsmaf3
zum Poissonprozess 11;. Dann ist die Vereinigung der Poissonprozesse
o0
= J I
j=1

ein Poissonprozess mit Intensitatsmafs

(o]
= .
j=1

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass die Zahlvariable N (A) von IT die P(u(A))-
Verteilung hat. Sei also A eine messbare Teilmenge von S. Fir j = 1,2, ...
sei N;(A) die Anzahl von Punkten von P; in A. Dann sind die N;(A) jew-
eils P(pu;)-verteilte, unabhangige Zufallsvariablen. Wenn p;(A) < oo fiir alle
7 > 1, dann gilt Lemma 3.2 iiber die Disjunktheit von Poissonprozessen
und die zufélligen Mengen II; sind auf A disjunkt. Also ist die Anzahl der
Punkte von II in A gegeben durch

N(A) =) N;(A).
j=1
Da die N;(A) unabhéngige poissonverteilte Zufallsvariablen sind, ist we-
gen Theorem 1.7 die Summe N(A) poissonverteilt mit Parameter pu(A) =
2521 1 (A).

Wenn nun p;(A) = oo fiir ein oder mehrere j ist, dann ist N(A) =
Nj(A) = oo mit Wahrscheinlichkeit 1 und N(A) hat trivialerweise wieder die
(diesmal “degenerierte”) P(u(A))-Verteilung mit u(A) = 3272, p;(A) = oo.

Nun miissen wir noch zeigen, dass die Zahlvariablen N(A;),..., N(4,)
fiir disjunkte Mengen Ay, ..., A, unabhéngig sind. Fiir beliebige j,i € Ny
und k,0 € {1,2,...,n} mit & # [ sind die Zufallsvariablen N;(Aj) und
N;(A;) unabhingig. Also sind auch N(Ag) = 3272, N;j(Ax) und N(A4;) =
> 521 Nj(Ay) fiir k # | unabhingig. O

* Superposition Theorem in [5], Beweisidee adaptiert.
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Der Vereinigungssatz hat viele praktische Anwendungen und wird auch
in den Beweisen der néchsten beiden wichtigen Sétze, dem Abbildungssatz
und dem Existenzsatz, gebraucht.

3.3 Der Abbildungssatz

Die dritte wichtige Eigenschaft von Poissonprozessen ist, dass die Transfor-
mation eines Poissonprozesses in einen anderen Zustandsraum fiir sehr viele
Abbildungen wieder ein Poissonprozess ist. Es ist dabei jedoch wichtig, dass
durch die Transformation nicht mehrere unterschiedliche Punkte des Pois-
sonprozesses auf denselben Punkt abgebildet werden. Das kann man am
transformierten Maf}; dem Bildmaf, erkennen.

Theorem 3.5 (Abbildungssatz fiir Poissonprozesse®). Seien (S, A) und
(S', A") messbare Raume. SeiIl ein Poissonprozess auf dem Zustandsraum S

mit o-endlichem Intensititsmaf p. Sei f : S — S’ eine messbare Funktion,
sodass das Bildmafl p* auf S’, das durch

pHA) = p(f7HA) VA e A

definiert ist, atomfrei ist. Dann ist II' = f(II) ein Poissonprozess auf dem
Zustandsraum S’ mit dem Intensititsmafs p*.

Beweis. TI' = f(II) ist eine zufillige abzdhlbare Teilmenge von S’. Fiir alle
A e A st
N'(A) = #{I'Nn A} = #{f(I) N A"}

die Ziahlvariable von II". Wenn verschiedenen Punkte x,y € II, z # y mit
Wahrscheinlichkeit 1 auf verschiedene Punkte f(z) # f(y) abgebildet wer-
den, gilt

N'(A) = #{IIn f7H(A)} = N(F7H(4). (3.3)

Dann ist N’(A’) poissonverteilt mit Parameter u(f~1(4’)) = p*(A’) und da
fir disjunkte Mengen A],..., Al € A’ die entsprechenden Urbilder disjunkt
sind, sind wegen (3.3) auch die N'(A}) unabhéngig, womit II" ein Poisson-
prozess mit Intensitétsmafl p* ist.

Wir zeigen nun fir den Fall, wo u ein endliches Mafl ist, dass f(II)
“doppelpunktfrei” ist, um obiges Argument anwenden zu koénnen. Daraus
folgern dann den allgemeinen o-endlichen Fall.

Sei also nun g endlich. Dann gilt p*(S') = p(f~1(9") = u(S) < oo,
also ist auch p* endlich. Wir werden mit einer dhnlichen Technik wie im
Beweis zum Lemma tiber die Disjunktheit von Poissonprozessen zeigen, dass
mit Wahrscheinlichkeit 1 keine verschiedene Punkte z,y € II auf denselben
Punkt f(x) = f(y) abgebildet werden. Dafiir betrachten wir zunéchst das

5Vgl. Mapping Theorem in [5], zweiter Teil des Beweises analog zu ebendort.
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Gegenereignis dazu, also dass es z,y € II, x # y mit f(x) = f(y) gibt. Das
ist dquivalent dazu, dass es einen Punkt s’ € S’ gibt dessen Urbild unter f
mehr als einen Punkt von II enthélt, also

(38 €S N(f () > 1} (3.4)

Sei e > 0 und m € N mit m > % Da p* endlich und atomfrei ist,
existiert wegen einem analogen Argument wie im Beweis von Lemma 3.2
eine Zerlegung {A],..., A} von S’ mit p*(A}) = % Wir kénnen damit

(3.4) umschreiben

{3 eS N ) >1} = 6 (35S N(f () > 1}
=1
c NG > 1.
=1

Damit schitzen wir die Wahrscheinlichkeit ab, dass f(II) einen “Doppelpunkt”
hat und schreiben dabei der Lesbarkeit wegen u = p*(S’):

P[f(II) hat einen “Doppelpunkt”] < ZP[N(f_l(A;)) > 1]

Da das fiir alle € > 0 gilt, ist
P[f(II) hat einen “Doppelpunkt”] = 0.

Also werden mit Wahrscheinlichkeit 1 verschiedene Punkte x,y € II durch
f auf verschiedene Punkte abgebildet, womit die Behauptung des Satzes fiir
endliches Maf} i folgt.

Nun betrachten wir den allgemeinen Fall, dass p nicht unbedingt endlich
sondern o-endlich ist Dann gibt es eine Zerlegung Si,S5s,... von S mit
w1(Sk) < 0o, also ist S = Jpe; Sk und die Sy sind disjunkt. Wir bezeichnen
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mit II; = IIN.Sy die Einschriankung von IT auf Sg. Das ist nach Theorem 3.1
wieder ein Poissonprozess mit Intensitatsmafl uy, welches nun endlich ist und
die I sind unabhéngig. Damit ist fiir k = 1,2, ... nach dem ersten Fall des
Beweises die transformierte zufillige Menge f(IIx) ein Poissonprozess mit
IntensitatsmaBl pf(A4') = pp(f~1(A’)). Wegen der Unabhingig der f(IIj)
kénnen wir Theorem 3.4 anwenden und erhalten, dass die Vereinigung dieser
Poissonprozesse

I = f(I) = f (fj Hk) = G f(Ik)
k=1 k=1

ein Poissonprozess mit Intensitdtsmaf
pHA) = (A =D (fTHA)) = u(fHA))
k=1 k=1

ist. Das ist genau die Aussage des Theorems. O

Die Eindeutigkeitsbedingung, dass von f nicht mehrere Punkte des Pois-
sonprozesses auf denselben Punkt abgebildet werden, ist der Funktion even-
tuell nicht sofort anzusehen und man muss das Bildmafl auf Atomfreiheit
iiberpriifen. Eine injektive Funktion erfiillt diese Bedingung natiirlich, aber
es konnen auch nicht-injektive Abbildungen erlaubt sein, wie z.B. die Pro-
jektion von RP — RY (d < D), die ja sehr viele (nidmlich unendlich viele)
Punkte auf denselben Punkt abbildet.® Das Entscheidende, um nach der
Transformation wieder einen Poissonprozess zu erhalten, ist, dass die Menge
der Punkte mit demselben Funktionswert verschwindendes Maf hat.

Eine wichtige Anwendung des Abbildungssatzes gibt es fiir eindimension-
ale Poissonprozesse. Aus Theorem 3.5 folgt ndmlich, dass jeder nichthomo-
gene Poissonprozess auf R in einen homogenen Poissonprozess transformiert
werden kann. Die Eigenschaften der meisten lokal-endlichen Poissonprozesse
auf R kénnen dann von homogenen Poissonprozessen abgeleitet werden.

Korollar 3.6 (Transformation von nichthomogenen Poissonprozessen auf
R). Sei IT ein nichthomogener Poissonprozess auf R mit Intensititsmaf p,
das endlich auf beschrankten Mengen ist. Sei F' die Verteilungsfunktion von
u, definiert durch

. w(0,t) = firt>0
() { —u(t,0] = firt<o

Dann ist
II'=F(I) ={F(X): X €I}

SDieses Beispiel fiir die Anwendung des Abbildungssatzes wird in [5] niher ausgefiihrt.
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ein homogener Poissonprozess mit Dichte 1 auf dem Intervall (F_,Fy),
wobei wir folgende Bezeichnungen verwenden:

F_ = lim F(t),

t——00

F+ - tl}-l-mooF(t)
Beweis. Nach Proposition 2.4 bzw. Abschnitt 2.4.2 ist die Verteilungsfunk-
tion eines Intensitatsmafes stetig und monoton wachsend. Weiters ist F'(0) =
0 nach Definition und F'(t) endlich fiir alle ¢t € R, weil p auf beschrankten
Mengen endlich ist. Also gibt es fiir jedes x € [0, F}y) ein ¢t > 0 mit F'(t) =«
und fiir jedes z € (F_,0) ein t < 0 mit F(t) = .

Wir betrachten nun das Bildmafl p* von u unter F. Fir beliebiges x €

[0, F1) und ¢ > 0 mit x = F(t) ist dann

W (0,) = (0, F(#)] = p(0,1] = F(t) = .
Fiir beliebiges « € (F_,0) und ¢ < 0 mit F'(¢) = x ist
(0] = i (F(2),0] = p(t,0] = —F(t) = —x.

Also ist fiir ein beliebiges Intervall (a,b] C (F_, F) das Bildma8$ p*(a,b] =
b — a. Fiir alle Teilmengen A von R\ (F_, Fy) ist p*(A) = 0 und somit
" das Mafl mit konstanter Dichte 1 auf (F_, F}). Als Einschrankung des
Lebesguemafles auf (F_, Fy) ist das Bildmafl u* atomfrei. Damit konnen wir
den Abbildungssatz anwenden und die Behauptung ist gezeigt. O

3.4 Der Existenzsatz

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Existenz von Poisson-
prozessen zu gegebenen (Intensitits-)MafBlen. Damit zu einem gegebenen
atomfreien Maf 1 ein Poissonprozess existiert, der p als Intensitdtsmafl be-
sitzt, muss p eine schwache Endlichkeitsbedingung erfiillen.

Um den Existenzsatz zu beweisen, benétigen wir ein grundlegendes Re-
sultat aus der Wahrscheinlichkeitstheorie: zu jeder abzdhlbaren Menge J
und WahrscheinlichkeitsmaBien P; auf messbaren Rdumen (€5, A;) fiir j € J
gibt es immer eine Familie (Y});c; von unabhingigen Zufallsvariablen, wo
Y; Verteilung P; besitzt.”

Theorem 3.7 (Existenzsatz fiir Poissonprozesse®). Sei u ein atomfreies
Maf$ auf dem messbaren Raum (S, A), das folgendermafien geschrieben wer-
den kann:

[ee]
,u:Zuj mit pu;(S) < oo firj=1,2,... (3.5)
j=1

"Vgl. Korollar 14.33 in [6].
8 Existence Theorem in [5], Beweisidee adaptiert.
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Dann existiert ein Poissonprozess auf S mit Intensitdtsmaf .

Beweis. Sei J = {j € N : p;(S) > 0} die Menge der Indizes, fir die y;
nicht verschwindet. Fiir alle j € J seien NN; unabhéngige P(1u;(.S))-verteilte
Zufallsvariablen, d.h. fiir n € Ny ist

PN = n] = 1 o) — 7 1(5)).

Fiir alle j € J und fiir £ = 1,2, ... seien X; unabhingige Zufallsvariablen
auf S mit der Verteilung

Pl e Al = MW

15 (S)

fir A € A. Wir definieren nun fiir j € J die (endliche) zuféllige Menge
I = X1, Xya, o Xy b

und zeigen nun, dass II; ein Poissonprozess mit Intensitdtsmaf 1, ist. Dazu
definieren wir die Zahlvariable?

N](A) = #{H]‘ N A},

fur die N;(S) = N; aus der Definition der II; folgt. Wir betrachten fiir
disjunkte Mengen A;, Ao, ..., A, und fir n > ny + --- + n,, die bedingte
Wahrscheinlichkeit

P[N;(A1) = n1, Nj(As) = na,...,Nj(An) = np|N; =n| = (3.6)
n! " . .
= ol P (A0 (A s (A
_ont (A0 (A)™ - (A
nolni!...ng,! 11;(S)" )

wobel wir Ag = S\ U2, 4 und ng = n — 3%, n; gesetzt haben. Die zweite
Zeile erhilt man aus der kombinatorischen Uberlegung, dass die n Elemente
von II; auf die Mengen A, Ay, ..., Ay, aufgeteilt sein miissen, da diese eine
Zerlegung von S bilden. Fiir n < nj +...n,, ist (3.6) trivialerweise 0. Nach

9Vergleiche mit Bemerkung 2.1 iiber Notation und exakte Definition der Zahlvariable.
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dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt dann
P[N;(A1) = n1, Nj(A2) = n2,... Nj(An) = nm] =

o

n! s n (S o,
= Y (Tt ) B
n=n1 et nomni:...Mym- =0 n.
(H uj(Az)"l> e Litam()
=0

_ i 1
-y 1i(A0)™ _uj(40) fﬁﬁw@%Y”éwﬂAw
n()! =1 nl!

Inq! |
=11t T no:mnit...Ny!

17 A0 san,
i !

wegen

- pi(Ao)"™ _,a o
S A ) 2§ () =1
n=ni+--+nm no: no=0
Also sind die N;(A;) unabhéngige P(p;(A;))-verteilte Zufallsvariablen und
I1; ist fiir j € J ein Poissonprozess mit Intensitatsmaf p;. Da die II; auf-
grund der Konstruktion unabhéngig sind, kénnen wir den Vereinigungssatz
anwenden und erhalten so, dass die abzahlbare Vereinigung
=1
jeJ

ein Poissonprozess mit Intensitdtsmaf p ist, womit die Behauptung gezeigt
ist. 0

Bemerkung 3.8. Die Endlichkeitsbedingung fiir das Mafl im Existenzsatz
ist etwas allgemeiner als o-Endlichkeit. Jedes o-endliche Maf3 p erfiillt auch
(3.5), da wir fiir y; in (3.5) die Einschrankung von p auf Sj4q \Uf;:1 S aus
der Zerlegung von S wihlen kénnen, die Umkehrung gilt aber nicht.

Beispiel 3.1 (Mafie mit Dichten). Aus dem Existenzsatzes folgt, dass auf
dem Zustandsraum R? zu jedem Ma$ ;1 mit endlicher Dichte A ein Poisson-
prozess existiert: Aus

M(A):/A)\(:):) dz

fiir A € B(R?) folgt, dass j atomfrei ist, weil das Integral iiber Punktmengen
immer 0 ist. Da A\(z) < oo fiir alle z € RY, ist

p(l=kY = [ Ma)de < o

[7krk}d

fiir alle k£ € N, also ist p ein o-endliches Maf. Nach Bemerkung 3.8 sind also
die Voraussetzungen des Existenzsatzes erfiillt.

Insbesondere existiert also fiir jede konstante Dichte A ein (homogener) Pois-
SONprozess.
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Kapitel 4

Summen iiber
Poissonprozesse

In vielen Anwendungen ist nicht der Poissonprozess an sich von eigentlichem
Interesse als vielmehr die Verteilung einer Funktion der Punkte eines Pois-
sonprozesses oder deren Summe, also die Zufallsvariable

Sp= > f(X) (4.1)
Xell

mit einer deterministischen Funktion f : .S — R. In diesem Kapitel werden
wir Bedingungen fiir die Konvergenz von solchen Summen finden und die
Verteilung von X untersuchen und Ausdriicke fiir Erwartungswert, Varianz
und die characteristische Funktion berechnen. Wir werden das zunéchst fiir
“einfache” Funktionen f tun und die Resultate wie in der Integrationstheorie
auf allgemeinere Funktionen ausweiten.

4.1 Konvergenz und Eigenschaften von >;
fiir Elementarfunktionen

Wir definieren nun, was wir unter “einfachen” Funktionen verstehen:

Definition 4.1 (Elementarfunktion). Sei (5,4, ) ein MaBaum. Eine Ele-
mentarfunktion ist eine Funktion f: S — R, die als

n
f= Z cjla;,
)

geschrieben werden kann, wobei 0 < ¢; < oo und A; € A mit pu(A4;) < oo
fir 1 < j <n und die A; disjunkt sind.

Eine Elementarfunktion nimmt somit nur endlich viele positive Werte
c1,...,cnp an und die Mengen A; sind genau die Urbilder der entsprechenden
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Funktionswerte c;, also ist

Aj = ey = {z: fl@) = ¢}

Der Trager von f ist U;L:1 A;, die Funktion ist also auflerhalb dieser Vereini-
gung 0. Wichtig ist hier, dass der Triger einer Elementarfunktion endliches
Maf} hat, was in den meisten Biichern iiber Integrationstheorie bei Elemen-
tarfunktionen tiblicherweise nicht gefordert wird, da es fiir die Beweisfithrung
dort nicht notwendig ist. Man kénnte obige Funktionen daher auch exakter
als “Elementarfunktionen mit p-endlichem Tréger” bezeichnen.

Sei nun IT ein Poissonprozess auf S mit Intensitdtsmafl p auf A und N
seine Zéhlvariable. Wenn wir

schreiben, sind diese Zufallsvariablen jeweils P(u(A;j))-verteilt und unab-
héngig. Fir die Zufallsvariable ¥ gilt also fiir eine Elementarfunktion f =
> 7—1¢jla; die Gleichung

Sp= Y f(X)=> ¢N;j, (4.2)
j=1

Xell

da N; die Anzahl an Punkten von II angibt, die auf den Wert c; abge-
bildet werden. Diese Summe konvergiert mit Wahrscheinlichkeit 1 und die
momenterzeugende Funktion von ¥, ist auf ganz C definiert, wie wir im
folgenden Lemma zeigen.

Lemma 4.1 (Momenterzeugende Funktion von ¥¢ fiir Elementarfunktio-
nen). Sei Il ein Poissonprozess auf S mit Intensititsmafl p und sei f =
Z;-lzl cjla; eine Elementarfunktion. Dann ist die Summe

Sp= Y f(X)

Xell

mit Wahrscheinlichkeit 1 absolut konvergent. Weiters ist die momenterzeu-
gende Funktion my,, auf ganz C definiert und es gilt:

ms, () = exp {/S (e —1) du}

Beweis. Die Summe ¥ kann fiir elementare Funktionen auch wie (4.2) ge-
schrieben werden und besteht dann aus endlich vielen Summanden, die mit
Wahrscheinlichkeit 1 endlich sind. Also ist auch die Summe mit Wahrschein-
lichkeit 1 endlich.
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Wir berechnen die momenterzeugende Funktion von X fiir beliebiges
0 € C. Dafiir benottigen folgende Identitdten: Wegen der Eigenschaften von
f gilt fiir 1 < j < n fiir die momenterzeugende Funktion von N; wegen (1.2)

mn,(0cj) =E [eeCjNJ} = exp {(eecj - 1),u(Aj)}

und wegen der Definition des Lebesgue-Integrals

(€ = Du(a) = [ (= 1)dn.

J

Also gilt fiir die momenterzeugende Funktion von X fiir 0 € C:

ms,(0) = E [ee 25 CJ'NJ}

]

11
oo

{Zn: (¥ —1)p 3)} (4.3)

— exp {Z:/A (" 1) du}

= exp {/S (e —1) du} , (4.4)

wobei wir in der zweiten Zeile die Unabhéngigkeit der /NV; und in der letzten
Zeile die Eigenschaft, dass f auflerhalb von U?Zl A;j verschwindet, verwendet
haben. myx(0) ist fiir alle § € C definiert, wie man an (4.3) ablesen kann. [J

Nun kénnen wir Erwartungswert und Varianz von Xy bestimmen.

Proposition 4.2 (Erwartungswert und Varianz von Xy). Seien die Voraus-
setzungen wie in Lemma 4.1. Dann hat ¥y den Erwartungswert

Blxy) = [ fdu (4.5)

und die Varianz
Var[s] = / Fdu. (4.6)
S
Beweis. Wir formen die Darstellung (4.3) von my, um, wobei wir m =

doie1 i(Af) = p (U;L:1 Aj) schreiben:

my,(0) =e " exp {Zn: eecﬂ',u,(Aj)} .
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Nun leiten wir die momenterzeugende Funktion zweimal ab:

m{)(0) = ms, (6) (Z cju<Aj>e06j) ,
j=1

2
mg)(0) = ms, (0)- (Z w(Aj)e‘%j) s, (6) - (Z c§u<Aj>e9Cf) |
j=1

J=1

Wegen my,(0) = 1 erhalten wir somit fiir die ersten beiden Momente von

Ef:

B[] = m)(0) = Y einldy) = 1

2
E[23] =m&)(0) = (; Cju(Aj)) +j§1c§u<Aj> =

()

Dabei haben wir die Definition des Lebesgue-Integrals fur Elementarfunktio-
nen verwendet. Wegen Var[¥;] = E[E?‘] — E[Xf])? folgt die Behauptung. [

4.2 Konvergenz und Eigenschaften von >;
fiir beliebige Funktionen

Wie in der Integrationstheorie {iblich werden wir nun die Resultate auf be-
liebige messbare Funktionen verallgemeinern. Dafiir ist es wichtig zu wissen,
dass in Mafiriumen mit o-endlichem Maf3 zu jeder nichtnegativen, mess-
baren Funktion f : .S — R eine aufsteigende Folge von Elementarfunktionen
(fx)k>0 existiert, deren Grenzwert f ist.

Lemma 4.3. Sei (S, A, ) ein MafSraum mit o-endlichem Mafl . Sei f :
S — R messbar und f(x) > 0 fir alle x € S. Dann gibt es eine aufsteigende
Folge von Elementarfunktionen fi, : S — R (k> 1) mit

lim fi =sup fr = f.
k—o0 k>1

Beweis. Nach dem bekannten Resultat iiber nichtnegative messbare Funk-
tionen gibt es zu f eine aufsteigende Folge (gx)r>1 von Treppenfunktionen
(Elementarfunktionen mit beliebigem Trager) mit limy_oogn = SUPg>1 gn =
f.! Da u ein o-endliches Maf ist, gibt es eine Folge von Mengen S,, C S
mit 1(S,) < oo (n > 1) und U,,;>1 Sp = S. Wihlt man Ry, = Uk_, S, fiir

!Siehe z.B. [4], Satz I11.4.13.
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k > 1, ist (Ry)r>1 eine aufsteigende Folge mit Ry € Ry € R3 C ... und
Uk>1 Rrx = S. Wir setzen

fre =1R, - gk

und erhalten damit die gesuchte aufsteigende Folge von Elementarfunktio-
nen mit p-endlichem Tréger. O

Die folgenden beiden Satze und der Beweis des ersten Satzes sind einem
Theorem in [5] nachempfunden, das dort die Aussagen von beiden Sétzen
zusammenfasst und Campbell’s Theorem genannt wird, da es auf die Arbeit
von N. R. Campbell zuriickgeht.

Theorem 4.4 (Konvergenz und momenterzeugende Funktion von X¢). Sei
IT ein Poissonprozess auf S mit o-endlichem Intensititsmafl p und sei f :
S — R messbar. Dann ist die Summe

Sp= > f(X)

Xell

genau dann mit Wahrscheinlichkeit 1 absolut konvergent, wenn

/ min(|f], 1) d < oc. (4.7)
S

Wenn (4.7) gilt, erfillt die momenterzeugende Funktion my, die Gleichung

ms, (0) = exp {/S (e —1) du} (4.8)

fir alle 0 € C, fir die das Integral auf der rechten Seite konvergiert, also
insbesondere fir alle rein imagindren Werte von 6.

Beweis. Wir zeigen zunéchst die Aussagen fiir nichtnegative Funktionen und
verallgemeinern das auf beliebige messbare Funktionen.

Sei also zunéchst f : S — R nichtnegativ und messbar. Nach Lemma 4.3 gibt
es eine aufsteigende Folge (f;)r>1 von Elementarfunktionen, deren Grenzw-
ert f ist. Wir schreiben

k=Y fu(X).

Xell

Wegen der monotonen Konvergenz von (fx)x>1 ist daher
Y= lim X
Ul

Nach Lemma 4.1 kennen wir zu jeder Elementarfunktion fj, die entsprechen-
de momenterzeugende Funktion my, . Wir berechnen nun die momenterzeu-

37



gende Funktion von 3 fiir negative reelle Werte 6 = —t (¢t > 0):

my,(—t) =E {e_tzf} —E [lim e_tzk}

k—00

= Jim B[e™]
= klinolo exp {—/S (1 — e tr) du}
= exp {—/S (1 —e ') d,u} . (4.9)

Dabei haben wir den Satz {iber monotone Konvergenz sowohl fiir den Er-
wartungswert als auch fiir das Integral verwendet. Wir zeigen nun, dass das
Integral in (4.9) genau dann endlich ist, wenn (4.7) gilt. Dafiir definieren wir
Ss={zeS:f(z)>1}und Sc ={x € 5:0< f(z) <1}. Weil f > 0 ist,
bilden diese zwei Mengen eine Zerlegung von S und wir kobnnen das gesuchte
Integral aufspalten:

/S(l—etf)du:/s> (1—eydu+ . (1—e ) dp (4.10)

Sei also zunéchst
/ min(f,1)du < cc.
S

Dann ist u(Ss) < oo, wie folgende Rechnung zeigt:
pu(Ss) = / ldp = / min(f,1)dp < / min(f,1)du < .
S S s
Damit gilt fiir das erste Integral auf der rechten Seite von (4.10):
/ (1—e*tf)d,u</ 1dp = p(Ss) < oc.
S> S~

Wir verwenden die Ungleichung 1 —e™¥ < y fiir y > 0, um das hintere
Integral in (4.10) abzuschétzen:

/ (1—eftf)du§/ tfd,ugt-/ min(f,1)du < oc.
S< S< S<

Damit ist das Integral in (4.9) endlich und geht gegen 0, wenn ¢t — 0. Also
ist ¥ mit Wahrscheinlichkeit 1 endlich und beide Seiten von (4.8) sind
fir Ref < 0 analytische Funktionen von 6. Da wir (4.8) bereits auf der
negativen reellen Achse gezeigt haben, folgt die Gultigkeit dieser Gleichung
durch analytische Fortsetzung fiir Re 6 < 0.

Wenn nun (4.7) nicht gilt, ist also

/S>1d/‘+/s<fd/ﬁ=/smin(f,l)du:oo. (4.11)
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Wenn p(S>) = [g_ 1du = oo, dann gilt

/S> (1—e)dp > /S> (1—edu=(1-e"Hu(Ss) =00

fir beliebiges ¢ > 0 und damit ist auch (4.10) unendlich. Wenn p(Ss) < oo
ist, dann folgt aus (4.11), dass [g_ f du = co. Fiir beliebiges fixes t > 0 gibt

es eine Konstante K, sodass 1 —e™¥ > % -y firalle 0 <y <t Weil tf <t
auf S< ist, folgt daraus

1
1—etHd >—/ tfdu = o0
/SS( )M_ngfu

und damit ist auch (4.10) unendlich. Insgesamt erhalten wir also, dass das
Integral in (4.9) fiir alle ¢ > 0 unendlich ist, wenn (4.7) nicht gilt. Somit ist

dann E {e_tzf } = 0 fiir alle ¢ > 0 und Xy = oo mit Wahrscheinlichkeit 1.
Damit ist das Theorem fiir nichtnegative Funktionen f gezeigt.

Sei nun f : S — R eine beliebige messbare Funktion. Wir definieren fiir
diese Funktion Positivteil bzw. Negativteil

T =max(f,0) bzw.
f7 = max(—f,0).

Nun konnen wir das Theorem auf diese beiden nichtnegativen Funktionen
anwenden. Wir definieren I1 bzw. II_ als Einschrénkungen von II auf die
Mengen

Sy ={zeS: f(x)>0} bzw.
S_={xe€S: f(x) <0}.

Dann erhalten wir die entsprechenden Summen

Sp=) X = >,

Xell Xelly
So=) fX)= )
Xell Xell_

und Xy = ¥ —X_ konvergiert genau dann, wenn ¥, und X _ konvergieren.
Damit ist (4.7) die notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung.
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Wenn diese erfiillt ist, gilt fiir rein imagindre Werte von 6
E [eazf} ) {eem—ez,}
=E {eezq E [6792_}

= exp {/S (eger —-1) du} exp {/S (e7%" —1) du}

= exp{/ (" 460 —2) d,u}
s

—exp{ [ (-1 du}.

wobei wir in der zweiten Zeile die Unabhéngigkeit von II; und II_ (und
damit jene von ¥ und X_) verwendet haben, da sie die Einschrinkung von
IT auf disjunkte Mengen sind.

Damit gilt (4.9) zumindest fiir alle rein imagindren Werte von 6. Die Er-
weiterung auf C erfolgt durch analytische Fortsetzung, soweit das Integral
konvergiert. O

Theorem 4.5 (Erwartungswert und Varianz von 3y). Seien die Vorausset-
zungen wie in Theorem 4.4. Dann hat Xy den Erwartungswert

E[S/] = /Sfdu. (4.12)

Wenn der Erwartungswert endlich ist, hat ¥y die Varianz

Var[¥¢] :/Sf2 du. (4.13)

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Theorem 4.4 vor und zeigen die Aus-
sagen zunéchst fiir positive Funktionen und dann fiir beliebige messbare
Funktionen.

Sei also f : S — R nichtnegativ und messbar und (f)r>1 eine aufsteigende
Folge von Elementarfunktionen, deren Grenzwert f ist. Wie im Beweis von
Theorem 4.4 ist ¥y = limy_,, X, fiir dieselbe Notation fiir ;. Dann folgt
aus Proposition 4.2, dass

E[S/] = lim E[Sy] = lim E[S] = lim /fidu:/fdu,
k=500 k=00 k—o00 /g S

wobei wir den Satz iiber die monotone Konvergenz fiir den Erwartungswert
bzw. fiir das Integral verwendet haben. Analog gilt

E[n2] = (/Sfdﬂ>2+/sf2dﬂ.

Wenn E[¥] < oo, dann folgt die Aussage fiir die Varianz aus Var[¥y] =
E[¥%] - E[%;)%.
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Sei nun f : S — R eine beliebige messbare Funktion. Mit den Notationen
aus dem Beweis von Theorem 4.4 folgt dann

BISy] = EE) ~ B[S = [ frap— [ 1o du= [
bzw.

E[X?}] = E[¥3] + E[X?] — 2 E[S4]E[Z_]
= (/Sﬁdu)2+/s(f+)2du+ (/Sf_du>2+/s(f_)2du

2 [t [ 1 du

wobei wir wieder die Unabhéngigkeit von ¥, und ¥_ verwendet haben.
Wenn der Erwartungswert endlich ist, folgt wegen

E[Ef]QZ(/Sf+dﬂ>2+</Sf_dﬂ)2—2'/sf+dﬂfsf_dﬂ

L P [ 2du= [

analog wie zuvor fiir nichtnegative Funktionen die Aussage iiber die Varianz.
O

und

Bemerkung 4.6. Erwartungswert und Varianz von ¥ kénnen auch den
Wert co annehmen und tun dies genau dann, wenn die entsprechenden In-
tegrale auf den rechten Seiten von (4.12) bzw. (4.13) unendlich sind. Die
Gleichungen gelten also auch in diesem Fall.

Die Aussagen der Theoreme 4.4 und 4.5 kénnen auf mehrere Funktionen
verallgemeinert werden.

Korollar 4.7. Seien f1, fo, ..., fn messbare Funktionen von S nach R, die
jeweils die Konvergenzbedingung (4.7) erfillen, sodass fir 1 < j < n jeweils

Bj= > f(X)

Xell

mit Wahrscheinlichkeit 1 konvergiert. Dann ist

E [eit121+...+itn2n] = exp {/ (eit1f1+~..+itnfn _ 1) d,U/} .
S

Wenn fir j,k € {1,...,n} die Erwartungswerte E[YX;] bzw. E[X] und die
Varianzen Var[X;] bzw. Var[Xg] endlich sind, dann gilt fir die Kovarianz

Cov[%;, X] Z/Sfjfkdu-
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Beweis. Die erste Aussage des Satzes folgt aus Theorem 4.4 durch Setzen
von

f=tfi+-+tafn
und 6 =i in (4.8).
Fiir die zweite Aussage wenden wir Theorem 4.5 auf 3; bzw. ¥; an und
erhalten so deren Varianzen

Var[zj]:/sffdﬂ bzw. Var[Ek]:/Sf,?du,

die nach Voraussetzung beide endlich sind. Nun setzen wir f = f; + f,
sodass > = X; + X, und erhalten durch Theorem 4.5

Var[S; + 3] = /S (F + fi)? du = /S frdp+ /S fRdut2 /S fife dp.

Aus dem bekannten Resultat iiber die Varianz von Summen von Zufallsvari-
ablen,
Var[X; + X;] = Var[¥;] + Var[¥;] + 2 - Cov[%;, Xy,

erhalten wir die zweite Aussage des Satzes. O

4.3 Der Poissonprozess als zufalliges Mafl und
Linearitat von >;

Der Poissonprozess auf allgemeinem Zustandsraum wird oft nicht als zufél-
lige Mengen sondern als zufélliges Maf3 definiert. Bei dieser Betrachtungs-
weise wird die Summe {iber Poissonprozesse zum Integral und manche Eigen-
schaften etwas anschaulicher. Wir werden hier keine exakte Definition des
Poissonprozesses als zufalliges Maf3 geben - dafiir verweisen wir auf Kapitel
24 in [6] - sondern die Analogien der Betrachtungsweisen anfithren und dabei
die Voraussetzungen wie Integrierbarkeit und Konvergenz der Summen nicht
genauer erldutern.

Wir haben wieder einen allgemeinen Zustandsraum S, der mit einer o-
Algebra ausgestattet ist. Eine abzdhlbare Menge M C S kann man mit
einem diskreten Mafl

v=>Y 0, (4.14)

zeM

mit Werten in Ny vergleichen, wobei 0, das Diracmaf fiir den Punkt z
ist. Das Mafl v gibt damit jedem Punkt x € M die Masse 1 und definiert
so, welche Punkte in M liegen. Fiir eine Funktion f ist die Summe der
Funktionswerte der Punkte in M dann gleich dem Integral der Funktion

beziiglich dem Maf v:
S fla) = / fFdv.
rzeM S

42



Analog zu (4.14) gibt es zu einer zufilligen abzahlbaren Menge II ein zufil-
liges diskretes Maf}, das wir wieder mit ¥ bezeichnen. Die zufillige Summe
Y s aus den vorigen Abschnitten wird zum Integral beziiglich des zufalligen

Magfes:
w=Y f(X):/Sfd\I/.

Xell

Bei dieser Sichtweise des Poissonprozesses erkennt man sofort die Linearitét
von X als Funktional von f aufgrund der Linearitdt des Integrals:

Zf+g:/S(erg)d\If:/Sfd\Iur/Sgd\If:zjurzg.

Es gilt aber auch Linearitét beziiglich der zugrundeliegenden zufélligen Men-
ge bzw. des zufilligen Mafles: Ist II die Vereinigung von zwei disjunkten
zufélligen abzéhlbaren Mengen II") und II®), dann gilt

Sr= Y fX)= Y 0+ Y =P s

Xe(mWur®) Xenw Xen®
Fir die entsprechenden zufélligen Mafe ist dann
v =00 9@,

woraus fiir das Integral folgt:

/fd(\If(l)+\IJ(2)):/fd\ll(l)+/fd\11(2).
S S S
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Kapitel 5

Der Satz von Rényi

In diesen Kapitel kniipfen wir an Abschnitt 1.3 an und zeigen, dass aus einer
relativ schwachen Anforderung an eine zuféllige abzdhlbare Menge folgt, dass
diese ein Poissonprozess ist.

5.1 Historische Resultate

Der ungarische Mathematiker Alfred Rényi hat eine beachtenswerte Charak-
terisierung des homogenen Poissonprozesses im Eindimensionalen gezeigt:!
Wenn fiir eine zufillige abzdhlbare Teilmenge von R fiir jede Menge A C R,
die die endliche Vereinigung von Intervallen ist, die Zahlvariable N(A) pois-
sonverteilt mit Parameter A|A| ist, dann liegt ein homogener Poissonprozess
mit Intensitdt A vor.

Das beachtliche an diesem Resultat ist, dass keinerlei Anforderungen an
die Unabhéngigkeit der Zahlvariablen fiir disjunkte Mengen gemacht wer-
den. Es ist jedoch notwendig, die Poissonverteilung auf endlichen Vereinigun-
gen von Intervallen zu fordern, da ein Gegenbeispiel gefunden werden kann,
sodass N (A) auf Intervallen P(A|A|)-verteilt ist, obwohl kein Poissonprozess
vorliegt.?

Es gibt viele Moglichkeiten, das urspriingliche Resultat von Rényi zu
verallgemeinern. Wir werden nicht die allgemeinste Variante wéhlen, son-
dern uns auf den Zustandsraum R? konzentrieren und nur zufillige Mengen
beachten, die endlich auf beschrankten Mengen sind. Es stellt sich heraus,
dass sehr viel Information iiber eine zufillige Menge in deren Vermeidungs-
funktion enthalten ist.

Definition 5.1 (Vermeidungsfunktion®). Sei (S,.A) ein messbarer Raum
und II eine zuféllige abzdhlbare Menge auf S mit der Zahlvariable N. Die

vgl. [8].
?Beispiel von P. A. Moran, erwihnt in [5].
3Englisch: avoidance function
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Vermeidungsfunktion von II ist eine Funktion v : A — Rg mit
v(A) =P[N(A) =0] =P[IIN A =10). (5.1)

Die Vermeidungsfunktion einer zufélligen abzahlbaren Menge II gibt also
zu einer messbaren Menge A C S die Wahrscheinlichkeit an, dass II keinen
Punkt in A hat. Ist IT ein Poissonprozess mit Intensitdtsmafl p, dann ist fir
A € A die Vermeidungsfunktion gegeben durch

v(A) = e HA), (5.2)

Wir werden zeigen, dass, wenn fiir eine zuféllige abzidhlbare Menge und
lokal-endliches Maf i die Bedingung (5.2) fiir jede endliche Vereinigung von
Rechtecken gilt, ein Poissonprozess vorliegt. Dabei ist vor allem beachtlich,
dass wir weder die Unabhéngigkeit der Zéhlvariablen fiir disjunkte Mengen
noch Poissonverteilung voraussetzen. Es ist nur wichtig, dass die richtige
“Vermeidungs- Wahrscheinlichkeit” gilt.

5.2 Vorbereitende Arbeiten

Um diese Behauptung zu zeigen, bendtigen wir eine bestimmte Art von
Rechtecken, ndmlich die k-Wiirfel.

Definition 5.2 (Rechtecke und k-Wiirfel in R?). Seien a,b € R?, sodass
aj < bj fir j =1,...,d. Die Menge

(a,b] = {z €RY:a; <x; <b; fiir j=1,...,d}
bezeichnen wir als d-dimensionales Rechteck.

Sei k € Ny. Ein k- Wiirfel sei ein Rechteck (a,b] mit der Eigenschaft, dass

. .9k
aj = c;277,

bj = (Cj + 1)2_k
mit ¢; € Z fiir j = 1,...,d.

Fir ein beliebiges, fixes k € Ny ist also die Menge aller k-Wiirfel eine
Zerlegung von R? und die Anzahl an k-Wiirfeln, die vollstindig in einer
beliebigen beschrankten Menge liegen, endlich.

Eine weitere, fiir uns sehr wichtige Eigenschaft der k-Wiirfel ist, dass fiir
die k-Wiirfel, die in einer beschrinkten Menge enthalten sind, das Maf fiir
k — oo (in einem gewissen Sinn gleichméBig) gegen 0 konvergiert.

Lemma 5.1. Sei ju ein atomfreies Mafd auf R® und B C R? eine beschrinkte
Menge. Dann konvergiert fir alle k- Wiirfel W C B das Maf$ (W) gegen 0,
also

Ve>03K eN s.d Vk>KVk-Wirfell W C B: u(W)<e.  (5.3)
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Beweis. Zunéchst zeigen wir, dass (5.3) dquivalent zu folgender Aussage ist:

Ve > 0V Wiirfel Wy € B 3K € N s.d.
Vi > KV k-Wirfel W C Wy : p(W) < e, (5.4)

wobei fiir die Wiirfel Wy alle k-Wiirfel mit beliebigem k& € Ny in Frage
kommen. Man sieht sofort, dass (5.4) dquivalent zu

Ve >0V Wirfel Wy C B mit u(Wp) >e 3K € Ns.d.
Vk> K Vk-Wirfel W CWy:u(W) <e (5.5)

ist, da der hintere Teil der Aussage fiir alle k-Wiirfel Wy C B mit u(Wp) < e
trivial erfiillt ist. Wenn (5.5) gilt, gibt es fiir beliebiges, aber fixes £ > 0 nur
endlich viele Wiirfel Wy C B mit u(Wy) > e, weil fiir beliebiges k& € Ny nur
endliche viele k-Wiirfel in B liegen und es fiir jeden Wiirfel Wy C B mit
u(Wp) > € nur endlich viele Werte von k gibt, fur die k-Wiirfel W C W)
mit (W) > e existieren. Damit kénnen wir fiir jeden Wert von € > 0 fiir
Ky das Maximum der Werte von K (die jeweils von Wy abhéngen) in (5.5)
wéhlen und erhalten so die Aussage von (5.3). Dass (5.4) aus (5.3) folgt, ist
leicht zu sehen. Also ist die Aquivalenzbehauptung gezeigt.

Wir beweisen nun (5.4) indirekt. Wenn (5.4) nicht gilt, dann gibt es ein
0 > 0, sodass ein [-Wiirfel Wy C B (fiir irgendein [ € N) existiert, sodass

VK >13k> K 3k-Wirfel W C Wy : p(W) > 6. (5.6)

Wir bezeichnen einen Wiirfel Wy mit der Eigenschaft (5.6) als schlechten
Wiirfel. Nun konstruieren wir eine Folge (W;); >0 von Wiirfeln mit W1 C
W; von schlechten Wiirfeln. Dazu wihlen wir als Wy einen der [-Wiirfel, fiir
die (5.6) gilt. Nach Voraussetzung gibt es fiir ein k > [ einen k-Wiirfel W
mit p(W) > 4. Da dieser k-Wiirfel W in einem (I 4 1)-Wiirfel W; enthalten
sein muss, der damit ebenfalls p(W7) > § erfiillt, konnen wir diesen Wiirfel
als néchstes Folgenglied wéhlen. So kénnen wir fiir alle j = 1,2,... vorgehen
und erhalten damit eine Folge mit Wy > W1 D Wy O ..., fiir die u(W;) > 6
fir j =0,1,2,... gilt. Wegen der monotonen Konvergenz der Folge gilt

,u( ﬁ Wj) > d. (5.7)
j=1

Da W; ein (I + j)-Wiirfel ist und damit Seitenléinge 2!/ hat, ist der Durch-
schnitt ﬂ?’;l W; nach dem Intervallschachtelungsprinzip entweder ein Punkt

oder leer und hat, da u atomfrei vorausgesetzt wurde, das Mafl 0. Das ist
ein Widerspruch zu (5.7). O

Wir bendtigen noch eine Eigenschaft der erzeugenden Funktion, die ein
Standard-Resultat der Wahrscheinlichkeitstheorie ist:
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Lemma 5.2 (Multiplikativitit der erzeugenden Funktion). Seien X1, ..., X,
unabhdngige No-wertige Zufallsvariablen und sei S = X1+ --- + X,,. Dann
gilt fir 0 <t <1 fiir die erzeugenden Fuktionen gg von S und gx; von X;
die Identitdt

9s5(t) = ] 9x, ().
j=1
Beweis. Siehe z.B. Satz 3.3 in [6]. O

5.3 Der Satz von Rényi

Nun kénnen wir die eingangs gemachte Behauptung beweisen. Der Satz und
die grundlegende Beweisidee stammen vom entsprechenden Satz in [5], der
Beweis wurde jedoch stark adaptiert.

Theorem 5.3 (Satz von Rényi). Sei u ein atomfreies Mafi auf R?, das
endlich auf beschrinkten Mengen ist. Sei Il eine zufillige abzihlbare Teil-
menge von R?, sodass deren Vermeidungsfunktion v fir alle Teilmengen
A € R?, die endliche Vereinigungen von Rechtecken sind, folgende Gleichung
erfillt:

v(A) =P[IINA=(] =eHA,

Dann ist I1 ein Poissonprozess mit Intensitdtsmafs .
Beweis. Fiir einen k-Wiirfel W bezeichnen wir mit
LW)={IINnW =0}

das Ereignis, dass kein Punkt von II in W liegt. Sei nun k& € Ny fest und
seien Wy, ..., W, verschiedene und damit disjunkte k-Wiirfel. Dann gilt fiir
die Wahrscheinlichkeit, dass alle k-Wiirfel keinen Punkt von II enthalten:

P[ﬂL(Wj)] —P[IINW,; =0 fir j=1,...,n]
j=1

:p[nm (JQWJ) _ @]



Also sind die Ereignisse L(W) fir disjunkte k-Wiirfel unabhéngig mit der
Wahrscheinlichkeit
PIL(W)] = e #W),

Damit werden wir die Verteilung von
N(B) = #{I11 B}

fiir beschriinkte offene Mengen B berechnen. Sei also B € R? eine beschréink-
te offene Menge. Wir schreiben

W = (W ¢ B;W ist ein k-Wiirfel}

fiir die Menge der k-Wiirfel, die in B enthalten sind. Dann gibt es fiir jeden

Punkt x € B ein k£ > 0, sodass x in einem k-Wirfel W € W](gk) liegt.

Auflerdem gibt fiir zwei verschiedene Punkte x,y € B ein & > 0, sodass
x und y in verschiedenen k-Wiirfeln aus W,(Bk) liegen. Wir bezeichnen mit
Ni(B) die Anzahl von k-Wiirfeln W C B, die mindestens einen Punkt von
IT enthalten, also fir die L(W) nicht eintritt. Ni(B) ist mit & monoton
wachsend und wegen der oben genannten Eigenschaften von beschrankten
offenen Mengen ist

N(B) = lim Ny(B).

k—o00

Fiir fixes k konnen wir die Zufallsvariable Ny (B) umschreiben zu

Ne(B)= > Nw,
wew(

wobei Ny jeweils angibt, ob im Wiirfel W (mindestens) ein Punkt von II
liegt. Damit hat Ny, die Wahrscheinlichkeiten

und die Zufallsvariablen Ny, sind unabhéngig. Die erzeugende Funktion von
Nyy ist

gny (1) = e V) 4 (1- e*u(W))t =t+ (1 —t)e HW),

Mit Hilfe von Lemma 5.2 kénnen wir uns damit die erzeugende Funktion
von Ni(B) fiir 0 <t < 1 ausrechnen:

o ® =TI (t+a-per™).
wew(
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Wegen der monotonen Konvergenz von Ni(B) ist dann

gn)(t) = E[tVP] = lim B[#MP)] = klir{.logNk(B)(t)

k—o0

— 1; — Ha—mW)

= lm ] (t+@-pe ™). (58
wew®

Wir werden gy (p) (t) durch Abschédtzung nach unten und oben berechnen.
Fiir fiir 0 <t <1 und p > 0 gilt die Ungleichung

t4 (1 —t)e ™ > e (-0H
und damit

gn(p)(t) > lim o—(1=2)u(W)

k—o0
wew

= kl;rgo expq —(1—1) Z w(W
wew P
> o~ (I=On(B) (5.9)

wobei wir verwendet haben, dass
u(B) > Z (W
wew )

fiir beliebiges k gilt, da die k-Wiirfel disjunkt sind und alle in B liegen. Fiir
die Abschitzung von gy(p)(t) nach oben sei e > 0. Fiir fixes ¢ € [0,1) und
beliebiges p € [0, €] gilt die Ungleichung

t 4+ (1 _ t)e*ll < e*(lft)/”/’(s)’

wenn wir ¢(e) = % setzen. Dabei ist 0 < ¢(e) < 1 Ve > 0 und

lim.,09(e) = 1. Wegen Lemma 5.1 gibt es zu jedem € > 0 ein k£ > 1, sodass
uw(W) < e fiir alle k-Wiirfel W C B gilt. Fiir entsprechendes k ist also

F4 (1= t)e PW) < o= (L-DuW)U()

fir alle k-Wiirfel W C B. Wenn wir das Produkt iiber alle diese k-Wiirfel
nehmen, erhalten wir

11 (t + (1 - t)e*“(W)) <expq —(1—t)ple) > wW

wewy) WeWg”
Der Grenzwert k — oo ergibt

gn)(t) < e~ (1-Dn(B)Y(e)
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wobei wir (5.8) und

verwendet haben. Mit dem Grenzwert ¢ — 0 und (5.9) erhalten wir
gx(p)() = e~ 7B (5.10)

fir alle 0 < t < 1. Durch die erzeugende Funktion ist die Verteilung einer
Zufallsvariable eindeutig bestimmt und da (5.10) mit (1.1) {ibereinstimmt,
ist N(B) somit poissonverteilt mit Parameter p(B).

Fir disjunkte beschréinkte offene Mengen By, ..., B, kann kein k-Wiirfel (1kr)1

mehr als einer dieser Mengen enthalten sein, d.h. fiir fixes k sind die WB]-

disjunkt. Damit sind fiir fixes k die Zufallsvariablen Nj(B;) disjunkt. Durch
den Grenzwert k — oo erhalten wir, dass die Zufallsvariablen

N(B;),N(Ba),...,N(By)

unabhéngig sind. Damit haben wir gezeigt, dass Il die Eigenschaften eines
Poissonprozesses fiir alle beschrinkten offenen Teilmengen B C RY erfiillt.
Dadurch sind die stochastischen Eigenschaften des Prozesses bereits ein-
deutig gegeben und die Behauptung ist gezeigt. O

4Um die Eigenschaften eines Poissonprozesses fiir alle messbaren Teilmengen A € BB (Rd)
explizit nachzuweisen, konnen charakteristische bzw. erzeugende Funktionale, wie in [3]
(Theorem 2.3.1I1.) und [5] (Rényi’s Theorem) angedeutet, verwendet werden.

o1
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Abstract

Der Poissonprozess wird als zufillige abzdhlbare Menge auf einem allge-
meinen Zustandsraum definiert, sodass die Anzahl der Punkte des Pois-
sonprozesses in einer beliebigen messbaren Menge poissonverteilt ist und
diese Anzahlen fiir disjunkte Mengen unabhéngige Zufallsvariablen sind.
Der Erwartungswert der Anzahl von Punkten des Poissonprozesses in einer
messbaren Menge ist dann ein atomfreies Mafl auf dem Zustandsraum, das
Intensitdtsmafl. In der vorliegenden Diplomarbeit werden folgende wichtige
Eigenschaften von Poissonprozessen gezeigt: Sowohl die Einschriankung eines
Poissonprozesses auf eine messbare Teilmenge des Zustandsraumes als auch
die Vereinigung von abzahlbar vielen Poissonprozessen sind wieder Poisson-
prozesse, jeweils mit kanonisch vererbten Intensitdtsmaflen. Weiters bleibt
die Transformation eines Poissonprozesses in einen anderen Zustandsraum
ein Poissonprozess, solange das Bildmaf} des Intensitédtsmafles atomfrei bleibt.
Zu jedem atomfreien Mafl, das eine schwache Endlichkeitsbedingung erfiillt,
existiert ein Poissonprozess, der dieses Maf} als Intensitdtsmafl hat. In einem
Kapitel werden Summen von Funktionswerten eines Poissonprozesses un-
tersucht und eine Konvergenzbedingung fiir diese Summe gezeigt. Im let-
zten Kapitel wird gezeigt, dass eine zuféllige abzdhlbare Menge, die fiir jede
endliche Vereinigung von Rechtecken die richtige Wahrscheinlichkeit besitzt,
in dieser Vereinigung keinen Punkt zu haben, bereits ein Poissonprozess ist.
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