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1. Einleitung

In meiner Diplomarbeit werde ich mich mit der Mathematik beschaftigen, die nicht in
der Allgemeinbildenden Hoheren Schule (AHS), dafiir aber in der Handelsakademie
(HAK) behandelt wird. Dazu beschreibe ich zunachst diese beiden unterschiedlichen

Schultypen.

Im Anschluss mochte ich einen Vergleich der Lehrpline anstellen, indem ich die
allgemeinen Bildungsziele, didaktischen Grundsdtze und auch den vorgeschriebenen

Lehrstoff der Lehrpldne der jeweiligen Schulform gegentiberstelle.

Sobald feststeht, welche Themengebiete sich in AHS und HAK tiberschneiden, werde ich
anhand von zwei Schulbiichern pro Schultyp zuerst den Aufbau der liberschneidenden
Themen in den Biichern in Vergleich setzen, und danach die HAK-spezifischen Themen

aufbereiten bzw. besondere Anwendungen zeigen.

Anschliefdend fasse ich zusammen, was aus den Antworten eines kurzen Fragebogens an
eine kleine Anzahl von HAK-Mathematiklehrern interessant zu erfahren war. Bei der
Befragung wollte ich einen Eindruck davon erhalten, worin Mathematiklehrer an
Handelsakademien selbst die HAK-spezifischen Anwendungen sehen bzw. wie sie mit

den existierenden Schulbiichern oder dem Lehrplan zurechtkommen.

Ich selbst habe das Bundesoberstufenrealgymnasium (BORG) in Mistelbach besucht, das
eine von mehreren Bildungseinrichtungen innerhalb eines grofien Schulzentrums ist.
Neben dem BORG gab es noch die Moglichkeit, die Handelsschule/Handelsakademie
(HAS/HAK), die Bildungsanstalt fiir Kindergartenpadagogik (BAKIP), die Hohere Lehr-
anstalt fiir wirtschaftliche Berufe (HLW) oder die Fachschule fiir wirtschaftliche Berufe
(FW) zu besuchen. Ich habe nie HAK-spezifischen Mathematikunterricht erhalten und
sehe somit die Beschiftigung mit diesem Thema als eine Erweiterung meines mathe-
matischen Horizontes. Ich habe somit bei Bedarf die Chance auf einen miihelosen

Wechsel zum Unterrichten an einer HAK.



2. Das osterreichische Schulsystem

Flir 6sterreichische Kinder gilt die Schulpflicht, ebenso fiir alle Kinder, die sich dauernd
in Osterreich aufhalten, unabhingig von ihrer Staatsbiirgerschaft. Mit dauerndem
Aufenthalt ist der Aufenthalt von mindestens einer Beurteilungsperiode - also einem

Semester - gemeint.!

Die Schulpflicht dauert neun Jahre. Um diese neun Schulpflichtjahre bzw. Schulstufen zu
absolvieren, hat ein Kind nun mehrere Moglichkeiten. Zur Veranschaulichung des

Aufbaus des 6sterreichischen Schulsystems und zum Uberblick soll die folgende Grafik

dienen:
Universitat Fachhoch- Akademie
schule
13 18
12 Berufs- 17
11 >Fachschule schule 16
10 >Handelsschule 15
9 14 Ende der
8 13 Unterrichts-
7 12 pflicht
B 11
3 " 10
4 3o
3 E 8 Beginn der
2 ﬁ 7 Unterrichts-
1 a6 pficht
@ S
E 4
= 3 Mindestalter

Abbildung 1: Das dsterreichische Schulsystem

Die allgemeinbildende hohere Schule (AHS) ist ein achtjahriger Schultyp von der 1. bis
zur 8. Klasse. Sie beginnt in der flinften und endet in der zwolften Schulstufe. Weiters

gliedert sie sich in die Unterstufe (vier Schulstufen Sekundarstufe I) und die Oberstufe

! http://www.bmukk.gv.at/medienpool /5820 /schulrecht info 1.pdf
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(vier Schulstufen Sekundarstufe II). Es gibt die Moglichkeit, ein Gymnasium durch-
gehend von der 1. bis zur 8. Klasse zu besuchen. Man kann aber auch nach Abschluss der
Hauptschule in ein Gymnasium oder Oberstufengymnasium wechseln bzw. nach
Absolvierung der Unterstufe im Gymnasium in eine andere - beispielsweise berufs-
bildende hohere - Schule wechseln. Dasselbe gilt fiir Realgymnasien sowie die anderen
moglichen Zweige oder Sonderformen eines Gymnasiums. Um in Folge einen sinnvollen
Vergleich von AHS und HAK anstellen zu kdnnen, wird aber ohnehin nur die Oberstufe

der AHS (5. bis 8. Klasse) in Betracht gezogen.

Die Handelsakademie (HAK) hingegen ist eine flinfjahrige Schule von der neunten bis
zur dreizehnten Schulstufe und gehort zu den berufsbildenden héheren Schulen (BHS)
in Osterreich. Hier wird im Gegensatz zur AHS meist von 1. bis 5. Klasse gesprochen, was
aufgrund der verschobenen Bezifferung in der AHS nicht zu Verwirrungen fithren soll.
Um eine HAK besuchen zu konnen, muss man die achte Schulstufe bereits in einer

Hauptschule oder AHS Unterstufe positiv abgeschlossen haben.

Wie schon der Name sagt, bietet die AHS eine umfassende und vertiefende Allgemein-
bildung. Der Schiiler schliefst die Schule mit der Matura bzw. Reifepriifung ab. Hierbei
wird auf folgende Aspekte besonders viel Wert gelegt:

= Realitatsbezogenes Lernen
= Selbststdandiges Arbeiten
* Erkennen von Zusammenhangen zwischen den einzelnen Wissensgebieten

* Fremdsprachenkenntnisse

Neben der Moglichkeit, die Maturafacher relativ frei auszuwahlen, hat der Schiiler
auflerdem die Wahl, entweder eine Fachbereichsarbeit zu schreiben, oder eine
Schwerpunktpriifung abzulegen. Die Matura berechtigt zum Studium an Universitdten,
(Fach-)Hochschulen, Akademien und zum Besuch von berufsorientierten Lehrgangen

und Kollegs.?

Auch die BHS vermittelt eine fundierte Allgemeinbildung, zusatzlich aber eine hohere
berufliche Ausbildung mit dem Abschluss einer Reife- und Diplomprifung. Die Diplom-
priufung ist das Besondere an den BHS - sie ermdglicht den Zugang zu gesetzlich

geregelten Berufen.

2 http://www.bmukk.gv.at/schulen/bw/abs/ahs.xml
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Die wichtigsten berufsbildenen héheren Schulen3: (laut bm:ukk)

Hohere technische und gewerbliche Lehranstalt

Hohere Lehranstalt fiir Mode, fiir kiinstlerische Gestaltung, fiir Produkt-
management und Prasentation, Modedesign und Produktgestaltung
Hohere Lehranstalt fiir Tourismus

Handelsakademie

Hohere Lehranstalt flir wirtschaftliche Berufe

Hohere Lehranstalt fiir Land- und Forstwirtschaft

Bildungsanstalt fiir Kindergartenpadagogik

Bildungsanstalt fiir Sozialpadagogik

3 http:

www.bmukk.gv.at/schulen/bw/ueberblick/bildungswege bhs.xml
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3. Lehrplan

Flir diesen Abschnitt der Arbeit habe ich den Lehrplan der AHS aus dem Jahr 2007 und
den Lehrplan der HAK aus dem Jahr 2004 verwendet, welche zur Zeit des Verfassens

meiner Diplomarbeit die aktuellsten sind.

3.1 Allgemeiner Teil: AHS - HAK
3.1.1 Allgemeines Bildungsziel: Gesetzlicher Auftrag
AHS

»Die allgemein bildende héhere Schule hat die Aufgabe, den Schiilerinnen und
Schiilern eine umfassende und vertiefte Allgemeinbildung zu vermitteln und sie
zugleich zur Hochschulreife zu fiihren (§ 34 des Schulorganisationsgesetzes).

Die allgemein bildende héhere Schule hat im Sinne des § 2 des Schulorganisa-
tionsgesetzes an der Heranbildung der jungen Menschen mitzuwirken, ndmlich
beim Erwerb von Wissen, bei der Entwicklung von Kompetenzen und bei der
Vermittlung von Werten. Dabei ist die Bereitschaft zum selbststdndigen Denken
und zur kritischen Reflexion besonders zu fordern. Die Schiilerinnen und Schiiler
sind in ihrem Entwicklungsprozess zu einer sozial orientierten und positiven
Lebensgestaltung zu unterstiitzen.

an

K

»Die Handelsakademie vermittelt in integrierter Form Allgemeinbildung und
kaufmdnnische Bildung, die zur Berufsaustibung in allen Zweigen der Wirtschaft
und Verwaltung qualifizieren. Die Ausbildung an der Handelsakademie wird
durch die Reife- und Diplompriifung beendet.

Die Handelsakademie hat im Sinne des § 2 des Schulorganisationsgesetztes in
umfassender Weise an der Entwicklung junger Menschen mitzuwirken.®

Schon im gesetzlichen Auftrag der Schulen ist erkennbar, dass die HAK einen ergan-
zenden Aspekt im Vergleich zur AHS hat, ndmlich den der kaufmannischen Bildung,

welche nach Abschluss der Schule zur Ausiibung eines Berufs berechtigt.

4 http://www.bmukk.gv.at/medienpool/11668/11668.pdf, S. 1
5 http: //www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload /598 HAK%20LP%202004%20-

%20Anlage%201.pdf, S. 3
7


http://www.bmukk.gv.at/medienpool/11668/11668.pdf
http://www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload/598_HAK%20LP%202004%20-%20Anlage%201.pdf
http://www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload/598_HAK%20LP%202004%20-%20Anlage%201.pdf

3.1.2 Allgemeines Bildungsziel: Leitziele

In den Leitzielen der HAK - in der AHS ist von Leitvorstellungen die Rede - sind mir
einige Begriffe wie zum Beispiel der der Europdischen Union aufgefallen, die im AHS-
Lehrplan gar nicht erwahnt werden. Zu den Leitzielen gehort unter anderem, dass die
Absolventen die Europédische Union und ihre Mitgliedstaaten in ihren historischen,
kulturellen, wirtschaftlichen und sozialen Aspekten kennen, die Zusammenarbeit der
Staaten der Europaischen Union mit anderen Staaten Europas und der ubrigen Welt
erkennen, oder die Wirtschaft als Teil der Gesellschaft und Kultur verstehen sollen.
Auflerdem sollen die Absolventen der HAK auf ihre Rolle als Arbeitnehmer,
Unternehmer und Konsument vorbereitet sein. Dieser ausgepragte Wirtschaftsbezug ist

im AHS-Lehrplan in keiner Weise vorzufinden.

3.1.3 Allgemeine didaktische Grundsitze

Auffallend beim Lehrplan der HAK ist die mehrmalige Erwdhnung eines bestimmten
Unterrichtsprinzips, namlich das Prinzip der Entrepreneurship Education - Unterricht in
unternehmerischem Denken und Handeln. Der Ausdruck, der sich aus dem franzosi-
schen Begriff ,entrepreneur” und der englischen Endung ,-ship“ zusammensetzt,
bedeutet wortlich tibersetzt ,Unternehmergeist”.” Fachwissen, Fahigkeiten und Fertig-
keiten, die fir eine erfolgreiche Unternehmensgriindung und -fithrung erforderlich sind,
sollen hierbei vermittelt werden.8 Die Auswahl des Lehrstoffes soll unter anderem nach
Kriterien wie z.B. der Aktualitit und der Anwendbarkeit in der beruflichen Praxis
erfolgen, soll aber auch ihren Beitrag zur Ausbildung zu kiinftigen Arbeitnehmern bzw.

Unternehmern leisten.

3.1.4 Stundentafel

Sowohl in der AHS als auch in der HAK gehort die Mathematik zum Kernbereich der
Pflichtgegenstidnde, wobei das Fach an der HAK die Bezeichnung ,Mathematik und
angewandte Mathematik“ tragt, an der AHS hingegen nur ,Mathematik".

Der Lehrplan der AHS beschreibt, dass in jeder Schulstufe von drei Wochenstunden

ausgegangen wird. Bei mehr als drei Wochenstunden sei eine vertiefte und aspekt-

6 http://www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload /598 HAK%20LP%202004%20-
%20Anlage%201.pdf, S. 3f.

7 http://www.dict.cc

8 http://www.bmukk.gv.at/schulen/bw/bbs/entrepreneurship.xml
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reichere Behandlung der Lerninhalte anzustreben. Im Lehrplan der HAK gibt es eine
Uibersichtliche Stundentafel, an der gut zu erkennen ist, dass in der 1. Klasse HAK kein
Mathematikunterricht vorgesehen ist. Im 2. und 4. Jahrgang sind es jeweils drei, und im

3. und 5. Jahrgang jeweils zwei Wochenstunden.

Insgesamt entspricht das in Summe mindestens 12 Wochenstunden Mathematik in der

AHS und 10 Wochenstunden Mathematik in der HAK.

Um den kaufmannischen Schwerpunkt in der HAK deutlich zu machen, méchte ich kurz
auf die im Vergleich zur AHS zum Teil sehr unterschiedlichen Unterrichtsfacher ein-
gehen, allerdings ohne Beachtung der Moglichkeit der schulautonomen Bestimmungen
von Schwerpunktsetzungen. Es gibt eine kleine Anzahl von Gegenstanden, die in der AHS
und der HAK genau den gleichen Titel tragen, manche Titel werden in der HAK um
teilweise in Klammern gesetzte Begriffe erganzt, und im HAK-Lehrplan ist dann eine
Fille an Unterrichtsfachern angefiihrt, die in einer AHS nicht zu unterrichten vorge-
sehen sind. Die jeweiligen Gleichheiten und Unterschiede sind in der folgenden

Ubersicht erkennbar:

Gemeinsame Unterrichtsfacher (selber Titel):

Religion, Deutsch, Chemie, Physik, Leibesiibungen

Gemeinsame oder dhnliche Unterrichtsficher (erweiterte oder unterschiedliche Titel):

AHS HAK
Erste lebende Fremdsprache Englisch einschliefilich Wirtschaftssprache
Zweite lebende Fremdsprache/Latein Lebende Fremdsprache
Geschichte und Sozialkunde/ Geschichte (Wirtschafts- und Sozial-
Politische Bildung geschichte)

Politische Bildung und Recht

Geographie und Wirtschaftskunde Geografie (Wirtschaftsgeografie)
Mathematik Mathematik und angewandte Mathematik
Informatik Wirtschaftsinformatik
Biologie und Umweltkunde Biologie, Okologie und Warenlehre



Zusatzliche Unterrichtsfacher:

AHS HAK
Latein Betriebswirtschaft
Psychologie und Philosophie Internationale Wirtschafts- und Kulturraume
Musikerziehung Betriebswirtschaftliche Ubungen und
Bildnerische Erziehung Projektmanagement:
- Personlichkeitsbildung und soziale
Kompetenz

- Businesstraining, Projekt- und Qualitats-
Management, Ubungsfirma und Case Studies
Rechnungswesen und Controlling

Informations- und Officemanagement
Volkswirtschaft

3.2 Lehrstoff

Die folgende Tabelle soll einen Einblick verschaffen, wie unterschiedlich umfangreich
der Lehrstoff im Lehrplan beschrieben wird. Dies passiert im AHS-Lehrplan (erstes

Kastchen) weit ausfiihrlicher als im HAK-Lehrplan (zweites Kadstchen).

Anmerkung: Kursiv gesetzte Inhalte im AHS-Ausschnitt sind obligatorisch fiir alle

Schulstufen mit mehr als drei Wochenstunden.

7. Klasse:
Algebraische Gleichungen und komplexe Zahlen
- Abspalten reeller Linearfaktoren von Polynomen
- Reflektieren iiber die ZweckmiBigkeit des Erwerterns der reellen Zahlen
- Rechnen mut komplexen Zahlen
- Kennenlernen des Fundamentalsatzes der Algebra
Differentialrechnung
- Definieren des Differentialquotienten (Anderungsrate). ausgehend vom Differenzenquotienten (mittlere
Anderungsrate), Deuten dieser Begniffe als Sekantensteigung bzw. Tangentensteigung, weiteres Deuten
in aubermathematischen Bereichen
- Kennen des Begnffes Ableiungsfunktion, Berechnen von Ableitungen elementarer Funktionen
- Deuten der zweiten Ablettung in inner- und anBermathematischen Bereichen
- Herleiten wvon Daifferentiationsregeln zur Ableitung von Polynomfunktionen, Kennen weiterer
Differentiationsregeln (sofern sie fiir Funktionsuntersuchungen verwendet werden)
- Untersuchen einfacher und im Hinblick auf Anwendungen smnvoller Funktionen beziiglich Monotonie
und Kriimmungsverhalten, Ermtteln von Extrem- und Wendestellen
- Losen von Extremwertaufgaben
- Prizisieren emmger Grundbegriffe und Methoden der Differentialrechnung (mnsbesondere des Begnffes
Grenzwert) unter Einbeziehung des Begriffes Stetigket
- Kennenlernen weiterer Anwendungen der Differentialrechnung
Nichtlineare analyvtische Geometrie
- Beschreiben von Kreisen, Kugeln und Kegelschnittshnien durch Gleichungen
- Schneiden von Kreisen bzw. Kegelschnittslinien mit Geraden, Ermuitteln von Tangenten
- Beschreiben von ebenen Kurven durch Parameterdarstellungen
- Beschreiben von Raumkurven und Fldchen durch Parameterdarstellungen

Stochastik
- Kennen der Begniffe diskrete Zufallsvaniable und diskrete Verteilung
- Kennen der Zusammenhiinge von relativen Hiufigkeitsverteilungen und

Wahrschemlichkeitsvertellungen; von Mittelwert und Erwartungswert sowie von empinischer Vananz
und Varianz

- Arbetten mut diskreten Verteillungen (insbesondere mmut der Binomumalverteilung) 1in
anwendungsonentierten Bereichen
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ITI. Jahrgang:
Basislehrstoff:
Trigonometrische Funktionen. Anwendungen.
Wachstums- und Abnahmeprozesse.
Rekursive Darstellung von Folgen. Differenzengleichungen.
Zinseszinsrechnung. Rentenrechnung, Schuldtilgung.
Komplexe Aufgabenstellungen.
Erweiterungslehrstoff:
Simulation dynamischer Systeme. Kryptografie, Codierungstheorie.
IT-Bezug:

Computereinsatz mit entsprechender Software (Computer Algebra Systeme und/oder Tabellenkalku-
lation bzw. grafikfahige Taschenrechner).

Ubungsfirmen-Konnex:
Finanzmathematik.

Vergleich der Lehrstoffbeschreibung, AHS (oben)® - HAK (unten)10

Aufgrund des grofden Unterschiedes der Ausfihrlichkeit beim Beschreiben des
Lehrstoffs lasst sich im HAK-Lehrplan nicht immer klar erkennen, welche Unterkapitel
bei einem Thema vorhanden sind. Wo im AHS-Lehrplan beispielsweise genau
beschrieben wird, wann Gleichungssysteme mit zwei Gleichungen in zwei Variablen,
oder Gleichungssysteme mit drei Gleichungen in drei Variablen vorgesehen sind
(ndmlich nicht in derselben Klasse), liest man im HAK-Lehrplan nur: Gleichungssysteme.
Dennoch versuche ich, einen Vergleich anzustellen. Den Erweiterungslehrstoff ziehe ich
hierbei nur bedingt in Betracht. Moglicherweise ldsst sich der Unterschied bei der
Ausfiihrlichkeit darauf zurtickfiihren, dass der AHS-Lehrplan aktueller ist und zu dieser

Zeit schon mehr Wert auf genauere Formulierung bzw. Beschreibung gelegt wurde.

In Folge wird bis zum Ende des Kapitels 3 statt den Bezeichnungen 5. bis 8. Klasse fiir
AHS und Il bis V. Jahrgang (2. bis 5. Klasse) fiir HAK - wie dies auch im Lehrplan und in
der obigen Tabelle erkennbar ist - fiir beide Schultypen die Bezeichnung 1. bis 4. Jahr

verwendet, um die Gegeniiberstellung leichter erkennbar zu machen.

Nach sorgfiltigem Vergleich der im Lehrplan angegebenen Lehrstoff-Beschreibungen
ergeben sich fir AHS und HAK sowohl Gemeinsamkeiten als auch Unterschiede.
Uberschneidende Kapitel sind nicht immer im selben Jahr vorgesehen, und manche

Themengebiete kommen in der jeweils anderen Schulform nur im Erweiterungsbereich

www.bmukk.gv.at/medienpool/11859/Ip neu ahs 07.pdf, S. 5
1% http: //www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload /598 HAK%20LP%202004%20-

%20Anlage%201.pdf, S. 31
11



http://www.bmukk.gv.at/medienpool/11859/lp_neu_ahs_07.pdf
http://www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload/598_HAK%20LP%202004%20-%20Anlage%201.pdf
http://www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload/598_HAK%20LP%202004%20-%20Anlage%201.pdf

oder gar nicht vor. Das gemeinsame und unterschiedliche Vorkommen der Grofdkapitel

in der Mathematik mdchte ich nun anfithren bzw. einander gegeniiberstellen.
3.2.1 Uberschneidende Themengebiete
Nun werden Klasse fiir Klasse die gemeinsamen Themengebiete aufgelistet, die der AHS-

und HAK-Lehrplan im selben Jahrgang vorsehen.

1. ]Jahr: Zahlenmengen, Zahlensysteme
Terme

Gleichungen und Gleichungssysteme

2. ]Jahr: Folgen, rekursive Darstellung
3.Jahr: Differentialrechnung
4.]Jahr: Stochastik

In der folgenden Liste sind die Themenkapitel angefiihrt, die zwar tiberschneidend, aber

nicht derselben Klasse zugeordnet sind.

AHS Thema HAK
2.]Jahr Umkehrfunktionen 1. Jahr
2.]Jahr Potenzen 1. Jahr
1. Jahr Trigonometrie 2. Jahr
2.]Jahr Ungleichungen 1. Jahr

2.,3.und 4. Jahr Stochastik 1. und 4. Jahr
4. Jahr Differenzengleichungen 2. Jahr
4. Jahr Integralrechnung 3.]Jahr

3.2.2 Zusatzliche Themengebiete

Nun gibt es auch Themengebiete, die nur in dem einen oder anderen Lehrplan vorzu-
finden sind. Zundchst werden wieder im aufzdhlenden Verfahren die entsprechenden

Themen aufgelistet und im Anschluss werden Anmerkungen dazu angestellt.

AHS:
1. Jahr: Vektoren und analytische Geometrie der Ebene
2.]Jahr: Wurzeln, Logarithmen

Explizite Darstellung von Folgen

12



3.]Jahr:

2. ]Jahr:

3.]Jahr:

4. ]ahr:

Analytische Geometrie des Raumes
Komplexe Zahlen
Extremwertaufgaben

Nichtlineare analytische Geometrie (Kreis und Kugel, Kegelschnitte)

Numerische Lésungen (zu Gleichungssystemen)
Matrizen

Ungleichungssysteme*

Boolesche Algebra*

Zinseszinsrechnung, Rentenrechnung, Schuldtilgung
Kryptografie*, Codierungstheorie*

Kosten- und Preistheorie

Investitionsrechnung

Kurs- und Rentabilitatsrechnung
Aktienanalyse*

Regressionsrechnung, Korrelation

Kontingenz

Simulation wirtschaftlicher Modelle*

Lineare Optimierung*

*Erweiterungslehrstoff

Wahrend Vektoren und analytische Geometrie der Ebene im Mathematikunterricht in

der AHS zu unterrichten sind, werden sie im HAK-Lehrplan nur im Erweiterungslehr-

stoff knapp als Vektoren erwahnt.

Von Wurzeln und Logarithmen ist anzunehmen, dass sie auch im HAK-Lehrplan
miteinbezogen sind, was dort allerdings nicht extra angefiihrt ist. Nachdem im HAK-
Lehrplan ausschliefilich von der rekursiven Darstellung von Folgen die Rede ist, kann
nicht vorausgesetzt werden, dass auch die explizite Darstellung vorgesehen ist. Die

analytische Geometrie des Raumes ist ein Erweiterungskapitel der analytischen

Geometrie der Ebene und fehlt aus diesem Grund auch im HAK-Lehrplan.
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Die Extremwertaufgaben sind im Lehrplan der HAK nicht angefiihrt, kénnen aber
theoretisch den weiteren Anwendungen der Differentialrechnung im Erweiterungs-
lehrstoff des 3. Jahres zugeordnet werden. Komplexe Zahlen und nichtlineare

analytische Geometrie sind ausschliefdlich im AHS-Lehrplan vorzufinden.

Dass numerische Losungsmoglichkeiten auch in der AHS genutzt werden, kann man
nicht ausschliefden, jedoch sind sie in der HAK dezidiert im Mathematik-Lehrplan

festgehalten. Matrizen sind allerdings nur im HAK-Lehrplan zu lesen.

Im AHS-Lehrplan wird beim Kapitel ,Folgen“ angefiihrt, dass diese im anwendungs-
orientierten Bereich insbesondere in Bezug auf Geldwesen verwendet werden sollen.
Hierbei wird vermutlich etwas Zinsrechnung vorgesehen. Alle weiteren Themenkapitel,
die ich fiir die HAK als zusatzliche aufgelistet habe (Rentenrechnung, Schuldtilgung;
Kosten- und Preistheorie; Kurs- und Rentabilititsrechnung, Investitionsrechnung;
Regressionsrechnung, Korrelation; Kontingenz), sind im AHS-Lehrplan nicht
vorzufinden. Die mit Sternchen (*) versehenen Inhalte Ungleichungssysteme, Boolesche
Algebra, Kryptografie, Codierungstheorie, Aktienanalyse, Simulation wirtschaftlicher
Modelle und Lineare Optimierung gehdren nur dem Erweiterungslehrstoff der HAK-

Mathematik an.

Was im Lehrplan der HAK aufderdem hinzukommt, sind der fiir jedes Jahr angegebene
IT-Bezug und der Ubungsfirmen-Konnex fiir das 2. und 3. Jahr. Die Beschreibung des IT-
Bezugs lautet hier jedes Jahr wie folgt: ,Computereinsatz mit entsprechender Software

(CAS'1 und/oder Tabellenkalkulation bzw. grafikfahiger Taschenrechner).“12

,,Ubungsfirma“ ist ein Unterrichtsfach in der HAK. Dort wird ein Unternehmen simuliert,
wobei die Schiiler ihre erlernten kaufmannischen Fahigkeiten tiben konnen. Aufderdem
ermoglicht dieses Fach Vernetzungen zu den anderen Unterrichtsfichern. Der
Ubungsfirmen-Konnex lautet fiir das 2. Jahr ,Finanzmathematik“ und fiir das 3. Jahr

JInvestitionsrechnung".

11 CAS steht fiir Computeralgebrasystem

12 http: //www.abc.berufsbildendeschulen.at/upload /598 HAK%20LP%202004%20-
%20Anlage%201.pdf, S. 31
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4. Schulbiicher

In diesem Kapitel werde ich anhand von Schulbiichern untersuchen, ob Themenkapitel
aus dem tiiberschneidenden Lehrstoff unterschiedlich eingefiihrt oder aufgebaut sind,
oder ob sie unterschiedlich umfangreich behandelt werden. Méglicherweise lasst sich
daflir auch eine Begriindung feststellen. Vielleicht finden sich auch AHS- oder HAK-
spezifische Anwendungen. Auf die Gebiete, die ausschlief3lich in der AHS unterrichtet
werden, werde ich nicht ndaher eingehen. Von vordergriindigem Interesse sind die
Abschnitte, die nur in HAK-Lehrbiichern zu finden sind. Diese sind mir grofdtenteils
selbst noch unbekannt, somit kann ich mich in die Lage des Schiilers versetzen und
beobachten, wie die von mir ausgewahlten Lehrbiicher der HAK die entsprechenden
Themen aufbereiten, und versuchen zu beurteilen, ob dies fachdidaktisch betrachtet

positiv zu beurteilen ist.

Flr diese Arbeit wurden folgende Lehrbiicher ausgewahlt, von denen an dieser Stelle

jeweils das erste Buch der Reihe abgebildet ist:

Mathematik Lehrbuch 5-8
Gotz, Reichel, Miller, Hanisch

AHS
Mathematik
Abbildung 2: Mathematik 5
Malle | Woschitz | Koth | Salzger
Mathematik Mathematik verstehen 5-8
verstehen, o Malle, Ramharter, Ulovec, Kandl

. AHS

Abbildung 3: Mathematik verstehen 5
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Steiner ¢ Weilharter

Mathematik und ihre Anwendungen in

Mathematik 1
und ihre der Wirtschaft 1-4

Anwendungen in der Wirtschaft

Steiner, Weilharter

HAK

RENIETS VERLAG

Abbildung 4: Mathematik und
ihre Anwendungen in der
Wirtschaft 1

Mathe mit Gewinn 1-4

Hinkelmann, B6hm, Hofbauer, Metzger-
Schuhaker

HAK

63297
11b

EEL L LY

Abbildung 5: Mt mit Gewinn 1

4.1 Gemeinsame Themengebiete und deren Besonderheiten

in der HAK

4.1.1 Aussagen, Mengen und Zahlen

Bei den Aussagen und Mengen kann man feststellen, dass die beiden AHS-Biicher jeweils
ein recht kompaktes Kapitel dazu enthalten, das sich auferdem im Vergleich zum
anderen Buch im Aufbau kaum unterscheidet, blof} dass der Abschnitt bei Gotz et al.
zehn Seiten mehr umfasst als bei Malle et al., sodass man bei ersterem eventuell auf
hohere Ausfiihrlichkeit schlief3en kann. Hier lernt man Aussagen und Mengen und deren
Beziehungen und Verknilipfungen kennen bzw. die Gesetze in der Mengen- und

Aussagenalgebra. In den HAK-Biichern liest man auch von Aussagen und Mengen, aber
16



sogar im Lehrplan werden diese beiden Ausdriicke mit dem Begriff ,Boolesche Algebra“
beschrieben. Die Boolesche Algebra fasst die Analogie zwischen Aussagenlogik (mit den
Operatoren UND A, ODER Vv, NICHT —) und Mengenalgebra (mit den Verkniipfungen
Durchschnitt N, Vereinigung U, Komplement \) zusammen. In den HAK-Biichern gibt es
jeweils im ersten Kapitel des Buches (bei Steiner et al. in einem Wiederholungs- und
Vertiefungskapitel, bei Hinkelmann et al. in einem Kapitel mit dem Titel ,Mengenlehre®)
einen kurzen Abschnitt iiber die Operatoren der Aussagenlogik und zu einem spateren
Zeitpunkt einen Abschnitt zur Booleschen Algebra. Was hier im Vergleich zur AHS
hinzukommt, ist in Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 1 die
»,Produktmenge” (geordnete Paare), die z. B. bei Gotz et al. erst im Rahmen des Kapitels
uber Funktionen erwahnt wird. Mathe mit Gewinn 1 beschaftigt sich auferdem mit der
Schaltalgebra als wertvolle Anwendung (in Mathematik 5 von Gotz et al. wird diese
kurz erwahnt), mit der elektronische Schaltungen entworfen werden kdnnen.
Bezeichnet man die Serienschaltung als UND-Schaltung und die Parallelschaltung als
ODER-Schaltung, konnen die Wahrheitswerte aller Aussagenverkniipfungen mit UND,
ODER und der NEGATION durch Kombinationen aus Serien- und Parallelschaltungen

von Schaltern und Negationsschaltern realisiert werden.13

Serienschaltung Parallelschaltung

a

I

Flir zwei Schalter a und b gilt daher folgende Verntipfungstafel:
(1 ... Schalter geschlossen, 0 ... Schalter offen)

Schaltera | Schalter b | Serienschaltung | Parallelschaltung
1 1 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 0 0
entspricht jeweils:
a b aAb avb

13 Hinkelmann, 2005 (Mathe mit Gewinn 1), S. 58
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Beim Abschnitt zu ,Zahlen” war auffallig, dass sich das Buch Mathe mit Gewinn 1 auch
mit dem kardinalen Aspekt von Zahlenmengen beschiftigt, wo man erfahrt, dass es
durchaus Unterschiede zwischen ,Unendlichkeiten“ gibt. So sind die Menge der
natiirlichen Zahlen N und der ganzen Zahlen Z abzdhlbar, die rationalen Zahlen Q
ebenfalls abzdhlbar aber eine sogenannte ,dichte“ Menge auf der Zahlengeraden,
hingegen sind die Menge der reellen Zahlen R und der komplexen Zahlen C {iber-

abzahlbar.
4.1.2 Gleichungen, Gleichungssysteme, Ungleichungen

Zunichst ist zu erwédhnen, dass schon im Lehrplan festgelegt ist, dass diese Inhalte in der
HAK innerhalb eines Jahrgangs - ndmlich im II. Jahrgang - vorgesehen sind, hingegen in
der AHS sowohl in der 5. als auch in der 6. Klasse behandelt werden sollen. Dement-
sprechend findet man auch die Aufteilung in den Schulbuchbdnden vor. In den beiden
AHS-Biichern werden in der 5. Klasse lineare und quadratische Gleichungen mit einer
Variablen und lineare Gleichungen und Gleichungssyteme mit zwei Variablen
durchgenommen. In der 6. Klasse folgen Ungleichungen und lineare Gleichungen und
Gleichungssysteme mit drei Variablen. Folgende Tatsache erscheint als markantes AHS-
Merkmal: Die linearen Gleichungen und Gleichungssysteme mit drei Variablen werden
anhand der analytischen Geometrie des Raumes eingefiihrt, welche schliefdlich im

Lehrplan fiir die 6. Klasse vorgesehen ist. Die Parameterdarstellung einer Ebene

—_

eX=P+s-a+t-b

x P1 a by
& <y>= P2>+5- a; +t-<b2

z P3 as bs
s,t € R; P Punkt, @, b Vektoren im R3

entspricht hier einer linearen Gleichung in drei Variablen. Ein lineares Gleichungssystem
mit zwei Gleichungen und drei Variablen dient zur Untersuchung der Lagebeziehung
zweier Ebenen, eines mit drei Gleichungen und drei Variablen untersucht die Lagebe-

ziehung dreier Ebenen.

Doch auch in den HAK-Biichern gibt es Auffalligkeiten. Beide ausgewahlten Lehrbiicher
fiihren im Rahmen dieses umfangreichen Themengebietes (Gleichungen, II. Jahrgang)

die Menge der komplexen Zahlen ein. Um mit Wurzeln aus negativen Zahlen umgehen zu
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konnen, die sich beim Ldsen quadratischer Gleichungen ergeben, wird der bekannte
Zahlenbereich um die komplexen Zahlen erweitert. Dies geschieht im Lehrplan und in

den Biichern der AHS erst in der 7. Klasse.

Was die eindeutige Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems betrifft, wird bei
Hinkelmann et al. der Begriff ,Rang einer Matrix“ eingefiihrt. Nachdem Matrizen in der
HAK behandelt werden, darf auf diese Bezug genommen werden. Hat man ein lineares
Gleichungssystem mit n Unbekannten, sind n Gleichungen nétig, die voneinander linear
unabhingig sind, um eine eindeutige Losung zu erhalten, d. h. eine Gleichung darf nicht
aus Kombination anderer Gleichungen (oder einem Vielfachen davon) entstanden sein.
Die Berechnung des Rangs wird aber ausschliefdlich mittels technischer Hilfsmittel
erklart. Ist der Rang der Koeffizientenmatrix gleich der Anzahl der Variablen, besitzt das

lineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung.

In Mathe mit Gewinn 1 findet man aufderdem ein eigenes Unterkapitel mit dem Titel
»,Quadratische Gleichungen in der Wirtschaft®, in dem unter anderem die Begriffe der
Kostenfunktion K, der Nachfragefunktion p und der Erldsfunktikon E gebracht werden
und bereits Zusammenhdnge zwischen diesen Funktionen erklart werden, wie z. B.
durch die Gewinnfunktion G (G = E - K). So werden hier die Teile der quadratischen

Gleichung nicht wie folgt beschrieben:

Lineares Glied

a-x2+b-x+_rc_,=0

Quadrat. Glied konstantes Glied

sondern zusiatzlich mittels Kostenfunktionausdriicken erklart:

Gesamtkosten Fixkosten
K(x)=a-x*+b -xﬁ-?

Y
Produktionskosten

Auch bei den Textaufgaben im Abschnitt zu Ungleichungen erhalten Anwendungs-
beispiele zur Kosten- und Preistheorie eine deutlich hohere Gewichtung, welche im IV.

Jahrgang bei der Differentialrechnung im Detail behandelt wird. ,Und im Wirtschafts-
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leben sind Begriffe wie Mindestumsatz, Hochstpreis, Minimallohn usw. alltiaglich“14
heifdt es unter anderem, um das Ersetzen des Gleichheitszeichens durch die

Relationszeichen <, <, >, =2 oder auch # rechtzufertigen.

Im Lehrplan der HAK sind zusatzlich zu den Gleichungssystemen innerhalb des Erweite-
rungslehrstoffs noch Ungleichungssysteme mit der Anwendung der linearen Optimie-

rung angefiihrt, dazu mehr im Abschnitt 4.2.14.
4.1.3 Funktionen

Auch bei den Funktionen ist die Aufteilung des Stoffes in den einzelnen Jahrgdngen bzw.
Klassen in AHS und HAK nicht gleich, wie es auch schon im Lehrplan erkennbar ist.
Wahrend in den HAK-Biichern des II. Jahrgangs im Prinzip ,alle“ Funktionen bis auf die
Exponential- und die Logarithmusfunktion und die trigonometrischen Funktionen
bearbeitet wurden (diese werden im III. Jahrgang behandelt), kommen in der AHS auch
die Potenz- und Wurzelfunktionen erst im Buch der 6. Klasse vor, ebenso die genauere
Beschiftigung mit der Umkehrfunktion, der Monotonie etc. Polynomfunktionen héheren

Grades finden erst im Buch der 7. Klasse ihren Platz.

In Mathe mit Gewinn 1 bietet der Abschnitt mit dem Titel ,Lineare Funktionen in der
Wirtschaft” einen guten Einblick in die HAK-spezifischen Anwendungen dieses
Funktionstyps. Der Begriff der Kostenfunktion erscheint erstmals im Zusammenhang
mit der linearen Funktion bzw. allgemeinen Geradengleichung y = k - x + d. Hat man
einmal die Bedeutung von k und d begriffen, lasst sich d einfach als Fixkosten umdeuten
und k als Kostenzuwachs pro Einheit x verstehen. Auch die Erlés- und die Gewinn-
funktion kommen zum Einsatz, ebenso der Begriff des ,break-even-points“, der auch als
»,Gewinnschwelle“ bezeichnet wird. Grafisch kann man sich den Zusammenhang
zwischen Kosten-, Erlés- und Gewinnfunktion wie in der folgenden Abbildung

vorstellen:

14 Hinkelmann, 2005 (Mathe mit Gewinn 1), S. 122
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Kostenfunktion

Gewinnfunktion

Gewinn

Verlust X

break-even-point

In dem Moment, wo die Erlos- die Kostenfunktion tlibersteigt, ist auf der x-Achse die
Gewinnschwelle bzw. der sogenannte break-even-point abzulesen, dementsprechend

ragt die Gewinnfunktion an dieser Stelle auch in den positiven Wertebereich.

Neben der Kostenfunktion findet auch die lineare Abschreibungsfunktion hier ihre
Anwendung. Nachdem abnutzbare Anlagegiiter einer stindigen Wertminderung
ausgesetzt sind, muss die jahrliche Wertminderung durch Abschreibungsbetrage
beriicksichtigt werden. Dazu werden die Anschaffungskosten gleichmafdig auf die
betriebliche Nutzdauer verteilt. Der Restwert oder Buchwert B kann durch folgende

lineare Funktion beschrieben werden:

By ... Buchwert nach x Jahren, 4 ... Anschaffungspreis, n ... Nutzungsdauer in Jahren

Da die Abschreibung am Jahresende durchgefiihrt wird, ist die Darstellung durch eine
Gerade nicht realistisch. Richtig darstellen kann man den Restwert durch eine
Treppenfunktion, womit jetzt sogar eine wirtschaftliche Anwendung einer stiickweise

definierten Funktion gegeben ist.
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Der Wert der Anlage startet beim Anschaffungspreis A und behalt diese Hohe auch im
ersten Jahr. Jedes Jahr zu Jahresende sinkt der Wert aufgrund der durchgefiihrten
Abschreibung, bis die Anlage - hier nach dem sechsten Jahr - einen Buchwert von Null

ausweist.

Hinzuzufiigen ist noch, dass man auch im AHS-Buch von Malle et al. feststellen konnte,

dass als Beispiel fiir die lineare Funktion die Kostenfunktion Thema ist.
4.1.4 Potenzrechnung

Die Potenzrechnung ist im Lehrplan der HAK schon im II. Jahrgang vorgesehen, in der
AHS erstin der 6. Klasse, dementsprechend ist dieses Kapitel auch im jeweiligen Buch zu
finden. Dadurch lasst sich aber erkliren, wieso beim Abschnitt zum Rechnen mit
Termen - welches in beiden Schultypen im ersten Jahr vorgesehen ist - in der HAK
bereits die Potenzrechnung einfliefRen darf. Dies ist nur moglich, weil im selben Buch

bereits vorher die Rechenregeln fiir Potenzen geklart wurden.
4.1.5 Trigonometrie und Winkelfunktionen

Die Schulbiicher der AHS behandeln - wie auch im Lehrplan vorgesehen - die Kapitel
Trigonometrie und Winkelfunktionen in den Biichern der 5. Klasse (Trigonometrie) und
6. Klasse (Winkelfunktionen). In der HAK sind die Themen jeweils nur im Buch des III.
Jahrgangs vorzufinden. Bei Steiner et al. bleibt zumindest die Reihenfolge aufrecht, da
der Abschnitt zu Winkelfunktionen am Ende des Trigonometrie-Kapitels angebracht ist.
In Mathe mit Gewinn 2 ist dies allerdings ziemlich friih der Fall. Auffallig ist aufderdem,

dass die Anwendung auf Dreiecke erst sehr spat erfolgt, ndmlich etwa ab dem letzten
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Drittel des gesamten Abschnitts, die anderen Schulbiicher beginnen das Kapitel

hingegen mit Bezug auf das Dreieck.
4.1.6 Exponential-/Logarithmus-Funktion und Wachstums-/Abnahmeprozesse

Wachstums- und Abnahmeprozesse sind nicht direkt im Lehrplan der AHS zu lesen,
dennoch werden sie in den AHS-Schulbiichern behandelt, da diese auch eine besonders
naheliegende Anwendung der Exponentialfunktion sind. In den Biichern der HAK gibt es
jeweils ein eigenes Kapitel zu Wachstums- und Abnahmeprozessen, weil diese Begriffe
im Lehrplan wortlich angefiihrt sind. Es wird zu Beginn des Kapitels sogar jeweils
speziell auf die Anwendungen hingewiesen, die vor allem in der Naturwissenschaft und
der Wirtschaft zu finden seien, wie z. B. bei Zinseszinsen, Bevolkerungs- und
Pflanzenwachstum, bei radioaktivem Zerfall von Atomkernen usw. Der Einstieg zur
Exponentialfunktion erfolgt in Mathe mit Gewinn 2 mit der Altersbestimmung Otzis. Ein
Vergleich von linearem und exponentiellem Wachstum (den Grundformen des
Wachstums) wird neben den beiden HAK-Schulbtlichern auch in Mathematik verstehen 6
vorgenommen, woraufhin in Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 2 ein
Vorgriff auf die Kapitel Kosten- und Preistheorie und Zinseszinsrechnung erfolgt, indem
die Grenzkosten als Wachstumsrate (Steigung) der Kostenfunktion berechnet werden.
Ist die Steigung konstant, liegt ein lineares Wachstum vor. Im Anschluss folgt eine
Rechenaufgabe zur Zinseszinsrechnung als Beispiel fiir exponentielles Wachstum. Der

Bezug zum Kapital bzw. zu Kosten ist somit von Anfang an gegeben.
4.1.7 Vektoren

Der erste grundlegende Unterschied findet sich bereits im Lehrplan. Das Themengebiet
der Vektoren und der analytischen Geometrie der Ebene (5. Klasse) und der analy-
tischen Geometrie des Raumes (6. Klasse) gehort in der AHS zum verpflichtenden
Lehrstoff, hingegen halt sich der Umfang zu diesem Gebiet im HAK-Lehrplan recht
knapp. Hier liest man blof3 ,Vektoren“, und das nicht als Basislehrstoff, sondern im
Rahmen des Erweiterungslehrstoffes des II. Jahrgangs. Die unterschiedliche Wichtigkeit
der analytischen Geometrie in den Schultypen AHS und HAK ist also schon im Lehrplan
deutlich erkennbar und auch in den entsprechenden Schulbiichern ersichtlich. In den
HAK-Lehrbiichern werden diesem Thema jeweils zwolf (Steiner et al.) bzw. elf Seiten

(Hinkelmann et al.) gewidmet, bei Gotz et al. hingegen schon im Buch der 5. Klasse 40
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Seiten und in der 6. Klasse noch 64 Seiten, bei Malle et al. 56 und 48 Seiten - das ist in

Summe beinahe der zehnfache Umfang in der AHS im Vergleich zur HAK.
4.1.8 Folgen und Reihen

Die Folgen und Reihen sind im Lehrplan jeweils in der 6. Klasse (AHS) bzw. im III.
Jahrgang (HAK) vorgesehen. Dennoch wird dieses Themengebiet in beiden HAK-
Schulbiichern sowohl im Buch des III. als auch des IV. Jahrgangs behandelt. Zunachst
lernt man die Begriffe Folge und Reihe kennen sowie die Summenformeln, die man im
selben Buch noch fiir das Rechnen mit Zinseszinsen und fiir die Rentenrechnung
bendtigen wird. Erst im Buch des IV. Jahrgangs werden Monotonie, Schranken, Grenz-
werte etc. von Folgen in Betracht gezogen. Dies fithrt wiederum auf die Stetigkeit von
Funktionen hin, die im Anschluss fiir die Differentialrechnung benétigt wird. Das Kapitel
Folgen und Reihen wird in den HAK-Biichern allerdings recht theoretisch ohne viele
Anwendungen durchgezogen, weshalb die bendétigte Seitenanzahl auch gering ist.
Besonders bei Hinkelmann et al. fallt auf, wie kurz das Thema behandelt wird. Vor dem
Abschnitt zur Finanzmathematik (siehe Kapitel 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5), bei dem die Folgen
und Reihen reichlich Anwendung finden, wird dort nur zwei Seiten auf die Summen-
formel fiir geometrische Reihen hingefiihrt und anschliefend an die Zinseszinsrechnung
angekniipft. Aber auch in den Biichern der AHS konnte ich Anwendungen der Folgen
und Reihen im Geldwesen feststellen. Im Buch von Malle et al. existiert sogar ein eigenes

Kapitel mit dem Titel ,Sparen, Rente, Kredite“, das 14 Seiten umfasst.
4.1.9 Differentialrechnung

Die Differentialrechnung ist ein umfangreiches Themengebiet, das man in den AHS-
Biichern der 7. Klasse bzw. in den HAK-Biichern des IV. Jahrgangs findet, in denen es
jeweils ein Drittel bis zur Halfte des gesamten Buches umfasst. Es waren Unterschiede in
der Einfiihrung oder im Aufbau der Teilgebiete der Differentialrechnung zu erkennen,
allerdings in allen vier Biichern und meistens nicht speziell die AHS oder die HAK
betreffend. Zum Beispiel werden die Begriffe des Grenzwerts und der Stetigkeit, die man
fiir die Berechnung der Tangentensteigung im Rahmen des ,Tangentenproblems”
verwendet, in Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3 in einem
vorangehenden eigenen Kapitel vor dem Abschnitt der Differentialrechnung behandelt,

in Mathe mit Gewinn 3 und Mathematik 7 zu Beginn des Abschnitts und in Mathematik
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verstehen 7 in einem Unterkapitel ,Exaktifizierung der Differentialrechnung”, das am

Ende des gesamten Themengebietes angefiihrt ist.

Ob das NEWTON’sche Naherungsverfahren im HAK-Unterricht als obligatorischer oder
optionaler Lehrstoff zu betrachten ist, kann anhand des Lehrplans nicht festgestellt
werden, aber dieses wird in beiden HAK-Biichern noch vor der Kurvendiskussion
behandelt, hingegen bei Gotz et al. als vertiefender Inhalt bei mehr als drei

Wochenstunden Unterricht gekennzeichnet.

Die Kosten- und Preistheorie erhilt in den HAK-Biichern ein eigenes Kapitel und gehort
zu den Anwendungen der Differentialrechnung. Bei Steiner et al. ist die Kosten- und
Preistheorie ein eigener Abschnitt, bei Hinkelmann et al. ein Unterkapitel zur
Differentialrechnung. Die Kosten- und Preistheorie wird spdter behandelt (siehe

Abschnitt 4.2.6).

Ich konnte allerdings schon bemerken, dass die HAK-Lehrbiicher in Relation mehr
finanzbezogene Aufgaben bringen. Als Beispiel dafiir wird eine Extremwertaufgabe aus

Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3 angefiihrt:
Beispiel:

In einer Schule soll ein Getrdnkeautomat aufgestellt werden. Eine Umfrage ergibt, dass
bei einem Verkaufspreis von € 1,60 pro Dose bei ,Die neue laue Briihe” ein tdglicher
Verkauf von 200 Stiick erwartet werden kann. Weiters resultiert aus der Befragung,
dass sich der Absatz pro € 0,20 Preisdnderung um 50 Stiick linear verdndern wiirde,
also bei einem Preis von € 1,40 wiirden 250 Stiick abgesetzt, bei einem Preis von € 1,80

nur 150 Stiick, ...

Bei welchem Verkaufspreis wiren die Einnahmen aus dem Automaten maximal? Wie

grofs sind diese?!5

Den linearen Zusammenhang versucht man am besten anhand einer Zeichnung

darzustellen:

p ... Verkaufspreis in €

X ... Verkaufsanzahl

15 Steiner, 2007 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3), S. 67
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Die Punkte (1,40|250), (1,60/200) und (1,80|150) sind rot eingezeichnet. Man berechnet

die Steigung k der Geraden mit k = j—z = _0—520 = —250. Mit x =k -p +d ergibt sich

d = 600 und somit folgender linearer Zusammenhang zwischen dem Verkaufspreis p und

der Anzahl x der verkauften Dosen: x = —250p + 600

Die Einnahmen E sollen maximal werden, diese bilden also die Hauptbedingung (HB).

Der Zusammenhang zwischen p und x wird zur Nebenbedingung (NB).

HB: E(p, x)=p-x
NB: x = —-250p + 600

Einsetzen der NB in die HB (die Einnahmen E hdngen dann nur mehr vom Verkaufspreis

pab): E (p) =p-(—250p + 600) = —250p2 + 600p
Berechnen der 1. Ableitung: E'(p) = —500p + 600
1. Ableitung gleich Null setzen: E'(p) =0

—500p + 600 =0 = p=§=1,20

Uberpriifen des lokalen Maximums mittels 2. Ableitung:
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E"(p) = -500< 0 = p = 1,20 ist Maximum
Berechnenvonx: x = -250-1,20+ 600 = 300
Berechnen der Einnahmen beim Verkaufspreis p: E(1,20) = 1,20-300 = 360

Bei einem Verkaufspreis von € 1,20 waren die Einnahmen aus dem Automaten am

hochsten. Sie betragen € 360,-.

Eine weitere Besonderheit in einem der HAK-Biicher: Bei Steiner et al. wird die soge-
nannte ,Methode der kleinsten Quadrate” erklart und hergeleitet. Dies kann man mit
den partiellen Ableitungen machen, weshalb man von einer Anwendung der Differential-
rechnung sprechen kann. Diese Methode wird zu einem spateren Zeitpunkt bei der

Regressionsrechnung (siehe Abschnitt 4.2.9) verwendet.
4.1.10 Differenzengleichungen - Simulation dynamischer Systeme

Beim Abschnitt zu Differenzengleichungen mit der Simulation dynamischer Systeme als
Anwendung konnten keine HAK-spezifischen Unterschiede erkannt werden, bis auf den
verstarkten IT-Bezug in den HAK-Biichern. Bei Steiner et al. wird dieses Kapitel nur sehr
kurz behandelt (ndamlich ausschlief3lich lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung),
aber im Lehrplan der HAK ist fiir den V. Jahrgang im Rahmen des Erweiterungslehr-
stoffes ohnehin noch das Kapitel der Simulation wirtschaftlicher Probleme vorgesehen
(siehe Abschnitt 4.2.13), bei dem Differenzengleichungen wieder eine Rolle spielen
werden. Die anderen Schulbticher - in der AHS die der 8. Klasse und in der HAK die des
II. Jahrgangs - befassen sich allerdings relativ ausfiihrlich beispielsweise mit den

verschiedenen Darstellungsformen von dynamischen Systemen bzw. Prozessen.
4.1.11 Integralrechnung

In der HAK sind die Differential- und die Integralrechnung im selben Jahrgang (IV. ]Jg.)
vorgesehen, der Lehrplan der AHS hingegen schreibt die Differentialrechnung fiir die 7.
Klasse und die Integralrechnung fiir die 8. Klasse vor. Die Integralrechnung an sich wird
im HAK-Lehrplan auféerdem als Erweiterungslehrstoff angefiihrt, im Basislehrstoff liest

man hier blof3 vom Integralbegriff.

Im Buch fiir den IV. Jahrgang von Hinkelmann et al. findet man zwei wirtschaftliche

Anwendungen der Integralrechnung:
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Konsumenten- und Produzentenrente:16

Sei p(x) die Nachfragefunktion. Wird ein Marktpreis p festgesetzt, entsteht die Nachfrage
X mit p(x)=p. Nun ist die Frage nach der Ersparnis der Konsumenten, die auch einen
hoheren Preis als p zu zahlen bereit gewesen waren. Zur Abschatzung dieser Ersparnis
wird die Mengenachse 0 < x < x in n gleich grof3e Intervalle der Breite Ax geteilt, x;, soll
jeweils die Mitte des Intervalls sein und p, = p(x;) der dafiir mogliche bzw. noch
zumutbare Preis. Der Erlos ware hier p(x;)-4x und die Ersparnis daher
p(xy) - Ax — p - Ax. Die Summe aller Ersparnisse ist dann Y, (p(xy) -4x — p-4x) =
Yr=1(p(xx) — p) - Ax. Eine Verfeinerung der Intervalle (4x — 0,n — o) fiithrt zum

bestimmten Integral
n %
fim Y 0w = 9 ax = [ (96 - p(D) d
Ax—0 =1 0
und stellt die sogenannte Konsumentenrente dar.
Beispiel:

Sei p(x) = 135 - e~ %°2* dje monatliche Nachfragefunktion fiir ein Computerspiel
und der Marktpreis hétte sich auf € 25,- eingependelt. Wie hoch ist die

monatliche Konsumentenrente?

Die zum Preis p = 25 gehorige Menge x ist X ~ 84,32. Die oben erklarte Unterteilung in

die Intervalle kann man sich folgendermafien vorstellen:

Preis p

o

120 4

P

1004

80

60

404

@

204

0 : Menge x .
1] 1 Iﬂ 2‘0 3‘0 -;D .‘3‘0 60 'r:ﬂ BID 9‘0

16 Hinkelmann, 2007 (Mathe mit Gewinn 3), S. 151 f.
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Hier wurde um die Menge x = 60 ein Intervall der Breite 10 gebildet und die Ersparnis

fiir dieses Intervall dargestellt (orange hinterlegte Flache).

Die Summe der Flacheninhalte aller Intervalleinteilungen nahert sich dem bestimmten

Integral
84,32
f (135 7902% — 25) dx
0

an, welches eine Konsumentenrente von ca. € 3392,- ergibt und sich grafisch wie folgt

darstellen lasst (griin hinterlegte Flache):

\Q\ Preis p
12Q 4

0 :  Mengex _
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Aus der Sicht des Produzenten stellt sich die Frage, ob auch er profitieren kann, wenn er
zu einem besseren Preis als urspriinglich gedacht verkaufen kann. Dieses Marktver-
halten des Produzenten wird durch die Angebotsfunktion a(x) beschrieben. Durch

ahnliche Uberlegungen wie vorher erhilt man die sogenannte Produzentenrente:

Lim Z(ﬁ —a(x)) - Ax = J (p(x) — a(x)) dx
0

Ax-0 =1

Die zugehorige grafische Darstellung sieht folgendermafien aus:
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Preis p Nachfragefunktion

801

15 ....................................................

60 1

401 Angebotsfunktion

204

0 Menge x

0 10 20 30 X 40 50 60

Kapitalstrome und stetige Verzinsung:17

Hinkelmann et al. erzahlen von Dagobert Duck, der ein Vermdgen zum Jahreszinssatz
i = 6 % anlegt und dabei moglichst kurze Verzinsungsperioden mochte. Zum Zeitpunkt
der Integralrechnung weif} man schon aus den Kapiteln der Finanzmathematik wie z. B.
der Zinseszinsrechnung, dass unterschiedliche Zinsperioden nicht dieselben Zinsen
liefern (je kiirzer die Zinsperiode, desto hoher das Endkapital), es sei denn man

verwendet dquivalente (konforme) Zinssatze. Ist der Jahreszinssatz i = 6 %, so ist der
Halbjahreszinssatz fiir gleich hohe Zinsen nicht §= 3 %, sondern man erhalt aus
(1+i,)*=1+1i den &aquivalenten Halbjahreszinssatz i, = 2,9563 %. Oft wird hier
jz =2+ i, = 59126 % angegeben mit der Beziehung (1+%2)% =1+ i. Dasselbe gilt
analog fiir Quartals- (j, = 5,8695 %), Monatszinssatze (j;, = 5,8302 %) usw. und
allgemeint gilt: (1 + %)m = 1 + i. Versucht man nun, die Zinsperiode auf einen Tag, eine

Stunde etc. oder sogar auf eine ,unendlich“ kurze Zeit zu beschranken, nahert sich der
Zinssatz j,, einem Grenzwert j, (hier: j, = 5,8269 %). Man nennt diesen den stetigen

Zinssatz und er ergibt sich aus

m

lim (1 +]ﬁ) = gl
m—oo m

elo =1+ | In
Joo =1In(1+1)

1 Hinkelmann, 2007 (Mathe mit Gewinn 3), S. 159 ff.
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Die zur Jahresverzinsung mit dem Jahreszinssatz i dquivalente sogenannte stetige

Aufzinsungsformel lautet: E, = K, - e/='t (Endwert nach t Zinsperioden)
Mittels stetiger Verzinsung kann man unter anderem Aufgaben wie die folgende l6sen:
Beispiel:

Aus einer Beteiligung an einem Unternehmen fliefSen fiir die ndchsten t Jahre voraus-
sichtliche Ertrdge von 2000 - 1,018¢ pro Jahr. Wie gro& ist die voraussichtliche Summe

aller Ertrdge, wenn man an eine Beteiligungsdauer von acht Jahren denkt?

Diese Aufgabe ist etwas missverstandlich formuliert, denn genau genommen miisste
man von der momentanen Anderungsrate der Ertrige sprechen, statt von voraus-
sichtlichen Ertrdgen pro Jahr. Man kénnte die Aufgabenstellung namlich auch so
interpretieren, dass bei einer Beteiligungsdauer von acht Jahren (¢= 8) die Ertrage pro
Jahr um 2000 - 1,0188 anwachsen, was eine Summer aller Ertrdage von 2000 - 1,0188 - 8 =

18454,50 ergabe.

Ahnlich wie schon bei der Konsumenten- oder Produzentenrente erhilt man die

Gesamtsumme mittels ndherungsweisen Rechtecken, die in das bestimmte Integral
f082000 +1,018tdt = 17198,07 iiberfiihren. Die voraussichtliche Summe aller Ertrage
betragt daher etwa € 17.198,07.

4.1.12 Stochastik (Statistik und Wahrscheinlichkeit)

Die ersten Unterschiede zwischen AHS und HAK finden sich bereits im Lehrplan, aus

dem hier die wichtigsten Begriffe des Lehrstoffs angefiihrt sind:

AHS HAK
6. Klasse: IL. Jahrgang:
Beschreibende Statistik, Darstellungsformen, Zufalls- | Beschreibende Statistik
versuch; Wahrscheinlichkeitsbegriff, bedingte (Einfihrung und Trendlinie),
Wahrscheinlichkeit deren grafische Darstellungs-
7. Klasse: formen

Zufallsvariable und diskrete Verteilung (insbesondere | V. ]Jahrgang:

Binomialverteilung); Mittelwert, Erwartungswert, Beurteilende Statistik;

empirische Varianz Wahrscheinlichkeits- und
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8. Klasse: Verteilungsfunktion,
Stetige Zufallsvariable und stetige Verteilung, Regressionsrechnung,
Normalverteilung, statistische Hypothesentests, Korrelation; Kontingenz
Konfidenzintervalle

Das Grofdkapitel der Stochastik wird in der AHS in der 6., 7. und 8. Klasse vorge-
schrieben. Dabei beschiftigt man sich in der 6. Klasse mit der Statistik und hoért auch
erstmals vom Wahrscheinlichkeitsbegriff. Die Zufallsvariable und die diskrete
Verteilung folgen in der 7. Klasse, die stetige Zufallsvariable und stetige Verteilung in der
8. Klasse. In der HAK beschrankt man sich im Il. Jahrgang auf die (zundchst nur
beschreibende) Statistik und fiihrt den Begriff der Wahrscheinlichkeit erst im V.
Jahrgang ein. Der Abschnitt zur beurteilenden Statistik in der HAK fiihrt iiber in das
Kapitel der Regressionsrechnung und Korrelation, das aber erst im Abschnitt 4.2.9
genauer behandelt wird. In den Schulbtichern der HAK werden aufierdem zu Beginn des
Statistik-Kapitels die Begriffe bzw. Unterschiede der beschreibenden und der
beurteilenden Statistik geklart:

Beschreibende Statistik: Die beschreibende Statistik erfasst Daten und beschreibt diese

moglichst tibersichtlich durch Tabellen, Grafiken und Kennzahlen.

Beurteilende Statistik: Die beurteilende Statistik prognostiziert und vergleicht auf Basis

der beschreibenden Statistik.

Der Begriff der Trendlinie findet zwar auch im Buch von Malle et al. Gebrauch, allerdings
erfolgt in den HAK-Biichern eine umfangreichere Behandlung davon. Die Trendlinie im
II. Jahrgang ist schon ein Vorgriff auf die Regressionsrechnung im V. Jahrgang, bei der
der Zusammenhang zweier Variablen untersucht wird. Zeitliche Entwicklungen sollen
haufig nachgezeichnet werden, wodurch sogenannte Zeitreihen entstehen, bei denen
sich zeitlich verdndernde Werte einer Untersuchungsvariablen Zeitrdumen oder
Zeitpunkten zugeordnet werden. Der gesuchte mathematische Zusammenhang wird
durch eine Trendlinie beschrieben. Beispiele fiir einen derartigen zweidimensionalen
Zusammenhang sind z. B. die Kursentwicklung einer Aktie im Verlauf eines Jahres oder
das Bruttoinlandsprodukt (BIP) in Osterreich von 1988 bis heute. Anstatt der Zeit gibt es
auch andere Parameter, man kann beispielsweise das Gewicht eines Menschen in

Abhangigkeit von seiner Koérpergrofde untersuchen.
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Es lassen sich mit Hilfe der beurteilenden Statistik Prognosen treffen und aus einer
Stichprobe Riickschliisse auf die Grundgesamtheit ziehen. Ein Anwendungsgebiet der
beurteilenden Statistik, das bei Steiner et al. erklart wird, ist die industrielle Qualitats-
sicherung. Fiir ein Qualitatsprodukt muss ein Unternehmen Produkte anbieten, deren
Preis, Liefertermin und Qualitdt den Anforderungen der Kunden entsprechen. Dann
kann das Unternehmen am Markt bestehen und die Arbeitsplatze der Mitarbeiter sind
besser gesichert. Hinter der Entstehung eines Qualitatsproduktes steckt ein geplantes
und systematisches Vorgehen. Steiner et al. zeigen eine modellhafte Veranschaulichung

des Zusammenhangs der Unternehmensfunktionen mittels Qualitatskreis:18

Qualitat
/des PTOGUK‘ES\
; Qualitat
Servicequalitat des Konzeptes
Auftraggeber
Erfordernisse
bezgl. Produkt
Serwce Akquisition
Kundenbetreuung
Qualitat
Qualitat AuBenmoma e Pfhchtenheft
der Montage Inbetnebsetwgng P“’Je‘<t Konzept Uee Epovures

Entwicklung
Berechnung
Konstruktion

Qualitat der Fertigungs- und Qualitat der
Lagerung und Lagerung Prufv%rbgrenung technischen

des Versandes Ausflihrungsunterlagen

Versand

Prufung Beschaffung
Qualitat
de9%argtfilng der Beschaffung
Qualitat
der Fertigung

Der dufdere Kreis zeigt qualititsbestimmende Tatigkeiten in der Reihenfolge ihrer
Einwirkung auf die Entstehung des Produktes. Im inneren Kreis sind die Unternehmens-
funktionen dargestellt, die diese Tatigkeiten verantwortlich auszufiihren haben. Die
Qualitatssicherung befasst sich mit den Mafdnahmen zur Erzielung der geforderten
Qualitat, sodass diese den Anforderungen des Kunden geniigt. Die Methoden zur

Unterstiitzung der Qualitatssicherung sind hauptsachlich statistische Verfahren.

18 Steiner, 2008 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 4), S. 1
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4.1.13 IT-Bezug

Die vom Lehrplan der HAK fiir Mathematik geforderte Technologieunterstiitzung ist
durchaus in den Schulbiichern vorzufinden, aber auch die AHS-Bucher von Gotz und
Malle bieten diese an und verweisen auf den Verlagsserver, auf dem ergdanzende Online-
Inhalte zu finden sind. Gotz et al. behaupten, man kénne der Vielfalt von Gestaltungs-
und Verwendungsmoglichkeiten allein im Buch ohnehin nicht nachkommen, weshalb sie
nur wenige Bildschirmkopien darstellen, dafiir aber Online-Inhalte zur Verfiigung

stellen.

Direkt in den Schulbiichern ist durch zahlreichere Abbildungen von Screenshots mit
Erlauterungen dazu allerdings doch ein verstarkter IT-Bezug in der HAK festzustellen.
Aufierdem findet man bei Steiner et al. jeweils ein eigenes Anhangkapitel, bei Hinkel-
mann et al. und einem weiteren HAK-Schulbuch (Schodl et al.) ebenfalls erganzende
Online-Inhalte fiir begleitende Unterstiitzung durch Material zum Technologieeinsatz
oder fiir medientbergreifendes Lernen. Das HAK-Buch von Tinhof et al. hat stattdessen

eine Ubungs-CD-Rom mit ergianzenden Inhalten und Beispielen beiliegen.
4.1.14 Sonstiges

Es gibt einen weiteren Unterschied, der zwischen AHS- und HAK-Biichern auffallt. Beim
Durchblattern von zwei AHS- und vier HAK-Buchbianden von verschiedenen Verlagen
stellte ich verschiedene Arten der Anrede des Schiilers fest. Beide AHS-Biicher gebrau-
chen die Anrede ,du“, weshalb die Aufgaben die Formulierungen ,Lose ...“, ,Begriinde
. LErmittle ..“ lauten. Zwei der HAK-Blcher verwenden Aufforderungen wie
,Berechnen Sie ...“ oder ,Stellen Sie ... dar®, gebrauchen also die ,Sie“-Anrede. Steiner et
al. enthalten sich der du-/Sie-Anrede und formulieren Thre Aufgaben neutral mittels

“

Ausdriicken wie ,Man berechne/zeige ...“ oder ,,... ist zu ermitteln/zu vereinfachen®.
Hinkelmann et al. verwenden wie die AHS-Biicher die du-Anrede, formulieren allerdings
in der Einleitung eine eigene Rechtfertigung dafiir: Die Begriindung sei ein moderner
schillerzentrierter Unterricht, bei dem die Partnerschaft zwischen Lernenden,
Lehrenden und den Autoren unterstrichen werden soll, allerdings nicht als Vorgabe fiir

den Unterricht zu verstehen sei.
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4.2 Themengebiete der Mathematik in der HAK

In diesem Kapitel méchte ich einen Uberblick iiber die jeweiligen Themengebiete geben,
die im AHS-Lehrplan bzw. in den AHS-Lehrbiichern nicht vorkommen. Um die Themen
aufzubereiten, orientiere ich mich an den oben angefiihrten HAK-Schulbiichern. Man soll
dabei einen Eindruck davon erhalten, was sich ein AHS-Lehrer noch aneignen miisste,

um an einer HAK Mathematik unterrichten zu konnen.

4.2.1 IT-Bezug

Der IT-Bezug wird vom Lehrplan der HAK gefordert. Dabei sollen die Schiiler den
Einsatz des Computers mit entsprechender Software lernen, beispielsweise mit
Computeralgebrasystemen (CAS), Tabellenkalkulation bzw. grafikfdhigem Taschen-

rechner.

Bei beiden Biichern aus der HAK ist die Gewichtung des IT-Bezugs im Vergleich zu den
AHS-Bilichern stiarker. In Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft (Steiner
et al.) gibt es in jedem Band am Ende ein eigenes Kapitel mit dem Titel "Der grafikfahige
Taschenrechner Voyage 200", in dem es zu den Themen, die das jeweilige Buch behan-
delt, Beschreibungen gibt, um diverse themenspezifische Aufgaben und Problem-
stellungen mit Hilfe des grafikfadhigen Taschenrechners - Texas Instruments Voyage 200
- zu losen. Hier wird mittels zahlreicher Screenshots und Beschreibungen die richtige
und sinnvolle Verwendung des Rechners gezeigt. Das bedeutet allerdings, dass in den
Hauptkapiteln auf den IT-Bezug hauptsachlich verzichtet wird, vereinzelt gibt es jedoch

einen Verweis auf das Anhangkapitel fiir das Arbeiten mit dem Voyage 200.

Abbildung 6: Texas Instruments Voyage 200 (http://bepixelung.org/img/3/7/6/5376.jpg)
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Wie man auch in der Abbildung erkennen kann, besitzt dieser Taschenrechner neben
einem Ziffernblock auch eine QWERTY-Tastatur. Neben einem meist {iblichen
Taschenrechner, mit dem man ausschlieflich mit Zahlen rechnen kann, ist man mit
diesem somit auch dazu fahig, mit symbolischen Ausdriicken wie z.B. Variablen oder

Funktionen zu arbeiten, er verfiligt iiber ein Computeralgebrasystem (CAS).

In Band 2 existiert zusadtzlich ein Kapitel mit dem Titel "Tabellenkalkulation im
Mathematikunterricht", in dem gezeigt wird, wie das Microsoft-Tabellenkalkulations-

programm Excel zur Simulation dynamischer Prozesse verwendet werden kann.

Im Buch Mathe mit Gewinn (Hinkelmann et al.) ist der Aufbau im Gegensatz zum vorigen
Buch jedoch anders, dennoch sehr IT-bezogen, vielleicht sogar noch starker. Auf der
Riickseite des Bucheinbandes liest man sogar von der Technologieunterstiitzung als
grundlegendem Bestandteil der Buchreihe. Es gibt hier kein explizites Kapitel zur
technologieunterstiitzten Arbeit, sondern diese ist in den Themenkapiteln laufend
eingebaut. Hier werden mehrere technische Hilfsmittel gezeigt. Dazu gehoren, gleich wie
auch im vorigen Buch, der grafikfahige Taschenrechner Voyage 200 (in diesem Buch
immer als CAS-Rechner bezeichnet) und das Tabellenkalkulationsprogramm Excel,
auflerdem die Mathematik-Software Derive, sowie ein weiterer grafikfahiger Taschen-
rechner (dafiir wird die Abkuirzung GTR gewahlt), bei dem nicht von einem integrierten
Computeralgebrasystem ausgegangen wird, dessen Display aber héher aufgeldst ist und
dadurch beispielsweise Funktionsgrafen oder Diagramme anzeigen kann. Beinahe jeder
Rechengang bei Hinkelmann et al. wird mit mindestens einem dieser vier technischen
Hilfsmittel unterstiitzt, beschrieben und erklart. An manchen Stellen wird auf die
Erklarung der handischen Berechnung der Ergebnisse verzichtet. Auch hier werden
viele Screenshots der einzelnen Mittel dargestellt. Als Beispiel dazu wird ein Scan aus

dem Buch (hier aus dem Kapitel Trigonometrie) gezeigt:
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Beispiel: Finde die Winkel in Grad und im Bogenmaf3!
a) sina = 0,49 b)coso =0,49

Losung: Unsere technischen Hilfsmittel geben daftir folgende Losungen an:

#1: ASIN(0.49) #£1: ACOS(0.49) [C2r1gebralcatclother praniolciean us| |

¥2: 0.5120807520  #2: 1.058706573

ASIN(D.49) ACOS (0.49) Sl 5. 6594
£3: —_— #3: — " sint(, 49) .51209
10 10 ®cosi(,49) 1.09871
MRIN RAD AUTO FUNC 4/30
¥4 20.34058157 #4: 60.659413842 CAS-Rechner
Derive
i 1CE, 495 =in- 108,
29, 34852152
cos10H, 490 G

GTR

Abbildung 7: Abbilden von Screenshots der verschiedenen technischen Hilfsmittel in Mathe mit Gewinn 2,
S.18

In der Abbildung ist eine Aufgabe zu sehen, in der bei gegebenem sin a-Wert bzw. cos a-
Wert die Berechnung des Winkels a in Grad und in Bogenmaf gefordert wird. Da im
Buch stdndig technologieunterstiitzt gearbeitet wird, wird klarerweise nicht bei jedem
Beispiel erklart, was der Schiiler in das Gerat einzugeben hat, um zu einem Ergebnis zu
gelangen. Daher wird auch hier die Handhabung des Hilfsmittels vorausgesetzt - z. B.
wie man den Arcussinus eines Wertes berechnet oder die Einstellung von Grad zu

Bogenmaf? dndert - und nur ein Screenshot der Anzeige mit den Ergebnissen abgebildet.
4.2.2 Matrizen

In der Mathematik wird ein rechteckig angeordnetes Zahlenschema als Matrix
bezeichnet. Der Begriff wurde vom englischen Kaufmannssohn Arthur Cayley (1821 -
1895) gepragt.1® Die Matrizenrechnung ist ein grofdartiges Werkzeug, um mit grofden
Mengen von Zahlen zu arbeiten, die sich in Tabellen anordnen lassen. Zusammenhange,
die z. B. auch in der Wirtschaftsmathematik haufig auftreten, lassen sich in Matrizen gut

darstellen.

Beispiel: Die Auféenhandelsbeziehungen von Landern wahrend eines bestimmten Zeit-

raumes lassen sich darstellen

19 Hinkelmann, 2005 (Mathe mit Gewinn 1), S. 184
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in einer Tabelle:

Land 1 Land 2 Land 3

Land 1 0 280 190
Land 2 270 0 250
Land 3 450 90 0

als Matrix:

0 280 190
(270 0 250)
450 90 0

Die Werte in der Tabelle bzw. Matrix geben die Hohe der Exporte in Millionen US-Dollar
an, weshalb die Werte in der Diagonale nattirlich 0 betragen. (Zeilen 2 Export, Spalten &

Import; Beispiel: Land 2 exportiert Waren im Wert von 270 Mio. US-Dollar ins Land 1)

Das Beispiel lasst sich grafisch auch gut mittels sogenanntem Gozintograf darstellen:

Land 1

280 190

270 450

250
Land 2 Land 3

90

Der Name dieser Darstellungsform von Leistungsverflechtungen kommt vom englischen

»it goes into“.20

20 Steiner, 2005 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 1), S. 162
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Allgemein hat eine Matrix folgende Form:

a1 Qi Q13 - Qi
a1 Ay
as; ass /

am1 Amn

Die erste Indexziffer der Elemente a;; der Matrix gibt die Zeile, die zweite die Spalte an.

Die Matrix kann beliebig viele Zeilen und Spalten haben, man spricht dann je nach
Anzahl von einer (mxn)-Matrix (m Zeilen, n Spalten). Die sogenannte Dimension einer

Matrix ist (mxn).

Matrizen, die nur aus einer einzigen Zeile oder Spalte bestehen, nennt man Vektoren.

Diese werden mit einem durch einen Pfeil gekennzeichneten Kleinbuchstaben

abgekiirzt.
a,
- . a
Zeilenvektor: a = (a4, a,, ..., ay) Spaltenvektor: a = ;2
an
2 (1xn)-Matrix 2 (nx1)-Matrix

(Bei Steiner et al. wird an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass im Abschnitt ,Matrizen“
auf die Bedeutung von Vektoren in der analytischen Geometrie nicht eingegangen wird,
da dies an Handelsakademien nicht Bestandteil des Basislehrstoffs ist. In einem eigenen

Abschnitt des Buches wiirde dieses Gebiet allerdings behandelt werden.)

Eigenschaften von Matrizen:

e Fir eine quadratische Matrix gilt: Zeilenanzahl = Spaltenanzahl

e Bei einer sogenannten Nullmatrix sind alle Elemente 0.

e Gleichartige Matrizen stimmen in Zeilen- und Spaltenanzahl {iberein.

e Vertauscht man bei einer Matrix 4 die Zeilen und Spalten miteinander, entsteht
die dazu transponierte oder gespiegelte Matrix AT.

3 8
_ (347
2B. A (47; g)A (8 ) 2)

Eine (nxm)-Matrix ergibt transponiert daher eine (mxn)-Matrix.
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e Eine quadratische Matrix, bei der die Hauptdiagonale nur aus Einsen besteht und

alle restlichen Elemente 0 sind, heif3t Einheitsmatrix E.

1 00
zB. Ez=(0 1 0
0 0 1

Es sind verschiedene Rechenoperationen fiir Matrizen definiert. Wenn zwei Matrizen
gleichwertig sind bzw. gleiche Dimension haben, d. h. in Zeilen- und Spaltenanzahl
ubereinstimmen, kann man sie addieren bzw. subtrahieren, indem man die einzelnen an
der gleichen Stelle stehenden Elemente addiert bzw. subtrahiert.

wo 4= o) o= (o o)

a;; +byy ap+ b12)

wen—(
az1 + by az, + by

Aufierdem gelten hier:  das Kommutativgesetz: A+ B=B+A
und das Assoziativgesetz: (A+B)+C=A+ (B+ ()
Das Distributivgesetz gilt nicht.

Mit der Matrizenaddition kann man somit schnell die Export- bzw. Importbetrage von
mehreren Zeitabschnitten zusammenfassen, indem man die obige Matrix und eine

andere, die die Betrage fiir einen anderen bestimmten Zeitraum beschreibt, addiert.

Mochte man beispielsweise die angegebenen US-Dollar-Betrdge in Euro umrechnen,
funktioniert dies mittels als Rechenoperation definierter Multiplikation einer Matrix

mit einem Skalar, indem man jedes Element der Matrix mit dem Skalar multipliziert.
Aktueller Umrechnungskurs?! USD - EUR: = 0,75
0 280 190 0-0,75 280-0,75 190-0,75 0 210 1425
<270 0 250) -0,75 = <270 -0,75 0-0,75 250- 0,75) = (202,5 0 187,5)
450 90 0 450-0,75 90-0,75 0-0,75 337,5 67,5 0
Matrizenmultiplikation:
Beispiel:

Ein Fastfood-Restaurant bietet unter anderem eine Meniizusammenstellung mit

Getrdnk, Chicken nuggets und Pommes frites, wovon es ein Menii ,,Normal“ und ein

21 http://www.umrechnung.org/waehrungen-umrechnen/waehrungs-kurs-umrechner.htm
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kleineres Menii ,Small“ mit geringeren Mengen pro Mendlispeise gibt. Die folgenden
Tabellen und Matrizen geben die entsprechenden Mengen fiir die Mentizusammen-

stellung bzw. den Verkauf fiir ein Wochenende an.

Meni Normal Small Verkauf | Samstag | Sonntag
Getrank 0,41 0,251 ,Normal“ 41 35
Chicken nuggets | 10 Stk. 6 Stk. »2omall” 19 22
Pommes frites 150 g 100 g
04 0,25 41 35
z=(10 V=" )
150 100

Wie viel wurde am Samstag verkauft?

Getrank: 0,4-41+0,25-19=21,151
Chicken nuggets:  10-41+6-19 =524 Stk.
Pommes frites: 150-41+100-19=8050¢g

21,15
Das Ergebnis ( 524 ) ist wieder ein Vektor, den man als Produkt der Matrix Z mit dem
8050

Vektor V1=(41L(1)) (Verkaufszahlen von Samstag) anschreiben kann:
04 0,25 21,15

Z-v1=<10 6)'(1%):(524)
150 100 8050

Die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor ist nur dann moglich, wenn die Matrix

so viele Spalten hat wie der Vektor Zeilen bzw. Elemente hat.

Analog kann man die verkauften Mengen fiir das ganze Wochenende berechnen, indem
man die Matrix Z mit der Matrix V multipliziert. Die Vorgangsweise fiir die Berechnung

soll durch die farbigen Pfeile veranschaulicht werden.

0;4—0;25 35 04-41+0,25-19 0,4-35+0,25-22
Z-V=(10—6- (mg ): 10-41+6-19 10-35+6-22 =

1501060 22 [50-41+100-19 150-35+100-22
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21,15 14
= < 524 482 )
8050 7450

Hierbei wird jede Zeile der ersten Matrix mit jeder Spalte der zweiten Matrix element-

weise multipliziert und die Produkte addiert.

Eine Methode zur praktischen handischen Berechnung ist das ,Falksche Schema“?2, bei
dem man die zu multiplizierenden Matrizen diagonal zueinander anschreibt. Dabei ist
deutlicher zu sehen, welche Elemente mit welchen multipliziert und addiert werden

sollen, und wohin dieses Ergebnis dann gehort.

s )=V

15 14

Z =10 6 524 482 |=Z-V
ﬁe—}%vu\—B-BSO 7450

Die Multiplikation zweier Matrizen (einer Matrix mit einem Vektor) funktioniert nur,

wenn die erste Matrix so viele Spalten hat wie die zweite Matrix (der Vektor) Zeilen hat.

Es gilt: (rxs)-Matrix - (sxt)-Matrix = rxt-Matrix

Eigenschaften der Matrizenmultiplikation:

e Das Kommutativgesetz gilt nicht: A-B#B-A
e Das Assoziativgesetz gilt: A-(B-C)=(A-B)-C

e Das Distributivgesetz gilt: (A+B)-C=A-C+B-C
A-(B+C)=A-B+A-C

e (A-B)T=BT-AT

e Das Nullelement existiert. Multipliziert man eine Matrix A mit einer Nullmatrix

O, erhilt man eine Nullmatrix:4- 0=0

¢ Das neutrale Element existiert. Multipliziert man eine Matrix A mit einer

Einheitsmatrix E geeigneter Ordnung, bleibt die Matrix A unverandert:

22 Biicker, 1993 (Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler), S. 236 f.
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A E=Abzw.E-A=A

1 4 1 0 1-1+4-0 1-0+4-1 1 4
Beispiel: (2 5 -(0 1)= 2-1+5-0 2-0+5-1|=(2 5
3 6 3:1+6-0 3:0+6-1 3 6
Flr eine quadratische Matrix A gilt hier auch das Kommutativgesetz:

A-E=E-A=A

Aufierdem existiert fiir quadratische Matrizen, deren Determinante (siehe unten)
ungleich Null ist, das inverse Element. Durch Multiplikation einer Matrix mit ihrer

inversen Matrix ergibt sich die Einheitsmatrix: A-A1=A1-A=F

Die inverse Matrix erhdlt man z. B. durch Losen des Gleichungssystems, das sich aus

(hier fir R?) A-A™1 = (CCL Z) - (21 22) = (é (1)) ergibt:

(Daxi1+bxa=1
(2) ax1i2+ b'x22=0
(3)cx11+dx21=0
(4) cx12 +dx22=1

Das Gleichungssystem hat folgende Losungen:
_d _—b = . a
T g b2 T ad— b’ T ad— b’ T ad — be

Hier sieht man bereits, dass ad - bc # 0 sein muss. Der Ausdruck ad - bc heif3t

Determinante der Matrix A (det A) im R? Fiir die Existenz der Inversen muss also

gelten: det A # 0

Die inverse Matrix fiir quadratische Matrizen im R? lautet daher allgemein:

d —b
_ _ 1 — 1 _
A-1 = ad_cbc ad - bc | _ - (_dc ab) - (_dc ab)

ad — bc ad — bc

Natiirlich existieren Determinanten auch fiir grofiere quadratische Matrizen. Fiir eine

a;; 412 Qg3
Matrix A = [ @21 @22  az3 | im R® wiirde man schreiben:
az; da4szp d4sz
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a1 A1z di3
a1 Az dzz
asz; dszz dsz

detA =

= Q41022033 T Q12073031 T A13021A32 — A13022031 — Q11023032 — 012021033

Diese Zusammenstellung der Summanden kann man sich durch folgende Darstellung

leichter merken:

Ay Qg2 O3 | G111 472

a ayy | caz; a
21 /Cizz/_/,z{ B S NP

31 432 Q33 a3y Qsz

Die blauen Pfeile kennzeichnen die addierten, die roten die subtrahierten Glieder.

Eine Berechnung der Determinanten von (3x3)- oder gréfleren Matrizen erfolgt wohl

einfacher und schneller mit technischen Hilfsmitteln.

Die Matrizenrechnung ist allgemein ein wichtiges Instrument zur Behandlung von
linearen Gleichungssystemen. Jedes Gleichungssystem, das aus m Gleichungen mit n

Unbekannten besteht, lasst sich in Matrizenform darstellen:
Dabei wird A Systemmatrix, x Variablenvektor und b Konstantenvektor genannt.

Allgemein gilt: A-% =D
(mxn)-Matrix - (nx1)-Matrix = (mx1)-Matrix

a1 Q12 - Qip X1 b;
az1 A2z | X2\ _ [ by
am1 Amn Xn bm

allxl + alzxz + -+ alnxn == bl

a21x1 + azzxz + -+ aann = b2

Am1X1 + QpaXy + -+ A Xy = by

Wenn m = n und det A # 0 gilt, kann man dieses Gleichungssystem mit der Inversen

l6sen, indem man beide Seiten von links mit der Inversen A-1 multipliziert:
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A-x=b | - A-1 (auf beiden Seiten von links)
Al-A-x=A1-b A1-A=E (Einheitsmatrix) und E - x =x
x=A1-b

Die Losung des Gleichungssystems ist daher x = A-1 - b.

Eine hdufige Anwendung der Matrizenrechnung ist in der Materialverflechtung zu
finden. Beispielsweise werden zwei Vorprodukte oder Rohstoffe R1 und Rz zu Zwischen-
produkten Z; und Z; verarbeitet, daraus wiederum werden Endprodukte E1, E2 und E3

hergestellt. Diese Beziehung ldsst sich wieder sehr gut mittels Gozintograf darstellen.

Rohstoffe Zwischenprodukte Endprodukte

Eine Tabelle, die die Verflechtungen der Rohstoffe, Zwischenprodukte und Endprodukte

deutlich macht, konnte wie die folgende aussehen.

ZP P1 P Ps3

Z1 Z1p1 Z1p2 Z1p3
RZ Z1 Z> Z2P1 Z2p2 Z2p3
R1 riza riz; rizZi*zipi1trizz:z2p1 | riZizZip2+rizz:z2p2 | riZi1'zZip3+rizz-zZ;ps3
R ra2z1 r2z» r2Z1°Z1p1+1r2z2:Z2p1 | 2Z1°Z1P2+12Z2:Z2p2 | F2Z1'Z1P3+12Z2:Z2p3

"z "Nz

Aus der Matrix RZ = (rzzl roZy

) kann man ablesen, wie viele Mengeneinheiten (ME)

von den Rohstoffen R1 und R fiir je ein Zwischenprodukt Z; oder Z; benotigt werden.

Z1P1  Z1P2  Z1DP3

ZaP1  Z2P2  Z2P3

Z1und Z; fiir jeweils ein Endprodukt P4, P2 oder P3 notig sind. Gesucht ist nun die Matrix
45
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RP, die direkt den Rohstoffbedarf fiir die Produktion einer ME von Pi, P> oder P3 angibt.
Diese ergibt sich aus der Multiplikation der Matrizen RZ und ZP, die sich bei obiger

Tabellenschreibweise einfach durch das Falksche Schema durchfiihren lasst.

Anhand eines weiteren Beispiels soll deutlich gemacht werden, wieso die Produktmatrix

die Matrix mit den gesuchten Werten ergibt.
Beispiel23: Produktionskosten in einem Schichtbetrieb:

In den Hallen H1 und H2 werden in zwei Schichten S1 und S, die Produkte 4, B und C
erzeugt. Der ersten Tabelle sind die Produktionskosten in den zwei Schichten zu
entnehmen.

Kosten in beiden Schichten je ME in Geldeinheiten (GE):

Kostenmatrix K A B C
S1
Y, 2 3 6

In der zweiten Tabelle ist die Produktionshéhe in beiden Hallen je Schicht in ME

abzulesen.
Produktionsmatrix P Hi1 H;
A 4 5
B 2 3
C 3 6

In Halle H1 werden 4 ME des Produkts A4, 2 ME des Produkts B und 3 ME des Produkts C
produziert. = H1 = 4A + 2B + 3C

Die Produktion des Produkts A verursacht Kosten von 3 GE in der Schicht S1 und Kosten
von 2 GE in Schicht S2. = A = 351 + 25,. Analog folgt B = 451 + 3S2 und € = 551 + 65>.

Die Kosten in Halle Hy in Schicht S1 bzw. S2 setzen sich zusammen aus den jeweiligen
Produktionskosten fiir die Produkte 4, B und C. Analog fiir Halle H>.
> Hi=4-(3S1+2852)+2-(4S1+352) + 3 (551 +652) = 3551 + 325>
= Hy=5-(3S1+252) + 3 (451 +352) +6- (551 + 652) =57S51 + 555

23 entnommen aus Tinhof, 2012 (Mathematik I HAK/LW), S. 231
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In Vektorschreibweise:

Die beiden Vektoren Hi und H: nebeneinander ergeben die gesuchte Produktmatrix

(52 35

man auch durch Multiplikation der Kostenmatrix K mit der Produktionsmatrix P

), die die Produktionskosten je Schicht fiir die beiden Hallen angibt, und die

erhalten wiirde. Hierzu eine Ubersicht in einer grofien Tabelle:

P H1 H>
A 4 5
B 2 3
K A B C 3 6
S1 5 3-4+4-2+5-3=35 | 57
S2 2 3 6 32 55

Interpretation der Produktmatrix:

Die Produktionskosten betragen in Halle H1 in der Schicht S1 35 GE und in der Schicht S
32 GE. Die Produktionskosten betragen in der Halle Hz in der Schicht §1 57 GE und in der
Schicht 52 55 GE.

Finanzmathematik 1

Anwendungen im Alltag sind bei der Finanzmathematik naheliegend. Jeder wird schon
einmal ein Konto angelegt haben, der eine oder andere mochte vielleicht eine Lebens-
versicherung abschlief3en, hoffentlich eher wenige miissen moéglicherweise einen Kredit
aufnehmen, um ihre Schulden zu tilgen. Bei den folgenden drei Themengebieten -
Zinsen und Zinseszinsen, Rentenrechnung und Schuldtilgung - soll erklart werden, wie

in der Finanzmathematik mit Geldbetragen gerechnet wird.

Peggy Daume schreibt, die Verantwortung fiir die Altersvorsorge wiirde verstiarkt auf
den Einzelnen tlbertragen werden, da die Rentenversorgung nach dem bisherigen

Umlageverfahren nicht mehr aufrecht zu erhalten sei. Aufgrund dieser zunehmenden
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Individualisierung werden die Anforderungen in personlichen finanziellen Entschei-

dungsprozessen hoher.24

,Finanzielle Allgemeinbildung ist die Vermittlung von Verstdndnis,
Wissen und sozialer Handlungskompetenz beim Umgang mit den
Finanzdienstleistungen in Kredit, Anlage, Zahlungsverkehr und

Versicherungen, die vor allem Banken und Versicherungen anbieten. 5

Die gesetzlichen Grundlagen fiir Banken und Kreditinstitute sind in Osterreich im
Bankwesensgesetz (BWG) geregelt. In Mathe mit Gewinn 2 wird darauf auch hinge-
wiesen und ein Internetlink angegeben, unter dem die wesentlichen Ausziige aus dem

BWG zu finden sind.
4.2.3 Zinsen und Zinseszinsen

Die Zinsen sind jener Anteil des zur Verfiigung gestellten Geldes (Kapitals), der vom
Schuldner an den Glaubiger nach einer bestimmten Zeit als sogenanntes Nutzungs-
entgelt zu zahlen ist. Wie hoch dieses Entgelt ist, hdngt von der Hohe des Kapitals, der
Dauer der Nutzung durch den Schuldner und dem vereinbarten Zinssatz pro

Zinsperiode (in %) ab.2¢

Kapital

Glaubiger Schuldner
Kapital + Zinsen

Die Zinsperiode ist jeweils ein bestimmter Zeitraum, auf den sich der Zinssatz bezieht.
Nach dessen Ablauf werden die Zinsen in Rechnung gestellt bzw. gutgeschrieben.
Zinssatz und -periode sind immer im Zusammenhang angegeben, z.B. 4 % p. a. (pro

Jahr), 3 % p. s. (pro Semester), 2 % p. g. (pro Quartal) oder 1 % p. m. (pro Monat). Der

Jahreszinssatz wird in Folge mit i bezeichnet (z. B. i = 4 % = ﬁ), der Zinssatz fiir die

24 Daume, 2009 (Finanzmathematik im Unterricht), S. 61
25 Daume, 2009 (Finanzmathematik im Unterricht), S. 66 zitiert nach Reifner, 2004 (Finanzielle
Allgemeinbildung in Schulbiichern), S. V

26 Martin, 2003 (Finanzmathematik), S. 24
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Zinsperiode von einem Semester mit iz, analog steht is fiir den Quartalszinssatz und i12

fir den Monatszinssatz.

Seit dem 1. Janner 1993 existiert die Kapitalertragsteuer (KESt), die automatisch durch
die Bank von den Zinsen abgezogen wird. Hierbei werden (Spar-)Einlagezinsen und
Wertpapierzinsen mit 25 % besteuert.2” Bei einem Jahreszinssatz von 2 % stehen einem
in Wahrheit also nur 34 davon (1,5 %) zu und der Rest (0,5 %) geht an das Finanzamt.

Die KESt wird in beiden Biichern erwdhnt, jedoch bei den Berechnungen vernachlassigt.

Es sind verschiedene Arten der Verzinsung zu unterscheiden. Bei der einfachen
Verzinsung wird nach jeder Zinsperiode wieder vom Anfangswert ausgegangen, d.h. die
Berechnungsbasis bleibt gleich. Die Zinsen sind immer gleich hoch und fiir die nachste
Verzinsungsperiode nicht von Bedeutung. Diese Kapitalisierung entspricht einem
linearen Wachstum des Kapitals. Bei den Zinseszinsen hingegen werden die Zinsen
dem Kapital hinzugerechnet und bei der nidchsten Zinsperiode mitverzinst, d.h. die
Berechnungsbasis andert sich. Dies entspricht einem exponentiellen Wachstum des

Kapitals.

Die Zinsen werden - je nach Vereinbarung - am Ende oder am Beginn jeder Zinsperiode
bezahlt bzw. gutgeschrieben. Ersteres nennt man dekursive oder nachschiissige
Verzinsung (wie z.B. beim Sparbuch) und zweiteres antizipative oder vorschiissige

Verzinsung.

Die antizipative (vorschiissige) Verzinsung gibt es laut Steiner et al. in der Praxis eher
selten, daher werden im Schulbuch alle Aufgaben mit dekursiver Verzinsung gerechnet.
Auch bei Hinkelmann et al. wird die antizipative Verzinsung weitaus kiirzer behandelt
als die dekursive. Aus diesem Grund werde ich mich hier auch auf die dekursive

Verzinsung beschranken.

Weil Geld oft nicht eine ganze Zinsperiode lang veranlagt wird, ist auch die Tage-
berechnung bzw. Angabe eines Teils einer Zinsperiode relevant. Ublicherweise rechnet
eine Bank bei Sparguthaben mit 360 Tagen pro Jahr und einheitlichen 30 Tagen pro
Monat.

27 Hinkelmann, 2006 (Mathe mit Gewinn 2),S. 111
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Der einfache Zins ist in der Praxis nur dort von Bedeutung, wo der Zeitraum der
Verzinsung kirzer als die Zinsperiode ist, weil sonst (nach BWG) mit Zinseszinsen
kapitalisiert wird. Nachdem die Zinsen beim einfachen Zins am Ende der Zinsperiode

anfallen, handelt es sich hierbei immer um dekursive Verzinsung.

Bei ganzjihriger Verzinsung ist die Zinsperiode ein Jahr lang, bei unterjahriger
Verzinsung ist sie kiirzer als ein Jahr. Als wichtigstes Werkzeug der Zinsrechnung gilt

das Aufzinsen bzw. das Abzinsen?8, Naheres dazu folgt in Kiirze.

Formeln zur Berechnung des Endkapitals bei dekursivem einfachen Zins und dekursiven

Zinseszinsen

Ko ... Anfangskapital, Barwert
K, ... Endkapital, Endwert nach n Zinsperioden
i ... Zinssatz pro Jahr

n ... Anzahl der Jahre
Einfacher Zins: K,=Ky-(1+n-i)
Zinseszinsen: K, =K, - (1+i)"

Wird ein Kapital von € 500,- zu 3 % p. a. angelegt, berechnet man das Guthaben nach
ein, zwei, .. Monaten mit einfacher Verzinsung, die einem linearen Wachstum des

Kapitals entspricht. Die Zinsen betragen fiir das ganze Jahr 3 % von € 500,- (= € 15,-)

bzw. fiir einen Monat 1—12 von € 15,- (= € 1,25). Das Guthaben nach einem Monat betragt

3

daher 500 - (1 + 1—12 . ﬁ) = 501,25 €, nach zwei Monaten € 502,50, ... und nach zwolf

Monaten € 515,-. Mochte man das Guthaben nach beispielsweise drei Jahren angeben,
benétigt man die Berechnung mittels Zinseszinsen, hierbei werden die Zinsen des
Vorjahres dem Kapital hinzugerechnet und mitverzinst. Das Guthaben nach drei Jahren

betragt daher K3 = 500 - 1,03° ~ 546,36 €.

Im Allgemeinen wird die Berechnung des Endwerts eines Kapitals als Aufzinsen

bezeichnet, das Berechnen des Barwerts hingegen heif3t Abzinsen.

Durch Umformen erhadlt man Formeln zur Berechnung des Barwerts, des Zinssatzes und

des Verzinsungszeitraums:

28 Adelmeyer, Warmuth (Finanzmathematik fiir Einsteiger), 2005, S. 2
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Einfache Zinsen: Ky = TnD

Zinseszinsen:

__logK,—logKj,
 log(1+i)

(durch Logarithmieren der sich ergebenden Exponentialgleichung)

Um eine exakte Berechnung nach BWG zu erzielen, muss man die beiden Verzinsungs-
formen - einfacher Zins und Zinseszins - kombinieren. Dies wird gemischte (prakti-
sche) Verzinsung genannt. Dabei werden volle Zinsperioden mit Zinseszinsen und
Zinsperiodenbruchteile mit einfachem Zins kapitalisiert. Die entsprechende Formel zur

Berechnung des Endwerts lautet:
K,=Ky,-(1+D)™-(1+n,-i)
(nv ... Anzahl der vollen Zinsperioden, n; ... restliche Zeit in Anteilen einer Zinsperiode)

Werden z. B. zu Jahresbeginn € 600,- auf ein mit 3,5 % p. a. verzinstes Sparbuch gelegt,

wird das Guthaben nach 55 Monaten wie folgt berechnet:
55 Monate sind 4 Jahre und 7 Monate = ny, =4, n, = 1—72

K, = 600 (1+3’5)4 (1+ ! 3'5) 702,57 €
n 100 12 100/~ 7%

Neben der gemischten Verzinsung gibt es auch die theoretische Verzinsung. Diese liegt
vor, wenn man auch fiir eine nicht ganzzahlige Anzahl von Zinsperioden das Endkapital
nach den Formeln der Zinseszinsrechnung ermittelt. Das Endkapital des obigen

Beispiels lasst sich mit theoretischer Verzinsung folgendermafien berechnen:
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4+

K, =600-(1 35\ 702,47 €
n=600-(1+555) =702

Man sieht, dass die gemischte Verzinsung zu einem etwas hoheren Endwert fiihrt.
Dennoch verwendet man als gute Naherung haufig die theoretische Verzinsung

aufgrund der einfacheren Berechnung.

Das Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik: Oft miissen zwei oder mehrere Ange-
bote bzw. Zahlungen verglichen werden, diese sind aber nicht immer zum gleichen
Zeitpunkt fallig. Um die Zahlungen miteinander vergleichen zu konnen, sind die Werte
der Zahlungen zu demselben Zeitpunkt zu bestimmen, wobei der Zeitpunkt an sich aber
unbedeutend ist bzw. frei gewahlt werden kann. Die Betrdge miissen also dement-

sprechend auf- oder abgezinst werden.

Unterjdhrige Verzinsung

Man spricht von unterjahriger Verzinsung, wenn m-mal pro Jahr verzinst wird, d. h.
wenn die Zinsperiode kiirzer als ein Jahr ist. Den unterjahrigen (relativen) Zinssatz

bezeichnet man mit i,,.

m=2: halbjahrliche Verzinsung
m = 4: vierteljahrliche Verzinsung
m=12: monatliche Verzinsung

Der Zinssatz i = m - i,, heifd3t Nominalzinssatz (nomineller Jahreszinssatz).2?

Die Endwertformel sowie deren Umformungen lauten bei unterjahriger Kapitalisierung
(bei dekursiver Verzinsung) analog zur ganzjahrigen Kapitalisierung, blof3 gilt der
Zinssatz nicht mehr pro Jahr sondern pro Zinsperiode.

n Jahre haben n-m Zinsperioden
K,=Ky (1 +i,)"™

Waren € 500,- sieben Jahre lang zu einem Nominalzinssatz von 6 % angelegt, betragt das

Guthaben bei

29 Tinhof, 2012 (Mathematik 11l HAK/LW), S. 65 f.
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7
ganzjahriger Kapitalisierung K,, = 500 - (1 + %0) =500-1,06” ~ 751,82 €.
27
halbjéhrlicher Kapitalisierung K,, = 500 - (1 + %) =500-1,03 ~ 756,29 €.
47
vierteljahrlichen Kapitalisierung K, = 500 - (1 + =) =500 - 1,015% ~ 758,61 €.

127
monatlicher Kapitalisierung K,, = 500 - (1 + %i) = 500-1,005%* ~ 760,18 €.

Vergleich von Zinssatzen

Wie man beim obigen Beispiel schon erkennen kann, ist der Endbetrag bei gleichem
Jahreszinssatz umso hoher, je kiirzer die Verzinsungsperiode ist. Es stellt sich daher
folgende Frage: Wie hoch ist ein Halbjahres-/Quartals-/Monatszinssatz zu wahlen, um
gegeniiber einem gegebenen Jahreszinssatz einen gleich hohen Endbetrag K, zu

erhalten?

Ko(l‘l‘l)n:Ko(l‘l‘lm)nm |:KO

A+)"=A+i,)"™ |V
T+i=(1+iy)™m

Fir Zinssatze, die bei gleichem Barwert und gleicher Verzinsungsdauer denselben

Endwert liefern, muss also gelten:
1+i=1+0)*=1+i)* =1 +i)"
Diese Zinssatze nennt man dann dquivalent (konform).

Beispiel: Bei einem Nominalzinssatz von 6 % fiir Bauspardarlehen erhdlt man bei
Quartalsverzinsung fiir € 1,- nach einem Jahr den Endwert K, =1 - 1,0154 % 1,06136. Das
Kapital hat sich also effektiv um den Jahreszinssatz i = 6,136 % verzinst.
Man sagt, i = 6,136 % ist der zu iz = 1,5 % aquivalente (konforme) Zinssatz, da beide

Zinssatze zum selben Endwert fihren.

Allgemein: Der zum Zinssatz in dquivalente Jahreszinssatz heifst effektiver Jahreszins-

satz.30

Beispiel: 7 nomineller Jahreszinssatz 6 %
i1=15%
N\ effektiver Jahreszinssatz 6,136 %

30 Tinhof, 2012 (Mathematik 11l HAK/LW), S. 67
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Auch zwischen dekursiver und antizipativer Verzinsung lassen sich Vergleiche anstellen,
wodurch eigene Formeln fiir antizipative Verzinsung gar nicht mehr unbedingt not-

wendig sind.
4.2.4 Rentenrechnung

Als Rente bezeichnet man Ein- oder Auszahlungen in regelmafdigen Zeitabstidnden mit
meist gleichbleibenden Geldbetrdagen. Den Zahlungsbetrag nennt man (Renten-)Rate
und den Zeitraum zwischen zwei aufeinander folgenden Zahlungen bezeichnet man als

Rentenperiode.

Je nach Zeitpunkt der Zahlung, welche so wie die Zinsfalligkeit im vorigen Kapitel am
Beginn oder am Ende einer Rentenperiode erfolgen kann, spricht man von einer
vorschiissigen Rente (z. B. bei Kapitallebensversicherungen oder Bausparvertragen)

oder einer nachschiissigen Rente (z. B. bei Krediten oder Gehaltszahlungen).

Als Ansparung gelten Rentenzahlungen, mit denen man nach einer gewissen Zeit einen
Endwert zur Verfligung haben méchte. Um nach einer bestimmten Zeit einen Barwert (z.
B. einen Kreditbetrag) ausgleichen zu konnen oder einen vorhandenen Betrag zu

verbrauchen, mussen Zahlungen erfolgen, die man als Abzahlung bezeichnet.

Zeitrenten sind Renten mit einer zu Beginn festgelegten Laufzeit, dazu gehort z. B. das
Abzahlen eines Kredits. Eine Lebensversicherung hingegen ist der Leibrente zuzu-

schreiben. Diese endet erst beim Ableben des Rentenbeziehers.

In der Rentenrechnung geht es nun darum, den Wert der gesamten Rente zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten bestimmen zu konnen, oder einen fixen Betrag auf mehrere

Ratenzahlungen aufzuteilen.

Fir Berechnungen dieser Art sind Wissen und Formeln aus dem Kapitel Folgen und
Reihen notwendig. Bei Steiner et al. wird dieses im Buch zu einem fritheren Zeitpunkt
ausfiihrlich durchgenommen. Im Gegensatz dazu werden Folgen und Reihen in Mathe
mit Gewinn 2 erst im Kapitel der Rentenrechnung gebracht, und das erfolgt kompakt auf
weniger als zwei Seiten. Hier ist also deutlich die Anwendung der Folgen und Reihen auf
die Rentenrechnung erkennbar, weil nur kurz die nétigen Formeln erklart werden, um

sich dann gleich wieder den Renten widmen zu konnen.
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An dieser Stelle werden auch kurz die wichtigsten Begriffe der Folgen und Reihen

angefiihrt.

Folge: geordnete Anordnung von Zahlen, die alle demselben Bildungsgesetz gehorchen
z.B. a)<2,5,8,11,14,..>

b)<1,-2,4,-8,16,..>

)<8,42105,..>

Zwischen den sogenannten Folgengliedern besteht offensichtlich immer eine gewisse
Abhangigkeit. In Bsp. a) ist jede Zahl um 3 grofder als sein Vorganger, in Bsp. b) ist jedes
Glied das (-2)-fache seines Vorgangers und in Bsp. c) ist jede Zahl halb so grof wie sein

Vorganger.

Arithmetische Folge: Die Differenz d zweier benachbarter Glieder ist konstant.

ai ... Anfangsglied

an ... n-tes Glied (n € N)

d ... Differenz (d € R)

rekursive Darstellung: Any1 =an, +d

explizite Darstellung: a,=a,+(n—-1)-d
< an >=< a, a,as, ... >

Geometrische Folge: Der Quotient g zweier benachbarter Glieder ist konstant.

b1 ... Anfangsglied

by ... n-tes Glied (n € N)

q -.- Quotient (q € R)

rekursive Darstellung: b, =b,_1'q

explizite Darstellung: b, = by q* !
< bn > =< bl,bz,bg, e >
Reihe: Die Folge < s, > der Teilsummen s, der Folge < a, >.

n
Sp = Z a;
i=1

Analoges gilt fiir < b, >.
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Summenformel fiir arithmetische Reihen (ohne Herleitung):

n n
Snzz-(a1+an) bzw. snzz-(2a1+(n—1)-d)

Summenformel fiir geometrische Reihen:

q" — 1
q—1

Sy, =by- q+1

In Folge von grofer Bedeutung wird die Summenformel fiir geometrische Reihen sein,

weshalb ich dessen Herleitung auch zeigen mdéchte:

Man bildet die Summe von n Folgengliedern,
Sn:b1+b2+b3+"‘+bn
Sn:b1+b1'q+b1'q2+”'+b1'qn_1

multipliziert diese Gleichung mit q und erhalt:

Sn'q=Db1"q+by-q*+by - q*+-+bq"

Nun subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten:

Sn_Sn'q:bl_bl'qn

Durch Herausheben und Dividieren
Sp(1=q)=by-(1—q")
1—q" qt—1

= b, - 1
S q*

Sn:bl' 1_q

ergibt sich die Summenformel fiir geometrische Reihen.

Nun mochte ich die gebrauchlichen Formeln fiir die Endwertberechnung von vor- und

nachschiissigen Renten herleiten.

Renten mit libereinstimmender Renten- und Zinsperiode:

R ... Rate
n ... Laufzeit der Rente in Zinsperioden (Anzahl an Zahlungen)
E(m) ... Endwert der Rente (nach n Zinsperioden)

im ... Zinssatz pro Zinsperiode

Aufgaben zur Rentenrechnung lassen sich mittels Zeitlinie gut grafisch darstellen und

erleichtern das Verstandnis.
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Endwertformel fiir vorschiissige Renten

R ......................... >

Die fein strichlierten Pfeile bedeuten eine Aufzinsung bis zum Ende des Pfeils. Die erste

Rate wird also n Rentenperioden lang verzinst: E1 = R+ (1 + im)"
Analog: 2. Rate: E;=R-(1+im)n1
(n-1).Rate: Ep1=R- (1 +im)?
n. Rate: E.=R-(1+im)
E=E +En1+ .. +E2+E1=R-(1+in) [1+ (1 +in)+ ..+ (L+im)"2+ (1+im)"1]

Der Endwert E der gesamten Rente ldasst sich somit mittels Summenformel fir

geometrische Reihen berechnen, wenn E, das Anfangsglied und (1 + i) der Faktor ist.

n n—1
1+ i)™ — 1
EzzEk=R-(1+im)-2(1+im)k=R-(1+im)-%

k=1 k=0

lm

Endwertformel fiir nachschiissige Renten

Die Herleitung der Formel fiir nachschiissige Renten erfolgt ganz analog. Hier wird die
erste Rate nur (n-1) Zinsperioden verzinst, die vorletzte Rate eine Zinsperiode lang und

die letzte Rate wird gar nicht mehr verzinst.
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Die Endwertformel sagt uns, wie hoch das Kapital am Ende einer Renteneinzahlung oder
Rentenauszahlung ist. Eine andere Frage ist allerdings auch: Uber welchen Barwert
muss man verfligen, um jeweils am Beginn/Ende einer Zinsperiode einen gewissen
Geldbetrag beheben zu konnen? Auch die Barwertformel lasst sich mit Hilfe einer

Zeitlinie und Gebrauch der Summenformel fiir geometrische Reihen einfach erklaren:

Barwertformel fiir vorschiissige Renten

Die fein strichlierten Pfeile kennzeichnen dieses Mal die Dauer, fiir welche die Raten-

betrage abgezinst werden miissen. Statt dem Aufzinsungsfaktor (1 + i) verwenden wir

hier daher den Abzinsungsfaktor ﬁ .

m

B=R+R- +...+R-

n-—
T4 iy (1+1)n1 kZ(l-i—lm)k 1

Diese grofde Formel mit Doppelbrichen - die dennoch in Mathematik und ihre
Anwendungen in der Wirtschaft 2 angefiihrt wird - ist in Wahrheit gar nicht notwendig.
Durch Umformen ist festzustellen, dass sich dieselbe Formel ergibt, wiirde man den
Endwert durch (1+in)" dividieren (n Jahre abzinsen). Eine weitaus praktischere Formel
ergibt sich also aus

E R-(1+ipy) %

B=asiy~ (1 +i,)"

und lautet nach Vereinfachung:
B R A+i)" -
S A+ i)t im
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Barwertformel fiir nachschiissige Renten

Die Formel bei nachschiissigen Renten ldsst sich ebenso einfach erklaren:

o (tim)"—1 .
E B Im R .(1+lm)"—1

B = = =
A+ A+i)" A+i)" Im

Als Zusammenfassung der letzten vier Formeln wird hier noch einmal eine Tabelle

angefiihrt, in der diese angegeben sind. Es sei 7 := 1 + i,.

vorschiissige Rente nachschiissige Rente
"—-1 "—1
Endwert E R-r-r R.r
r—1 r—1
n __ n _
Barwert B R T ! 5 T 1
rm=1 r—1 rm or—1

Neben der Berechnung des Barwerts oder des Endwerts ist es in der Praxis meistens
interessanter zu wissen, wie man die Hohe der Raten berechnet, um bei vorgegebener
Laufzeit einen bestimmten Bar- oder Endwert zu erreichen. Fiir die Berechnung des
Ratenbetrags lassen sich die oben angefiihrten Formeln einfach umformen. Auch die
Laufzeit bzw. Rentendauer bei gegebenem Bar- oder Endwert und gegebenem Zinssatz

lasst sich durch Umformen mittels Logarithmieren relativ einfach berechnen.

Um den Zinssatz i, Zu bestimmen, um innerhalb einer bestimmten Zeit einen gewissen
Bar- oder Endwert zu erreichen, reicht die handische Berechnung nicht mehr aus, diese
Gleichungen lassen sich im Allgemeinen nicht mehr algebraisch 16sen. Laut Hinkelmann
et al. kbnne man mit einem CAS versuchen, eine numerische Losung zu finden. Helfen

konnte es, wenn man die Suche nach der Losung auf den Bereich 0 < im < 1 einschrankt.
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In der Praxis ist das Ansparen von Guthaben (Kapitalaufbau) bzw. das Abbezahlen von
Schulden (Kapitalabbau) sehr haufig. Hinkelmann et al. erwdhnen hier die im Finanz-
wesen bekannte (nachschiissige) Sparkassenformel, die meistens wie folgt angegeben

wird:

n

mitr =1+ i,

En=Ko'T"+ R~

Ko ... Anfangskapital bzw. Anfangsschuld

n ... Zahlungsperioden bzw. Anzahl der Zahlungen

Ey ... Guthaben bzw. Schuld nach n Zahlungen/Zinsperioden
R ... Rate

Diese Formel ist in vielen Aufgaben und auch in spezielleren Situationen wie den

folgenden brauchbar.

Rentenumwandlung:

Wenn man beispielsweise einen Kredit aufnimmt, aber erst spater mit der Riickzahlung
beginnen kann, weil man in den ersten Jahren dringend Geld benotigt, wachst die Schuld
inzwischen wegen der Verzinsung ungebremst an. Dieser angestiegene Betrag wird
dann der neue Barwert, von dem aus die Ratenhohe berechnet werden kann. Solch eine
Rente nennt man aufgeschobene Rente. Die Dauer bis zur ersten Zahlung bezeichnet

man hierbei als Karenzzeit.

Natiirlich kann es passieren, dass es notwendig ist, bei einer Rentenzahlung zwischen-
zeitlich auszusetzen. Auch hier muss man beachten, dass wahrend der Zeit, in der keine
Zahlungen getatigt werden, die Schulden ansteigen. Nachdem solch eine Pause meistens
nicht geplant ist, muss danach die Rate erhoht oder die Laufzeit verlangert werden, um
dennoch den vollen Betrag inklusive Zinsen abbezahlen zu konnen. Diese Rente nennt
man eine unterbrochene Rente, welche in der Praxis zum Beispiel bei Krediten

wahrend des Prasenz- oder Zivildienstes zugelassen ist.

Man spricht von einer abgebrochenen Rente, wenn jemand vorzeitig aus der Rente
aussteigt und die Ratenzahlungen bereits vor Ablauf der Laufzeit enden. Dafiir ist es
notig, die Restschuld zur Zeit des Abbruchs zu berechnen. Angenommen man beendet

eine nachschiissige Rente zum Tilgen einer Schuld schon nach k Jahren, muss vom
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Betrag der (fiir eine Laufzeit von k Zinsperioden aufgezinsten) Anfangsschuld der
Endwert der Rente (nach der k-ten Zinsperiode) abgezogen werden. Was librig bleibt, ist

die Restschuld.

Eine spezielle Form der Renten ist die ewige Rente. Dessen Laufzeit ist unbegrenzt, weil
nur von dem Geldbetrag, der durch die Zinsen hinzukommt, Kapital entnommen wird.
Daher bleibt die Hohe des angelegten Kapitals erhalten. Als wichtiges Beispiel dazu sei
der Nobelpreis genannt. Alfred Nobel (1833 - 1896) hielt in seinem Testament fest, man
moge einen Fonds mit dem grofdten Teil seines Vermogens griinden, dessen jahrliche
Zinsen jenen als Preise zuerteilt werden sollen, die im vergangenen Jahr den grofdten
Nutzen in den Bereichen Chemie, Frieden, Literatur, Medizin/Physiologie und Physik

gebracht haben.3!

Um sich selbst eine ewige Rente zuzulegen, kann man eine Rentenzahlung planen, mit
der man nach einer gewissen Zeit einen bestimmten Geldbetrag zur Verfliigung hat. Der
Endwert dieser Rente dient dann als Barwert der ausgezahlten Rente, dessen Zinsertrag
pro Zinsperiode die ewig auszuzahlende Rate pro selber Zinsperiode betragen soll
Es gilt also: Der Endwert der angesparten Betrdge zum Zeitpunkt des Auszahlungs-

beginns entspricht dem Barwert der ausgezahlten Rente.

Bis jetzt wurde davon ausgegangen, dass Renten- und Zinsperiode iibereinstimmen. Nun

mochte ich noch kurz auf den Fall eingehen, wenn diese nicht gleich sind.

Renten mit unterschiedlicher Renten- und Zinsperiode:

Oft zahlt man monatlich einen bestimmten Betrag beispielsweise auf ein Fixzinsspar-
buch, das aber jahrlich verzinst wird. Um trotzdem das Guthaben am Ende der
Ansparphase moglichst exakt berechnen zu kdnnen, muss man konforme Zinssitze
verwenden. In diesem Fall braucht man den zum Jahreszinssatz i konformen
Monatszinssatz ii2. Somit hat man die Situation auf eine Rentenrechnung mit gleicher

Renten- und Zinsperiode (ndmlich der eines Monats) zuriickgefiihrt.

3 Hinkelmann, 2006 (Mathe mit Gewinn 2), S. 136
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4.2.5 Schuldtilgung

Bei der Schuldtilgung geht es um die in gleichen Zeitabstanden erfolgenden Zahlungen
zum Ausgleichen/Riickzahlen/Tilgen einer Schuld mit Beriicksichtigung der Zinsen. Die
zu zahlenden jahrlichen Teilbetrdge nennt man Annuitidten. Aufgrund der anfallenden
Zinsen dient nur ein Teil der Annuitdten zur Tilgung der Schuld, daher setzen sich die
Annuitdten aus zwei Bestandteilen zusammen, namlich aus dem Tilgungsanteil und
dem Zinsenanteil. Das Berechnen dieser verschiedenen Zahlungsbetrage ist eine

Anwendung der Rentenrechnung,.

Zur Veranschaulichung der Riickzahlung einer Schuld werden auch in der Praxis
sogenannte Tilgungspline fiir die Kunden aufgestellt. Bei diesen ist die Aufteilung der
Annuitaten in Zinsen- und Tilgungsanteile gut ersichtlich. Es gibt mehrere Formen der
Schuldtilgung. Die wichtigsten werde ich in diesem Kapitel anhand von Beispielen
erklaren. Dabei wird immer von einem Kredit in der Hohe von € 100.000,00 ausge-

gangen, der innerhalb von vier Jahren mit i =5 % p. a. zuriickbezahlt werden soll.

Die gestundete Schuld

Hierbei werden erst am Ende der Laufzeit die Schulden samt Zinseszinsen auf einmal
zuruckgezahlt. Die Berechnung ist wohl bei dieser Schuldtilgung die einfachste, jedoch
die mit den hochsten Kosten, da der komplette Schuldbetrag die ganze Laufzeit hinweg
verzinst wird, ohne zwischendurch durch Teilzahlungen verringert zu werden. Der am
Ende zu bezahlende Betrag ergibt sich schnell aus der Aufzinsung des Schuldbetrages
tiber die vier Jahre hinweg: 100.000 - 1,054 = 121.550,63 €. Der Tilgungsplan fiir die ge-
stundete Schuld ist dementsprechend einfach und liefert nicht viel Information. Zwecks

Vergleich zu den anderen Arten der Schuldtilgung mdéchte ich ihn dennoch erstellen:

Tilgungsplan:
Annuitat
Jahr (Rest-)Schuld Zinsenanteil Tilgungsanteil
(Zahlung)
1 € 100.000,00 € 5.000,00 €-5.000,00 -
2 € 105.000,00 € 5.250,00 €-5.250,00 -
3 € 110.250,00 €5.512,50 €-5.512,50 -
4 € 115.762,50 € 5.788,13 € 115.762,50 € 121.550,63
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Die Zinsschuld:

Bei der Zinsschuld werden zum Riickzahlungstermin nur die Zinsen abbezahlt, die
Restschuld bleibt somit konstant. Die ganze Laufzeit lang erfolgt keine Tilgung, erst am

Ende wird die Schuld mit den Zinsen der letzten Zinsperiode gemeinsam beglichen.

Annuitat
Jahr (Rest-)Schuld Zinsenanteil Tilgungsanteil
(Zahlung)
1 €100.000,00 €5.000,00 - €5.000,00
2 €100.000,00 €5.000,00 - €5.000,00
3 €100.000,00 €5.000,00 - €5.000,00
4 €100.000,00 €5.000,00 €100.000,00 € 105.000,00

Die Annuitdtenschuld:

Hier kommt die Rentenrechnung ins Spiel. Bei der Annuitdtenschuld/-tilgung soll die
Schuld iber einen bestimmten Zeitraum hinweg in gleich bleibenden Raten
zuruckgezahlt werden. Es ist der Endwert der Rente nach n Zinsperioden mit dem
Endwert der Anfangsschuld nach n Jahren gleichzusetzen, wodurch man die gesuchte
Hohe der Rate R erhdlt. (Analog funktioniert dies auch mit Bezug auf den Ausgangs-

zeitpunkt, d. h. mittels Berechnung des Barwerts.)

1+i)" -1
DY

L =S-(1+0)"

S ... Schuld; Berechnung bei nachschiissiger Rente

1,05% -1

=1 +1,05*
005 00000 - 1,05

Die Rechnung liefert: R = 28.201,18 Euro
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Tilgungsplan:

Annuitat
Jahr (Rest-)Schuld Zinsenanteil Tilgungsanteil

(Zahlung)
1 €100.000,00 €5.000,00 €23.201,18 €28.201,18
2 €76.798,82 € 3.839,94 € 24.361,24 €28.201,18
3 €52.437,57 €2.621,88 € 25.579,30 €28.201,18
4 € 26.858,27 €1.342,91 € 26.858,27 €28.201,18

Ratenschuld:

Bei der Ratenschuld oder auch Ratentilgung bleibt der Tilgungsanteil wihrend der
gesamten Laufzeit gleich hoch. Die entsprechende Rate setzt sich dabei aus dem

konstanten Tilgungsbetrag und den in der vergangenen Zinsperiode angefallenen Zinsen

zusammen.
Tilgungsplan:
Annuitat
Jahr (Rest-)Schuld Zinsenanteil Tilgungsanteil
(Zahlung)
1 €100.000,00 €5.000,00 € 25.000,00 €30.000,00
2 € 75.000,00 € 3.750,00 € 25.000,00 € 28.750,00
3 €50.000,00 € 2.500,00 € 25.000,00 €27.500,00
4 € 25.000,00 €1.250,00 € 25.000,00 € 26.250,00

Man sieht, dass sich die Annuititen verringern, da die Restschuld Jahr fiir Jahr geringer

wird und daher weniger Zinsen anfallen.

Bei einer Laufzeit von vier Jahren konnte man sich noch die Arbeit machen, die nétigen
Ergebnisse fiir den Tilgungsplan einzeln zu berechnen. Fiir eine hohere Anzahl an
Riickzahlungsterminen empfiehlt sich allerdings eine Berechnung mittels elektronischer
Hilfsmittel wie z. B. einem Tabellenkalkulationsprogramm wie Excel, welches bei

Hinkelmann et al. in diesem Kapitel auch verwendet wird.

Wenn sich wahrend einer Schuldtilgung die Bedingung fiir die Tilgung andert, nennt
man das eine Schuldkonversion.
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Aus dem Buch Finanzmathematik von Tobias Martin32 mochte ich Grafiken iibernehmen,
die sehr schon die unterschiedlichen Verlaufe von Restschuld, Zins- und Tilgungs-
anteilen (bezogen auf die Anfangsschuld K;) bei den vier besprochenen Tilgungs-
prozessen darstellen. Der hier als gesamtfallige Schuld mit Zinsansammlung bezeichnete

Tilgungsprozess entspricht der obigen gestundeten Schuld.

Gesamtfillige Schuld mit Zinsansammlung

250%

200% +-

150%

100% - H Tilgung

OZinsen
(B Restschuld

50%

0% ||

-50% —

OZinsen
M Tilgung
|@Restschuld

Annuitatenschuld

120%

100%

80% ||
OZinsen

60% | M Tilgung

O Restschuld |

40%

20% | f

o |1

32 Martin, 2003 (Finanzmathematik), S. 116 ff.
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4.2.6 Kosten- und Preistheorie

In der Wirtschaft (Wirtschaftswissenschaften, Wirtschaftspraxis) werden in sehr vielen
Bereichen Funktionen als mathematische Modelle eingesetzt, um Sachverhalte zu
beschreiben. Meistens ist eine exakt definierte Funktion nicht méglich, dennoch kann

man mit moglichst einfachen Funktionsgleichungen den Sachverhalt gut approximieren.

In weiterer Folge handelt es sich vermehrt um produzierte Mengen (z. B. Stiick, Karton,
Palette, ...) und den dafiir zu zahlenden oder aufzuwendenden Geldbetrag. Um den
Modellcharakter zu bewahren, soll allgemein die Mengeneinheit mit ME und die

Geldeinheit mit GE abgekiirzt werden.

Man spricht von den Fixkosten, wenn die Hohe der Kosten unabhangig von der
erzeugten Menge ist. Wenn die Anzahl der produzierten Mengeneinheiten aber Einfluss

auf die Kosten hat, nennt man dies die variablen Kosten.

Beispiele fiir Fixkosten ‘ Beispiele fiir variable Kosten

Miete, Grundgebiihr, Personalkosten ‘ Materialverbrauch, Energiekosten

Die Gesamtkosten ergeben sich dann aus der Summe der produktionsunabhingigen
fixen Kosten (F) und der variablen Kosten (K,). Die zugehorige Gesamtkostenfunktion

lautet
K(x) = K,(x) +F.

Negative Produktionsmengen sind nicht moglich, daher beginnt die Definitionsmenge

fiir x beim Wert 0: D = [0; xpmax]
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Streng gesehen miisste x € N sein, da im Allgemeinen nur ganze ME erzeugt werden
konnen. Dennoch sollen alle reellen Zahlen innerhalb eines Intervalls zugelassen werden
(man sagt auch: man lasst die Variablen stetig variieren), weil stetige Funktionen ein
einfaches mathematisches Modell darstellen, das auch den Einsatz der Differential-
rechnung moglich macht. Fiir die Losung muss das Ergebnis aber - abhangig von der

Fragestellung - auf ein ganzzahliges Ergebnis auf- bzw. abgerundet werden.

Mit der Anzahl der Produktionsmenge steigen gleichzeitig die variablen Kosten. Dies

kann aber proportional, unterproportional oder tiberproportional verlaufen.

Lineare Kosten

(proportionaler Kostenverlauf)

Degressive Kosten

(unterproportional)

Progressive Kosten

(Uberproportional)

K(x) in GE

xin ME

K(x) in GE

xin ME

K(x) in GE

xin ME

Um von einer gegebenen Kostenfunktion bestimmen zu kénnen, ob der Kostenverlauf
linear, degressiv oder progressiv ist, ohne den dazugehorigen Grafen zu kennen, bildet
man die erste Ableitung K’(x) der Kostenfunktion K(x). Da die erste Ableitung als

Steigung zu interpretieren ist,

K'(x)

gibt die Funktion K‘(x) (die sogenannten Grenzkosten) den Kostenzuwachs fiir eine
zusatzlich produzierte Mengeneinheit an. Fiir x > 0 muss K‘(x) durchwegs positiv sein.

Die zweite Ableitung K“(x) gibt die Veranderungstendenz der Grenzkosten K'(x) an.
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Daher gilt fiir
K'(x) > 0, K“(x) > 0: K(x) steigt iiberproportional mit steigenden Zuwachsen (progressiv)
K'(x) > 0, K“(x) = 0: K(x) steigt proportional (linear)

K'(x) > 0, K“(x) < 0: K(x) steigt unterproportional mit sinkenden Zuwachsen (degressiv)

Kostenfunktionen koénnen aber auch durch Polynome dritten Grades beschrieben
werden, wodurch die zugehoérige Kurve einen Wendepunkt erhalt. In diesem Fall spricht
man von der sogenannten Kostenkehre - dem Ubergang von degressivem zu progres-
sivem Kostenverlauf. Der Grund fiir derartige s-formige Kurven (siehe unten) kann z. B.
die Erzielung eines glinstigeren Beschaffungspreises (bei Mengenrabatt beim Kauf von
Rohstoffen) sein. Bei weiterer Produktionserh6hung konnen die Kosten aber z. B. wegen
Uberstunden wieder hochschnellen. Diese Art von Kostenverlauf nennt man auch

ertragsgesetzlichen Kostenverlauf.

Um zu bestimmen, bei welcher Produktionsmenge x die Kostenkehre liegt, ist K“(x)

(1

gleich Null zu setzen und x zu bestimmen. Sofern K“(x) # 0 ist, liegt beim errechneten

x-Wert die Kostenkehre.

K(x) in GE

degressiv progressiv

> x in ME

Kosten-
kehre

Die Kostenfunktion ist im Allgemeinen in der betrieblichen Praxis nicht vorgegeben. Es
sind nur fir ein paar bestimmte Produktionsmengen die dazugehdrigen Gesamtkosten
bekannt. Um eine Funktion zu bestimmen, die den Kostenverlauf moglichst genau
darstellt, kann man sich z. B. mit der Methode der kleinsten Quadrate helfen.

(Herleitung: siehe Abschnitt 4.2.9)
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Die Frage nach den durchschnittlichen Kosten einer Mengeneinheit ist eine wichtige, die
man sich vor Festlegung des Produktionsplans stellen soll. Dafiir dividiert man die

Gesamtkosten durch die Anzahl der erzeugten Mengeneinheiten und erhdlt die
Stiickkostenfunktion K (x) = g , die bei linearem und degressivem Kostenverlauf eine

dhnliche Kurve wie die folgende aufweist.

K(x) in GE/ME
/

xin ME

Anhand der Kurve erkennt man auch, dass die Durchschnittskosten kleiner werden, je
grofder die Produktionsmenge ist. Dies kann man bei progressivem Kostenverlauf

allerdings nicht behaupten, weil dort die Gesamtkosten liberproportional steigen.

Die Produktionsmenge x, bei der gilt: Grenzkosten = Durchschnittskosten, wird als

Betriebsoptimum (x,,.) bezeichnet. Dieses gibt an, bei welcher Produktionsmenge die

durchschnittlichen Kosten pro Mengeneinheit ihr Minimum erreichen (K wird minimal).
(Man spricht hier auch vom kostendeckenden Preis.) Anhand folgender Kurve lasst

sich das auch gut zeigen:

K(x) in GE
AN . /

P(x,K(x)).

} K(x)

> x in ME

X Betriebs-
optimum
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i—z = @ = K(x) entspricht der Steigung der blauen Geraden und ist dann am kleinsten,

wenn die Verbindung vom Punkt P(x,K (x)) zum Koordinatenursprung Tangente in P

ist.

Fur die Berechnung der Produktionsmenge x mit den kleinsten durchschnittlichen

Stiickkosten setzt man K'(x) gleich Null (K soll minimal werden):

K'x)=0
(K(X)) _ K'(x) - xz— K(x) =0 & K'(x)= @ = E(X)
x X x

Das bedeutet, dass an der Stelle x, wo K'(x) = K(x) gilt, das Betriebsoptimum x,,,, liegt.
Ob x tatsdchlich ein Minimum beschreibt, muss anhand K''(x) iiberpriift werden (Es
muss gelten: K" (x)> 0). Die zugehdérigen (durchschnittlichen) Stiickkosten erhilt man,

indem man das errechnete x (das Betriebsoptimum) in K (x) einsetzt.

Erlos und Gewinn

Welche Uberlegung bis jetzt aufler Acht gelassen wurde, ist jene, wozu man denn
tiberhaupt berechnet, welche Produktionsmenge am kostengiinstigsten produziert

werden kann - der Sinn dessen ist es, einen Gewinn zu erzielen.

Der Erlés erfasst die Geldeinheiten, die bei einem Verkauf um p GE pro ME einge-
nommen werden, und kann durch die Funktion E (x) = p - x dargestellt werden. Ein
Gewinn wird dann erreicht, wenn der Erlos grofier als die Gesamtkosten ist. Wenn zu
wenige ME verkauft werden, entsteht ein Verlust, weil der Erlos nicht die Gesamtkosten
abdecken kann. Wenn der Erlos genau die Gesamtkosten abdeckt - also gerade kein
Verlust mehr entsteht -, nennt man die entsprechende Menge Gewinnschwelle oder

break-even-point.

Im break-even-point gilt:  E(x) = K(x)
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Bei linearem Kostenverlauf erhalt man folgende Situation:

E(x), K(x) in GE

E(x)

K(x)

X in ME

break-even-

point

Ab dem Zeitpunkt des break-even-points wachst also der Gewinn mit zunehmender
Menge. Dies gilt bei ertragsgesetzlichem Kostenverlauf (s-formige Kurve) nicht. Dazu

soll als Veranschaulichung die folgende Grafik dienen.

E(x), K(x) in GE

s
~
) : _ _ Z xin ME
grolter Gewinn-  optimale Gewinn-
Verlust schwelle Menge  grenze

Wie schon beim linearen Kostenverlauf gibt es auch hier eine Gewinnschwelle, ab der
ein Gewinn zu erkennen ist, allerdings nur begrenzt. Denn ab der sogenannten
Gewinngrenze, bei der Kosten und Erlés wieder gleich hoch sind, wird ein Verlust
erzielt. Ab einer gewissen Produktionsmenge steigen die Kosten also wieder an und

lassen sich durch den Erlos nicht mehr abdecken.
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Den maximalen Gewinn bzw. die optimale Produktionsmenge kann man einfach mittels

Differentialrechnung bestimmen. G(x) soll maximal werden:

Gx)=p-x—K()
G'x)=p—K'(x) =0 & p=K'(x)
G"(x)=—K"(x) <0 & K'"(x)>0

Die optimale Menge muss also im progressiv verlaufenden Bereich der Gesamtkosten-
kurve liegen, und durch p = K'(x) lasst sich aufferdem die gekennzeichnete Parallelitat

in der vorigen und der nachsten Grafik erklaren.

Den maximalen Gewinn G,,,, eines Betriebs berechnet man mittels Losen der Gleichung

G'(x) = 0. (G(x) soll maximal werden.)

E(x), K(x) in GE
/N

K(x) E(x)

A
G max

Y

/

>xinl\/IE

Bei einer Aufgabe, in der nach den Grenzen des Gewinnbereichs gefragt wird, ist die
Losung der Gleichung G(x) =0 zu berechnen. So erhdlt man Gewinnschwelle und
Gewinngrenze. Da die Funktionsgleichung der Gesamtkosten bei s-formiger Kurve ein
Polynom dritten Grades ist, muss man sich hier moglicherweise mit dem
NEWTON schen Naherungsverfahren helfen, bei dem man durch Probieren einen Wert

X sucht, der der Nullstelle nahe ist. Den nachstgenaueren Wert nahe der Nullstelle

G(xo)
Gr(xo)’

erhdlt man mit x; = xy — analog den Wert xz usw.

Allgemein gilt: x,, = x,,_; — % (ohne Herleitung)
0
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Die Ergebnisse, die im Allgemeinen nicht ganzzahlig sind - aber sein sollten, weil es
schliefllich um die Produktionsmenge geht -, miissen fiir die Gewinnschwelle auf- und
fir die Gewinngrenze abgerundet werden, damit sie immer noch innerhalb des

Gewinnbereichs liegen.

Nachfrage und Elastizitit

Wie wahlt nun ein Unternehmer den Preis fiir seine Ware? Selbstverstdandlich muss er
sich - sofern er nicht der einzige Anbieter des Produkts ist - nach der Konkurrenz
richten. Er muss sich also am aktuellen Marktpreis orientieren. Ist sein gebotener Preis
zu hoch, verliert er die Kundschaft an andere. Andererseits wird er den Preis auch
senken, wenn dies die allgemeine Konkurrenz tut. In dieser Situation spricht man von
der vollstindigen Konkurrenz (Polypol) - es gibt viele Anbieter und Nachfrager, und
der Marktpreis p ist aus Sicht jedes einzelnen Anbieters als Konstante zu betrachten, da
einer von vielen Anbietern schlief3lich keinen Einfluss auf diesen nehmen kann, sondern

blof} unter gegebenen Umstanden die gewinnmaximierende Variante finden muss.

Gibt es aber tatsachlich nur einen einzigen Anbieter, nennt man dies Angebotsmonopol
(Monopol). Die Konkurrenz ist hier kein Thema, dennoch ist der Spielraum fiir den
Verkaufspreis nach oben hin beschrankt, da Kunden nicht bereit sein werden, jeden

beliebigen Preis fiir ein Produkt zu zahlen.

Den Zusammenhang zwischen dem Preis und der nachgefragten Menge stellt man durch

die sogenannte Nachfragefunktion dar, die die Zuordnung
nachgefragte Menge x = Preis p(x)

beschreibt. Das bedeutet, dass sich der Preis in Abhdngigkeit von der nachgefragten
Menge andert. Die Preiselastizitat der Nachfrage, kurz: Elastizitat (in Folge mit €
bezeichnet), beschreibt, wie sich bei relativer Preissenkung/-erhéhung die relative
Nachfrage erhoht/verringert. Hierbei setzt man diese beiden Verdanderungen ins

Verhiltnis.
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Beispiel:33

: o : Ap\ .. : :
Nach einer Preissteigerung von Benzin um 30% (= 7”) andert sich die Absatzmenge um

-6% (= Af) Der Quotient

_ relative Mengenanderung —6% —02%

= = =0,
30% 1%

relative Preisanderung

S8l

gibt an, dass pro 1% Preisanstieg die Absatzmenge um durchschnittlich 0,2% fallt.

>

X
" . relative Mengenanderung =
Das Verhiltnis ¢ = - — =&
relative Preisanderung 2P

P

nennt man (Bogen-)Elastizitit von f

beziiglich x im Intervall [xy; x, + Ax] und ist ein Mafd fiir die Abhangigkeit der

" Ax - A
prozentuellen Mengenidnderung — von der prozentuellen Preisanderung ?p.

Das Ergebnis der Berechnung der Elastizitit ist wie folgt zu interpretieren:

e ¢ positiv = relative Zunahme/Abnahme von x bewirkt relative Zunahme/Ab-
nahme von f
Das wiirde z. B. bedeuten, dass bei einer Preiserhohung auch die Nachfrage steigt,
was im Allgemeinen nicht der Fall ist, aber dennoch méglich ist, falls beispiels-
weise der Preis aufgrund einer bevorstehenden Knappheit des Produkts erhoht

wird.

e & negativ = relative Zunahme/Abnahme von x bewirkt eine relative Abnahme/

Zunahme von f

Die Elastizitat der Nachfrage erhalt in den Wirtschaftswissenschaften folgende

Bezeichnungen:

e |e¢| >1 = Die Nachfrage ist elastisch.
Hier hat eine Preissenkung eine grofde Nachfrageerhohung zur Folge, wie dies
eventuell bei einer Preissenkung bei Laptops der Fall sein konnte, bzw. eine

Preiserh6hung einen grofien Nachfrageriickgang.

** Tinhof, 2012 (Mathematik IV HAK/LW), S. 161
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e |¢] <1 = Die Nachfrage ist unelastisch.
Durch die Preissenkung ist nur eine geringe Nachfrageerh6hung zu erkennen.
Hier konnte man beispielsweise Salz nennen, weil durch eine Verbilligung wohl
kaum jemand seine Suppe plétzlich mehr salzen wiirde. Analoges gilt fiir eine

Preiserh6hung.

* |g| =1 = Die Nachfrage ist proportional elastisch.
Hier bedeutet eine Preisanderung von 1 % auch eine Nachfrageerhéhung/

-senkung von 1 %.

e |e¢| » 1 = Die Nachfrage ist vollkommen elastisch.
Bereits eine sehr kleine Preisdnderung hat eine grofde Nachfragednderung zur

Folge.

e |¢] = 0 = Die Nachfrage ist vollkommen unelastisch.
Nachfrager zeigen hier keine Reaktion auf Preisdnderungen (z. B. bei Medika-

menten).

Es entspricht jeder Menge x ein bestimmter Elastizititswert ¢(x). Wird nun die Preis-

anderung Ap sehr klein gewahlt, wird auch Ax sehr klein, und fiir die Elastizitat folgt:

Ax

X - Ax p(x) 1 pkx) 1 pk) 1 pk)
e(x) = lim —= lim —-—= = lim —- = . = .
Ax—0 Ap Ax-0Ap x ax~0 Ap  x lim Ap  «x d_p(x) X
p(x) Ax Ax—0 Ax dx
_pk) 1
x  p'(x)
e(x) = % . ﬁ ist die (Punkt-)Elastizitat € der Nachfrage an der Stelle x, mit der zu

einer gegebenen Nachfragefunktion p(x) die zugehorige Elastizitatsfunktion € berechnet

werden kann.
Einige weitere Begriffe, die in den beiden Schulbiichern vorkommen:

Der sogenannte COURNOTsche Punkt ist jener mit den Koordinaten

(gewinnmaximierende Menge|zugehoriger Preis).
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Von einer Nachfragefunktion p(x) sei die nachgefragte Menge bei p(x) = 0 zu berechnen.
Diese Menge x wird als Sattigungsmenge bezeichnet, bei der kein weiterer Bedarf nach
dem Produkt besteht. Beispiel: Auch wenn Zucker beinahe ,verschenkt werden wiirde,
wird keine unendlich grofse Menge davon konsumiert werden. Die Nachfrage ist also ab
einem bestimmten Zeitpunkt gesattigt und es besteht kein Bediirfnis mehr, noch mehr

Zucker zu erhalten.

Der durchschnittliche Gesamtgewinn (Stiickgewinn) G (x) ist jener Gewinn, den eine

Mengeneinheit der Produktionsmenge liefert. G(x) = Gix) — DK@ _ p(x) — K(x).

X

Aus vorheriger Umformung zeigt sich, dass sich der Stiickgewinn aus der Differenz
zwischen Preis und Stiickkosten ergibt. Wenn man dabei nur den variablen Anteil der

Kosten beriicksichtigt, nennt man G, (x) = p(x) — K,,(x) den Deckungsbeitrag.

Als Abschluss des Abschnitts der Kosten- und Preistheorie mochte ich ein etwas

umfangreicheres Beispiel anfiihren:

Die Grenzkosten fiir einen bestimmten Artikel lassen sich durch eine Polynom-

funktion zweiten Grades beschreiben. Dabei ergeben sich bei einer Produktion von 2
ME Grenzkosten von S GE, werden 10 ME produziert, betragen die Grenzkosten 23—8
GE. Bei einer Produktion von 4 ME besitzt die Grenzkostenfunktion einen

Extremwert. Werden 2 ME produziert, so betragen die Gesamtkosten 43—0 GE.

a) Man bestimme die Gleichung der Grenzkostenfunktion und der Kostenfunktion.

Um die gesuchten Funktionen zu erhalten, muss eine umgekehrte Kurvendiskussions-
Aufgabe durchgefiihrt werden. Die Grenzkosten entsprechen der ersten Ableitung K(x)
der Kostenfunktion K(x). Somit gilt: K(x) = ax® + bx + ¢ = K“(x) = 2ax + b. Aus der Angabe
ist auflerdem Folgendes herauszulesen, woraus man die Gleichungen fiir das zu l6sende

Gleichungssystem erhalt:

K(2)=2: 1.

= =4a+2b+c

N W

K(10)=2: 1I: 2=100a+10b+c

3
K“(4)=0: [I: 0=8a+b
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Daraus ergeben sich die Losungen a = i, b=-2,c= ? und daher
) = X2 _ 13
K'(x) = Z 2x + -

Um die Kostenfunktion K(x) zu erhalten, integrieren wir K'(x) und verwenden die

Information K(2) = 43—0.

K()_f x? ) +13 4 X 2+13 N
xX) = 2 xto)dx=1—x FXTe
40 8 A+ 26 4 3
_—— B — =3 =
3 12 3 ¢ 7 ¢
. . . x3 5 , 13
Fiir K(x) ergibt sich: K(x) = SoX T toxt 8

b) Berechnen Sie die Produktionsmenge fiir das Betriebsoptimum. Wie hoch sind die

minimalen Stiickkosten?

— 2

Wir berechnen die Stiickkostenfunktion K(x) = @ = 91(—2 -x+ ? + 2 und mittels
K'(x) = 0 das Betriebsoptimum x,,.

_ 2x 8

Kx)=—-1-—

) =13 x?
0=x3—6x%-48
Xopt = 6,98 ME

Die minimalen Stiickkosten erhalt man, indem man x,,;,, in K'(x) einsetzt:

K'(6,98) = 2,56 GE

c) Die Nachfragefunktion fiir diesen Artikel lautet p(x) = 5 — g Ermitteln Sie Erlos-

und Gewinnfunktion.

Die Erlosfunktion ist E(x) = p - x und lautet daher E (x) = 5x — x;z

_ _ o, XX 18 o x% 2 2x
G(x) =E(x) — K(x) =5x TR S X 8= St 5135 8

d) Bei welcher Produktionsmenge wird der maximale Erlos erzielt? Wie grofs ist der
maximale Erlos? Man stelle rechnerisch fest, ob bei dieser Menge der gréfste Gewinn

erzielt wird.
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Den maximalen Erlés und den gréfdten Gewinn erhalt man wieder durch Losen der
Gleichungen E‘(x) = 0 und G'(x) = 0.
E'(x) =5- =
3
0=15-2x

15
x=7=7,5ME

Der maximale Erlds betragt daher E (12—5) = 18,75 GE.

I
12 3 3
g X A 2
4 3 3
x; = —0,46 (diese Losung wird vernachlassigt)
x, = 5,79 ME

Bei der Menge mit dem grofdten Erlos ist also nicht der maximale Gewinn zu erreichen.

e) Berechnen Sie die Gewinnschwellen und den dazugehérigen Preis. In

welchem Bereich arbeitet der Betrieb mit Gewinn, in welchem mit Verlust?

Mit den Gewinnschwellen sind die oben besprochene Gewinnschwelle und Gewinn-

grenze gemeint. An diesen Stellen betragt der Gewinn genau Null.

G(x)=0
x3 2x? 2x

0=—E+T+?—8

x, =729 ~8ME = p(8) =2,33GE
x, = 4 ME = p(4) = 3,67 GE

Bei einem Verkauf zwischen 4 und 8 ME kann man von einem Gewinn sprechen, bei

weniger als 4 oder mehr als 8 ME findet ein Verlust statt.

Abschliefdend zu diesem Beispiel noch eine Grafik, an der man gut erkennen kann, dass
genau in dem Intervall, in dem die Erlésfunktion E(x) tiber der Kostenfunktion K(x) liegt,

die Gewinnfunktion G(x) in den positiven Bereich ragt:
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Finanzmathematik 2

Die Schulbiicher zdhlen zur Finanzmathematik 2 im IV. Jahrgang die Kapitel Investitions-

rechnung und Kurs- und Rentabilitatsrechnung.
4.2.7 Investitionsrechnung

Unter einer Investition versteht man die Beschaffung von Anlagen zum wirtschaftlichen
Nutzen. Die Investitionsrechnung beurteilt hierbei die Vorteilhaftigkeit geplanter
Investitionsprojekte. Sie gibt Entscheidungshilfen bei mehreren Moglichkeiten der
Investition (Anschaffung - Ja oder Nein? Wenn ja - welche?) und stellt Hilfsmittel bereit,
um Vor- bzw. Nachteile beurteilen zu konnen. Die Investitionsrechnung bietet also

Methoden, um den Erfolg einer Investition bewerten oder vorhersagen zu kénnen.

Zu Beginn einer Investition gibt es den Kapitaleinsatz (KE), vergleichbar mit dem
Kaufpreis. Ziel der Investition ist es, auch wieder Einnahmen zu machen, die die Kosten
fir den Kapitaleinsatz und diverse laufende Ausgaben wie den Betrieb oder die Erhal-
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tung ausgleichen bzw. im Idealfall tibersteigen. Diese Einnahmetiberschiisse kénnen im
Voraus aber nur abgeschatzt werden. Somit ist die Investitionsrechnung nur so
verldsslich wie die herangezogenen Daten, die meist nicht genau bestimmt werden
konnen. Als Beispiel bringe ich kurz die Anschaffung einer Waschmaschine, die bei
Hinkelmann et al. im Kapitel der Investitionsrechnung immer wieder auftaucht. Fiir eine
sinnvolle Investitionsrechnung braucht man hier beispielsweise die Informationen tiber
die Anschaffungskosten, die erwartete Nutzdauer, die Fixkosten und die variablen
Kosten (pro Waschgang) oder auch den Restwert am Ende der Nutzung (fiir den Fall,
dass man die Waschmaschine im Anschluss verkaufen mdéchte) bzw. den erwarteten

Erlos.

Da auch der Zinssatz nicht genau bestimmt werden kann, weil es um zukiinftige Ein-
nahmen oder Ausgaben geht, sondern man auf Erfahrungswerte angewiesen ist, rechnet
man mit dem sogenannten Kalkulationszinssatz. Diesbeziiglich kann man aber
zumindest ein paar Uberlegungen anstellen, um die Wahl des Kalkulationszinssatzes
etwas einzugrenzen. Wenn der Kaufpreis aus Eigenmitteln aufgebracht werden kann, ist
mit dem Zinssatz einer moglichen Veranlagung zu rechnen. Ist allerdings eine Fremd-
finanzierung notig, indem man z. B. einen Kredit aufnehmen muss, wird als Kalkulations-
zinssatz jener herangezogen, mit dem das geborgte Kapital verzinst wird. Eine moglichst
exakte Wahl des Kalkulationszinssatzes beruht aber eher auf betriebswirtschaftlichen

Uberlegungen, die iiber den Rahmen des Mathematikunterrichts hinausgehen.34

Man unterscheidet bei der Investitionsrechnung zwischen den statischen Verfahren und
den dynamischen Verfahren. Bei den statischen Verfahren der Investitionsrechnung
werden wahrend der gesamten Nutzungsdauer gleich bleibende Ertrage und Kosten
angenommen und dem Kapitaleinsatz gegeniibergestellt. Die Bewertung erfolgt auf
Basis von Durchschnittswerten. Die dynamischen Verfahren hingegen beriicksichtigen
den Zeitfaktor und die Verzinsung, da der Anschaffungspreis im Allgemeinen sofort zu
bezahlen ist und die Einnahmentiberschiisse erst wahrend der Nutzung der Investition

verflighar werden.

Auf die unterschiedlichen statischen Verfahren wird ausschlieflich bei Mathe mit

Gewinn eingegangen, die dynamischen Verfahren werden in beiden Bilichern behandelt.

34 Steiner, 2007 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3), S. 136
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Statische Verfahren der Investitionsrechnung

Kostenvergleichsrechnung

Bei der Kostenvergleichsrechnung erfolgt ein Vergleich der Kosten pro Periode
(meistens ein Jahr). Dafiir miissen Betriebs- und Kapitalkosten betrachtet werden. Die
Betriebskosten setzen sich aus den Fixkosten und den variablen Kosten zusammen. Fir
die Kapitalkosten bendtigt man neben dem kalkulatorischen Zins den Wert der
sogenannten kalkulatorischen Abschreibung (jahrliche Wertminderung eines Investi-
tionsprojekts). Hierfiir wird der durchschnittliche Wert des Geradts nach folgendem

Vorgang bestimmt:

Anschaf fungskosten — Restwert

kalkulatorische Abschreibung = Nutzimgsdauer

Der kalkulatorische Zins beschreibt die Zinsen, die einem entgehen, weil das Geld
aufgrund der Anschaffung nicht weiter auf dem Sparbuch o. a. liegen kann und wird

nach folgender Formel berechnet:

) ) Anschaf fungskosten + Restwert ) )
kalkulatorischer Zins = 5 - Kalkulationszinssatz

Anschaf fungskosten+Restwert
2

Den Wert bezeichnet man als das durchschnittlich gebun-

dene Kapital.

Die fiir die Kostenvergleichsrechnung interessante Funktion fiir die Jahreskosten lautet:

Jahreskosten Betriebskosten + Kapitalkosten

Fixkosten + var. Kosten + kalkulator. Abschreibung + kalkulator. Zins
Im Sinne der Kostenvergleichsrechnung ist jene Investition mit den geringsten Jahres-
kosten zu wahlen.

Offen bleibt bei diesem Modell allerdings, ob die Investition liberhaupt sinnvoll ist. Es
dient nur zum Vergleich und nicht zur Feststellung, ob die Investition rentabel ist oder

nicht.
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Gewinnvergleichsrechnung

Bei der Gewinnvergleichsrechnung werden als Erganzung zur Kostenvergleichs-
rechnung zusatzlich die erzielbaren Gewinne miteinbezogen.

Gewinn = Erlos - Gesamtkosten (jeweils auf eine Periode bezogen)

Im Sinne der Gewinnvergleichsrechnung ist jene Investition mit dem hochsten Gewinn
vorzuziehen. Aus dem Gewinn des einen Gerats soll moglichst die Anschaffung des

nachsten Gerats moglich gemacht werden.

Dieses Modell bietet teilweise eine Uberpriifung der Rentabilitit, da eine Investition nur

bei positivem Gewinn zu beflirworten ist.
Rentabilitatsrechnung (ROI - Return On Investment)

Bei der Rentabilititsrechnung wird beim Vergleich neben dem Gewinn auch das
eingesetzte Kapital in Betracht gezogen. Hier erfolgt ein Vergleich des erzielbaren
Gewinns pro Periode mit dem durchschnittlich gebundenen Kapital. Der Wert, der sich
dabei ergibt, wird meist in Prozent angegeben und bezeichnet die Rentabilitit der

Investition.

Im Sinne der Rentabilitdtsrechnung ist jene Investition mit der hoheren Rentabilitit zu
empfehlen. Wenn es nicht um den Vergleich von Investitionen geht, sondern um die
Sinnhaftigkeit an sich, ist eine Investition frithestens dann zu befiirworten, wenn die

Rentabilitat hoher als der am Kapitalmarkt erzielbare Zinssatz ist.
Statische Amortisationsrechnung (pay-back- / pay-off-Rechnung)

Bei der statischen Amortisationsrechnung wird der Zeitraum betrachtet, der notig ist,
um die Anschaffungskosten mit dem erzielten Gewinn aus der Anschaffung eines Gerats
wieder zu erwirtschaften. Diesen Zeitraum bezeichnet man als Amortisationsdauer.

Auszahlungen 35

Diese ergibt sich aus — — . - .
durchschnittlicher jahrlicher Einzahlungsuberschuss

Unter den Auszahlungen versteht man die Anschaffungskosten, bzw. Anschaffungs-
kosten abziiglich Restwert, falls die Investition am Ende der Benutzungsdauer noch
einen Restwert hat. Zum durchschnittlichen jahrlichen Einzahlungsiiberschuss pro Jahr

zahlt man sowohl den durchschnittlichen jahrlichen Gewinn, als auch die kalkulato-

* http://imihome.imi.uni-karlsruhe.de/namortisationsrechnung_b.html
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rische Abschreibung (pro Jahr), da man als Benutzer schliefdlich einen Nutzen von der

Investition hat. Daher gilt:

Anschaf fungskosten — Restwert

A tisati d =
MOTHSAtONSEAUET = g rchschnittlicher jahrlicher Gewinn + kalkulatorische Abschreibung

Wenn die sich aus dieser Rechnung ergebende Dauer innerhalb der Nutzungsdauer liegt,
darf man eine Wiedergewinnung des eingesetzten Kapitals zumindest als moglich

betrachten.

Im Sinne der Amortisationsrechnung ist die Investition zu bevorzugen, die eine kiirzere
Amortisationsdauer aufweist. Voraussetzung ist allerdings, dass diese im Rahmen der
Nutzungsdauer liegt. Auch dieses Modell dient nicht als Entscheidungshilfe beziiglich
Sinnhaftigkeit der Investition, sondern ist eher als Maf} fiir das Investitionsrisiko zu

betrachten.
Beispiel:3¢

Ein Unternehmen beabsichtigt, einen Kopierer anzuschaffen. Es liegen 2 Alternativen

vor:
Kopierer 1 Kopierer 2
Anschaffung € 10.000,- € 12.000,-
Nutzungsdauer 5 Jahre 5 Jahre
Durchschnittlicher Gewinn | € 5.200,- /Jahr | € 7.240,- / Jahr

Der durchschnittliche Gewinn ergibt sich aus dem Erlés (durch Einnahme der Kosten
pro Kopie vom Kunden) abziiglich anfallender Kosten wie z. B. Betriebskosten. Geht man

von einem linearen Abschreibungsverlauf aus, betragt die kalkulatorische Abschreibung

€10.000

(am Beispiel von Kopierer 1) = € 2.000 pro Jahr:

Abschreibung € 2.000,- / Jahr € 2.400,- / Jahr

** http://www.welt-der-bwl.de/Amortisationsrechnung
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Die Amortisationsdauer errechnet sich bei Kopierer 1 wie folgt:

€ 10.000 (Kapitaleinsatz) _ €10.000
€5.200 . € 2.000 , T €7.200 . . "
Tahr (durchschn. Gewinn) + Tahr (Abschreibung) Tahr (durschnittlicher Mittelrickfluss)

= 1,39 Jahre

Bei Kopierer 1 dauert es also 1,39 Jahre bzw. in etwa ein Jahr und fiinf Monate, bis die
Anschaffungskosten abgedeckt sind. Bei Kopierer 2 betragt die Amortisationsdauer 1,24
Jahre. Beide Ergebnisse liegen innerhalb der Nutzungsdauer von fiinf Jahren und die
Investition beider Kopierer ware daher zu befiirworten, allerdings ist Kopierer 2 wegen

seiner kiirzeren Amortisationsdauer die vorteilhaftere Alternative.

Dynamische Verfahren der Investitionsrechnung

Bis jetzt wurde vorausgesetzt, dass die betrachteten Kosten bzw. Erlose tuber die
gesamte Nutzungsdauer hinweg unverdndert bleiben, wodurch Durchschnittswerte
verwendet werden konnten. Der Zeitpunkt, an dem Kosten anfallen oder Erlose erzielt
werden, wurde nicht berticksichtigt, obwohl es einen Unterschied darstellt, ob ein
Geldbetrag heute oder in vielen Jahren fallig ist. Diese Madngel der statischen Verfahren
sollen mit den dynamischen behoben werden, indem Werte mithilfe der Zinseszins-
rechnung zu einem bestimmten Bezugszeitpunkt ermittelt werden. In den Schulbiichern

wird dabei allerdings zur Vereinfachung von folgenden Bedingungen ausgegangen:

- Alle Zahlungen erfolgen am Ende einer Periode.
- Es gilt immer derselbe Zinssatz (Kalkulationszinssatz).
- Es gilt die Wiederanlagepramisse. (Jedes verfiigbare Geld wird sofort wieder zum

angenommenen Kalkulationszinssatz angelegt.)

Bei den dynamischen Verfahren der Investitionsrechnung kommen auch die Zinses-
zinsen und die Methoden der Rentenrechnung - die Berechnung eines Barwerts -

wieder zum Zug.
Kapitalwertmethode (NPV - Net Present Value)

Bei der Kapitalwertmethode werden die Einnahmeiiberschiisse berechnet (die
jeweiligen Einnahmen werden die entsprechende Zeit abgezinst) und mit dem Kaufpreis
verglichen. Ist der damit berechnete Kapitalwert grofier als der Kaufpreis, ist die
Investition zu befiirworten. Die Differenz aus Kapitalwert und Kaufpreis wird auch als
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Goodwill (Steiner et al.) oder NPV (Hinkelmann et al.) bezeichnet und muss somit

positiv sein, um fiir eine sinnvolle Investition zu sprechen.

In der Praxis wird man selten Investitionsobjekte mit gleicher Nutzungsdauer und
gleichem Kaufpreis vergleichen, wo es reichen wiirde, die Kapitalwerte der Einnahme-
liberschiisse zu berechnen. Ist die Nutzungsdauer gleich und der Kaufpreis nicht, ist wie
zuvor der Goodwill zu berechnen und die Investition mit dem hoheren Goodwill zu
favorisieren. Falls sowohl Kaufpreis als auch Nutzungsdauer bei den Investitions-
objekten verschieden sind, ist auf die Annuititenmethode zuriickzugreifen, die der

unterschiedlichen Nutzungsdauer Rechnung tragt.
Annuititenmethode

Der Goodwill wird gleich wie schon bei der Kapitalwertmethode berechnet. Dann stellt
sich bei der Annuitatenmethode allerdings folgende Frage: Welchen gleich bleibenden
(jeweils am Jahresende falligen) Betragen/Annuitdten entspricht der Goodwill? Um dies
zu beantworten, ist folgende Gleichung zu l6sen. Die Anzahl der Summanden ist von der

Nutzungsdauer des Gerates abhangig.

G = - + A + . +
C14i A+ A+)3 T

G ... Goodwill
A4 ... Annuitat

i ... Kalkulationszinssatz

Im Sinne der Annuititenmethode ist jene Investition mit der hdochsten Annuitit zu
bevorzugen. Die Annuititenmethode baut auf die Kapitalwertmethode auf und ist somit
eine Weiterentwicklung dieses Verfahrens, daher fiihren beide Modelle zum selben

Ergebnis.

Neben der Frage, ob eine Investition sinnvoll ist, stellt sich auch jene, wie rentabel eine
Investition ist. Man konnte auch sagen: Welche Verzinsung des Kapitaleinsatzes ist
gleichwertig mit den zu erwartenden Einnahmeiiberschiissen? Dazu gibt es folgendes

Modell:
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Die Methode des internen Zinssatzes (Interne Zinsfufdmethode)

Der interne Zinssatz i* ist jener, bei dem der Goodwill gleich 0 ist. Rentabel ist eine
Investition nur dann, wenn der interne Zinssatz grofer als der am Kapitalmarkt
erzielbare Zinssatz ist. Bei Fremdfinanzierung gilt dasselbe: Der interne Zinssatz muss
fiir eine sinnvolle Investition grofder sein als der Kreditzinssatz fiir das Fremdkapital.
Bei einer Auswahl von mehreren Investitionsobjekten ist jener mit dem grofiten

internen Zinssatz zu bevorzugen.

Um den internen Zinssatz zu bestimmen, werden die Einnahmeiberschiisse einer
Investition bis zum Ende der Nutzungsdauer aufgezinst (mit dem gegebenen Wieder-
veranlagungszinssatz i). Dann wird der interne Zinssatz i* bestimmt, mit dem man den
Kapitaleinsatz verzinsen miisste, um auf den eben berechneten Wert zu kommen. Somit

ergibt sich folgende nach i* aufzulésende Gleichung:
K,=Ky,-(1+i")"
Kn=E-Q+D" '+ E,-(1+ D" 2+ +Ep)

K, ... Kapitaleinsatz/Kaufpreis
E, ... Einnahmeiiberschuss im n-ten Jahr

K,, ... Summe der bis zum Ende des n-ten Jahres aufgezinsten Einnahmeiiberschiisse E,,

Alle bisherigen Methoden der Investitionsrechnung hatten ihren Bezug auf den Barwert,
waren sogenannte Barwertverfahren. Genauso gut ist es allerdings mdglich, den
Vergleichszeitpunkt an einen beliebigen anderen Zeitpunkt zu legen, bzw. speziell an das
Ende der Nutzungsdauer zu setzen - diese Methoden nennt man Endwertverfahren. Da
diese ausschliefilich in Mathe mit Gewinn behandelt werden, mochte ich derartige

Methoden nun vernachlassigen.

Abschliefdend zur Investitionsrechnung wird noch ein Beispiel gezeigt, bei dem aber

auch die Rentenrechnung wieder eine Rolle spielen wird:

a) Ein Hotelier klagt iiber die mangelnde Auslastung seiner Zimmer. Er plant ein
Tagungszentrum, das ihm mehr Gdste bringen soll. Die Investition wiirde
€ 1.000.000,- kosten. Nach fiinf Jahren rechnet man mit einem Restwert des
zusdtzlichen Baues von € 800.000,-. Aufserdem erwartet man folgende Einnahmen

bzw. Ausgaben in den ndchsten fiinf Jahren:
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Jahr Einnahmen in € Ausgaben in €

1 120.000,- 120.000,-
2 180.000,- 130.000,-
3 240.000,- 140.000,-
4 350.000,- 150.000,-
5 520.000,- 170.000,-

Man ermittle den Kapitalwert der Investition (i = 7 %) und interpretiere das

Ergebnis.

K =€ 1.000.000,-. Zunachst berechnet man sowohl den Barwert E1 der Einnahmen, als
auch den Barwert Ki der Ausgaben aus den nachsten fiinf Jahren, um danach alle

anfallenden Einnahmen und Ausgaben zum selben Zeitpunkt gegeniiberstellen zu

konnen:
120.000 . 180.000 = 240.000 . 350.000 , 520.000
E, = ~ 1.103.046,13
1,07 1,072 2,073 1,074 1,075
120.000 = 130.000 , 140.000 , 150.000 , 170.000
K, = ~ 575.620,20

1,07 1,072 2,073 1,074 1,075

Auch der Restwert von € 800.000,- nach fiinf Jahren zahlt zu den Einnahmen und wird

abgezinst:

800.000
EZ ==
1,075

~ 570.388,94

Nun kann man alle Einnahmen und Ausgaben zum selben Zeitpunkt vergleichen. Die

Differenz der Einnahmen (E1 + E2) und der Ausgaben (K + K1) ergibt
(1.103.046,13 + 570.388,94) — (1.000.000 + 575.620,20) ~ 97.814,87.
Das Ergebnis ist positiv und die Investition daher zu beftirworten.

b) Zurzeit sind auch die letzten Raten fiir einen laufenden Kredit zu begleichen. Die
Kredithéhe betrug € 80.000,- und die vorgesehene Laufzeit 10 Jahre. Die Riick-
zahlung erfolgte durch nachschiissige Monatsraten bei iz = 3,5 %.

b1) Wie hoch waren die urspriinglichen Raten?
n =10 Jahre = 120 Monate, i = 3,5 %

Zunachst benoétigt man den zu iz dquivalenten Monatszinssatz:

(1+iy)%=(1+i1,)2 = i, = 0,00570039
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Mit der Barwertformel fiir nachschiissige Renten (der Barwert von € 80.000,- ist
gegeben, die Rate ist gesucht; in 10 Jahren erfolgen 120 monatliche Ratenzahlungen)
erhalt man:

R (A +i)"* -1

80.000 = -
(1 + )20 l12

= R =~ 924,75

Die urspriinglichen Raten betrugen € 924,75.

bz) Nach drei Jahren Riickzahlung setzte der Hotelier fiir ein halbes Jahr mit den

Zahlungen aus. Wie viele Vollraten waren danach noch fillig?

Nach drei Jahren erfolgen sechs Monate Zahlungspause. Wir interessieren uns daher fiir
den Wert des Kredits am Ende der Pause, um die Anzahl der danach noch ausstandigen
Raten zu ermitteln. Einerseits ben6tigt man den Endwert W; der sechs nicht eingehen-
den Monatsraten, andererseits den Barwert W; der urspriinglich noch fehlenden

Monatsraten (6 Y2 Jahre = 78 Monate):

(1+i42)0-1

W, = 924,75 - ~ 5.628,87

l12

924,75 (1+i12)78-1
27 (14ig,)78 i12

~ 57.992,82

W =W, + W, ~ 63.621,69

Von diesem neuen Barwert W ausgehend berechnet man nun die Anzahl m der noch

falligen Vollraten mittels Barwertformel fiir nachschiissige Monatsraten:

924,75  (14+i12)™-1

(A+ig )™ i12

63.621,69 =

0,3955958 = U™t g7

(1+ig)™

= Nach der halbjahrigen Pause sind noch 87 Monatsraten fallig.
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4.2.8 Kurs- und Rentabilitidtsrechnung

Die Kurs- und Rentabilitatsrechnung ist ein Themengebiet, das sich sehr stark auf das
Unterrichtsfach BWL (Betriebswirtschaftslehre) der HAK bezieht und auch viele Begriffe
aus diesem Gebiet verwendet oder voraussetzt. Dementsprechend musste ich mich erst
etwas in die Materie einlesen und nahm dazu ein Schulbuch zu diesem Unterrichts-
gegenstand fiir den IV. Jahrgang HAK (Betriebswirtschaft HAK 1V, Wilfried Schneider

et al.) zur Hilfe. Wichtige notwendige Begriffe mochte ich daher zunachst erklaren.

Eine Moglichkeit des Sparens ist neben Konten und Sparbiichern beispielsweise die
Anlage in Wertpapiere. Hierbei werden Kredite an Grofdschuldner oder Anteile an
Gesellschaften verbrieft. Vor allem die Rendite (Gewinnchance) und das Risiko
(Verlustgefahr) sind fiir den Anleger von grofier Bedeutung. Je hoher die Rendite-
aussichten eines Wertpapieres sind, desto hoher ist auch das Risiko. Die Mathematik-
biicher der HAK beschaftigen sich viel mit Anleihen, die eine relativ risikoarme und
festverzinsliche Wertpapierform darstellen. Bei Aktien oder Derivaten z. B. ist das Risiko

schon weit grofier.

Wichtige Merkmale von Wertpapieren aus Anlegersicht:

e Der Ertrag und die Rendite hingen davon ab, ob eine feste Verzinsung vorliegt
(wie z. B. bei einer Fixzinsanleihe), ob die Ertrage variabel sind (z. B. Aktie), oder

ob ein Wertzuwachs moglich ist (z. B. Zertifikat).

¢ Der Emittent ist jener, der das Wertpapier ausgegeben hat und fiir das Kapital
des Anlegers haftet. Dies kann die o6ffentliche Hand sein, konnen Banken und

Versicherungsunternehmen oder sonstige Unternehmen (z. B. bei Aktie) sein.

e Die Rickzahlung erfolgt z. B. bei Anleihen nach einer begrenzten Laufzeit. Die

Laufzeit kann aber wie bei Aktien auch unbegrenzt sein.

Eine Anleihe (Schuldverschreibung, Rente, Bonds) ist ein Darlehen von Grof3schuld-
nern, das in Teilschuldverschreibungen (,Stiickelungen®) zerlegt wird. Bei derartigen
Vertragen wird genau geregelt, dass dem Ausgeber (Emittenten) fiir eine vereinbarte
Laufzeit und zu einer vereinbarten Verzinsung von mehreren Anlegern (Zeichnern) ein

bestimmtes Kapital iiberlassen wird. Als Anleger ist man hierbei Glaubiger des
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Emittenten und hat das Recht auf Riickzahlung des eingesetzten Kapitals. Die Anleihe ist

das wichtigste solcher Glaubigerpapiere. 37

Bei einer Anleihe erhélt der Anleger im Normalfall am Ende jedes Jahres die Zinsen fiir
seinen Anteil/das Nominale/den Nennwert. Man spricht in diesem Fall von Jahres-
kupons, moglich sind auch Halb- oder Vierteljahreskupons. Die Zinsen dabei konnen fix

oder variabel sein.

Der Kurs, zu dem die Anleihe gezeichnet bzw. erstmals erworben werden kann, heifdt
Emissionskurs und wird in Prozent des Nominales angegeben. Eine Anleihe kann - je
nach Veranderung des Zinssatzes am Kapitalmarkt bis zum Kauf - genau zum Nennwert
(also zu 100 %), unter dem Nennwert (,unter pari“) oder iiber dem Nennwert (,liber

pari“) ausgegeben werden. Der Kaufpreis hangt also vom momentanen Kurs ab.

Der Zinssatz, der in den Anleihebedingungen angegeben ist, wird als Nominalzinssatz
bezeichnet und gibt an, wie viel Prozent vom Nennwert jahrlich an Zinsen ausbezahlt
werden. Emittenten konnen bei Anleihen der Bund, Linder und Gemeinden oder

Grof3unternehmen wie z. B. Banken sein, die mit ihrem gesamten Vermogen haften.

Gleichbedeutend fiir Rendite werden auch die Begriffe Rentabilitit und Effektiv-
verzinsung (effektiver Zinssatz) verwendet, wovon alle drei in den Schulbiichern
vorkommen. Die Rendite einer Anleihe beschreibt jenen Zinssatz, fiir den die Leistungen
des Anlegers und die Gegenleistungen des Emittenten aquivalent sind.38 Das ist also
jener Zinssatz, mit dem man alle zukiinftigen Zahlungen abzinsen muss, damit deren

Summe gerade gleich dem heutigen Kurswert der Anleihe ist.3?

Berechnung des Ausgabekurses bei endfilliger Anleihe

Nominalzinssatz 5 % p. a., Laufzeit 5 Jahre, Nominale € 100,- , Auszahlung jahrlich im

Nachhinein, Gesamtnominale wird gemeinsam mit letzter Zinszahlung zuriickgezahlt

Die Auszahlungen erfolgen daher der folgenden Zeitlinie entsprechend:

lahr: 1 2 3 4 5

Auszahlung: 5 5 5 5 105

37 Schneider, 2011 (Betriebswirtschaft 1V), S. 98 ff.

** Tinhof, 2012 (Mathematik IV HAK/LW), S. 10

% Adelmayer, 2005 (Finanzmathematik fiir Einsteiger), S. 9
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Gesucht: Ausgabekurs C bei Rentabilitat von (a) 4,8 % p. a. (b) 5,2 % p. a.

Hierfiir wird der Barwert der fiir € 100,- Nominale kiinftig erfolgenden Zahlungen

berechnet, als Zinssatz fiir die Abzinsung wird die Rentabilitat herangezogen:

5 5 5 5 105
(@) ¢ = 1,048 ' 1,0482 ' 1,0483 ' 1,048* + Tosss C =~ 100,87
)€ =t ety —— 4 12 = % 99,14

1,052 1,0522 1,0523 1,0524 1,0525

Daraus erkennt man:
Rentabilitat kleiner als Nominalverzinsung = Kurs > 100 (,,tiber pari*)

Rentabilitdt grofder als Nominalverzinsung = Kurs < 100 (,,unter pari®)

Wie schon bei den verschiedenen Arten der Schuldtilgung gibt es auch bei Anleihen die
Moglichkeit, liber die ganze Laufzeit verteilt in gleich hohen Teilbetragen zu tilgen, statt

zur Ganze am Laufzeitende wie bei endfalliger Anleihe:

Berechnung des Ausgabekurses bei gleich hohen Tilgungsbetrdgen (£ Ratenschuld)

Nominalzinssatz 6 % p. a., Laufzeit 5 Jahre, Nominale € 100,- , Auszahlung jeweils am

Jahresende (gemeinsam mit falligen Zinsenzahlungen), Tilgung in gleich hohen Teilen

Jahr: 1 2 3 4 5

Auszahlung: 26 24,80 23,60 22,40 21,20

Bemerkung: Die Tilgungsbetrdge sind zwar gleich hoch, allerdings wird der Zinsanteil
der Auszahlungsbetrage aufgrund des immer kleiner werdenden Gesamtbetrags von

Jahr zu Jahr auch immer kleiner.

Gesucht: Ausgabekurs bei Rentabilitdt von (a) 5,8 % p. a. (b) 6,1 % p. a.

26 24,8 23,6 22,4 21,2
1,058 = 1,0582 = 1,0583 = 1,058% = 1,058°

(@) C = = C ~ 100,53

26 24,8 23,6 22,4 21,2
(b)C = + + + + = C =~ 99,74
1,061  1,0612 1,0613 1,061% = 1,0615
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Es kommt auch vor, dass nach einigen tilgungsfreien Jahren eine jahrliche Kapital-
riickzahlung in gleich hohen Teilen erfolgt. In diesem Fall mége man sich mit Hilfe der
Methoden der Rentenrechnung die auszuzahlenden Betrage berechnen, der Vorgang fiir

die Berechnung des Kurses ist derselbe.

Die Geldanlage in Wertpapiere ist auch eine Form der Investition, daher kann man nun
die Uberlegungen der Investitionsrechnung auf die Berechnung des Anleihekurses
ubertragen. In diesem Sinn bilden die ausbezahlten Betrage (Zinsen und Kapital-
riickzahlung) die Einnahmeniiberschiisse und der Kurs entspricht dem Kapitalwert der
Einnahmeniiberschiisse, vorausgesetzt man zieht die Rentabilitit als Kalkulations-

zinssatz heran.

Nun ist in der Praxis aber die umgekehrte Fragestellung interessant: Wie hoch ist die

Rentabilitdt der Anleihe bei gegebenem Ausgabekurs?

Berechnung der Rentabilitiat bei gegebenem Ausgabekurs

Endfallige Anleihe, Nominalzinssatz 4 % p. a., Laufzeit 5 Jahre, Ausgabekurs C = 99,20

Jahr: 1 2 3 4 5

Auszahlung: 4 4 4 4 104

Gesucht ist ein Zinssatz iy, fiir den der Barwert der zukiinftigen Zahlungseingidnge dem

Ausgabekurs C entspricht. Daflir muss folgender Zusammenhang gelten:

4 4 4 4 n 104
1+ig  (14ig)2  (1+ig)3 = (1+ip)*  (1+ig)5

99,20 =

Fir das Losen dieser Gleichung reicht handisches Rechnen nicht mehr aus. Stattdessen
kann man numerische Naherungsverfahren anwenden oder einen Computer bzw. alge-

braischen Taschenrechner einsetzen. Hier erhalt man naherungsweise fiir i, = 4,181 %.

Aufgrund der mithsamen Berechnung der Rentabilitit geben Hinkelmann et al. eine

Formel an, die sich zur Abschatzung des Effektivzinssatzes eingebtirgert hat:
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Bankenformel:

Nominalzinssatz Rickzahlungskurs — Emissionskurs

Ef fektivzinssatz = — -
2 Emissionskurs Laufzeit

Die Qualitat dieser Formel mochte ich anhand des obigen Beispiels kurz iiberpriifen:

100+ 1097992 4 1g)
99,20 5 T

Fir eine vereinfachte Berechnung der Rendite eignet sich diese Formel - getestet an

diesem einen Beispiel - also ziemlich gut.

Die Berechnungen bisher waren fir neu ausgegebene Anleihen. Es besteht aber auch die
Moglichkeit, bereits ausgegebene Anleihen zu kaufen. In diesem Zusammenhang spricht
man vom Sekundarmarkt. Erklarungen und Berechnungen hierzu moéchte ich in Folge

anstellen.

In Zeiten fallender (steigender) Zinsen steigt (sinkt) auf dem Sekundarmarkt die
Nachfrage nach Anleihen, die noch eine hohere (niedrigere) Verzinsung aufweisen, was

in der Regel zu Kurserhohungen (Kurssenkungen) fiihrt.40

Erwerb einer Anleihe am Sekundarmarkt

Endféllige Anleihe, Nominalzinssatz 6,5 % p. a., Laufzeit 10 Jahre, Ausgabekurs C = 99;
Verkauf nach 6 Jahren zum Kurs C = 105

Gesucht sind (a) die erzielte Rentabilitit des Verkdufers in den ersten 6 Jahren und

(b) die des Kaufers in den restlichen 4 Jahren.

(a) Jahr: 1 2 3 4 5 6

Zahlungs- 6,5 6,5 6,5 6,5 6,5 111,5
eingange:

Der Betrag € 111,50 setzt sich aus den Zinsen und dem Verkaufserlés beim

Kurs 105 zusammen.

99 — 6,5 6,5 6,5 6,5 6,5 111,5
_1+i0 (1+ig)2  (1+ig)3  (A+ig)*  (A+ig)°>  (1+ig)®

40 Steiner, 2007 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3), S. 151
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Aus obiger Gleichung ergibt sich ndherungsweise fiir die vom Verkaufer erzielte

Rentabilitat i, = 7,0404 % p. a.

(b) Jahr: 7 8 9 10

Zahlungs- 6,5 6,5 6,5 106,5
eingange:

Der Betrag € 106,50 setzt sich aus den Zinsen und der Kapitalriickzahlung zum

Nominale € 100,- zusammen.

6,5 6,5 6,5 106,5
1+ip  (1+ig)2  (1+ig)3  (1+ig)*

99 =

Aus obiger Gleichung ergibt sich ndherungsweise fiir die vom Kaufer erzielte

Rentabilitat i, = 5,087 % p. a.

Bei einem wahrend der Laufzeit erfolgenden Verkauf zu einem Kurs tiber 100 ist die
Rentabilitat fiir den Verkaufer grofier als fiir den Kaufer. Analog kommt man zu dem
Ergebnis, dass die Rentabilitat fiir den Verkaufer kleiner ist als fiir den Kaufer, falls der

Verkauf wahrend der Laufzeit zu einem unter 100 liegenden Kurs erfolgt.

Wenn man mittels Kauf von Anleihen Geld anlegen mochte, steht man in der Praxis oft
vor der Wahl zwischen einer neu ausgegebenen Anleihe oder einer Anleihe, die am
Sekundirmarkt angeboten wird. Als Uberlegung hierzu kénnte man fiir die verschie-
denen Varianten die Rentabilitdt berechnen und diese vergleichen. Was dabei allerdings
vorausgesetzt wird, ist, dass die jeweiligen Zahlungseingange genau zum selben Zinssatz
wie der Rentabilitit veranlagt werden konnen. Analog zur Investitionsrechnung kann
man aber auch hier einen internen Zinssatz bestimmen, der einen Wiederveran-

lagungszinssatz - unterschiedlich zur Rentabilitdt - berticksichtigt.

Berechnung des internen Zinssatzes

Endfallige Anleihe, Nominalzinssatz i, Laufzeit n Jahre, Ausgabekurs C

Gesucht: interner Zinssatz i* fiir Wiederveranlagungszinssatz i’

Fir die Anleihe ist die Summe der bis zum Ende der Laufzeit mit i’ aufgezinsten

Zahlungseingdnge zu berechnen. In die Formel K,, = K, - (1 + i*)" setzt man nun fiir K,
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den Ausgabekurs, fiir K,, den oben ermittelten Wert und fiir n die Anlagedauer ein und

kann i* - den internen Zinssatz - berechnen.
4.2.9 Regressionsrechnung, Korrelation

Bei der Statistik, die man vor diesem Kapitel schon durchgenommen hat, wird nur ein
Merkmal von Merkmalstragern untersucht. Oft interessiert man sich aber fiir den
Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen, wodurch dann bei einer durch Stichproben
untersuchten Grundgesamtheit eine sogenannte zweidimensionale Verteilung von
Merkmalwerten vorliegt. Man erhalt hierbei einen Zusammenhang, der aus Werte-
paaren (x4, y1), (X2, ¥2), (x3, ¥3), ... besteht. Diese kann man z. B. in Tabellenform, aber
auch als Punkte in einem Koordinatensystem grafisch veranschaulichen, wobei man
dann von einem sogenannten ,Streudiagramm® spricht. Besteht tatsachlich ein linearer
Zusammenhang zwischen den untersuchten Merkmalen, kann man im Koordinaten-
system erkennen, dass die Punkte anndhernd auf einer Geraden liegen. Beispiele fiir eine
derartige, sogenannte lineare Regression waren: Alkoholkonsum - Alkoholgehalt im
Blut; Korpergrofde — Korpermasse; Zigarettenkonsum - Lungenkrebsrisiko. Jene Gerade,
die eine moglichst gute Anpassung an die Wertepaare darstellt, nennt man

Regressionsgerade.

Die Regressionsrechnung dient vor allem dazu, Zusammenhinge zu beschreiben und
Prognosen zu erstellen, wofiir die ermittelten Funktionen der Regressionslinien dienen

sollen.

Beispiel fiir lineare Regression*1:

Tabelle: Anzahl x der konsumierten 112131 45|61 7| 8
Flaschen Bier
Blutalkoholgehalt y in %o 03/05|07(10(10|15(16]|21
y o
Grafik: o
el
i
1T /o//’.
>
»
/”//
1 X

*! ibernommen aus Mathematik und ihre Anwendungen 4
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Wie findet man nun die Regressionsgerade bzw. deren Funktionsgleichung, die die
Tendenz der ,Punktwolke” moglichst treffend beschreibt? Man kdnnte zum Beispiel die
senkrechten oder die vertikalen Abstinde der Punkte von der moglichen Regressions-

gerade in Betracht ziehen:

Senkrechter Abstand: Vertikaler Abstand:

y y

A

Y

\

Es hat sich aber herausgestellt, dass die sogenannte Methode der kleinsten Quadrate
ein ausgezeichnetes Verfahren ist, um die Regressionsgerade am besten an die einzelnen
Punkte anzundhern. Hier soll die Summe der Quadrate aller vertikalen Abstidnde der
Punkte von der Geraden mdglichst klein werden. Die Formel fiir die Berechnung der

Koeffizienten a und b der Regressionsgeraden y = ax + b lautet:

Y= D= 7)
Z?=1(xi - f)z

b=y—ax

X,y ...arithmetische Mittel

Regressionsgerade:y = ax + b

Herleitung der Formel fiir die Koeffizienten a und b der Regressionsgeraden vy = ax + b

(ibernommen aus Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3, S. 83)

Ausgegangen wird von insgesamt n Punkten P; mit den Koordinaten (x;, yi). Pi* seien die
zu den Punkten P; gehorigen Punkte, die auf der Regressionsgeraden y = ax + b liegen,
und haben die Koordinaten (x;, ax; + b). Das Quadrat der Abstinde Wbetrégt jeweils
(axi + b - yi)>.
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Die Funktion F bildet die Summe der Quadrate dieser Abstiande:
F(a,b) = (ax; + b —y)?+ (ax, + b —y,)% + -+ (ax, + b — y,)?
Partielle Ableitungen:

JdF
%=2'(ax1+b—y1)'x1+2'(ax2+b—y2)'x2+"'+2'(axn_1+b—yn_1)

“Xp_q +2-(ax, +b —y,) " x,

oF
%z2-(ax1+b—y1)-1+2-(ax2+b—yz)-1+---+2-(axn_1+b—yn_1)-1+2

(ax,+b—y,) -1
Durch Umformen erhilt man:

oF
2= 2 [a- (2 + 2%+ 2y 2+ x,2)+ b (g + x4+ X1 +2) — (a1

T XY+t Xp_1Yn-1 T xnyn)]

JoF
%:2'[a'(x1+x2+"'+xn—1+xn)+b'n_(y1+y2+"'+Yn—1 + )]

Zur Berechnung der Extremwerte der Funktion setzt man beide partiellen Ableitungen

gleich Null:

oF 5
% Z[Clle +ble_leyl]=0
oF _ 2 b =0
%— [a in+ n—Zyi]—
Folgendes Gleichungssystem ist daher zu l6sen:

Ma-Xx>+b-Yx =Y xy;
(2) a-yx;+b-n=%y;

Weil fiir das arithmetische Mittel X = % Yx; bzw. y = % - > y; gilt, kann man schreiben:

Ma-Yx?+b-n-x=Yxy;
2) anxi+bn=ny | (=% }+

= a [Ex?—n-2]=Xxy,—n-xy
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Somit erhalt man zunichst:

a_inyi—n-f-a‘/
inz_n.fz

Aufgrund des Verschiebungssatzes*?
n

n
Z(xl- — )2 =2xi2 —n-x°
i=1

=1

kann man die Losung flir den Regressionskoeffizienten a dann auch wie folgt angeben:

Yis (i — 0@ —y)

= i=1(x; = %)?

b=y—ax

Die handische Berechnung der Koeffizienten a und b ist sehr rechenintensiv, aber mit

Technologieunterstiitzung erhélt man die Losungen in wenigen Schritten.

Neben der linearen Regression gibt es noch die quadratische, die Potenz-, die
Exponential- und eine Form der logistischen Regression, die allerdings nur bei
Hinkelmann et al. behandelt werden. In einem weiteren HAK-Lehrbuch (Tinhof et al,,
Mathematik V HAK/LW, 2012), wird in erster Linie die lineare Regression behandelt,
aber auch die quadratische und kubische sowie die exponentielle und logistische
Regression angefiihrt, allerdings nur im Rahmen der Erkldrung von technischen
Hilfsmitteln. Im allgemeinen Fall sagt man zur entsprechenden Naherungskurve

Regressionskurve, die wichtigste Regressionslinie ist allerdings die Gerade.

Wie stark ist denn nun der lineare Zusammenhang zwischen zwei Merkmalen x und y?
Die Antwort auf diese Frage gibt die sogenannte Korrelation. Hierzu gibt es eine
Kennzahl, die den linearen Zusammenhang misst - den Korrelationskoeffizienten r.

Dessen Berechnung erfolgt nach folgender Formel (auf die Herleitung wird verzichtet):

I =00 =)
VI o =023, (0 — 9)?

42 http: //wirtschaftslexikon.gabler.de/Definition /verschiebungssatz.html
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Fiir den Korrelationskoeffizienten r gilt: -1 <r<1

r=+1 ...vollkommene positive Korrelation (Regressionsgerade ist steigend)
r=0 ...keine Korrelation

r=-1 ...vollkommene negative Korrelation (Regressionsgerade ist fallend)

Das bedeutet also, je ndher |r| bei 1 ist, desto starker ist die Korrelation, je ndher r bei 0
liegt, desto loser ist der Zusammenhang. Die folgenden Grafiken sollen eine Veran-

schaulichung dessen geben.

starke positive Korrelation: schwache positive Korrelation:
r<0.95 r=05

keine Korrelation: r=0

schwache negative Korrelation: r=-0,5  starke negative Korrelaton: r = -0,95
Tinhof, 2012 (Mathematik V HAK/LW), S. 17 f.)
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Oft liest man folgende verkiirzte Formel fiir den Korrelationskoeffizienten r:

Sxy

r =
Sx * Sy

Hier bezeichnet s,, die sogenannte Kovarianz der Merkmale x und y, und s, und s, sind
die Standardabweichungen. Die Stichprobenkovarianz misst bei einer Stichprobe die
gemeinsame Streuung der Beobachtungsdaten43, die Standardabweichung die

Abweichungen eines Merkmals zum Mittelwert.

Auch das Bestimmtheitsmaf3 r? wird manchmal angegeben, welches ebenfalls ein Maf3
fiir die Giite des linearen Zusammenhangs ist. Es gilt 0 < r < 1, und je niher r* dem Wert

1 ist, desto besser ist der lineare Zusammenhang zweier Merkmale.

In Mathe mit Gewinn 4 wird auch die partielle Korrelation durchgenommen, bei der
mehrere Parameter betrachtet werden, auf die ich aber hier nicht ndaher eingehen
mochte. Durch die mittlerweile schon stark vereinfachte Berechnung dank vieler
Hilfsmittel liegt es am Ende jedoch am Benutzer, die Ergebnisse richtig zu interpretieren

und zu bewerten.

Im Zusammenhang mit Zeitreihen ist fiir den Begriff Regression auch die Bezeichnung
Trend gebrduchlich. Unter einer Zeitreihe versteht man in der Statistik und in den
Wirtschaftswissenschaften eine Folge von Beobachtungsereignissen, die in Abhdngigkeit
von der Zeit erstellt wurden, bei denen man grundsatzlich von einem regelmafdigen
Verlauf ausgeht. Flir etwaige Unregelmafiigkeiten, die man auf zufallig auftretende
Einfliisse zuriickfiihrt, bedient man sich der obigen Methode der kleinsten Quadrate.
Dementsprechend spricht man dann statt von einer Regressionsgeraden/-kurve auch

von einer Trendgeraden/-kurve.4

Zum Abschluss der Regressions- und Korrelationsrechnung noch ein kurzes Beispiel, das

ich aus dem Schulbuch von Tinhof et al.4> {ibernommen habe:

43 http://de.wikipedia.org/wiki/Stichprobenkovarianz
44 Steiner, 2008 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 4), S. 54
45 Tinhof, 2012 (Mathematik V HAK/LW), S. 25
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1.019 Der Kosteneinsatz fiir die Werbung fiir ein Produkt (Werbungskosten X in
€1.000,00) und dem Jahresumsatz Y fiir dieses Produkt (in Mio. €) wurde
tiber einige Jahre beobachtet:

1 2 3 4 5 6 /. 8
30 35 35 40° 50, 50 55 60
6 6 8 S 12 13- 14 14

Ermitteln Sie den Korrelationskoeffizienten und die Gleichung der Regressi-
onsgeraden. Zeichnen Sie ein Streudiagramm mit der Regressionsgeraden.

Schitzen Sie den Jahresumsatz bei einem Werbeaufwand von € 45.000,00.
Ist das lineare Modell geeignet, um den Zusammenhang zwischen Wer-
bungskosten und Umsatz zu beschreiben?

Der Korrelationskoeffizient r und die Gleichung der Regressionsgeraden ergeben sich

sehr schnell mittels Einsatz von Technologieunterstiitzung:

Korrelationskoeffizient: r =~ 0,9708

Regressionsgerade: y =0,3057 - x — 3,3157 (gerundete Werte)

Der Korrelationskoeffizient liegt nahe 1, es herrscht also eine starke positive Korrelation

Vor.

Um den Jahresumsatz bei einem Werbeaufwand von € 45.000,- angeben zu kénnen, ist

der Wert 45 in die Regressionsgerade anstelle von x einzusetzen:

y = 0,3057 - 45 — 3,3157
y = 10,4409

Der Jahresumsatz betragt bei einem Werbeaufwand von € 45.000,- daher ungefahr

€ 10.440.900,-.
Nun noch eine Darstellung des Streudiagramms mit der Regressionsgeraden:

[y

154

104

y=0.31x-3.32
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Der mittlere griine Punkt stellt das Zahlenpaar des gegebenen Werbeaufwandes mit

dem eben berechneten Wert dar.
4.2.10 Kontingenz

Der Begriff der Kontingenz ist dem Kapitel der Statistik zuzuordnen, er gehort wie schon
die Regression und die Korrelation zur Statistik mit zwei Variablen, die den Zusammen-
hang dieser beiden untersucht. Es gibt verschiedene Verfahren fiir statistische Tests, bei
denen man Hypothesen uberpriift. Dabei wird entschieden, ob die Annahme iiber eine
Grundgesamtheit (die Hypothese) bestitigt werden kann (aufgrund einer Stichprobe)

oder zu verwerfen ist, also ob sie zutrifft oder nicht.46

Man kann diese statistischen Testverfahren nach der Art der aufgestellten Hypothesen

klassifizieren:

e Parametertests: Hypothesen werden tiber Parameter einer Grundgesamtheit
Uberpriift.

e Verteilungs- bzw. Anpassungstests: Annahmen iiber Wahrscheinlichkeits-
verteilungen werden getestet.

e Unabhangigkeitstests: Die Abhangigkeit bzw. Unabhangigkeit von Merkmalen

wird tiberpriift.

Die Regressions- und Korrelationsanalyse setzten metrisch skalierte Merkmale voraus,
mit der Kontingenz kann hingegen auch die Stirke des Zusammenhangs von nominal

skalierten Merkmalen gemessen werden.

Skalenniveaus fur Merkmale*7: metrisch: messbare Abstinde; quantitativ
ordinal: Ordnung grofder/kleiner
nominal: gleich/ungleich; qualitativ

Mit Hilfe des x?-Unabhingigkeitstests (Chi-Quadrat-Unabhingigkeitstests) ldsst sich
nun feststellen, ob zwei nominalskalierte Merkmale voneinander unabhingig sind oder
nicht. Der sogenannte Kontingenzkoeffizient C ist dabei die Mafdzahl fiir den

Zusammenhang der beiden Merkmale.

46 Tinhof, 2012 (Mathematik V HAK/LW), S. 127
47 Tinhof, 2012 (Mathematik V HAK/LW), S. 23
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Wie ein derartiger Test durchgefiihrt wird, mochte ich anhand eines Beispiels zeigen:

Folgende Kontingenztabelle zeigt die Schiileranzahl im Schuljahr 2011 /12 fiir AHS und

HAK in Wien.48
Schultyp mannlich weiblich Summe
AHS 11.475 14.236 25.711
HAK 2.630 4.700 7.330
Summe 14.105 18.936 33.041

Gibt es einen starken Zusammenhang zwischen dem Geschlecht und den beiden

Schultypen?

14.105
33.041

Von den 33.041 Schiilern waren 14.105 mannlich, also x 42,69 %. Wiare die Wahl

des Schultyps unabhdngig vom Geschlecht, wiirde man daher ca. 42,69 % mannliche

Schiiler in beiden Schultypen erwarten, also 25.711 - 0,4269 = 10.979 Schiiler in der AHS

18.936
33.041

und 7.330 - 0,4269 = 3.130 Schiiler in der HAK. Nach analoger Rechnung ( ~ 57,31

%) wiirde man 14.732 Schiilerinnen in der AHS und 4.200 Schiilerinnen in der HAK

erwarten.

Die sogenannten erwarteten Haufigkeiten berechnet man also kurz durch:

Zeilensumme - Spaltensumme

Gesamtsumme

Die Tabelle mit den zu erwartenden Haufigkeiten sieht wie folgt aus:

Schultyp mannlich weiblich Summe
AHS 10.976 14.735 25.711
HAK 3.129 4.201 7.330

Summe 14.105 18.936 33.041

Je grofder die Differenz zwischen den erwarteten und den beobachteten Haufigkeiten ist,
desto starker ist der Zusammenhang zwischen Geschlecht und Schultyp. Genau diesen

Zusammenhang soll der Kontingenzkoeffizient nun messen.

48

http: //www.statistik.at/web de/statistiken/bildung und kultur/formales bildungswesen/schulen schul
besuch/index.html
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Zunachst berechnet man den Chi-Quadrat-Wert, indem man die Quadrate der Differen-

zen durch die erwarteten Haufigkeiten dividiert, und diese Werte dann addiert:

_ (11475 — 10.976)> 4 (14.236 — 14.735)> 4 (2.630 — 3.129)2 4 (4.700 — 4.201)2
B 10.976 14.735 3.129 4.201

~ 178,43

2

X

Dieser Wert ist vom Stichprobenumfang abhédngig und daher als Maf3zahl fiir die Starke
des Zusammenhangs nicht geeignet. Der Kontingenzkoeffizient C wird nach folgender

Formel berechnet (ohne Beweis):

2

X
n+ x?

n ... Gesamtsumme

, 178,43
> (= |//—//————~=0,0733
33.041+178,43

C kann nur im Intervall [0, 1[ liegen, der maximal mdégliche Wert C,,,,, hdngt aber von

der Zeilen- und Spaltenanzahl ab und kann hdchstens den Wert Cp 4y = m7—1

(m = min (Zeilenanzahl, Spaltenanzahl)) annehmen. Die Herleitung der Berechnung des
maximalen Kontingenzkoeffizienten ist in mathematischen Fachbiichern nachzulesen,
die Schulbticher geben neben anderen Formeln namlich auch diese nur ,rezeptartig” vor,

da der Beweis iliber den Rahmen des Schulstoffs hinausgeht. Im obigen Beispiel erhalt
man fir Cpg, = \/% ~ 0,707. Der sogenannte korrigierte Kontingenzkoeffizient*’

Crorr = CL ist nun normiert auf das Intervall [0, 1] (0 < Cyoyr < 1) und als Prozent-

max

wert vom Grundwert C,,,, zZu interpretieren. Ein korrigierter Kontingenzkoeffizient

Crorr Nahe 0 verweist auf unabhangige Merkmale, ein Wert nahe 1 bedeutet hingegen

0,0733 _
0,707

ein hohes Mafd an Abhdngigkeit. Fiir das Beispiel von vorhin ergibt sich Cyr =

0,104 und mit 10,4 % demnach einen nicht besonders starken aber doch vorhandenen

Zusammenhang.

49 Tinhof, 2012 (Mathematik V HAK/LW), S. 24
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4.2.11 Kryptografie, Codierungstheorie

Die Kryptografie ist die Wissenschaft vom Verschliisseln von Daten, Nachrichten, Texten
etc., mit dessen Entschliisselung sich wiederum die Kryptoanalyse befasst. Mit dem
Begriff der Kryptologie existiert ein Uberbegriff fiir diese beiden Gebiete. Die
Codierungstheorie liefert dabei die Grundlagen fiir die Erzeugung von Codes zur

Dateniibermittlung.

Eine wichtige Grundlage fiir die Uberlegungen zu Kryptologie und Codierung bildet die
modulare Arithmetik - das Arbeiten mit Restklassen, weshalb ich diese auch kurz
erkliren mochte. Uberlegt man sich dazu zunichst die Gemeinsamkeit z. B. der Zahlen
12, 26 und 33 im Hinblick auf die Division durch 7, erkennt man, dass man bei jeder
dieser drei Divisionen denselben Rest (5) erhdlt. Der Quotient selbst ist hierfiir
irrelevant. Man sagt daher, dass 12, 26 und 33 beziiglich der Division durch 7 derselben

Restklasse angehoren.

Man schreibt 5=12mod 7
5=26mod7
5=33mod7 und sagt "5 kongruent 33 modulo 7".

Aufierdem gilt fir das modulare Addieren, Subtrahieren und Multiplizieren (ohne

Beweis):

1)amod m+ bmodm = (a + b) modm
2)amodm —bmodm = (a—b) modm

3)amodm-bmodm = (a-b) modm
Beispiel:a =49,b =31,m = 5:

48mod5+31mod5=3+1=4
(48 + 31) mod 5 =79mod 5 = 4
= 48mod 5+ 31 mod5 = (48 + 31) mod 5

Beim modularen Potenzieren geht man wie im folgenden Beispiel vor:
31°mod 4 =7 31mod4=3-3>mod4=27mod4 =3 = 31°mod 4 =3
a™ mod m = ? Die Basis a wird auf a mod m reduziert. Dieses Ergebnis (die neue Basis)

wird potenziert und das Ergebnis wieder mod m reduziert.
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Bei der Ubermittlung von Informationen werden zur Sicherstellung der Datenrichtigkeit
sogenannte Priifziffern mitgeschickt, die dazu dienen sollen, mégliche Fehler bei der
Eingabe oder bei der technischen Ubertragung zu erkennen. Man spricht hier auch von
einer Plausibilitatskontrolle. So geschieht dies auch bei der Sozialversicherungsnummer.
Die SV-Nr. besteht in Osterreich aus 10 Ziffern. Die ersten drei Ziffern zeigen eine
dreistellige fortlaufende Nummer, danach folgt eine einstellige Prifziffer, und die letzten

sechs Ziffern stellen das Geburtsdatum der Person im Format TT MM ]] dar:

X1 X2 X3 p TTMMIJI
iyt o -

laufende Nummer  Prufziffer Geburtsdatum

Diese Ziffern (p ausgenommen) werden von links nach rechts mit 3, 7,9, 5, 8, 4, 2, 1 und
6 multipliziert und die Produkte addiert. Die Prufziffer p ergibt sich aus dieser soge-
nannten ,gewichteten” Summe modulo 11. (Beim Rest 10 wird eine andere laufende

Nummer gewahlt.)
Beispiel: Ist der Code 1913110188 eine giiltige SV-Nummer?

Man iiberpriift, ob die dritte Ziffer der SV-Nummer (hier: 3) korrekt ist.
1-3+9:7+1-9+1-5+1:8+0-4+1-2+8-1+8:6=146

146 mod 11=3=p

Es ergibt sich tatsachlich die Prifnummer p = 3, die SV-Nummer ist daher giiltig.

Auch der ISBN-Code (,Internationale Standard-Buchnummer”) zur Erfassung von
Biichern enthalt eine Priifziffer. Die Ziffern-Abschnitte des ISBN-Codes beziehen sich auf

folgende Kategorien:

X1 - X2X3X4 - XsXe6X7Xg8Xg - Xi0
C J (. J

v
Sprache Verlag Kennnummer Prifziffer

Die Ermittlung der Prifziffer verlauft ein wenig anders als bei der SV-Nr. Die ersten
neun Ziffern werden der Reihe nach mit den Zahlen 10, 9, 8, ... 2 multipliziert und diese
Produkte addiert. p ist jene Zahl, die diese Summe auf eine durch 11 teilbare Zahl

erganzt, d.h. 11 — Summe mod 11 = p.
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Aufgrund der fortschreitenden Globalisierung wurde es notig, die weltweit hergestellten
Produkte identifizieren zu konnen, weswegen der EAN entwickelt wurde. Und auch der
13-stellige EAN-Code (EAN = European Article Number) besitzt ebenfalls eine Priifziffer.
Die ersten zwei oder drei Ziffern bilden die Landerkennzahl, es folgen die Zifferngruppe
fir den Hersteller, die Kennnummer des Produkts und am Ende die Prufziffer. Hierfiir
werden die ersten 12 Ziffern abwechselnd mit 1 und 3 multipliziert und die Produkte

wieder addiert. Fiir p gilt: 10 — Summe mod 10 =p

ISBN 1-85702-879-1

auch EAN-Code abzulesen, deren Giiltigkeit sich anhand

In der nebenstehenden Abbildung sind sowohl ISBN- als
der Priifziffer kontrollieren lassen.

911781857 11028799

Ubersetzt man eine Information in eine fiir die Maschine (Computer) lesbare Form,
spricht man von einem sogenannten Quellencode. Dabei werden aus einem Zeichen-
vorrat (dem Alphabet) Codeworter gebildet. Der "Code" bezeichnet die Menge aller
moglichen Codeworter. Bei der bindren Darstellung, die sich hierfiir gut eignet, besteht
das Alphabet blof3 aus {0, 1} und der Code aus achtstelligen bindren Wortern.
Anwendungsgebiete: z. B. gezippte Dateien (verlustfreie Komprimierung auf deutlich

kleinere Datenmengen)>?

Der gebrauchlichste Code ist der ASCII-Code (ASCII = American Standard Code for
Information Interchange). Er verwendet fiir die Codierung eines Zeichens (Buchstaben,

Zahlen, Satz- und Sonderzeichen) jeweils 8 Bit (£ 1 Byte).
Verschliisseln und Entschliisseln
Die drei grundlegenden Forderungen an die Kryptografie sind laut Steiner et al.>1:

e Geheimhaltung: Ein Kryptoanalytiker soll mit den verschliisselten Daten nichts

anfangen koénnen.

50 Hinkelmann, 2006 (Mathe mit Gewinn 2), S. 151 f.
51 Steiner, 2006 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 2), S. 105
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e Integritat: Die Daten sollen beim Empfanger so ankommen, wie sie vom Absender

abgeschickt wurden.

e Authentizitat: Es muss iiberpriifbar sein, ob die Nachricht wirklich vom

angegebenen Absender stammt.

Schon vor tber 2000 Jahren soll Julius Casar seine Nachrichten verschliisselt haben,
indem er jeden Buchstaben im Alphabet um drei Stellen verschob. Aus A wird also D, aus
B wird E usw. Diese Methode ist in der Kryptologie als Ciasar-Methode bekannt und

gehort zu den Verschiebungs-Algorithmen.

Hier wird das Wort MATHEMATIK zu PDWKHPDWLN. Umgekehrt soll das mit der

Casar-Methode verschliisselte Wort WKHUHVD meinen Vornamen darstellen.

Buchstabe | A|B|C|D|E|F|G|H|IT|]J |[K|LIM|N|O|P|Q|R|S|T |U|V|W|X

VerSChlus'DEFGHI]KLMNOPQRSTUVWXYZ
selung

Diese und dhnliche Verfahren haben allerdings den Nachteil, dass man sie relativ leicht
durchschauen kann. Deutlich schwieriger wird es schon, wenn man die Buchstaben nach
einem zufdllig erstellten Muster ersetzt. Dennoch kann man die Verschliisselung
knacken, indem man eine Hdufigkeitsanalyse durchfiihrt. Buchstaben treten in jeder
Sprache mit bestimmten Haufigkeiten auf, welche bekannt sind. Untersucht man daher
im Verschliisselungstext die relative Haufigkeit des Auftretens der Buchstaben, lassen
sich diese mit den relativen Haufigkeiten der Buchstaben in der entsprechenden

Sprache vergleichen und somit relativ einfach den Originalbuchstaben zuordnen.

Kerckhoff formulierte im 19. Jahrhundert, die Sicherheit eines kryptografischen
Verfahrens griinde sich nicht auf die Geheimhaltung des Verschliisselungsalgorithmus,
sondern nur auf die Geheimhaltung des verwendeten Schliissels.>2 Der Schliissel
beinhaltet also die geheim zu haltende Information, wohingegen der Algorithmus

Offentlich bekannt sein darf.

52 Tinhof, 2012 (Mathematik 11l HAK/LW), S. 165 ff.
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Zur Veranschaulichung eine Grafik aus Mathematik 11l HAK/LW, S. 166:

Klassische Kryptografie

Angreifer
Charly

unsicherer Uberfragungskanal
(z. B. Postkarte)

| | X
7\ -

koimme Chiffrier- > NRPPH > Dechiffrier- komme
morgen | | Algorithmus PRUJHQ | Algorithmus | | morgen

Klartext Geheimtext Klartext

sicherer Ubertragungskanal O
(z. B. persénliches Treffen) W—

Vigenere-Verschliisselung: Diese Verschliisselungsmethode entwickelte sich im 16.
Jahrhundert. Die Ver- und Entschlisselung sind leicht durchzufiihren, indem man jeden
Buchstaben einer eigenen Casar-Verschiebung unterwirft. Nach welchem System diese
Verschiebungen erfolgen, wird in einem Schliisselwort definiert, das nur dem Sender
und dem Empfanger bekannt sein darf. Je langer das Schliisselwort, desto schwieriger ist

die Vigenere-Codierung zu knacken.
Beispiel: Nachricht: GEHEIM, Schliisselwort: MATHE

Der erste Buchstabe G wird um 12 Stellen verschoben, weil M 12 Stellen nach dem
ersten Buchstaben A im Alphabet kommt (G—S). Das E wird aufgrund der Position des A
im Alphabet nicht verschoben (E—E). Das T des Schliisselworts steht 19 Stellen nach
dem A, daher wird das H um 19 Stellen verschoben (H—A), usw. (GEHEIM—=SEALMY)

Vernam-Verschliisselung: Bei dieser Schliisselwortmethode, die in den 1920er Jahren
veroffentlicht wurde, werden alle Daten in eine Folge von Bits umgewandelt, wodurch
ein langer Text entsteht, der nur aus Oen und len besteht. Das Schliisselwort wird
mittels Zufallsgenerator erzeugt und ist eine Bitfolge von gleicher Linge wie der
Originaltext. Dann werden die Bits (Original- und Schliisselbits) Stelle fiir Stelle modulo

2 addiert.
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Beispiel:

(Die Zeichen werden tiber ihren ASCII-Code in Bytes umgewandelt.)

Nachricht: h u r r a

g;tcglsr)lfht(m 01001000 01110101 01110010 01110010 01100001

Schlussel: 00001110 01110101 01101111 01000110 01001111

l‘frr;‘;‘;lt?ssel' 01000110 00000000 00011101 00110100 00101110

Schlussel: 00001110 01110101 01101111 01000110 01001111

Originaltext: 01001000 01110101 01110010 01110010 01100001

Die Entschliisselung erfolgt auf dieselbe Weise. Der Schliissel wird im allgemeinen Fall
nur einmal eingesetzt, weshalb er auch den Namen One-Time-Pad-Schliissel tragt.
Nachteil dieser Methode: Information und Schliissel sind sehr lang, und miissen

aufderdem tibertragen werden.

Die bisher genannten Verschliisselungen waren Beispiele fiir Methoden, die heute nicht
mehr sicher sind. In den 1970er Jahren tauchten neue Methoden auf, die alle die
Gemeinsamkeit haben, dass der Verschliisselungsalgorithmus nicht mehr geheim zu
bleiben braucht, Nachrichten werden also mit einem offentlichen Schliissel verschlis-
selt. Aber nur Besitzer des geheimen Schliissels sind in der Lage, die Nachricht wieder zu
entschliisseln und somit zu lesen. Tinhof et al. beschreiben diese sogenannten Public-
Key-Verschliisselungen als Ubertragung des Prinzips des Briefkastens in die digitale
Welt: Jeder konne einen Brief einwerfen, aber nur der Briefkastenbesitzer konne ihn
herausnehmen. Moglich wurde dies durch den Einsatz von Einwegfunktionen®3. Das sind
umkehrbare Funktionen, deren Funktionswerte leicht zu ermitteln sind, deren Umkeh-

rung aber nicht bzw. nur sehr schwer herausgefunden werden kann.
Beispiele fiir Einwegfunktionen:

1. Das Primzahlprodukt: (p,q) = p-q (p,q ..- Primzahlen)
Zwei Primzahlen p und g kann man ganz einfach multiplizieren, umgekehrt ist es

aber schwieriger, das Produkt zu faktorisieren.
2. Die diskrete Exponentialfunktion: x » m¥modn (n, m,x € N)

Ein Beispiel fiir die Public-Key-Verschliisselungen ist die RSA-Methode.

53 Tinhof, 2012 (Mathematik 11l HAK/LW), S. 175
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RSA-Methode:

Dem Forscherteam Rivest, Shamir und Adleman gelang 1977 mithilfe des Primzahl-
produkts und der diskreten Exponentialfunktion der Durchbruch fiir eine Verschliis-
selung mit 6ffentlichem und geheimem Schliissel. Von den Initialen der Erfinder erhielt

die Methode ihren Namen.

Verschliisselung:

Der Nachrichtenempfanger wahlt zwei geheim bleibende Primzahlen p und g (in der
Praxis haben p und g ca. 100 Stellen) und bildet das Produkt n =p-q. Eine zu
m= (p—1)(q — 1) teilerfremde Zahl e (d. h. ggT (m, e) = 1) wird bestimmt. Die Zahlen
n und e bilden den o6ffentlichen Schliissel und werden bekannt gegeben. Der Absender
verschliisselt dann seine Nachricht x zum Geheimtext y nach dem Algorithmus

y = x® mod n.
Entschliisselung:

Fur die Gleichung e:d =1+ k- (p —1)(q — 1) wird eine Entschliisselungszahl d € N
berechnet. Die verschliisselte Nachricht kann nun mit dem Algorithmus x = y% mod n

wieder entschlisselt werden.

Offentlicher Schliissel: Zahlenpaar (n, )

Geheimer Schliissel: Zahlenpaar (n, d)
Beispiel:

p=11,q=13=>n=11-13=143
(p-1)-(g-1)=(11-1)-(13-1)=10-12=120
e kann jede zu 120 teilerfremde Zahl sein, z. B. e = 23

— offentlicher Schlissel: (143, 23)

Nachrichtx=17 - y=x*mod n = 1723 mod 143 = 62
Geheimnachricht y = 62
erd=1+k-(p-1)(g-1) - 23:d=1+k-120

1+120k
23

d=

deNerstmalsfirk=9=d=47
— geheimer Schliissel: (143, 47)
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Entschliisselung nach x = yd mod n = 6247 mod 143 = 17
4.2.12 Aktienanalyse

Die Aktienanalyse gehort im Lehrplan der HAK dem Erweiterungslehrstoff des IV. und V.
Jahrgangs an. Im [V. Jahrgang schliefst sie an die Kurs- und Rentabilitdtsrechnung an und
im V. Jahrgang verlangt die Aktienanalyse ein paar Begriffe aus der Statistik, die im

selben Jahrgang Teil des verpflichtenden Lehrstoffs sind.

Aktien sind neben Anleihen eine weitere Form von Wertpapieren. Beim Kauf von Aktien
beteiligt man sich am Grundkapital einer Aktiengesellschaft und erhalt nicht - wie das
bei Anleihen der Fall ist - die Verzinsung des eingesetzten Kapitals, sondern ist am
Gewinn des Unternehmens beteiligt. Dabei wird ein Teil des Gewinns (Dividende) an
die Aktiondre ausgezahlt. Der Kurs der Aktie (der aktuelle Preis einer bérsengehan-
delten Aktie in der entsprechenden Landeswahrung) hangt von der wirtschaftlichen
Situation der Aktiengesellschaft ab, aber auch sehr viel von subjektiven Erwartungen
der wirtschaftlichen Entwicklung und der daraus resultierenden Marktsituation
(Angebot und Nachfrage), weshalb der Kurs von Aktien in der Regel starker schwankt

als der Kurs von Anleihen.

Aufgabe der Aktienanalysten ist es, sich mit der Frage nach dem richtigen An- und
Verkaufszeitpunkt von Aktien zu befassen, bzw. mit der Frage, welche Aktien trotz
Risikos interessant sind. Die Analyse von Aktien ist im Allgemeinen ein spekulatives
Gebiet, weil die Kursentwicklung von Aktien von zahlreichen Einfliissen abhingt.
Grundsatzlich unterscheidet man bei der Aktienanalyse zwischen der Fundamental-

analyse und der technischen Analyse (Chartanalyse).

Bei der Fundamentalanalyse geht man davon aus, dass die kiinftige Kursentwicklung
von der wirtschaftlichen Situation des Unternehmens abhangt. Dabei versucht man,
durch die Kenntnis unternehmensbezogener Daten oder aus dem Umfeld des Unter-
nehmens die kiinftige Kursentwicklung zu prognostizieren. Im Gegensatz dazu nimmt
man bei der technischen Analyse an, dass die zukilnftige Kursentwicklung dem
bisherigen Kursverlauf dhneln wird, weshalb man durch das Auffinden von Trend-
bewegungen Tendenzen vorhersagen und Schliisse auf den zukiinftigen Kursverlauf
ziehen konne. Man verwendet dafiir verschiedene statistische Merkmale (Indikatoren),

allerdings ist zwischen Trendfolge-Indikatoren und Oszillatoren zu unterscheiden.
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Trendfolge-Indikatoren zeigen die Richtung bzw. den Trend eines Kurses an,

Oszillatoren messen die Starke und Geschwindigkeit der Kursschwankungen.

Ein Beispiel fiir Trendfolge-Indikatoren ist der sogenannte gleitende Durchschnitt (GD).
Hier wird die Summe der Kurse der letzten n Borsetage (C;, C;_1, ...) gebildet und durch

n dividiert.
Gleitender Durchschnitt n-ter Ordnung:

_ (Cl + Ci—l + -+ Ci—(n—l))
n

i

Beispiel>*:
Fir die Kurse einer Aktie, welche aus der folgenden Tabelle zu entnehmen sind, sollen
die gleitenden Durchschnitte der Ordnung 5 fiir den Zeitraum von 29. 5. bis 30. 8.

berechnet werden.

47,09+47,45+45,41+45,75+46,80

GD 5 fiir den 2. 6. - = 46,5

GD 5 fur den 6. 6.: 4-5,20+4-7,09+4-7:-5+4-5,4-1+4-5,75 — 46,18 USW.
Borsen- | Kurs | GDi5 Borsen- | Kurs | GDi 5 Borsen- | Kurs | GDi 5
tagi Gi tagi Gi tagi Gi
29.5. 46,80 30. 6. 46,55 | 44,292 1.8. 47,86 | 48,422
30.5. 45,75 3.7. 47,10 | 45,152 2.8. 47,65 | 48,212
31.5. 45,41 4.5. 46,82 | 45,734 3.8. 46,91 | 47,844
1.6. 47,45 5.7. 46,99 | 46,392 4. 8. 47,33 | 47,554
2. 6. 47,09 | 46,500 6.7. 48,85 | 47,262 7.8. 46,73 | 47,296
6. 6. 45,20 | 46,180 7.7. 48,60 | 47,672 8. 8. 46,10 | 46,944
7. 6. 44,25 | 45,880 10.7. 47,63 | 47,778 9.8. 45,70 | 46,554
8. 6. 40,99 | 44,996 11.7. 46,85 | 47,784 10.8. 46,48 | 46,468
9.6. 39,75 | 43,456 12.7. 48,20 | 48,026 11.8. 44,92 | 45,986
12.6. 40,51 | 42,140 13.7. 47,50 | 47,756 14.8. 45,40 | 45,720
13.6. 38,50 | 40,800 14.7. 46,55 | 47,346 16.8. 46,01 | 45,702
14.6. 37,74 | 39,498 17.7. 46,50 | 47,120 17.8. 45,05 | 45,572
16.6. 39,25 | 39,150 18.7. 46,00 | 46,950 18.8. 45,21 | 45,318
19.6. 41,29 | 39,458 19.7. 46,40 | 46,590 21.8. 43,49 | 45,032
20. 6. 40,80 | 39,516 20.7. 46,60 | 46,410 22.8. 42,80 | 44,512
21.6. 40,60 | 39,936 21.7. 45,00 | 46,100 23.8. 41,95 | 43,700
22.6. 41,69 | 40,726 24.7. 46,00 | 46,000 24.8. 42,02 | 43,094
23.6. 42,60 | 41,396 25.7. 47,00 | 46,200 25.8. 43,26 | 42,704
26. 6. 42,80 | 41,698 26.7. 48,70 | 46,660 28.8. 42,85 | 42,576
27.6. 43,91 | 42,320 27.7. 48,75 | 47,090 29.8. 41,25 | 42,266
28. 6. 43,70 | 42,940 28.7. 48,78 | 47,846 30.8. 41,50 | 42,176
29.6. 44,50 | 43,502 31.7. 48,02 | 48,250

54 Zahlen iibernommen aus Tinhof, 2012 (Mathematik V HAK/LW), S. 164 f.
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In der folgenden Grafik sind sowohl die Kurslinie (blau) als auch die Durchschnittslinie
der Ordnung 5 (rot) und der Ordnung 20 (schwarz) eingezeichnet. Je hoher die Ordnung,

desto starker die Glattung des Kursverlaufs.

po
k‘{f A/

42,50

40,00
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Ein bekannter Oszillator ist das sogenannte Momentum (M). Dabei wird vom aktuellen

Kurs (C;) der Kurs vor n Borsetagen (C;_,,) subtrahiert.

n-Tage-Momentum:

M; =C; —Ciy

Beispiel:
Man berechne fiir die im vorigen Beispiel gegebene Aktienkursentwicklung das 10-Tage-

Momentum.

Das 10-Tage-Momentum kann man ab dem 11. Tag (13. 6.) berechnen, ich beginne hier
mit der Berechnung ab dem 21. 6.: M;¢ = C;¢ — Cg = 40,60 — 45,20 = —4,60

fir den 22. 6.: My; = Cy; — C; = 41,69 — 44,25 = —2,56

fiir den 23. 6.: Mg = C1g3 — Cg = 42,60 — 40,99 = 1,61

fiir den 26. 6.: Myg = Cy9 — Cy = 42,80 — 39,75 = 3,05

usw.
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Einen Wechsel beim Momentum von negativen zu positiven Werten deuten Aktien-
analysten als Kaufsignal, ein umgekehrter Vorzeichenwechsel hingegen wird als
Verkaufssignal gewertet.>> Dies lasst sich einfach begriinden, da das Momentum die
absolute Preisdifferenz zwischen zwei Zeitpunkten darstellt und somit dem Differenzen-
quotienten entspricht. Ein negatives Momentum deutet somit auf einen Abwartstrend

hin, ein positives hingegen auf einen Aufwartstrend.

Eine wichtige Kennzahl in der Fundamentalanalyse ist das Kurs-Gewinn-Verhaltnis

(KGW):

KCV = Kurs der Aktie
~ Gewinn pro Aktie

Der Wert des KGV ist allein noch nicht aussagekraftig. Aber einerseits konnen steigende
KGVs als Kaufempfehlung gesehen werden, andererseits lasst sich das KGV mit anderen

Firmen vergleichen.

Neben der Fundamentalanalyse und der technischen Analyse gibt es noch die Random-
Walk-Analyse, bei der die Ansicht gilt, dass sich der gesamte Aktienmarkt wahrschein-
lichkeitstheoretischen Uberlegungen unterwirft und Analysen somit nicht notig wiren.
Im Gegensatz zu komplizierten Analysen des Aktienmarktes konnten durch systema-
tisch zufélliges Handeln gleichwertige Gewinne erzielt werden.>¢ Auf diesen Ansatz wird

allerdings in den Schulbiichern nicht weiter Bezug genommen.

Die Rendite einer Aktienkursentwicklung bezeichnet die relative Wertinderung des
Aktienkurses wahrend einer bestimmten Periode. Abhdngig von der Dauer der Periode
gibt es Jahres-, Halbjahres-, Quartals-, Monats-, Wochen- oder Tagesrenditen. Berechnet

wird die entsprechende Rendite mittels folgender Formel:

1, ... Rendite in Periode n

Cy, ... Schlusskurs in Periode n, C,,_ ... Schlusskurs in vorhergehender Periode

Meist berechnet man aus den einzelnen Renditen die durchschnittliche Rendite 7

mittels arithmetischem Mittel:

55 Steiner, 2007 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 3), S. 159
56 Hinkelmann, 2007 (Mathe mit Gewinn 3), S. 212
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n
r= 'ZTk

k=1

S|

Das Ausmafd der Kursschwankungen innerhalb des Beobachtungszeitraums lasst die
Ermittlung der durchschnittlichen Rendite allerdings unberticksichtigt. Daher berechnet
man die Standardabweichung s, die die Streuung der Renditen der einzelnen Perioden
von der durchschnittlichen Rendite des gesamten Beobachtungszeitraums beschreibt.
Diese Kennzahl (Standardabweichung) wird im Rahmen der Aktienanalyse als
Volatilitat bezeichnet und ist ein Maf fiir das Gesamtrisiko einer Aktie. Fiir den
Vergleich verschiedener Aktienkursentwicklungen gilt: Je grofder die Volatilitat, desto

grofder das Risiko:

n

1 =\ 2

5T n—l.z(rk_r)
k=1

Beispiel: Die Schlusskurse einer Aktie jeweils am Ende des Monats waren folgende:

Marz 2012 | April 2012 | Mai 2012 | Juni 2012 | Juli 2012

24,28 25,63 27,19 26,21 26,93
Monatsrenditen:
25,63 — 24,28
Taprit = 2228 = 0,0556 = 5,56 %
Tmai = 6,09 %
Tiuni = —3,60 %
T = 2,75 %

Durchschnittliche Monatsrendite:

5,56 + 6,09 + (~3,60) + 2,75 _
+ _

= 2,7%

Volatilitat:

(556 -2,7)%+ (6,09 — 2,7)? + (=3,6 — 2,7)* + (2,75 — 2,7)?
B 3

s2 = 19,788

s = /19,788 = 4,448 ~ 4,45 %
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Es gibt zwei weitere wichtige Kennzahlen, die zu den Risikomafden fiir Aktien zdhlen:
Beta-Faktor und Korrelation. Der Beta-Faktor gibt den Zusammenhang zwischen dem
Renditeverlauf einer Aktie und dem Renditeverlauf eines den Gesamtmarkt reprasen-
tierenden Referenzindex an. Der Austrian Traded Index (ATX) ist der wichtigste
Aktienindex der Wiener Borse. Die Renditen der einzelnen Aktie (x) und die Gesamt-
marktrenditen (y) fiir einen gewissen Zeitraum werden hier gegeniibergestellt - man
berechnet also den Korrelationskoeffizienten der Merkmale x und y und die Regres-
sionsgerade (Berechnung: siehe Abschnitt 4.2.9). Der Beta-Faktor, der auch als Anstieg
der Regressionsgeraden zu deuten ist, gibt an, wie stark sich die Aktienrendite dndert,
wenn sich der Referenzindex um einen Prozentpunkt dndert, und ist somit ein Maf? fiir

die Anfalligkeit des einzelnen Aktienkurses gegeniiber Marktveranderungen.

Flr den Beta-Faktor § gilt: > 1: Aktie ist riskanter als Marktindex

P < 1: Aktie ist weniger riskant als Marktindex

Die Korrelation bewertet den linearen Zusammenhang von Aktie und Referenzindex

und daher die Qualitdt und Aussagekraft des Beta-Faktors.

Fiir die Korrelation pgilt: p~ 1: Aktie und Marktindex sind stark gleich gerichtet.
p ~ 0: unabhangig
p ~ -1:stark entgegen gerichtet

4.2.13 Simulation wirtschaftlicher Probleme

In der Mathematik versteht man unter Simulation das Experiment mit einem mathema-
tischen Modell. Dabei wird ein Problem der realen Welt in ein mathematisches Modell
umgewandelt, bei dem eine mathematische Losung gefunden wird, die wiederum

interpretiert und auf die reale Welt umgelegt wird:

Mathem.

Modell
ModeW

Reale Simulieren
Welt

Inter'@ Mathem.

Beurteilen .
Losung
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Die obige Grafik, die ich an die bei Hinkelmann et al. abgebildete angelehnt habe,
beschreibt den Modellbildungskreislauf, bei dem die Simulation nur einen Teil darstellt.
Die Schulbiicher beschaftigen sich trotz des hauptsachlich auf die Simulation bezogenen
Titels zu einem Grof3teil mit der Modellbildung an sich. Zudem gibt es aufserdem andere
Ansichten beziiglich des Begriffs ,Simulation“. Die Simulation wie hier in den Schul-
biichern wird mehr als reines Modellbilden gesehen, und von einer tatsdchlichen
Simulation wird das Experimentieren von Modellen bzw. ,so tun als ob“ (mit oder ohne
Computer) von Prozessen verlangt. In meiner Diplomarbeit werden allerdings die

Ansichten der Schulbiicher mitgeteilt.

In einem Modell werden mathematische Gleichungen, Grafiken oder Strukturen gesam-

melt, die einem anderen Gebilde (aus der Physik, Biologie, ...) entsprechen sollen.

Als Beispiele fiir einfache mathematische Modelle sind zu nennen

K,—K
21 oder auch

. s
- die Grenzkosten: K’ = lim, _,,, —

- derfreie Fall: s = % -
Simulationen seien sinnvoll, wenn komplizierte Zusammenhinge gegeben sind, bei

denen echten Experimenten Grenzen gesetzt sind.

Als Beispiele fiir Simulationen in den Wirtschaftswissenschaften nennen Steiner et al.

die Lagerhaltung, Konjunkturmodelle oder Angebot und Nachfrage.
Modelle lassen sich in folgende Kategorien einteilen>7:

e Kommt im Modell eine Zufallsvariable vor, spricht man von stochastischen

Modellen, ansonsten von deterministischen Modellen.

e Tritt als Variable eine ,Veranderliche” auf (wie z. B. Zeit, Temperatur, ...), spricht

man von dynamischen Modellen, ansonsten von statischen Modellen.

e Verursachen Anderungen in einer Variablen nur proportionale Anderungen in
anderen Variablen, spricht man von linearen Modellen, ansonsten von nicht-

linearen Modellen.

57 Steiner, 2008 (Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 4), S. 70
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In den beiden Schulbiichern werden zahlreiche Beispiele fiir Simulationen wirtschaft-
licher Probleme angefiihrt, ich werde hier nur kleine Ausziige zeigen bzw. diverse
Modelle nur kurz erwidhnen. Man soll bloff einen Eindruck davon erhalten, wo mit
mathematischen Modellen gearbeitet werden kann, die Durchfiihrung bedarf ohnehin

umfangreicherer Beschaftigung damit.

Ein Modell aus Mathematik und ihre Anwendungen in der Wirtschaft 4 ist die Simulation

der Entwicklung des Marktgleichgewichts:

P Angebot

Definition:
Fo Der Schnittpunkt zwischen Angebot
und Nachfrage heit Marktgleichge-
Gleichgewichts- wicht.
preis

Der Markt befindet sich im Gleichgewicht, wenn bei einem
bestimmten Preis kein Angebot ohne die entsprechende
Angebot = Nachfrage xg X Nachfrage b\eib; und wenn di_e gesamte Nachfrage durch die
im Marktgleichgewicht angebotenen Leistungen befriedigt werden kann.

Nachfrage

P p
4
Po Po '\

p

<
S AN
/( |

X N, A, Xg X )(LS X
A2 N2
Beim EinfUhrungspreis p4 Volle Lager fUhrten zu einer ...und spinnwebartig entwickelt
bleibt die Nachfrage N1 hinter Preissenkung. Jetzt Ubersteigt sich das Marktgleichgewicht.
dem Angebot A4 zurlick. die Nachfrage das Angebot...

Der Idealzustand des Marktgleichgewichts herrscht selbstverstandlich nicht automa-
tisch vor, dieser muss sich immer wieder neu bilden. Man nennt dieses mathematische

Modell aufgrund der spinnwebartigen Grafik auch haufig ,Spinnweb-Modell“.

Ein Modell, das in beiden HAK-Biichern behandelt wird, ist beispielsweise das
Konjunkturmodell nach Paul Anthony Samuelson (1915 in Amerika geboren, 1970
Wirtschaftsnobelpreis). Sein Modell versucht unter moéglichst einfachen Annahmen, die

Wirklichkeit wiederzugeben.58

58 Hinkelmann, 2008 (Mathe mit Gewinn 4), S. 134
119



Annahmen:

e Das Volkseinkommen der t-ten Periode (Y:) entspricht der Gesamtheit der

getdtigten Ausgaben in der gleichen Periode.

e Die Gesamtausgaben setzen sich aus den Konsumausgaben (C:¢), den Investi-

tionsausgaben (/:) und den autonomen Ausgaben (A:) zusammen:

Yt= Ct+1t+At

e Zwischen Konsumausgaben und Volkseinkommen der Vorperiode herrscht

Proportionalitat vor: Ct=a - Y+1 (a ... Konsumneigung)

¢ Die Investitionsausgaben sind proportional zur Konsumsteigerung im Vergleich

zur Vorperiode: It =b - (C: - C+1) (b ... Investitionsfaktor)

e Die autonomen Ausgaben werden als konstant angenommen: 4; = ¢

Setzt man nun alle Annahmen in Y; = C: + I + A; ein, ergibt sich durch Umformen

folgende inhomogene Differenzengleichung 2. Ordnung:

Ye=a-Yei+a-b-(Ye1-Ye2) +c

Flir die jeweiligen Angaben erhalt man die entsprechende Grafik:

a=0,5

b=1,5

Co=0

lh=0

Yo =80

(geddampfte Schwingung)

a=0,7
b=1,5
Co=0
lb=0
Yo=5

(explosive Schwingung)
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Die Berechnung der Losungen derartiger Gleichungen ist meist sehr mithsam und nur

numerisch moglich.

Zu den Simulationen von Differentialgleichungen werden bei Hinkelmann et al. noch das
Zusammenspiel zwischen Angebot und Nachfrage behandelt, aber auch die Verbreitung
von Tierseuchen, die eine grofde 6kologische und auch volkswirtschaftliche Bedeutung
hat (Erndhrung, Tourismus, ...). Aufderdem findet der Produktlebenszyklus hier seine
Anwendung. Nach der Einflihrung eines Produkts wird die Verbreitung bis zur Sattigung

des Marktes beobachtet.

Die sogenannten Markov-Ketten spielen bei stochastischen Prozessen eine Rolle. Hier

arbeitet man viel mit Matrizen, deren Eintrage Wahrscheinlichkeiten sind.
4.2.14 Ungleichungssysteme - Lineare Optimierung

Ungleichungssysteme gehoren zum Erweiterungslehrstoff des II. Jahrgangs der HAK, wo
bereits die lineare Optimierung vorgestellt wird, welche dann in den Schulbiichern des

V. Jahrgangs noch ausfiihrlicher behandelt wird.

Eine lineare Ungleichung in zwei Variablen ist eine Ungleichung der Form
ax+by<c oder ax+by<c oder
ax+by>c oder ax+byzc (a,b,ceR,a#0,b=0),
deren Losungsmenge jeweils durch eine Halbebene dargestellt werden kann.

5 "
Beispiel: y < —=x+3 . 61y
p Y 2 \‘\(—3I2)x+3

Zunachst wird die Gerade y = —gx +3 )

gezeichnet. Die richtige Halbebene wird v

bestimmt, indem man einen beliebigen Punkt \
P in die Ungleichung y < —%x + 3 einsetzt. A

Erhdlt man eine wahre Aussage, ist jene by

Halbebene, in der der Punkt P liegt, die M

Losungsmenge (blau schraffiert). 5 0 ™ 3
Wegen der "<"-Relation gehort die Gerade \

nicht mehr zur Loésung und ist deshalb N

strichliert dargestellt. |
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Sollen nun mehrere lineare Ungleichungen gleichzeitig erfiillt werden, liegt ein lineares
Ungleichungssystem vor. Die Losungsmenge ist dann die Menge aller geordneten Paare

(x,), die jede Ungleichung erfiillen. Dem entspricht der Durchschnitt aller Halbebenen.

124Y
Beispiel: [: 4x+8y<80 \ v
II: 10x + 4y <100 1
III: 8x <64
IV: x20
V: y20 6
\
Die griin schraffierte Flache ent-
spricht der Losungsmenge des

Ungleichungssystems.

2 v 0 2 4 6 1\

Die lineare Optimierung wird in den Schulbtichern als wirtschaftliche Anwendung von
Ungleichungssystemen prasentiert und beispielsweise bei Entscheidungen im Bereich
der Produktionsplanung, der Lebensmittelindustrie oder der Landwirtschaft herange-
zogen. Allgemein geht es dabei um die Maximierung oder Minimierung bestimmter
Zielgrofden unter Beachtung der vorhandenen Moglichkeiten (Nebenbedingungen)>°.
Anhand eines Beispiels (iibernommen aus Mathematik und ihre Anwendungen in der

Wirtschaft 1) wird nun die lineare Optimierung erlautert.
Beispiel:

Zur Erzeugung der Produkte P1 und P; werden in einem Betrieb die Maschinen 4, B und
C eingesetzt. Die Tabelle zeigt die fiir die Fertigstellung notigen Maschinenzeiten und die

hochstmogliche wochentliche Ausniitzung der Maschinen.

59 Blicker, 1993 (Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler), S. 273
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Maschine Zeit in Stunden fiir 1 kg von Grofdtmogliche
P1 P; Nutzung in Stunden
A 4 8 80
B 10 4 100
¢ B 0 64

Produkt P; liefert als Gewinn € 38,- und Produkt P2 € 20,- pro kg. Welche Menge eines

Produkts soll jeweils erzeugt werden, um den grofdtmoglichen Gewinn zu erzielen?

1. Schritt: Festlegung der Variablen fiir die gesuchten Grofien:
X ... pro Woche erzeugt Menge von P; in kg

y ...pro Woche erzeugt Menge von P; in kg

2. Schritt: Formulierung der eingeschrankten Bedingungen (Nebenbedingungen/

Restriktionen) in Form von Ungleichungen:

Die gesuchten Ungleichungen wurden bereits im obigen Beispiel fiir ein lineares
Ungleichungssystem vorgestellt. Die Ungleichungen x = 0 und y = 0 sind die sogenannten
Nichtnegativitatsbedingungen, da keine negative Anzahl von Produkten erzeugt werden
kann. Die Losungsmenge des Ungleichungssystems ist das Planungsfeld bzw. der

Zulassigkeitsbereich.
3. Schritt: Erstellung der Zielfunktion:

Die Funktion Z = 38x + 20y macht eine Aussage liber den Erlos, der von der Anzahl x

bzw. y der produzierten Menge von P; bzw. P; abhangig ist. In der Zielfunktion wird die

Variable y explizit dargestellt. = y = —1,9x + Z—ZO

4. Schritt: Bestimmung des optimalen (bestmoglichen) Werts aus den

moglichen Losungen

Die moglichen Losungen sind alle Punkte, die innerhalb des Planungsfeldes liegen, aber
nur ein Punkt gibt jene Kombination von x Produkten P; und y Produkten P; an, bei der
ein moglichst hoher Erlos erreicht wird (sofern der optimale Wert eindeutig bestimm-
bar ist).

Z soll ein Maximum werden, die Losung muss aber noch innerhalb des Planungsfeldes
liegen, daher ist die zur Gleichung der Zielfunktion parallele Gerade gesucht, die gerade

noch im Planungsfeld liegt und den grofdtmoglichen y-Abschnitt hat.
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Hier: Steigung k; = —1,9 und y-Abschnittd = zZ_o

Die Losung findet man also, indem man zunachst die Gerade y = —1,9x zeichnet und
diese parallel im Planungsfeld verschiebt, sodass man den grofdtméglichen y-Abschnitt

erhalt.

In der folgenden Grafik ist die Gerade durch den Ursprung strichliert und die gesuchte

Gerade als durchgehende Linie eingezeichnet:

Die genauen Koordinaten des Losungspunktes fiir das Maximum lassen sich nun
berechnen, indem man den Schnittpunkt L der entsprechenden Geraden (hier:

Gleichungen I und II) durch Losung des Gleichungssystems bestimmt:

. 4x+ 8y =80

I. 10x+4y=100 = x=175
y=6,25
L=(7,5]6,25)

Der grofdtmogliche Gewinn betragt € 410,- und kommt zustande, wenn man wdéchentlich

7,5 kg des Produktes P1 und 6,25 kg des Produktes P; erzeugt.
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Dieses Beispiel war eine Maximumaufgabe, Minimumaufgaben (z. B. moglichst kleiner
Aufwand oder kleine Kosten) funktionieren analog. Beides sind zwei Aufgabentypen der
linearen Optimierung, die in den Schulbiichern des II. Jahrgangs vorgestellt werden und
durch grafische Verfahren losbar sind (weil nur zwei unabhéngige Variablen vorkom-

men).

Bei linearen Optimierungsaufgaben mit mehreren bzw. oft sogar sehr vielen Variablen
ist die grafische Ermittlung des Optimums nicht mehr moglich, daher wurden Verfahren
zur numerischen Losung entwickelt. Das wichtigste Verfahren zum Losen eines
Optimierungsproblems ist das sogenannte Simplex-Verfahren, das auf den amerika-
nischen Mathematiker George Bernard Dantzig zuriickgeht, der dieses Mitte des 20.
Jahrhunderts entwickelte. Demnach reicht es, nur bei den Eckpunkten des Zuldssigkeits-
bereichs nach der Losung des Optimierungsproblems zu suchen. Die Idee des Verfahrens
ist es daher, von einem Startpunkt ausgehend eine Folge von Eckpunkten mit wachsen-
den Zielfunktionswerten zu erzeugen, bis man am Ende bei der optimalen Ecke (sofern

diese existiert) ankommt.6°

Die theoretische Aufarbeitung des Verfahrens ware zu umfangreich, um sie in meiner
Diplomarbeit detailliert darzustellen, und aufderdem auch nicht fiir den Unterricht
geeignet, dennoch werde ich anhand des obigen Beispiels demonstrieren, wie das

Simplex-Verfahren funktioniert.

Die Nebenbedingungen zum Produktionsplanungsproblem

in Ungleichungsform lauteten folgendermafien: 4x +8y<80
10x + 4y <100
8x <64
x,y=20
und werden durch Einfithrung sogenannter Schlupf-
variablen in Gleichungsform umgewandelt: 4x +8y+u =80
10x+4y +v =100
8x +w =64

xy,uv,wz0

Die Zielfunktion lautet aufderdem Z = 38x + 20y.

60 Koop, 2008 (Lineare Optimierung), S. 56
125



Man bendtigt zum Ausfiihren des Simplex-Verfahrens in Folge die Matrixschreibweise

80
= (100)
64

Die Variablen, die jeweils nur mit den Werten 0 oder 1 multipliziert werden (d. h. die

dieses Gleichungssystems:

X
48100/)’\
(104010)-|u}

0 0 0 1 v
w

entsprechende Spalte besteht nur aus den Eintragen 0 oder 1) - das sind hier u, v und w

- nennt man Basisvariablen (BV).

Das sogenannte Simplex-Tableau dient nun zur Veranschaulichung und Rechnung des

Verfahrens und besitzt folgende Form:

BV X y u v w Kapazitaten Quotient
u 4 8 1 0 0 80 =20
v 10 4 0 1 0 100 =10
w 8 0 0 0 1 64 *-s

-38 -20 0 0 0 0

In der linken Spalte werden die Basisvariablen angezeigt, und in die letzte Zeile werden

die Koeffizienten der Zielfunktion mit umgekehrten Vorzeichen eingetragen.

Es gilt: Solange in der Zielfunktions- bzw. Ergebniszeile (das ist die unterste Zeile) noch
negative Werte enthalten sind, gibt es die Moglichkeit, den Wert der Zielfunktion weiter
zu verbessern. Dieser ist in der Tabelle rechts unten abzulesen und wird zu Beginn als 0

angenommen.
Nun zum (primalen Simplex-)Algorithmus:

Man wahlt die Spalte mit dem absolut grofditen negativen Wert in der Ergebniszeile
(hier: -38 in Spalte x) und nennt diese Pivotspalte. Anschliefend berechnet man die
Quotienten der Kapazititen und dem entsprechenden x-Wert der Zeile (siehe blaue
Spalte). Jene Zeile mit dem kleinsten Quotient (hier: min (20, 10, 8) = 8 in Zeile w) wird

zur Pivotzeile und das Element im Kreuzungspunkt das Pivotelement (hier: 8).
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Der nachste Schritt ist es, die Pivotzeile durch das Pivotelement zu dividieren, und diese
modifizierte Pivotzeile dann zu den anderen Zeilen zu addieren, sodass die Pivotspalte

(bis auf das Pivotelement 1) nur mehr aus 0 besteht.

Die modifizierte Pivotzeile lautet:

8 0 0 0 1 64
8 8 8 8 8
bzw. 1 0 0 0 0,125 8

und die restlichen Werte des Simplex-Tableaus werden folgendermafien berechnet

BV X y u 1% w Kapazitaten
u 4-4-1 8-4-0 1-4-0 0-4-0 0-4-0,125 80-4-8
14 10-10-1 4-10-0 0-10-0 1-10-0 0-10:0,125 100-10-8
X 1 0 0 0 0,125 8
Z -38+38:1 -20+38:0 0+38:0 0+38-0 0+38-0,125 0+38-8
und es ergibt sich das zweite Simplex-Tableau:
BV X y u 1% w Kapazitaten
u 0 8 1 0 -0,5 48
% 0 4 0 1 -1,25 20
1 0 0 0 0,125 8
Z 0 -20 0 0 4,75 304

Die Variable x wird zu einer Basisvariable und ersetzt die Variable w von vorhin. Der
Wert der Zielfunktion hat sich auflerdem auf 304 gesteigert, ist aber wegen der noch

vorhandenen negativen Werte in der Ergebniszeile noch verbesserungsfahig.

Nun beginnt der Algorithmus von vorne. Die Pivotspalte (kleinster Wert: -20 — Spalte y)

und -zeile (min (?,%, "g") = 5 — Zeile v) wird bestimmt und somit das Pivotelement

(hier: 4). Die Pivotzeile wird durch den Wert des Pivotelements dividiert und zu den

anderen Zeilen entsprechend addiert. Dieses Verfahren ist so oft anzuwenden, bis in der
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Ergebniszeile keine negativen Werte mehr vorkommen. Dann ist die optimale Losung

gefunden.

Drittes Simplex-Tableau:

BV X y u 1% w Kapazitaten
u 0 0 1 -2 2 8
y 0 1 0 0,25 -0,3125 5
1 0 0 0 0,125 8
Z 0 0 0 5 -1,5 404

Die Variable y wird zur BV, der Wert der Zielfunktion ist auf 404 gestiegen. Der Wert ist
aber noch nicht optimal, da in der Ergebniszeile noch ein negativer Koeffizient

vorkommt = nochmaliges Anwenden des primalen Simplex-Algorithmus.

Endgiiltiges Simplex-Tableau (optimal):

BV X y u 1% w Kapazitaten
w 0 0 0,5 -1 1 4

y 0 1 0,15625 -0,0625 0 6,25

X 1 0 -0,0625 0,125 0 7,5

Z 0 0 0,75 3,5 0 410

Nun ist die optimale Losung des Optimierungsproblems gefunden, da in der Ergebnis-
zeile keine negativen Koeffizienten mehr auftreten. Das bedeutet auch, dass der
Zielfunktionswert nicht weiter verbessert werden kann. Der maximale Wert der
Zielfunktion betragt also 410, wie es sich auch schon bei der grafischen Losung ergeben

hat.
Grafisch kann man dieses Verfahren nun folgendermafien interpretieren:

Die erste Losung entspricht der Ecke (0, 0) des Zuldssigkeitsbereichs. Das zweite
Simplex-Tableau entspricht der Ecke (8, 0), das dritte der Ecke (8, 5), bis mit dem letzten
Simplex-Tableau schliefilich die optimale Ecke (7,5; 6,25) des Zuverlassigkeitsbereichs
erreicht wird. Der Algorithmus startet also in (0, 0) und lduft zur optimalen Ecke

(7,5; 6,25):

128



v 0 2 4 6 1\

Das Simplexverfahren kann man sich im dreidimensionalen Raum auch so vorstellen, als
wirde man sich von einem Eck zu einem jeweils noch besseren bis zum optimalen Eck

hanteln, wie es die folgende Grafik®! veranschaulichen soll:

In den Schulbiichern wird das Simplex-Verfahren im Rahmen des Erweiterungslehr-
stoffes des V. Jahrgangs ndhergebracht, und es wird auch durch technologische Hilfs-
mittel wie z. B. dem Solver von Excel unterstiitzt, da die Berechnung im Mehrdimen-

sionalen ansonsten in eine sehr lange Beschaftigung ausartet.

61 http://www.furtherfield.org/features/algorithms-and-control
129



4.3 Reflexion iiber die Schulbiicher

Nachdem ich mit den beiden verwendeten Schulbuchbdnden nun lange gearbeitet habe,
mochte ich kurz meinen Eindruck von diesen schildern. Als ideales Schulbuch fiir den
Mathematikunterricht wiirde ich keines von ihnen bezeichnen, aber diverse positive und

negative Aspekte bzw. mogliche Begriindungen dafiir sollen beschrieben werden.
Farbliche Gestaltung

Die Buchreihe Mathe mit Gewinn 1-4 (in Folge als MmG bezeichnet) von Hinkelmann et
al. ist ausschliefdlich in den Farben Schwarz, Grau und Tirkis gedruckt, weshalb man
zum Hervorheben wichtiger Informationen zusatzliche Kéastchen, Markierungen oder
Ahnliches verwenden kénnte, was meiner Meinung nach allerdings nicht ausreichend
bzw. nicht einheitlich der Fall ist, wodurch es etwas an der Ubersicht mangelt. Daher
fallt es eher schwer, Theorieteile, Formeln, Musterbeispiele etc. beim schnellen
Nachschlagen voneinander zu unterscheiden. In den Biichern Mathematik und ihre
Anwendungen in der Wirtschaft 1-4 (in Folge als MAW bezeichnet) von Steiner et al. ist
hingegen eine einheitliche unterschiedliche Farbung der einzelnen Abschnitte
erkennbar. Wichtige Begriffe, die erstmals auftauchen, sind in Rosa und auflerdem
fettgedruckt gehalten, ebenso sind Formeln in rosa Kdstchen zu finden. Die Angaben zu
den Musterbeispielen sind blau hinterlegt und die Seiten mit der Aufgabensammlung am
Ende jedes Kapitels sind gdnzlich gelb hinterlegt. Die systematische Verwendung

mehrerer Farben kommt der Ubersicht auf jeden Fall zugute.
Abbildungen

Die Abbildungen in MmG sind demnach auch ausschliefdlich in Schwarz-weifs dargestellt
und bestehen hauptsachlich aus Graphen oder Screenshots von Gerdten. MAW zeigt
auch farbige Bilder wie zum Beispiel Portrats von Mathematikern, Comics oder
Spielkarten (im Kapitel der Wahrscheinlichkeitsrechnung) und verwendet fiir Graphen
Farben, um Wichtiges hervorzuheben. Auf die Nummerierung der Abbildungen wird in
beiden Buchbdnden verzichtet. Sofern nicht ohnehin aus dem Text hervorgeht, welche

Abbildung gemeint ist, sind sie jedoch beschriftet.
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Einleitung

In MAW erfolgt der Einstieg in die Materie zum Grof3teil sehr theoretisch. In MmG gibt es
im Gegensatz dazu zu Beginn jedes Kapitels einen einleitenden Absatz, bei dem die
Autoren versuchen, moglichst eine Situation aus dem Alltag darzustellen bzw. an
Bekanntes anzuschliefRen. Dabei stofdt man auf ein Problem, fir das es einen mathe-

matischen Losungsweg gibt, der im Anschluss aufbereitet wird.
Beispiele und Aufgaben

In MAW werden im Theorieblock zahlreiche Musterbeispiele gezeigt (jeweils mit blauer
Umrandung und blau hinterlegter Aufgabenstellung). Erst in der eigenen Aufgaben-
sammlung am Ende des Kapitels gibt es fir die Schiiler die Chance, ihr Wissen zu testen,
das sie aus dem Kapitel mitgenommen haben. MmG zeigt schon wahrend der
Aufbereitung eines Themas zwischendurch immer wieder Aufgaben, die oft auf Dinge
bezogen sind, die gerade - eventuell mittels Musterbeispiel - erklart wurden. Die
Nummerierung der Aufgaben erfolgt in MAW von , 1“ fortlaufend bis zur letzten Aufgabe
im Buch. Den Aufgaben in MmG ist jeweils die Kapitelnummer mit Punkt vorangestellt,
danach werden sie bis zum Ende des Kapitels fortlaufend nummeriert, z. B. ,4.01“ bis
,4.52“ Im nachsten Kapitel erhédlt die erste Aufgabe die Nummer ,5.01“ Bis auf die
vorangestellte Nummer ist der Text der Aufgabenstellung allerdings nicht vom

durchgehenden Text im Buch zu unterscheiden.
Zusammenfassung

Eine Zusammenfassung am Ende des Kapitels gibt es nur in MmG, welche aus einem
tirkisfarbenen Kastchen besteht, in dem die wichtigsten Begriffe noch einmal

fettgedruckt angefiihrt und beschrieben werden.
IT-Bezug

Wie der IT-Bezug in den jeweiligen Schulbiichern gehandhabt wird, wurde bereits im
Abschnitt 4.2.1 genauer erklart. Zur Buchreihe MmG, die eine Vielzahl an Screenshots
von mehreren technologieunterstiitzenden Hilfsmitteln zeigt, sei jedoch noch zusatzlich
zu erwihnen, dass man daraus nur einen Nutzen ziehen kann, wenn man im Unterricht
konsequent mit mehr als einem dieser Gerate arbeitet, was in der Praxis wohl nicht gut

umzusetzen ist.
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Sonstiges

Das Buch MAW behandelt die Themen im Gegensatz zur anderen Buchreihe knapper.
MmG bietet sehr viele Aspekte zu den einzelnen Themengebieten, wodurch ich auf der
Suche nach spezifischen Anwendungen fiir meine Diplomarbeit oft fiindig wurde. Fiir
Schiiler finde ich allerdings den Schwierigkeitsgrad speziell bei der Aufbereitung von
erweiternden Themen zu hoch angesetzt, weshalb man diese Teile aus dem Buch im
Unterricht kaum verwenden kann, sofern man sich nicht selbst noch ausfiihrlich damit

auseinandersetzt und sich Unterrichtsmaterialien beschafft.
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5. Befragung von Mathematiklehrern an Handelsakademien

Momentan ist fiir Handelsakademien (sowie fiir andere Bildungseinrichtungen) ein
neuer Lehrplan in Arbeit, der voraussichtlich im Schuljahr 2014 /15 in Kraft treten soll.
Daher haben einige Lehrer bei ihren Antworten auf meine Fragen schon Bezug auf
bereits bekannte Anderungen genommen, die im Grofen und Ganzen auf kompetenz-

orientierten Unterricht mit neuer Reifepriifung bzw. Zentralmatura hinzielen.

Der vollstindige Fragebogen, den ich mehreren Mathematiklehrern an Handels-
akademien per E-Mail zukommen lief3, ist im Anhang nachzulesen, ebenso die 13

beantworteten Fragebdgen.
5.1 Einzelne Fragen

Der Fragebogen umfasst sechs Teilfragen, die ich zundchst mit den entsprechenden
Antworten vorstellen werde. Im Anschluss wird zusammengefasst, was aus den Befra-

gungen hervorgeht.
5.1.1 Lehrbiicher und Unterrichtsmaterial

In der ersten Frage interessierte ich mich dafiir, welche Lehrbiicher die Lehrer an ihrer
Schule verwenden und ob sie damit zufrieden sind, bzw. woher sie das Material fiir
ihren Unterricht primar nehmen. Zwei Lehrer gaben an, gar keine Lehrbiicher zu
verwenden. Sowohl Lehrer, die mit ihren Lehrbiichern zufrieden sind, als auch jene, die
das nicht sind, verwenden haufig zusatzliches Unterrichtsmaterial, das sie selbst
zusammenstellen bzw. sich ausdenken oder aus verschiedenen Bilichern (auch AHS-

Biichern) kombinieren.
5.1.2 Lehrplan

Die zweite Frage beschaftigt sich mit der Umsetzung des Lehrplans. Wie gut ist die

Umsetzung moglich? Welche Themengebiete werden am ehesten weggelassen?

Ob die Umsetzung des Lehrplans gut moglich ist, beantworteten nur zwei der Lehrer mit
»Ja“, die anderen gaben Bedingungen an, wann dies nur moglich sei. Hauptproblem ware
die geringe Wochenstundenanzahl (derzeit insgesamt zehn), des Weiteren wurden auch

die Disziplin und das fehlende Vorwissen genannt.
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Ich fragte auch nach den Themengebieten, bei denen die Lehrer am ehesten kiirzen
wiirden, sofern zu wenig Zeit fiir den gesamten Lehrstoff vorhanden ware. Auffillig war,
dass hier immerhin fiinf von 13 Lehrern die Matrizenrechnung weglassen (oder kiirzen),
fir die neue Zentralmatura wiirden die Matrizen aber an Bedeutung gewinnen und

miussten dann durchgenommen werden.

Bei der Frage nach der Behandlung des Erweiterungslehrstoffs gaben drei Lehrer an,
diesen kaum oder gar nicht durchzunehmen. Am haufigsten werden weitere Anwen-

dungen der Differential- und Integralrechnung behandelt.
5.1.3 Brauchbarkeit fiir kaufméannischen bzw. wirtschaftlichen Alltag

Als néchstes fragte ich, in welchen Themengebieten des Mathematikunterrichts die
Lehrer die grofite Brauchbarkeit fiir den kaufmannischen und wirtschaftlichen Alltag
sehen. Neun Lehrer nannten hier die Finanzmathematik, drei davon speziell auf die
Zinsen- und Rentenrechnung bezogen (auch als ,einfacher Konsument” solle man
dariiber Bescheid wissen). Auch die Kosten- und Preistheorie fand haufige Erwdahnung:
Flnf Lehrer empfinden dieses Kapitel im Hinblick auf ein wirtschaftliches Studium fiir
wichtig, auferdem kommen viele Begriffe auch im Unterrichtsfach Rechnungswesen
vor. Des Weiteren wurde oft die Stochastik genannt, die z. B. hilfreich ist, um in einem
Kreditinstitut neue Produkte zu entwickeln. Interessant fand ich auch die Erwdahnung
der Prozentrechnung, die im Grunde zum Basiswissen gehort, aber dennoch Schiilern
immer wieder Schwierigkeiten bereitet, obwohl sie im Alltag stindig Verwendung

findet.
5.1.4 Facheriibergreifender Unterricht

Bei den Antworten zum vierten Teil des Fragebogens stellte sich heraus, dass an den
Schulen von neun Lehrern kaum bis gar kein facheriibergreifender Unterricht
stattfindet. Wo aber fachertibergreifender Unterricht geschieht, sei dies mit den Fachern
Betriebswirtschaft (Kapitel Finanzmathematik) oder Wirtschaftsinformatik (z. B.
Verstandnis fiir Formeln) gut machbar. Auch bei diesem Teil des Fragebogens stief3 ich
wieder auf die Prozentrechnung, die als relevant fiir viele andere Facher bezeichnet
wurde. Die Gewichtung bzw. Relevanz des Fachs Mathematik in der HAK wurde recht

ausgewogen sowohl als hoch als auch als gering bezeichnet. Zwei Lehrer formulierten

134



speziell einen geringeren Stellenwert der Mathematik in der HAK als an der AHS. Einen

Auszug aus dem Fragebogen des Lehrers D mochte ich hierzu gerne zeigen:

,Fiir Absolventinnen, die unmittelbar nach der HAK einen Beruf eintreten,
reicht das Gebotene, denke ich. Fiir Absolventinnen, die ein Studium in Angriff
nehmen (bei dem Mathematik eine Rolle spielt), ist das Fach eher unterdotiert.
Derzeit wird Mathematik an den FH und WU - nach Berichten unserer Absol-
ventinnen - als AbschreckungsmafSnahme eingesetzt (hohe Durchfallquoten

bei den ersten M-Priifungen).”

Die hohe Bedeutung des Fachs Mathematik an der HAK wurde beispielsweise damit
begriindet, dass es grundlegende Kenntnisse zum wirtschaftlichen Rechnen vermittelt

und das logische Denken fordert.
5.1.5 Spezifika im HAK-Unterricht im Vergleich zur AHS

In diesem Teil des Fragebogens fragte ich nach Besonderheiten des Mathematikunter-
richts in der HAK im Vergleich zur AHS, die die Lehrer aus ihrer Sicht nennen koénnen.
Beinahe jeder Lehrer (11 von 13) gab an, die Mathematik in der HAK sei viel anwen-
dungsorientierter (vor allem im wirtschaftlichen Bereich) und zeige tiberwiegend
Aufgaben, die ndher an der Praxis sind, im Gegensatz zu der theoriebildenden
Mathematik in der AHS. Durch die Kompetenzorientierung im neuen Lehrplan kénne

der Praxisbezug aufierdem noch mehr geférdert werden.
5.1.6 Erwerb der HAK-spezifischen Themen

Bei der sechsten Frage wollte ich von den Lehrern wissen, ob diese ihre Kenntnis iiber
die HAK-spezifischen Themen bereits im Studium kennenlernten, oder ob sie sich diese
selbst erwerben mussten. Die Lehrer antworteten ausnahmslos, dass sie sich die
Themen eigenstindig aneignen mussten. Besonders die Kapitel Kosten- und Preistheorie
und Finanzmathematik (z. B. Rentenrechnung, Schuldtilgung, Investitionsrechnung)

wurden hier als Themen genannt, die im Eigenstudium erworben wurden.
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5.2 Zusammenfassung

Die geringe Wochenstundenanzahl fiir das Fach Mathematik in der HAK (sofern
schulautonom nicht mehr Stunden zur Verfligung sind) diirfte fiir mehrere Lehrer ein
Problem darstellen, um mit dem Basislehrstoff durchzukommen, da in den Antworten
immer wieder darauf hingewiesen wurde. Dass der Nutzen fiir den wirtschaftlichen
Alltag in den Themen wie z. B. Finanzmathematik oder Kosten- und Preistheorie zu
finden ist, deutet auch darauf hin, dass es ein Spezifikum der HAK ist, dass im Fach
Mathematik anwendungs- und praxisorientierter gearbeitet wird, nachdem gerade diese
Kapitel welche sind, die nicht in der AHS, aber dafiir in der HAK unterrichtet werden.
Der Erwerb dieser Themengebiete muss allerdings eigenstiandig passieren, da die
befragten Lehrer dieses Fachwissen im Studium nicht erlernt haben, was ich zum
Grofdteil auch von meinem eigenen Mathematik-Studium behaupten kann, doch in einer
Schulmathematik-Vorlesung zur Angewandten Mathematik lernte ich immerhin bereits
die Rentenrechnung und Schuldtilgung kennen. Méglicherweise ist die rare bis nicht
vorhandene Behandlung der HAK-spezifischen Themen im Studium auch der Grund
daftir, dass aus dem Erweiterungslehrstoff hauptsachlich die Differential- und die
Integralrechnung unterrichtet wird, die ja ohnehin im AHS-Lehrplan umfangreich

beschrieben und auch im Studium ausfihrlich behandelt wird.
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6. Schlusswort

Meine Erfahrung aus dem Schreiben dieser Arbeit ist die, dass ich mich zum Grof3teil mit
einer ganz neuen Materie auseinandersetzen musste, allerdings nicht mathematisch
betrachtet, sondern ich wandte bekannte mathematische Strukturen auf mir bisher
unbekannte Gebiete an, was durchaus spannend war zu erleben. Insofern ist der Titel
des Unterrichtsfaches ,Mathematik und angewandte Mathematik aus meiner Sicht
gerechtfertigt. Selbstverstandlich hangt die tatsdachliche Praxisorientierung noch von der
didaktischen Aufbereitung und Gestaltung des Unterrichts ab, die jedoch in dieser Arbeit
aufder Acht gelassen wurden. Diese Diplomarbeit dient nicht als Richtlinie fiir den
Unterricht, dafiir bedarf es einer weitaus umfangreicheren Beschiftigung mit den
entsprechenden Themengebieten oder auch dem Integrieren von technischen
Hilfsmitteln in den Unterricht. Dennoch hoffe ich, dass den Lesern vermittelt wurde,
dass zwischen dem Mathematikunterricht in der HAK und in der AHS durchaus
Unterschiede bestehen, und dass ich einen Eindruck geben konnte, wo die Spezifika der
HAK zu finden sind. Fiir Lehramtsstudenten, die AHS-Absolventen sind, muss - soweit
ich das beurteilen kann - der Erwerb des Grofdteils des HAK-spezifischen Lehrstoffs
leider im Selbststudium erfolgen. Vor allem auch die Beschaftigung einer didaktisch
wertvollen Aufbereitung des Stoffs fiir die Schiiler, die in den Lehrbiichern nicht immer

im gewiinschten Ausmaf} gegeben ist, muss eigenstindig stattfinden.

Fiir mich selbst war der Erwerb der HAK-spezifischen Themen, den ich durch die
Beschiftigung damit beim Schreiben dieser Diplomarbeit erhalten habe, auch sehr
wertvoll, und ich freue mich darauf, dieses Wissen bei Bedarf auch wieder an Schiiler

weiterzugeben.
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7. Anhang
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Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wird auf die Besonderheiten des Mathematikunterrichts an
Handelsakademien (HAK) im Vergleich zu Allgemeinbildenden Hoheren Schulen (AHS)
eingegangen. Dazu werden zunachst die beiden Schultypen genauer vorgestellt und
anhand des Lehrplans verglichen. Dies erfolgt in Bezug auf die allgemeinen Bestim-
mungen des Lehrplans (wie zum Beispiel die unterschiedlichen Unterrichtsfacher), als
auch speziell beziiglich des Lehrstoffs fiir das Unterrichtsfach Mathematik. Dabei
konnten sehr wohl Themengebiete festgestellt werden, die nur im Lehrplan der HAK
enthalten sind. Als Lehramtsstudent fiur das Unterrichtsfach Mathematik muss der
Erwerb der HAK-spezifischen Themen zum Grofteil im Selbststudium erfolgen, da im

Lehramtsstudium auf diese nicht eingegangen wird.

Flir beide Schultypen soll die Arbeit mit je zwei Schulbuchbdnden einen Eindruck davon
geben, wie die verschiedenen Themengebiete im Unterricht behandelt werden. Zunachst
werden die gemeinsamen Themengebiete von AHS und HAK anhand der Biicher
verglichen und Besonderheiten der HAK aufgezeigt. Einerseits werden HAK-spezifische
Anwendungen gezeigt, die in wirtschaftliche bzw. kaufmannische Richtung gehen,
andererseits betrifft das die unterschiedlichen Zeitpunkte, zu denen liberschneidende
Themen vorgesehen sind. Ein umfangreicher Abschnitt der Diplomarbeit entspricht
danach der Aufbereitung der HAK-spezifischen Themengebiete. Diese sind der HAK
entsprechend kaufmannische Kapitel wie zum Beispiel Zinseszinsen, Rentenrechnung
oder Kosten- und Preistheorie. Im Anschluss an die intensive Auseinandersetzung mit
den Schulbiichern wird tber die HAK-Biicher in Bezug auf die Brauchbarkeit fiir den

Mathematikunterricht reflektiert.

Am Ende der Arbeit werden noch Ergebnisse gezeigt, die aus der Befragung einiger
Mathematiklehrer an Handelsakademien gewonnen wurden. Unter anderem konnte
man den Antworten entnehmen, dass die Lehrer der Meinung sind, dass die Mathematik
in der HAK vor allem im wirtschaftlichen Bereich viel anwendungsorientierter sei und

dies fiir ein wirtschaftliches Studium im Anschluss an die Matura wichtig sei.

Die Diplomarbeit konnte als Richtlinie dafiir verstanden werden, was sich ein
ausgebildeter AHS-Mathematiklehrer noch zusatzlich aneignen miisste, um auch an

einer HAK problemlos Mathematik unterrichten zu kénnen.
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Abstract

This thesis compares the peculiarities of mathematics taught at commercial academies
(HAK) to the mathematics taught at grammar schools (AHS) in Austria. For this purpose
both types of schools are described and their respective curricula are compared. This is
done concerning the curriculum terms in general (e.g, the different subjects) as well as
the subject mathematics’ syllabus in particular. Thereby a range of subjects which are
solely present in the HAK curriculum are identified. Teacher trainees for the subject
mathematics have to acquire the HAK-specific topics predominately in self-study, as

these topics are not covered in their course of studies.

This thesis tries to give insights on how the different ranges of subjects are imparted in
class. This is accomplished with the help of two schoolbooks for each of the two types of
schools respectively. First, the topics present in both AHS and HAK, according to the
books, are compared and the peculiarities of the HAK curriculum are shown. On the one
hand this concerns HAK-specific business and commercial applications, on the other
hand this pertains the different scheduling of coinciding topics. A large part of this thesis
discusses the presentation of the HAK-specific topics. These are, corresponding to this
type of school’s focus, commercial chapters such as e.g., compound interest, annuity
computation and cost- and pricing theory. Subsequent to the intensive review of the
schoolbooks, the author deliberates on the usability of the HAK-schoolbooks for the

teaching of mathematics.

In the final stages of this thesis, the author presents the results of a survey among
mathematics teachers at commercial academies. The tenor of the survey responses is
that mathematics at HAKs is, especially in commercial and business topics, much more
application-oriented. Furthermore this orientation is deemed of high importance if the

chosen field of studies after A-levels lies in the business and economics domain.

This thesis can be seen as a guideline to what knowledge a trained AHS mathematics

teacher has to acquire to teach mathematics at a commercial academy with ease.
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