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0. Einleitung

Die Frage nach Gemeinsamkeiten von Musik und Mathematik beschéftigt die Menschheit
schon seit tausenden Jahren. Eine Legende erzéhlt, dass sich Chinesen bereits im dritten
Jahrtausend vor Christus auf die Suche nach geeigneten Proportionen zum Stimmen einer
Bambusfléte begaben.! In Europa gilt Pythagoras von Samos als Vorreiter auf diesem Ge-
biet. Die alten Griechen zéhlten Musik zu den ,,Septem artes liberales“, die in ein ,, Trivium*
und ein ,, Quadrivium* eingeteilt wurden. Letzteres enthielt neben Arithmetik, Geometrie
und Astronomie auch die Musik.? Euler, Kepler, Bach, Schénberg und viele andere Mathe-
matiker und Musiker erkannten Verbindungen zwischen Musik und Mathematik. Und doch
werden die beiden Gebiete hdufig als sehr unterschiedlich, ja sogar gegensétzlich wahrge-

nommen.

Die folgende Arbeit soll Gemeinsamkeiten von Musik und Mathematik aufzeigen und geht
der Frage nach, wie diese Verkniipfungspunkte im Unterricht in den Sekundarstufen I und II
genutzt werden konnen. Als Grundlage fiir diese Untersuchungen dient der Lehrplan fiir all-
gemeinbildende hohere Schulen. Es gibt eine Fiille an moglichen Themengebieten, die in
diesem Zusammenhang behandelt werden kénnen. In dieser Arbeit werden drei davon naher

untersucht.

Im ersten Kapitel werden Inhalte aus der ,Musikalischen Akustik* behandelt. Bei jedem
Klangereignis treffen Schwingungen, die von einer Schallquelle, z.B. einem Musikinstrument
oder der menschlichen Stimme, erzeugt werden, auf unser Ohr. Sie bilden so eine Grundla-
ge von Musik und koénnen mathematisch beschrieben und untersucht werden. Erkenntnisse
auf diesem Gebiet fanden unter anderem Einzug in die Entwicklung von Radio und Ton-

aufnahme und werden auch von zeitgentssischen Komponisten als Inspirationsquelle genutzt.

Zum gemeinsamen Musizieren miissen sich Kiinstler auf dasselbe Stimmungssystem einigen.
Die heutige Praxis in der abendléndischen Kunstmusik ist ein Kompromiss — das Ergebnis
jahrhundertelanger Entwicklungen. Musikalische Stimmungen und ihre Anwendung im In-

strumentenbau sind Thema des zweiten Kapitels dieser Arbeit.

Das dritte Themengebiet geht noch einen Schritt weiter. Nachdem die Beschaffenheit von
Klangen beleuchtet und auch die Frage nach der Stimmung von Musikinstrumenten be-

sprochen wurde, beschiftigt sich das dritte Kapitel mit den Musikwerken, die mit diesen

lygl. Armbrust 1999, S.76f
2vgl. Amon 2011, S.559



0. Einleitung

Instrumenten zum Klingen gebracht werden. Welche mathematischen Strukturen finden sich
in Musikstiicken? Bereits an unserem heutigen Notensystem sind Einfliisse aus der Ma-
thematik erkennbar. Werke werden in Takte unterteilt, diese wiederum in Notenwerte. Die
elementare Bruchrechnung, die hier zum Einsatz kommt, kann in der Sekundarstufe I the-
matisiert werden. Auch komplexere Strukturen, wie z.B. Symmetrien, der goldene Schnitt

und Fibonacci-Zahlen sind héufig in Musikwerken zu finden.

Jedes dieser drei Kapitel beginnt mit der theoretischen Behandlung des Themas. Anschlie-
Bend werden Aufgaben zu den Inhalten vorgestellt und ein Bezug zum Osterreichischen
Lehrplan sowie weitere Unterrichtsideen angefiihrt. Da die vorliegende Arbeit im Rahmen
des Unterrichtsfaches Mathematik verfasst wurde, liegt der Schwerpunkt auf den Umset-
zungsmoglichkeiten im Mathematikunterricht. Als Impuls fiir facheriibergreifenden Unter-

richt werden jedoch auch Moglichkeiten fiir den Musikunterricht aufgezeigt.

Aus den Themenbereichen des Theorieteils wurde exemplarisch eine vierstiindige Unter-

richtsreihe geplant, durchgefiihrt und analysiert. Diese ist Inhalt des vierten Kapitels.

Die theoretischen Teile wurden mit Hilfe ausfiihrlicher Literaturrecherche erstellt, wobei
zahlreiche Biicher, Fachzeitschriften und Internetseiten als Quellen dienten. Fiir die Aufga-
benteile bildete eine Auswahl an sterreichischen Schulbiichern eine wichtige Grundlage. Der
praktische Teil der Arbeit wurde experimentell an einer Schule durchgefiihrt und ausgewer-
tet.

Ich mochte mich bei Herrn Univ.-Prof. Mag. Dr. Hans Humenberger bedanken, der mich
bei der Erstellung dieser Arbeit mit seinen raschen und genauen Rickmeldungen stets un-
terstiitzte. Auflerdem danke ich den Lehrern der AHS Friesgasse, Herrn Mag. Herwig Fodermayr
und Herrn Mag. Martin Nowak, die es mir ermdglichten, die Unterrichtsreihe in threr Klasse

durchzufiihren.



1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die
Sinusfunktion

1.1. Schwingungen als physikalische Grundlage

Wenn wir Musik horen, nimmt unser Ohr periodische Luftdruckschwankungen (Schall) wahr.
Die Schwingungen, die durch die regelméflige Zu- und Abnahme des Luftdrucks um einen
Mittelwert (,,normaler Luftdruck®) entstehen, bilden somit eine physikalische Grundlage von
Musik. Diese Zustandsdnderungen kénnen bei reinen Ténen mathematisch mit Sinusfunk-
tionen beschrieben werden.! Die folgende Grafik zeigt die Luftdruckschwankungen an einem
bestimmten Ort bei Erklingen eines reinen ,a'“.
y(®

A

5

Abbildung 1.1.: Reines ,a'“

Die Schwingung wird hier als Funktion der Zeit dargestellt. Diese beschreibt die Anderung
des Luftdrucks zu den Zeitpunkten ¢ € R (Einheit: Sekunde). Im Gegensatz zum Begriff der
Welle spielt hier die rdumliche Ausbreitung keine Rolle. Von einer Welle spricht man, ,,wenn
die Fortpflanzung einer zeitlichen, in der Regel periodischen Zustandsénderung (Schwingung)
in Materie und Raum gemeint ist.“2. In der Physik werden verschiedene Arten von Wellen
unterschieden. Bei Transversalwellen erfolgt die Schwingungsrichtung normal zur Richtung
der Ausbreitung, bei Longitudinalwellen schwingen die Teilchen in Ausbreitungsrichtung.
Schallwellen sind Longitudinalwellen.® Als Beispiele fiir Transversalwellen werden hiufig
Wasserwellen genannt. Longitudinalwellen kann man mit den Wellen vergleichen, die man

aus der Vogelperspektive sehen kann, wenn Wind iiber Kornfelder streift.*

lvgl. Widholm 2004, S.2
2Gobrecht 1974, S.443
3vgl. Michels 1984, S.15
4vgl. Helmholtz 1913, S.16f



1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Mehrere Parameter charakterisieren einen Ton. Die y-Achse im obigen Graphen gibt die
Elongation, d.h. die Auslenkung der schwingenden Teilchen aus der Ruhelage, an. Die maxi-
male Auslenkung wird Amplitude (A) genannt. Sie gibt die Stérke der Schwingung an und
entspricht der Lautstérke. Die Einheit, in der Amplituden gemessen werden, héngt vom Kon-
text ab. Im Zusammenhang mit Schallwellen sind z.B. Luftdruckschwankungen (gemessen in
Pascal) oder auch die Schallintensitit (gemessen in W/m?, vgl. dazu Seite 9) interessant. Aus
diesem Grund werden in der obigen Abbildung und in den Aufgaben bewusst keine Einheiten
angegeben. Schwingungen spielen auch in aulermusikalischen Bereichen eine wichtige Rolle.
Elektrische Schwingungen werden z.B. in Volt gemessen. Als Frequenz (f) wird die Anzahl
der Schwingungen pro Sekunde bezeichnet. Sie wird in Hertz (Abkiirzung: Hz) gemessen
und entspricht der Tonhohe. Die Zeit, die fiir eine volle Schwingung bendtigt wird, ist durch
die Periode 7 gegeben. Sie wird in Sekunden gemessen und ist umgekehrt proportional zur
Frequenz, d.h. f = %.5 In Abbildung 1.1 ist die Auslenkung der harmonischen Schwingung
zum Zeitpunkt ¢ = 0 gleich Null. Sie kann aber auch von Null verschieden sein und wird
durch den Nullphasenwinkel ¢g ausgedriickt.® (vgl. dazu Abbildung 1.14 in Abschnitt 1.4)

Beispiel 1.1 (Reines ,a'“). Fiir das reine ,a' “ in Abbildung 1.1 gilt daher:
f =440 Hz; A=5; 7 =0,002272s = 2,272ms; po = 0

1.2. Ton, Klang, Gerdusch, Knall

1« im obigen Beispiel, werden durch einzelne Sinusschwin-

Nur reine Tone, wie z.B. das ,,a
gungen dargestellt. Sie kommen in der Natur so gut wie nicht vor. Bei , natiirlichen T6nen*
(auch: , musikalische T6éne*) spricht man bereits von Klang. Diese bestehen aus einer Sum-
me von Sinustonen, deren Frequenzen meist im ganzzahligen Verhiltnis zueinander stehen.
Die Uberlagerungsschwingung, die durch Verschmelzen der einzelnen Teilténe entsteht, ist
i.A. keine Sinusschwingung, aber in der Grundfrequenz periodisch. Welche Partialténe da-
bei auftreten ist naturbedingt.” Sie tragen wesentlich zur Klangfarbe bei und stehen so in
engem Zusammenhang mit dem Instrumentenklang (vgl. dazu Abschnitt 1.3.3 Klangfarbe).

Abbildung 1.2 zeigt eine einfache Darstellung eines Klanges.

In der Grafik sind der Grundton (durchgezeichnet) sowie die ersten zwei Obertone (strichliert
und punktiert) eingezeichnet. AuBerdem ist die Uberlagerungskurve der drei Einzelschwin-
gungen zu sehen (dick). Es ist leicht zu erkennen, dass der erste Oberton die doppelte Fre-
quenz des Grundtones hat, der zweite Oberton die dreifache. Musikalisch entsprechen diese
To6ne der Oktav und dem Quintton (oktavversetzt). Intervalle und ihre Proportionen bilden

die Grundlage fiir musikalische Stimmungen und werden in Kapitel 2 n&her behandelt. Der

Svgl. Michels 1984, S.15 und Widholm 2004, S.5
6vgl. Preiner, www.geogebra.org/de/examples/fourier/sachanalyse/phase.htm
Tvgl. Michels 1984, S.17 und Gobrecht 1974, S.488f



1.2. Ton, Klang, Gerdusch, Knall

Abbildung 1.2.: Klang

oben dargestellte Klang wird kaum in der Natur in dieser Weise auftreten, vor allem weil
die Amplituden der Oberténe und des Grundtones nicht konstant gleich grofy bleiben.

Im Gegensatz zum Klang stehen die Frequenzen eines Gerdusches zueinander in keinem
ganzzahligen Verhéltnis. Die Summe der Teilschwingungen ist unperiodisch, ihre Frequenzen
und Amplituden wechseln statistisch.® Um unperiodische, zudem kurze Schwingungsimpulse
handelt es sich auch beim Knall® Er enthilt fiir kurze Zeit alle Frequenzen eines grofien
Bereiches. Dabei klingen die Amplituden schnell wieder ab, es werden meist nur wenige Pe-

rioden durchlaufen.?

Die folgenden Abbildungen wurden mit dem Programm Audacity!' erstellt. Hier werden

Unterschiede aber auch Grenzen des Modells sichtbar.

Abbildung 1.3.: Sinuston

VAAAAAAAAAAARD

VUV VYV VY

Abbildung 1.4.: Ton einer Stimmgabel

8vgl. Gobrecht 1974, S.489
9vgl. Michels 1984, S.17

10yg]. Gobrecht 1974, S.489

" ywww.audacity.sourceforge.net



1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Abbildung 1.3 wurde elektronisch mit Audacity erzeugt. Als Vergleich dazu zeigt die Ab-
bildung 1.4 die Schwingungen einer Stimmgabel. Sie kommen nahe an Sinusschwingungen
heran. Helmholtz, dem noch keine Computer fiir seine Experimente zur Verfiigung standen,

fiihrte zahlreiche Versuche mit Stimmgabeln durch.!?

Im Gegensatz dazu kann ein gesungener Ton wie in den Abbildungen 1.5 und 1.6 bereits als
Klang beschrieben werden. Die Kurven sind Ergebnis der Uberlagerung von Sinusschwin-
gungen. Durch unterschiedliche Anzahl und Stédrke der Oberténe koénnen sehr verschiedene

Uberlagerungskurven entstehen, wie in den Abbildungen deutlich wird.

\v/\vﬁ\vf\vf\umv/\vr\v/\vﬁ

Abbildung 1.5.: Stimme - Variante 1

SN N
WA WA WA WY

Abbildung 1.6.: Stimme - Variante 2

Die folgenden zwei Bilder zeigen unperiodische Schwingungen. Das erste wurde durch Héndereiben
(Gerdusch) erzeugt. Das zweite, Hindeklatschen, soll als Beispiel fiir einen Knall dienen. Die
spitzen Zacken weisen auf ein dichtes, obertonreiches Klangereignis hin, das nur von kurzer

Dauer ist.

Abbildung 1.8.: Handeklatschen

12y¢l. Helmholtz 1913, z.B. S.68 oder S.138



1.3. Unterschiede im Klang

Hier zeigen sich auch Grenzen dieser Definiton. Ist oftmaliges Héndeklatschen hintereinander
ein Gerdusch? Schligt man innerhalb einer Oktav alle Tasten am Klavier an, ist das noch
ein Klang, oder schon ein Gerdusch?'® Betrachtet man die obigen Abbildungen genau, so
ist leicht zu erkennen, dass Klidnge, die durch die Singstimme erzeugt wurden, nicht exakt
periodisch sind. Es mischen sich auch Geréiusche darunter. Ahnlich ist es beim Spiel der Vio-
line, wo der Bogen Gerdusche verursacht oder beim Klavierspiel, wo auch die Mechanik der
Hammer zu héren ist. Die Ubergiinge zwischen den Kategorien verlaufen flieBend. Dennoch

ist diese Einteilung ein guter Anhaltspunkt, um Gehortes ndher zu beschreiben.

Klénge haben in der Musik eine besondere Bedeutung. Sie werden nach den drei Kriterien
Tonhohe, Lautstirke und Klangfarbe unterschieden. (Bei reinen T6nen ldsst sich die Klang-

farbe nicht von der Tonhohe trennen, Gerdusch und Knall haben keine eindeutige Tonhéohe.)

1.3. Unterschiede im Klang

1.3.1. Tonhdhe

Das menschliche Ohr kann T6éne wahrnehmen, wenn deren Frequenzen ungefihr zwischen 16
und 20 000 Hz liegen. Der genaue Umfang ist von Mensch zu Mensch verschieden und nimmt
im Alter ab. Trotz dieser Spanne werden in der musikalischen Praxis meist nur Grundfre-
quenzen zwischen 16 und 4500 Hz verwendet. Hohere Tone sind wegen ihres obertonarmen
Klanges (vgl. dazu Abschnitt 1.3.3 Klangfarbe) musikalisch wenig interessant.!4 (Das c®, der
hochste Ton eines Klaviers hat zum Beispiel nach der heute gebrauchlichen Stimmung eine
Frequenz von ca. 4186 Hz!'®) Um das Stimmen von Instrumenten zu regeln, wurde auf der
2. internationalen Stimmungskonferenz in London 1939 der Kammerton a! auf 440 Hz bei
20°C als Referenzton festgelegt.'® Vor dieser Entscheidung gab es eine Vielzahl an unter-
schiedlichen Regelungen und Gebrauchen. In der musikalischen Praxis weichen Kiinstlerinnen
und Kiinstler auch heute immer wieder von dieser Norm ab, gerne wird z.B. das al auf 443

Hertz gestimmt.

Im Zusammenhang mit dem Thema Tonhdhe spielt der Zehnerlogarithmus eine wichtige Rol-
le. Auf der Basilarmembran im menschlichen Ohr, die Informationen zur zeitlichen Abfolge
von Schwingungen (Tonhohe) verschliisselt, gibt es fiir jede Frequenz einen Bereich maxi-
maler Empfindlichkeit. Ein (reiner) Sinuston verursacht nur an einer bestimmten Stelle der
Membran maximale Amplituden. Verdoppelt man die Frequenz dieses Tones, so verschiebt
sich dieser Bereich auf der Membran um ca. 3,5-4 mm, unabhéngig von der Grundfrequenz.

Allgemein kann dieses Phénomen folgendermafien beschrieben werden: Wird eine Ausgangs-

13ygl. Helmholtz 1913, S.14
Hygl. Schuberth 1954, S.24
15ygl. Pierce 1989, S.19
16yg]. Michels 1984, S.17



1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

frequenz mit einem bestimmten Wert multipliziert, so verschiebt sich der Bereich maximaler
Empfindlichkeit abhéingig von diesem Faktor um einen konstanten Wert. Dieser Zusammen-

hang ist annihernd logarithmisch!'”

Am Klavier (es eignet sich besonders gut zur Erkliarung von Musiktheorie) kénnen dhnliche
Beziehungen gefunden werden. Erklingt ein Ton eine Oktav hoher, so verdoppelt sich seine
Frequenz (Néheres dazu in Kapitel 2). Werden am Klavier mehrere Oktaven hintereinander
gespielt, erklingen daher Téne mit der doppelten, vierfachen, achtfachen,... Frequenz (geome-
trische Folge!). Unser Gehor nimmt jedoch jeweils den gleichen Tonabstand (arithmetische
Folge) wahr!'®

Diese Verhiltnisse werden mit dem Weber-Fechner-Gesetz beschrieben, das fiir Sinnesemp-
findungen wie Helligkeit, Gewichtsempfindung oder Tonhohe gilt. Im Zusammenhang mit
Tonhohe formuliert Meyer: ,,Gleiche Frequenzquotienten werden als gleiche Empfindungsdif-

ferenz wahrgenommen.“!?

1.3.2. Lautstarke

Das Weber-Fechner-Gesetz und der Logarithmus sind auch bei der Lautstdrkemessung von
erheblicher Bedeutung. Da das menschliche Ohr einen enormen Umfang an Intensitidten
wahrnehmen kann, ist eine Skala mit ,linearer* Einteilung fiir die Messung der Lautstérke
sehr uniibersichtlich. So eine Skala wiirde Millionen Einheiten benttigen! Daher wird ein
logarithmischer Mafistab verwendet, der auch sehr gut unserem Lautstdrkeempfinden ent-
spricht. Denn bei leisen Ténen nehmen wir Luftdruckunterschiede viel eher wahr als bei

lauten Tonen.

1000000 1000000 100t

100000 - 10°

10000 10°F

500000 1000 - 10°+

100+ 107+

100000 lor 0
1 10°

Abbildung 1.9.: ,Lineare“  Skala und logarithmische Skala ohne und mit
Zehnerpotenzschreibweise?’

Obwohl die Abstande auf der y-Achse gleich grof3 sind, kann der unterste Abschnitt in der
zweiten und dritten Darstellung in neun ,lineare* Einheiten geteilt werden, der oberste da-
gegen in neunhunderttausend! Die dritte Skala in der Abbildung zeigt eine logarithmische

Skala, notiert mit Hilfe von Zehnerpotenzen. Denkt man sich die Basis 10 weg, so erhéilt

7vgl. Roederer 2000, S.30
B\Meyer 2002, S.20
9Meyer 2002, S.20
20ygl. Widholm 2004, S.9



1.3. Unterschiede im Klang

man die MafBeinheiten in ,Bel“, d.h. 10! entspricht 1 Bel, 10 entspricht 2 Bel usw. Diese
Einheiten werden wiederum in 10 ,lineare* Einheiten unterteilt, den ,,Dezibel*. Das Dezibel
(dB) ist also ein Verhiltnisma$, das auf einen bestimmten Referenzpegel bezogen ist. Fiir
den Schallintensitétspegel ist dieses Verhiltnis die Horschwelle, d.h. die untere Grenze un-

serer Horwahrnehmung.?!

Nun stellt sich die Frage, warum gerade Dezibel und nicht etwa Zentibel (1 Bel = 100 Zen-
tibel) oder Millibel (1 Bel = 1000 Millibel) verwendet werden. Laut Meyer setzte sich ein

Dezibel als der , kleinste hérbare Lautstirkeunterschied“?? in der Praxis durch.

Lautstidrkenphdnomene werden in der Akustik mit vielen verschiedenen Begriffen beschrie-
ben. Im Folgenden werden die Begriffe Schallintensitétspegel und Schalldruckpegel definiert,
da sie im Aufgabenteil dieses Kapitels vorkommen. Die Schallintensitét ist eine Energiegrofie
und bezeichnet ,,die durch eine zur Fortschreitungsrichtung senkrechte Flicheneinheit in der
Sekunde hindurchgehende Energie®.?? Sie kann in W/m? angegeben werden. Der Schalldruck
wird wie der Druck in Pascal (Pa) gemessen. Da es im Mathematikunterricht vor allem auf
Verhiltnisse ankommt, kann auf genaue Unterscheidungen dieser Begriffe verzichtet werden.

Meyer bezieht sich iiberhaupt nur allgemein auf das Verhiltnis zweier Schallenergien.?*

Betrachtet man das Verhéltnis einer Energie Fy und des zehnmal so groflen Energiebetrags
E1, so gilt wegen der oben beschriebenen logarithmischen Beziehungen fiir « Bel: % = 10".
FEin Verstarker mit 17 Dezibel hat daher einen Energiequotienten von % = 10Y7" =~ 50. Die
ankommende Energie wird durch den Verstéirker um den Faktor 50 erhoht (unter Verwen-

dung von Stromenergie).?®

Da die subjektiv empfundene Lautstérke nicht nur von der Energie, sondern auch von der
Frequenz abhéngt, werden die Verhéltnisse an der Frequenz 1000 Hz ausgerichtet. In diesem
Bereich stimmt die Stérke, die mit der Dezibel-Skala gemessen wird, mit der empfundenen

Lautstiirke (gemessen in Phon) {iberein. 26

Definition 1.1 (Schallintensititspegel). Setzt man die Horschwelle bei einer Frequenz von

1000 Hz mit 10712 Watt/m? als Bezugsintensitit Iy fest und sei I die Schallintensitdt, dann

heifst L =10 - log(I—ID) (gemessen in Dezibel) Schallintensitidtspegel.?”

21ygl. Widholm 2004, S. 9f
22Meyer 2002, S.22
23Gobrecht 1974, S.543
24ygl. Meyer 2002, S.20
25ygl. Meyer 2002, S.20f
26Meyer 2002, S.21

27vgl. Roederer 2000, S.106



1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Die Grofle L kann wegen 10g(10+12) = log(I) — log(107'2) = log(I) + 12 auch durch

L =10- (log(I) + 12) ausgedriickt werden.?®

Folgende Tabelle zeigt einen Zusammenhang zwischen Schallintensitdten und musikalischer
Lautstédrkeempfindung. Die Werte konnen als Ndherung verstanden werden, die tatséchliche
Lautstédrke beim Musizieren héngt sehr stark vom Kontext ab. Dennoch werden auch hier

die enormen Intensitdtsunterschiede sichtbar.

Intensitét (W/m?) | Lautstirke

1 Schmerzgrenze
10~° bl

10~4 ff

107° f

106 mf

1077 D

10°° pp

1077 ppp

1012 Horschwelle

Tabelle 1.1.: Schallintensititen und musikalische Lautstirkeempfindung?”

Definition 1.2 (Schalldruckpegel).
Der Schalldruckpegel ist durch die Formel L, = 20 - log(p%) dB gegeben. Der Wert p gibt
den Schalldruck in pPa an, der Schalldruck der Hérschwelle wird mit pg = 20uPa angenom-

men.30

Ahnlich wie bei der Tonhohe ist der Lautstirkeumfang in der Musik meist geringer als
der Schallumfang, den das menschliche Ohr wahrnehmen kann. Wann wir einen leisen Ton
gerade noch horen, hidngt von der Frequenz des Tones ab und ist von Mensch zu Mensch
verschieden. Betrégt diese z.B. 2000 Hz, so liegt die Horschwelle etwa bei 0 dB. Sowohl bei
tieferen als auch bei hoheren Toénen ist sie hoher. Die obere Grenze, die Schmerzschwelle
liegt ungefihr zwischen 120 und 140 dB.3! Beim Musizieren wird zum Grofiteil ein Umfang
zwischen 50 und 100 dB verwendet.3?

1.3.3. Klangfarbe

Wenn wir einen ,natiirlichen* Ton (z.B. erzeugt mit einem Musikinstrument) héren, nehmen
wir die Grundfrequenz, d.h. die tiefste Frequenz, als Tonhthe war, die Obertone dagegen tra-

gen wesentlich zur Klangfarbe bei. Helmholtz definiert diese als ,,diejenige Eigentiimlichkeit,

28yvgl. Roederer 2000, S.106

29ygl. Roederer 2000, S.104, Tabelle 3.1
30ygl. Pauer u.a. 2012, S.93

3http:/ /de.wikipedia.org/wiki/Horschwelle
32ygl. Hall 1997, S.94
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1.3. Unterschiede im Klang

wodurch sich der Klang einer Violine von dem einer Flote, oder einer Klarinette, oder einer
menschlichen Stimme unterscheidet, wenn alle dieselbe Note in derselben Tonhdhe hervor-
bringen.“33 Bereits in dieser Erklirung wird deutlich, dass dieser Parameter schwieriger in
Worte zu fassen ist als die anderen beiden. Im Vergleich zu den eindimensionalen, kontinuier-
lichen Groflen Tonhohe und Lautstérke, die sich nur in eine Richtung (hoch-tief, laut-leise)
dndern, ist die Klangfarbe komplex und mehrdimensional.*

Die im Klang enthaltenen Teiltone kénnen durch die Obertonreihe geordnet werden:

Noten . el . Sl M bea o ©
=¥ - { emETe T
S ki R

Proportion | 1 : 2 3 4 7 8- Mgu e T PRI S i gk aice e 46
Partialtone | 1 2 3 i ke 6 7 8 ] (o ) o o R R B R s
Obertone | Gt. | 1 2 5 4 G 6 & 8 q  eao il 11 Sl ek atilm o e
Saiten- VAR e N R A [ R B T e (RS S S A (R8N BB i el LD T
verhiltnis

Frequenz R T R T o W S o T e ol e S o R AR e R

Abbildung 1.10.: Obertonreihe auf C3°

Diese von Reinhard Amon erstellte Tabelle zeigt die ersten 16 Obertone iiber dem angenom-
menen Grundton C und einige mathematische Beziehungen zwischen diesen Ténen. Mehrere
Begriffe werden fiir diese Reihe verwendet, mit dem einzigen Unterschied, dass das ¢ als
erster ,,Oberton® gezdhlt wird, wahrend die Begriffe Teilton-, Partialton-, Naturton- oder
auch Harmonische Reihe das C beinhalten. Diese Tatsache wird in der Tabelle in den Zeilen
drei und vier dargestellt. Physikalisch lassen sich Teilténe bis zum 43. Ton nachweisen und
sind theoretisch nach oben unbegrenzt. Jedoch kénnen diese ab dem 17. Ton nicht mehr in
unserem Notensystem dargestellt werden, da die Abstinde zwischen den Ténen kleiner als
Halbtonschritte sind. Fiir die Klangfarbe sind sie dennoch von erheblicher Bedeutung: ,,Je
mehr Obertone, desto heller wird der Klang, erklingen primér geradzahlige Obertone, wirkt
der Klang leer,...“36 Allgemein lisst sich sagen, dass Unterschiede in der Klangfarbe einer-
seits durch verschiedene Amplituden der Teilténe entstehen. Andererseits wird sie von der
Anzahl und Verteilung der im Klang enthaltenen Obertone beeinflusst. Diese hingt vor al-
lem von der Dynamik (d.h. Lautstirke) des Gesamtklanges ab, wobei laute bzw. tiefe Klinge
teiltonreicher sind als leise bzw. hohe Klinge.?” Diese Erklirung alleine geniigt jedoch nicht,
Klangfarbe vollstédndig zu beschreiben. Da beim Musizieren auch der Resonanzkorper bei

der Schallerzeugung mafigeblich mitwirkt, héngt die Klangfarbe auch vom Instrument ab.

33Helmholtz 1913, S.20
34ygl. Hall 1997, S.114

35 Amon 2005, S.209

36 Amon 2005, S.209

37ygl. Widholm 2004, S.13f
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Das erklirt die mitunter groen Unterschiede zwischen Instrumenten verschiedener Bauer.38

Mathematisch ist das Saitenverhéltnis der Partialténe bemerkenswert. Der erste Teilton
(= Grundton) schwingt in der vollen Saitenlinge, der zweite in der halben etc. Dies hat-
te wesentlichen Einfluss auf die Stimmung von Musikinstrumenten (vgl. Kapitel 2). Amon
kennzeichnet in der Tabelle den Grundton sowie die Oktaven blau. So ist leicht zu erkennen,
dass sich die Frequenz von Oktav zu Oktav verdoppelt (vgl. dazu auch Abbildung 1.2). Die
orange gekennzeichneten To6ne sind etwas zu hoch notiert und kénnen in unserem Noten-
system nicht korrekt dargestellt werden. Sie werden auch ekmelische Téne genannt. Aus
der letzten Zeile der Tabelle geht hervor, dass die Frequenzen der Teiltone in ganzzahligem

Verhéltnis zueinander stehen.3?

Die Partialtone eines Klanges konnen mathematisch mit Hilfe der Fast Fourier Transforma-
tion in einem Klangspektrum sichtbar gemacht werden. Auf der x-Achse wird die Frequenz
aufgetragen, die y-Achse gibt die Grofle der Amplitude an. In den Abbildungen 1.11 und
1.12 ist leicht zu erkennen, dass die Frequenzen der Obertone in ganzzahligem Verhéltnis
zur Grundfrequenz stehen, da die Abstdnde auf der x-Achse gleich grofl sind. Auflerdem
ist zu sehen, dass bestimmte Teiltone bei verschiedenen Instrumenten unterschiedlich stark
auftreten, was den charakteristischen Klang eines Instruments ausmacht. Die oben erwéihnte
Tatsache, dass lautere Tone teiltonreicher sind als leise wird beim Vergleich des Tones in pp
bzw. p und in ff bzw. f deutlich.

T T T T T T T T

- Violine e pp 20 Violine e ff

-70 -70 |

L | | L 1 I
5000 10000 15000 5000 10000 15000

Abbildung 1.11.: Klangspektrum einer Violine*°

38ygl. Surber/Walder 1992, S.35f
39vgl. Amon 2005, S.209f
4OWidholm 2004, S.14
Widholm 2004, S.15
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1.4. Harmonische Schwingungen und die allgemeine Sinusfunktion

-30

-40

-50

-60
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Trompete ¢z p
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-40

-50

-60

=70
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pete C° 1

i 1 i
5000 10000 15000 5000 10000 15000

Abbildung 1.12.: Klangspektrum einer Trompete*!

1.4. Harmonische Schwingungen und die allgemeine Sinusfunktion

Sinusschwingungen, die ,,Grundbausteine* von Kldngen, kénnen allgemein als Projektion ei-

ner gleichméBigen Kreisbewegung auf einen Durchmesser des Kreises interpretiert werden.*?

/ P /
/ \
/’ r \
! ?) \

Abbildung 1.13.: Sinusfunktion®?

Wandert z.B. ein punktformiger Kérper mit konstanter Geschwindigkeit den Kreis entlang,
so legt er in jeder Zeiteinheit das gleiche Bogenmafl zuriick. Das Bogenmafl des pro Sekun-
de zuriickgelegten Winkels wird auch als Winkelgeschwindigkeit w bezeichnet. Ist a(t) das
Bogenmafl des Winkels zum Zeitpunkt ¢, so gilt fiir seine Winkelgeschwindigkeit:

Die Periode 7 der Sinusfunktion entspricht einem vollen Umlauf auf dem Kreis. Daher gilt fiir

die Winkelgeschwingigkeit w nach einem Umlauf w = 27” = 27 f. Der Wert von w unterschei-
det sich von der Frequenz f nur um den Faktor 27 und wird daher auch als Kreisfrequenz
bezeichnet.**

Mit Hilfe dieser Interpretation ldsst sich nun auch der Begriff des Nullphasenwinkels (¢g)

42ygl. Roederer 2000, S.24
“3ygl. www.geogebra.org/de/examples/fourier /sachanalyse/sinus_grafisch.htm
4ygl. Malle u.a. 2010 (6. Klasse), S.92
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

veranschaulichen. Er gibt die Anfangslage der Schwingung zum Zeitpunkt ¢t = 0 an.%>

Abbildung 1.14.: Nullphasenwinkel46

Eine andere Interpretation der Sinusschwingung ist die Kurve, die durch die Bewegung eines
Federpendels (ein ,an einer Feder befestigter Korper, der Schwingungen um eine Ruhelage

ausfithren kann”4") entsteht.

Auslenkung

Abbildung 1.15.: Federschwingung

Sinusschwingungen kénnen mit der Formel fiir die allgemeine Sinusfunktion beschrieben

werden:

Definition 1.3 (Allgemeine Sinusfunktion, harmonische Schwingung). Sei f eine Funktion,
fPR—=R und A,w, o € R,w # 0, sodass gilt:

f(z) = A-sin(wt + ¢g)

Dann heifit f allgemeine Sinusfunktion. Ein Vorgang, der durch diese Funktion beschrieben

werden kann, wird harmonische Schwingung genannt.4®

43vgl. Schaurhofer 2009, S.26

16ygl. www.geogebra.org/de/examples/fourier /sachanalyse/phase.htm
4"Malle u.a. 2010 (6.Klasse), S.91

48ygl. Pauer u.a. 2012, S.208
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1.5. Uberlagerung von Schwingungen

Harmonische Schwingungen sind fiir die Musik von wesentlicher Bedeutung, da sich alle wei-

teren Schwingungen als Summe dieser Schwingungen darstellen lassen.*?

Geht man vom Graphen der Funktion ¢ — sin(¢) aus, so konnen Parametervariationen der

Funktion ¢ — A - sin(wt + o) mit Hilfe einfacher Regeln skizziert werden:

e Vergroflerung von A bewirkt eine Streckung entlang der y-Achse, Verkleinerung be-

wirkt eine Stauchung.

e Vergroflerung von w bewirkt eine Stauchung entlang der xz-Achse, Verkleinerung be-

wirkt eine Streckung.

e Der Parameter ¢g bewirkt, dass die Sinuskurve um den Wert 2> entlang der z-Achse
verschoben wird. Eine Vergroflerung von ¢q eine Verschiebung nach links, Verkleine-

rung von g bewirkt eine Verschiebung nach rechts.?”

1.5. Uberlagerung von Schwingungen

In den vorangegangenen Abschnitten wurde bereits deutlich, dass Klinge durch Uberlagerung
(auch: Interferenz) von Schwingungen entstehen. Im Folgenden werden nun Uberlagerungs-
vorgéange beschrieben, in denen sich Wellen gegenseitig nicht beeinflussen. Diese beruhen auf

dem Prinzip der ungestorten Superposition:

Definition 1.4 (Prinzip der ungestérten Superposition). °! Bei Uberlagerung von Schwin-
gungen ist die resultierende Schwingung die Summe der Finzelschwingungen, d.h.:

Sei n € N und seien y1,y2,...,yn harmonische Schwingungen mit den Kreisfrequenzen
W1, W2, «eey Wn, den Amplituden Ay, As, ..., Ay und den Nullphasenwinkeln o1, @02, -+ Pon, SO-

dass fir jede Einzelschwingung gilt:
yi(t) = A; - sin(w; -t + voi), 1 <i<n,te Rg
Dann betrigt die Elongation der resultierenden Schwingung

g(t) = y1(t) + y2(t) + - 4 yn(t).

Wir wollen nun anhand von Fallbeispielen untersuchen, wie sich die Werte der Frequenz,
Amplitude, Elongation zum Zeitpunkt ¢t € R und des Nullphasenwinkels auf die resultierende
Schwingung auswirken. Die Notation aus Definition 1.4 wird im Folgenden iibernommen. Wir
beschrinken uns vorerst auf die Uberlagerung zweier Schwingungen und nehmen an, dass

diese die gleiche Richtung haben.

“9ygl. Roederer 2000, S.25
50vgl. z.B. Malle 1.2.2010 (6. Klasse), S.93
5lwww.geogebra.org/de/examples/fourier /sachanalyse/superposition_def. htm

15



1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Beispiel 1.2 (f1 = fa, o1 = po2). In diesem Spezialfall stimmen die Schwingungen U und V
in Abbildung 1.16 in Frequenz und Phase tiiberein. Nach dem Prinzip der ungestorten Super-
position addieren sich die Werte der Elongation zu jedem Zeitpunkt, insbesondere addieren
sich in diesem Fall auch die Amplituden. Frequenz und Nullphasenwinkel der Einzelschwin-
gungen entsprechen den Werten der Uberlagerungsschwingung, d.h.:

f=hHh=rf,

$0 = P01 = P02,

§(t) = y1(t) + ya(t), inbesondere gilt: A = A; + As.

Die resultierende Schwingung ist wieder eine harmonische Schwingunyg.

)
T

—4F

Abbildung 1.16.: Frequenz- und Phasengleichheit

Da das Prinzip der ungestorten Superposition auch fiir alle folgenden Fallbeispiele gilt, wird
die Elongation ab nun nicht mehr gesondert erwidhnt. Aus diesem Gesetz folgt jedoch im
Allgemeinen nicht, dass die Amplitude der resultierenden Schwingung der Summe der Am-
plituden der Einzelschwingungen entspricht! Dies ist nur dann der Fall, wenn wie oben die
beiden einander {iberlagernden Schwingungen in Frequenz und Phase iibereinstimmen. Ein

Sonderfall des Beispiels 1.2 ist das Phdnomen der konstruktiven Interferenz.

Beispiel 1.3 (,Konstruktive Interferenz“: fi = fa, 001 = o2, A1 = A2). Sind Frequenz,
Phase und Amplitude beider Schwingungen gleich, so wird die Amplitude der resultieren-
den Schwingung mazximal verstdrkt und ist genau doppelt so grofi wie die Amplituden der

Einzelschwingungen, d.h.: A =2- Ay =2 Ay. Man spricht von konstruktiver Interferenz.%?

Im Gegenteil dazu kann es auch zur vollkommenen Ausléschung der Schwingungen kommen:

Beispiel 1.4 (,Destruktive Interferenz“: fi = fo, 41 = A2,002 = @o1 + 180°). Sind die
Phasen zweier gleichfrequenter Wellen mit gleicher Amplitude genau um 180° wverschieden,
so loschen sich die Schwingungen gegenseitig aus. Dieses Phdnomen wird auch als destruktive

Interferenz bezeichnet.>’

Diese beiden Phénomene spielen in der Raumakustik eine Rolle. Allerdings sind dies ideali-

sierte Félle, da meist Reflexionen von den Wénden die Schallverteilung veréndern.

52ygl. Hall 1997, S.84
53vgl. Roederer 2000, S.36
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1.5. Uberlagerung von Schwingungen
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Abbildung 1.18.: Destruktive Interferenz

Ist die Phasendifferenz weder 0° noch 180°, oder sind die Amplituden verschieden, so kommt
es zu keinem Zeitpunkt zu maximaler Verstirkung oder Ausléschung.’® Die resultierende

Schwingung ist weiterhin eine harmonische Schwingung.

Sind die Frequenzen der beiden Einzelschwingungen verschieden, so ist fiir Musiker der Son-
derfall der Schwebung bedeutend. Schwebungen entstehen, wenn zwei einander iiberlagernde
Frequenzen nur gering voneinander abweichen. Es kommt in relativ kurzer Zeit zu Punk-
ten maximaler Verstirkung und Ausléschung. Dieses Phénomen wird unter anderem zum

Stimmen von Instrumenten benutzt.

Beispiel 1.5 (,Schwebung“: Af = |fo — f1|). Uberlagern sich zwei Schwingungen mit gerin-
gem Frequenzunterschied Af, dann nehmen wir einen Ton wahr, dessen Lautstdrke schwankt
(,schwebt®). Dies wird durch die langsam variierende Amplitude der Uberlagerungsschwin-
gung verursacht, da sich die Phasenverschiebung stindig verdndert (vgl. Abbildung 1.19).

Die neue Frequenz ist gleich dem arithmetischen Mittel der urspriinglichen Frequenzen, d.h.
f= ﬁLQfQ = fi+ %. Die Schwebungsfrequenz (fg), d.h. die Anzahl der Anderungen der
Amplituden pro Sekunde ist gleich der Differenz der beiden FEinzelfrequenzen, d.h. fp =

|fo— f1] = Af.5°

Die obige Formel fiir die Uberlagerungsfrequenz lisst sich fiir Schwingungen gleicher Am-
plitude leicht mit Hilfe der Additionstheoreme herleiten. Seien y;(t) = A - sin(27 f1t) und

54vgl. Hall 1997, S.84
53vgl. Roederer 2000, S.37f
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

ya2(t) = A - sin(27 fot). Aus den Additionstheoremen folgt:

y1(t) +y2(t) =24 - sin(f1 —; f2. 27t) - cos(f1 ; f2. 27t).
Wegen Af = |fa — fi] gilt fiir kleine Af néiherungsvveise~ cos(f 1;)“2 - 27t) &~ cos(0) = 1 und
man erhilt die Frequenz der Uberlagerungsschwingung f = £ 1;f 2 =f1 + %.56

Abbildung 1.19.: Schwebung

Stimmen die Amplituden der Einzelschwingungen wie im obigen Fall iiberein, so ldschen
einander die Schwingungen immer wieder vollstindig aus. Man spricht von vollkommener
Schwebung (Abbildung 1.20). Sind sie verschieden, so entstehen unvollkommene Schwebun-

gen (Abbildung 1.21).57

Abbildung 1.21.: Unvollkommene Schwebung

56ygl. Hering/Martin/Stohrer 2012, S.452
5Tvgl. www.geogebra.org/de/examples/fourier /sachanalyse/schwebung.htm
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1.5. Uberlagerung von Schwingungen

Beispiel 1.6 (Vollkommene Schwebung). Seien fi = 440Hz und fo = 447THz. Dann ist
f = % = 443,5H z. Im Fall der vollkommenen Schwebung ldschen einander die Schwin-

gungen in der Sekunde 7 mal aus.

Uberlagerungskurven zweier Schwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen sind i.A. keine
harmonischen Schwingungen. Fourier zeigte, dass sie dann periodisch sind, wenn ihre Fre-

quenzen zueinander in einem ganzzahligen Verh&ltnis stehen.

Dass solche Phinomene Einfluss auf die Musikpraxis haben, zeigt folgendes Beispiel: Wird
Af vergroflert, so geht eine Schwebung in Rauigkeit {iber. Die beiden T6ne werden nun
getrennt wahrgenommen und klingen ,, unschén® und unangenehm. Erst wenn der Frequenz-
unterschied noch grofler wird, verschwindet dieses Gefiihl und der Klang wird als angenehm
empfunden. Ab welchem Abstand dies der Fall ist, hdngt von der Tonhohe ab. Deshalb wer-

den z.B. tiefe Terzen in Kompositionen seit Jahrhunderten vermieden.>

Diese Beispiele sollten einen Eindruck geben, wie sich eine Anderung der unterschiedlichen
Parameter auf die resultierende Schwingung auswirken kann. Selbstversténdlich gibt es noch
zahlreiche weitere Fille, die durch Interferenz verursacht werden kénnen. Lissajouskurven
entstehen etwa, wenn zwei Schwingungen nicht wie in den obigen Beispielen die gleiche
Richtung haben, sondern senkrecht zueinander stehen. Sie finden bei der Uberpriifung von
Frequenzverhiltnissen in der Technik Anwendung.?® Roederer zihlt sie wie die obigen Fiille
zu Effekten ,erster Ordnung®, da sie in unserem Hororgan auf mechanische Art (z.B. in der
Fliissigkeit in der Schnecke, auf der Basilarmembran,...) verarbeitet werden.

Ein anderes Phinomen sind Kombinationstone, die bei Uberlagerung zweier Toéne unter be-
stimmten Voraussetzungen gehort werden, obwohl sie gar nicht wirklich vorhanden sind. Sie
werden unter anderem beim Orgelbau aktiv genutzt und zéhlen zu Effekten ,,zweiter Ord-

nung“, da sie durch neuronale Verarbeitung entstehen.%°

Uberlagerungseffekte treten selbstverstéindlich auch bei Interferenz mehrerer Schwingungen
auf. In der Orchestermusik ist z.B. der Chorus-Effekt bekannt. Auch wenn acht Geiger
gleichzeitig dieselbe Stimme spielen, verstirken sich die Amplituden nicht auf das Achtfache.
Durch minimale Frequenzunterschiede 16schen sich einzelne Geigenstimmen immer wieder

aus oder verstéirken sich. Dadurch entsteht ein angenehmer, warmer Klang.5!

58vgl. Roederer 2000, S.38-44
59vgl. Surber/Walder 1992, S.18
50ygl. Roederer 2000, S.34f
51ygl. Hall 1997, S.102
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

1.6. Gedampfte harmonische Schwingungen

Bislang wurde die Tatsache ausgeklammert, dass sich Schwingungen in der Praxis nicht un-
endlich lange fortsetzen. Durch Reibung und Abstrahlung von Energie kommt die Schwin-
gung irgendwann zur Ruhe. Abschlieend soll nun die exponentielle Abnahme als einfache
Form der Démpfung besprochen werden. Sie tritt auf, wenn der Betrag des Energieverlustes

direkt proportional zur vorhandenen Energie ist52.

b sin(wt)

Ein solcher Schwingungsvorgang kann mathematisch mit der Formel y = b - e~?
beschrieben werden. Der Wert § wird als Abklingkonstante bezeichnet.3 Je grofer ¢ ist,

umso schneller wird die Schwingung gedampft.

Mathematisch gesehen néhert sich die Schwingung dem Wert Null an, hort aber nie vollig

auf. Musikalisch ist es sinnvoll, die ,,Dampfungszeit* zu definieren, die vergeht, bis die Am-

L
1000

der die Schwingung fiir das menschliche Ohr hérbar ist.%

plitude nur mehr der Ausgangsamplitude betréigt. Dies entspricht in etwa der Zeit, in

Die folgende Abbildung zeigt die gedimpfte Schwingung der Form s(t) = sin(10t)-e~%3. Die
eingezeichneten Graphen g und h besitzen die Gleichungen g(t) = e~%3¢ und h(t) = —e= 03,

10
g
osf |S
00 . . . ) ) .

_05[

-10

—15L

Abbildung 1.22.: Geddmpfte Schwingung

1.7. Anwendungen in der Praxis

Akustische Grundlagen und ihre mathematische Behandlung finden in der Praxis zahlreiche
Anwendungen. Radiowellen werden auch heute noch mittels Frequenzmodulation gesendet,
Amplitudenmodulation hatte wesentliche Bedeutung fiir die Entwicklung von Mittelwellen-
radios. Diese beiden Effekte sollen hier beispielhaft fiir Anwendungen der oben beschriebenen

Inhalte in der Technik angefiihrt werden.

Um eine drahtlose Ubertragung von Nachrichten zu erméglichen, werden Schallwellen (durch

Mikrofone) in elektromagnetische Wellen umgewandelt. Sowohl bei der Amplituden- als auch

52ygl. Hall 1997, S.185
63vgl. Gobrecht 1974, S.189
64ygl. Hall 1997, S.186
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1.7. Anwendungen in der Praxis

bei der Frequenzmodulation wird eine hochfrequente Trigerwelle durch ein niederfrequen-
tes Signal moduliert. Die Frequenzen (fy) der Triagerwelle liegen bei Amplitudenmodulation
(AM) bei rund 1 MHz (sprich: “Megahertz“; 1 MHz = 1 000 000 Hz!), bei Frequenzmodu-
lation (FM) bei rund 100 MHz. Um niedrigere Frequenzen empfangen zu koénnen, wiirden
sehr grofle Antennen benétigt. Die Triigerwelle hat die Form s(t) = a - sin(27 fyt) und trans-

portiert die Information, die durch das niederfrequente Modulationssignal verschliisselt wird.

Bei einer Amplitudenmodulation wird die Amplitude der Triagerwelle durch die zu tibertra-
gende Nachricht beeinflusst. So entstehen — &hnlich wie bei der Schwebung — Schwingun-
gen, deren Amplituden wiederholt zu- und abnehmen.%’> Die Abbildung 1.23 zeigt z.B. die
Schwingung der Form s(¢) = (0,5 - sin(t) 4+ 1) - sin(30¢). In diesem Fall wird die Amplitude
der Sinusfunktion sg(¢) = sin(30¢) durch die Funktion s;(t) = 0,5 - sin(z) + 1 verdndert.

s(t)

Abbildung 1.23.: Amplitudenmodulation

Bei der Frequenzmodulation wird analog dazu die Frequenz einer hochfrequenten Trigerwelle
durch ein niederfrequentes Signal variiert.®6 Der Graph in Abbildung 1.24 ist von der Form
s(t) = sin(150t + 200 - 27(0, 04 sin(10¢) 4+ 0.5z)). (Der Faktor 200 dient dazu, die Frequenz-

verinderungen sichtbar zu machen.)%7

s(t)

1

Abbildung 1.24.: Frequenzmodulation

65vgl. Beuth u.a. 2009, S.213
56yvgl. www. thema-mathematik.at, Thema Frequenzmodulation
67vgl. Guillaume 2006, S.172f
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Nicht nur in auflermusikalischen Bereichen, sondern auch in der Musik selbst findet das Wis-
sen aus der musikalischen Akustik Anwendung. Komponisten beschéftigen sich heute auf dem
Gebiet der Elektroakustik mit dem Thema. Karlheinz Stockhausen experimentierte schon
in den Fiinfzigerjahren des vergangenen Jahrhunderts mit Sinusschwingungen. Sie wurden
als Grundbausteine aufgefasst und dienten als wesentliches Mittel, um Klangfarben zu kon-
struieren. Stockhausen selbst schrieb zu dieser Zeit iiber seine Arbeit: ,Es wurde uns klar,
dass dem Streben nach einer wirklichen Synthese von Klangstrukturen eine uniiberwindliche
Grenze gesetzt ist, solange man mit Instrumentalténen komponiert. [...] Ein letzter Schritt
wurde notwendig. Wir gingen auf das Element zuriick, das aller klanglichen Vielfalt zugrun-
de liegt; auf die reine Schwingung, die man elektrisch erzeugen kann, und die man Sinuston
nennt [...]. Und so war zum ersten mal die Moglichkeit gegeben, in einer Musik die Klang-
farben im wirklichen Sinne des Wortes zu komponieren [...]“6% Auch wenn er diesen Weg
spéater nicht weiterfithrte, schlug sich dieser Zugang dennoch in seinen Werken , Studie I¢
und ,,Studie II“ nieder.%?

58Stockhausen 1963, S.39-42, zitiert nach Auhagen 1998, S.18
%9vgl. de.wikipedia.org/wiki/Karlheinz_Stockhausen
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1.8. Fachdidaktische Uberlegungen

1.8. Fachdidaktische Uberlegungen

1.8.1. Aufgaben

Die folgenden Aufgaben sollen aufzeigen, wie Anwendungen aus der musikalischen Akustik,
insbesondere die Bereiche harmonische Schwingungen und die allgemeine Sinusfunktion sowie
Lautstédrke und Logarithmus im Mathematikunterricht thematisiert werden kénnen. Zu den
oben beschriebenen theoretischen Inhalten finden sich bereits Beispiele in Osterreichischen
Schulbiichern. Die Aufgabensammlung wurde einerseits aus solchen Beispielen, andererseits
aus eigenen Ideen, die bei der Arbeit am Theorieteil entstanden, zusammengestellt. Am Ende
jedes Unterabschnitts steht ein Verweis auf weitere Schulbuchbeispiele zum Thema.

¥

Begriffsbildung A

Aufgabe 1.1. Beschrifte am Graphen die
Griflen Amplitude und Periode und gib die
Werte fir Amplitude, Frequenz, Kreisfrequenz i 0.085 01
und Periode an!

Aufgabe 1.2. Die Frequenz des Tones c' eines Klaviers betrigt 261 Hz. Berechne die Pe-

riodendauer!

Aufgabe 1.3. Skizziere die Sinusschwingung des Tones A (220 Hz) mit Nullphasenwinkel 0
und Amplitude 3! Trage die Begriffe Amplitude (A) und Periode (1) in die Abbildung ein

und berechne Kreisfrequenz und Periode!

Weitere Aufgaben: Malle u.a. 2010 (6. Klasse): 5.25

Ton, Klang, Gerdausch, Knall

Aufgabe 1.4. Ordne den Abbildungen die Begriffe Ton, Klang, Gerdusch und Knall zu!
Begriinde!

m mf\nﬂm f\u}\ﬂf /V\ /m\
V”VW”WWV vy b) W/
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Aufgabe 1.5. Stellt die folgende Abbildung einen Klang dar? Begriinde!

M, A4 A WA )
TR

a)

Lautstéarke

Da der Schallintensitéitspegel bzw. der Schalldruckpegel in der logarithmischen Einheit De-
zibel angegeben werden, kann das Thema Lautstérke ab der sechsten Klasse AHS behandelt
werden. Hier fillt es leicht, einen unmittelbaren Bezug zum Alltag der Schiilerinnen und
Schiiler herzustellen. Es konnen sowohl Moglichkeiten und Grenzen der Horwahrnehmung

aufgezeigt und mogliche Gefahren (etwa durch zu hohen Lérmpegel) besprochen werden.

Als Einstieg in das Thema eignet sich folgendes Beispiel aus dem Schulbuch ,,Mathematik
verstehen 5, das keine Kenntnis des Logarithmus voraussetzt und schon in der fiinften

Klasse behandelt werden kann:

Aufgabe 1.6. 7’ Damit ein Ton wahrgenommen wird, muss die Lautstirke einen gewissen
Wert erreichen (Hérschwelle). Die Tabelle gibt fiir verschiedene Lebensalter die Abhdngigkeit
der Horschwelle von der Frequenz (=Tonhdohe) an. Dabei wird die Frequenz in Hertz gemes-
sen (1 Hz = 1 Schwingung pro Sekunde) und die Lautstdrke in Dezibel (20 dB entsprechen
ungefdahr dem Ticken einer Armbanduhr, 40 dB einer leisen Musik, 60 dB einem Gruppen-
gesprach und 80 dB einem Presslufthammer). Stelle die der Tabelle entsprechenden Punkte
i ein und demselben Koordinatensystem dar und zeichne drei Funktionsgraphen fiir die drei
angegebenen Lebensalter! Interpretiere die Graphen! (Beachte dabei, dass die Graphen nur

den ungefihren Verlauf wiedergeben!)

Frequenz (in Hz) 1000 | 2000 | 5000| 10 000 | 20 000
Hérschwelle eines 20-Jédhrigen (in dB) | 13 9 10 18 32
Hérschwelle eines 40-Jdhrigen (in dB) | 13 10 18 30 55
Hoérschwelle eines 60-Jdhrigen (in dB) 18 12 2/ 40 70

Mit der Schallintensitét und der Frage, wie diese mit der Entfernung von einem Lautsprecher
abnimmt, beschéftigt sich folgende Aufgabe aus dem Buch ,,Mathematik verstehen 8. Es
ist in diesem Schulbuch unter der Kategorie ,,Maturavorbereitung® gefiithrt und ist eigentlich
Stoff der 10. Schulstufe.

"Malle u.a. 2010 (5. Klasse), 7.11

24



1.8. Fachdidaktische Uberlegungen

Aufgabe 1.7. " Zwischen der empfundenenen Lautstirke L (in dB, d.h. Dezibel) und der
vorhandenen Schallintensitit I (in W/m?, d.h. Watt pro Quadratmeter) besteht der Zusam-
menhang L(I) =10 - (log I + 12).

a) Welcher Schallintensitdt entspricht die Lautstdrke 0 dB (Horschwelle), welcher 140 dB

(Schmerzgrenze)?

b) Um wie viel nimmt die Lautstirke bei einer Verdopplung der Schallintensitit zu? Auf
das Wievielfache muss die Schallintensitit vergrofert werden, damit die Lautstdrke um

1 dB zunimmt?

¢) Die Schallintensitit I nimmt mit dem Quadrat der Entfernung r von der Schallquelle
ab, d.h. es gilt I(r) = 5, wobei ¢ eine positive Konstante ist. Auf den wievielten Teil
sinkt die Schallintensitdt bei einer Verdopplung bzw. Verzehnfachung der Entfernung
von der Schallquelle?

d) In einer Disco wird Techno-Musik gespielt. In 1 m Entfernung vom Lautsprecher misst
man 120 dB. Eine derartige Lautstirke kann schon bei kurzer Finwirkung Horschdiden
hervorrufen. In welcher Entfernung vom Lautsprecher miisste man sich mindestens
aufhalten, um die Lautstdrke dblicher Disco-Musik (ca. 100 dB) nicht zu tiberschreiten?

Unter dem Thema ,Logarithmierte Groflenverhéltnisse in Dezibel“ sind die néchsten zwei

Aufgaben im Schulbuch , Ingenieur-Mathematik 2“ zu finden:

Aufgabe 1.8. 7 Durch den Bau einer Lirmschutzwand konnte der Schallintensititspegel
um 10 dB verringert werden. Dies entspricht etwa einer Halbierung der Lautstirke. In wel-

chem Maf§ verringert sich dabei die Schallintensitit?

Aufgabe 1.9. 7% Eine Maschine verursacht einen Schallintensititspegel von 100 dB, eine

weitere Maschine im gleichen Abstand
a) 90 dB,
b) 100 dB.

Welchen Schallintensititspegel verursachen sie gemeinsam? Hinweis: Die von den beiden

Maschinen verursachten Schallintensitdten addieren sich zur Gesamtintensitdt.

Aufgabe 1.10. " Der Schalldruckpegel L, wird in Dezibel (dB) angegeben. Es ist L, =
20 - lg(p%) dB, dabei ist p der Schalldruck in pPa und pg = 20uPa der Schalldruck der

Horschwelle.

"'Malle u.a. 2007 (8. Klasse), 15.12
"Timischl/Kaiser 2012, 4.87
"3Timischl/Kaiser 2012, 4.88
"Pauer u.a. 2012, 384
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

a) Ein Presslufthammer erzeugt einen Schalldruck von 2 Pa. Berechne den Schalldruck-

pegel.

b) Eine menschliche Stimme erzeugt beim Sprechen einen Schalldruckpegel von 50 dB.
Gib an, wie grofS dabei der Schalldruck ist.

c) Wenn 10 Menschen gleichzeitig sprechen, so verzehnfacht sich dadurch der Schalldruck.
Ermittle, auf wie viel Dezibel der Schalldruckpegel steigt, wenn 10 Personen gleichzeitig

(jeweils mit 50 dB) sprechen.

Weitere Aufgaben: Timischl/Kaiser 2012: 4.62, 4.84, 4.85, 4.86, Go6tz u.a. 2010 (6. Klasse):
930, Pauer u.a. 2012: 386,387,397

Harmonische Schwingungen und die allgemeine Sinusfunktion:

Die Funktionsgleichung kennenlernen

Aufgabe 1.11. 7 Eine harmonische Schwingung habe die Elongation s(t) = r -sin(wt), die
Schwingungsdauer T und die Frequenz f. Gib eine Termdarstellung der Funktion s an, wenn
gilt:

a) r=3, f=20 b)r=7 T=10,2 c) f=0,5, 5(0,5)=3 d) T=3, s(0,75)=6

Die folgende Aufgabe aus dem Schulbuch ,,Mathematik verstehen 6* eignet sich dazu, zu the-
matisieren, dass harmonische Schwingungen auch in anderen, auflermusikalischen Gebieten

Anwendung finden:

Aufgabe 1.12. 7 Die FElongation der folgenden harmonischen Schwingung wird durch
s(t) = sin(wt) beschrieben. Berechne die Kreisfrequenz sowie die Schwingungsdauer und
gib eine Formel fiir die Elongation s(t) an!

a) Technischer Wechselstrom: Frequenz 50 Hz b) Kammerton a: Frequenz 440 Hz
¢) UKW-Sender: Frequenz 108 MHz

Aufgabe 1.13. 77 Gib den Wertebereich der Funktion an.
a)y = 3-sin(zx) b) y = —2-sin(x) ¢)y=0,5-sin(x)+2 d)y = —sin(z)+1

Weitere Aufgaben: Sidlo u.a. 2010: 5.101

Funktionsgleichungen interpretieren und grafisch darstellen

Zur Erarbeitung der Transformationsregeln fiir die allgemeine Sinusfunktion bietet sich die
Erstellung von Wertetabellen an. Ein Beispiel nach diesem Muster findet sich im Schulbuch
,MatheMaster 6:

"SMalle u.a. 2010 (6. Klasse), 5.46
"*Malle u.a. 2010 (6. Klasse), 5.47
"Sidlo u.a. 2010, 5.97
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1.8. Fachdidaktische Uberlegungen

Aufgabe 1.14. 7 Man zeichne im Intervall —2m < x < 27 in dasselbe Koordinatensystem
die Graphen folgender Funktionen: y1 = sinx, yo = 2sinx, y3 = %sinx und vergleiche ihre

Eigenschaften.

In der obigen Aufgabe wird die Funktion y; = sinz mit Funktionen der Form y = a - sinz
verglichen. Analog dazu konnen auch die Formen y = sin bz und y = sin(x + ¢), a,b,c € R,
erarbeitet werden. Sind Zusammenhénge, die durch diese Transformationen entstehen, er-
kannt, kann auf die Verwendung einer Wertetabelle verzichtet werden. Die folgenden Beispie-
le aus dem Buch von ,,Mathematik verstehen 6“ behandeln diese Regeln schrittweise ohne
Wertetabelle:

Aufgabe 1.15. 7 Erliutere, wie der Graph von s aus dem Graphen von so hervorgeht! Was

bedeutet dies fiir die Schwingungen? Skizziere die beiden Graphen!
a) Zwei Schwingungen werden durch so(t) = sint und s(t) = 3 - sint beschrieben.
b) Zwei Schwingungen werden durch so(t) = sint und s(t) = sin(2t) beschrieben.
¢) Zwei Schwingungen werden durch so(t) = sint und s(t) = 2 - sin(3t) beschrieben.
d) Zwei Schwingungen werden durch so(t) = sint und s(t) = sin(t + 5) beschrieben.

Aufgabe 1.16. Zwei Schwingungen werden durch so(t) = sint und s(t) = 3 - sin(2t + J)

beschrieben.

a) Erliutere, wie der Graph von s aus dem Graphen von so hervorgeht! Was bedeutet dies

fiir die Schwingungen ?5°

b) Skizziere die beiden Graphen in drei Schritten!

Aufgabe 1.17. % Ermittle die Amplitude, die Kreisfrequenz, die Nullstelle zur Bestim-
mung der Verschiebung, sowie die erste positive Maximum- und Minimumstelle folgender

Funktionen und iberpriife die Ergebnisse grafisch:
a) y =sin(t+ %)
b) y=—sin(t+ J)
c) y=2-sin(3t —1)

d) y=2-cos(2t —0,4)

(Hinweis: Schreibe mit Hilfe von cosx = sin(x + ) in eine Sinusfunktion um.)

"8Steiner/Novak 2005, S.53

vgl. Malle u.a. 2010 (6. Klasse), 5.22,5.23,5.24,5.29
80\Malle u.a. 2010 (6. Klasse), S.93: Bsp. 5.30

8! Timischl/Kaiser 2012: Bsp. 5.86 a,b,d,h
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Weitere Aufgaben: Malle u.a. 2010 (6. Klasse): 5.26,5.27,5.28, 5.37, 5.44, Malle u.a. 2007
(8. Klasse): 15.13, Gotz u.a. 2010 (6. Klasse): 1036, Timischl/Kaiser 2012: 5.81, 5.82, 5.86
c,e,f,g.i, 5.87, Brand u.a. 2012: 796, Pauer u.a. 2012: 899, 900, Geretschléger u.a. 2008: 3.205,
3.206, 3.207, 3.211, 3.212, 3.213, 3.217, 3.218, 3.221, 3.223, 3.225, Kronfellner /Peschek 1996:
3614,3615, Steiner/Novak 2005: 161-166, Sidlo u.a. 2010: 5.95, 5.103-5.108

Funktionsgraphen interpretieren und Funktionsgleichungen aufstellen

In den folgenden Aufgaben sollen Funktionsgraphen in Gleichungen ,,iibersetzt* werden. Fiir
leichteres Erfassen der Zahlenwerte werden héufig einfache Zahlen und ganzzahlige Propor-
tionen gewéhlt. Um die Mathematikaufgaben trotzdem mit den Inhalten aus der Akustik zu
vernetzen, sollte zusétzlich besprochen werden, ob die dargestellten T6ne fiir den Menschen

horbar sind oder nicht.

Aufgabe 1.18. Beschreibe Amplitude, Frequenz und Schwingungsdauer der dargestellten
Schwingung. Wie lautet die Gleichung der zugehérigen allgemeinen Sinusfunktion? Kénnen

wir Tone mit der dargestellten Frequenz héren?

¥t o vt

a) b) c)

Weitere Aufgaben: Malle u.a. 2010 (6. Klasse): 5.45, Pauer u.a. 2012: 906, Sidlo u.a. 2010:
5.94,5.109-5.113, Timischl /Kaiser 2012: 5.83, 5.90, Steiner /Novak 2005: 167-169, Geretschléiger
u.a. 2008: 3.208, 3.214, 3.220, 3.226

Zuordnungsaufgaben

Ahnlich sind Aufgaben, in denen ein Funktionsgraph geben ist und entsprechende Parame-

terwerte oder die zugehorige Funktionsgleichung zugeordnet werden sollen.

Aufgabe 1.19. %2 Ordne die Funktionsgleichungen den Abbildungen zu! Begriinde!
a) y(t) = 5-sin(800m-t+3) b) y(t) = %-sin(4007-t) c) y(t) = & -sin(4007-t+1)

Yo ity ¥t

\ \ \ VN \
Ll | \ |
T b T T ¥
\ j 5 \ / \\ 9 5 \ /" \\ ’Tnm\s / \ f‘ \/ \\ Pm\/ \ / -o. / \ 0 5
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¥t
Aufgabe 1.20. % Welche Parameterwerte entsprechen
der in der Abbildung dargestellten harmonischen R AR
Schwingung? Kreuze die passenden Werte an! / ‘ /

Amplitude: 0 4 O -4 N % =5 : [z \\ 2n
Kreisfrequenz: O 2 O 1 O 3 C / \ \
Nullphasenwinkel: T 7 o 3 O -% -

Weitere Aufgaben: Malle u.a. 2010 (6. Klasse): S.276 Nr.3, Timischl/Kaiser 2012: 5.89, Pauer
u.a. 2012: 901, 903

Theoretische Fragen zur allgemeinen Sinusfunktion

Zusitzlich zu den Zahlenbeispielen finden sich zahlreiche theoretische Fragen zur allgemei-
nen Sinusfunktion in dsterreichischen Schulbiichern. Die Antworten sollen durch Ankreuzen,

durch Ausfiillen von Liickentexten, mit Hilfe von Tabellen usw. gegeben werden.
Aufgabe 1.21. % Gib die entstehende Funktionsgleichung an.

a) Die Funktionswerte sind gegeniiber y = sin(x) vervierfacht.

b) Stauchung der Sinuskurve in z-Richtung auf ein Drittel.

¢) Verschiebung der Sinuskurve um 3 nach links.

d) Verschiebung der Sinuskurve um 5 nach rechts.

e) Streckung der Sinuskurve in y-Richtung auf das Doppelte und Verschiebung um 3 nach

rechts.

f) Stauchung der Sinuskurve in y-Richtung auf ein Viertel und Verschiebung um m nach

links.

g) Streckung der Sinuskurve in z-Richtung auf das Dreifache und Streckung der Sinus-

kurve in y-Richtung um das Vierfache.

Weitere Aufgaben: Gotz u.a. 2010 (6. Klasse): 1037, Malle u.a. 2010 (6. Klasse): 5.49, Stei-
ner/Novak 2005: 157, 159, 160, Sidlo u.a. 2010: 5.99, 5.102, G6tz u.a. 2010 (6. Klasse): S.255f,
Ingeneur: 5.88

82ygl. Malle u.a. 2010 (6. Klasse), 5.48
83ygl. Malle u.a. 2010 (6. Klasse), 5.31
84ygl. Sidlo u.a. 2010, 5.99, 5.100

85vgl. Malle u.a. 2010 (6. Klasse), 5.49
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Aufgabe 1.22. % Wie miissen die Parameter 05 !

der Funktion f des Typs t — A - sin(wt + ¢g)

verdandert werden, damit der Graph von f in ' i3 G

den Graphen von g tibergeht? o

vergroflern | verkleinern | beibehalten

Man muss A
Man muss w

Anwendungen der Differentialrechnung

In der siebten Klasse kénnen mit Hilfe der Differentialrechnung auch Geschwindigkeit und

Beschleunigung einer schwingenden Feder berechnet werden.

Aufgabe 1.23. 8¢ Die Elongation einer harmonischen Schwingung zum Zeitpunkt t sei
gegeben durch: s(t) = 3 -sin(2t) (s(t) in Meter, t in Sekunden).

a) Wie grofs ist die Amplitude der Schwingung?
b) Wie grof$ ist die Frequenz der Schwingung?
c) Wie grof3 ist die Schwingungsdauer der Schwingung?

d) Stelle eine Formel fiir die Geschwindigkeit des schwingenden Kdérpers zum Zeitpunkt t

auf! Wie grof$ ist diese Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t =0 bzw. t =27
f g g D 5

e) Stelle eine Formel fiir die Beschleunigung des schwingenden Korpers zum Zeitpunkt t

auf! Wie grofs ist diese Beschleunigung zum Zeitpunktt =0 bzw. t =27
f g gung P 5

Weitere Aufgaben: Malle u.a. 2011 (7. Klasse): 4.45

Anwendungen der Integralrechnung

Ist statt der Formel fiir die Elongation die der Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt gegeben,
so wird zur Berechnung der Auslenkung der Schwingung Integralrechnung benétigt. Ein

Beispiel dazu finden sich im Buch ,,Mathematik verstehen 8*:

Aufgabe 1.24. 87 Die Spitze einer Feder fiihrt eine Schwingung um eine Ruhelage aus,
beginnend in der Ruhelage. Ihre Geschwindigkeit t Sekunden nach Beginn der Schwingung
betrdigt v(t). Ermittle die Elongation der Spitze zum Zeitpunkt t. (Elongation ist der vorzei-
chenbehaftete Abstand von der Ruhelage.)

a) v(t) = cost b) v(t) = —2 - cost c) v(t) = —a-cost (mita > 0)

86Malle u.a. 2011 (7. Klasse), Bsp. 4.104
8"Malle u.a. 2007 (8. Klasse), 2.40
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Uberlagerung von Schwingungen

Dieses Themengebiet eignet sich besonders gut fiir den Einsatz von Computerprogrammen.

In Abschnitt 1.8.3 werden u.a. Unterrichtsideen angefiihrt, die mit Geogebra®® verwirklicht

werden konnen. Das folgende Beispiel kann auch ohne Computerunterstiitzung geldst werden.

Aufgabe 1.25. Die beiden Schwingungen s1 und ss werden tberlagert. Berechne die Aus-

lenkung der resultierenden Schwingung zu den Zeitpunkten 7, 5, 2 und w! Was fallt dir auf?

Skizziere die drei Graphen!
a) s1(t) = sin(2t) und s2(t) = sin(2t)
b) si(t) =2-sin(t) und so(t) = 3 - sin(t)
¢) s1(t) = sin(2t) und so(t) = sin(2t + )

Weitere Aufgaben: Pauer u.a. 2012: 907

1.8.2. Losungen

Lésung 1.1.

A=T7

7=0,0ls = f=100H =
wo =0

Léosung 1.2. 7= % = Tél ~ 0,0038s ~ 3,8ms

Losung 1.3.

A=3

f=220Hz = 7 = 5555 = 0,0045s = 4, 54ms
o =0

Lésung 1.4.

y

AN /N
5 / : \ / \
A\ \
/AN /
\ 7 \
0.005 01 \
= o \
sk \ /
N
<o >

a) Gerausch (Die abgebildete Schwingung ist unperiodisch.)

b) Klang (Die abgebildete Schwingung ist periodisch, aber nicht sinusférmig.)

c¢) Ton (Die abgebildete Schwingung ist sinusformig.)

d) Knall (Die abgebildete Schwingung ist unperiodisch und von kurzer Dauer.)

Lésung 1.5. a) Nein (unperiodisch)

88 www.geogebra.org

b) Ja (periodisch)
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Lésung 1.6. 40r

dB

60+

50+

30+

20+

10+

Il Il Il |y H V4
1000 5000 10000 20000

Lésung 1.7.

a)

c)

d)

Lésung 1.8. Sei I die Intensitiit nach dem Bau der Lirmschutzwand. Dann ist L

0dB:10-(logI+12) =0« 10-logI+120=0 < 10-logl = —120 < log ] = —12 &
I=10"12 W/m?

140 dB: 10 - (log I 4 12) = 140 < 10 - log I + 120 = 140 < 10 - log I = 20 < log I =
2 & I =100 W/m?

Verdoppelung: L(2I) = 10 - (log(2]) 4+ 12) = 10 - log(2) + 10 - log(I) + 120 = 10 -
log(2) + L(I) ~ L(I) + 3,01.

Fine Verdoppelung der Schallintensitéit bewirkt, dass die Lautstdrke um ca. 3 dB
zunimmt.

+1 dB: Sei L(I) = L(I) + 1. Dann ist 10 - log(I) + 120 + 1 = 10 - (1) 4+ 120 <
log(I) + 5 =log(I) & I - 1076 = 1.

Die Schallintensitit muss um den Faktor ¥/10 (= 1,26) vergrofiert werden, damit die

Lautstiarke um 1 dB zunimmt.

Verdoppelung: [(2r) = ;5. Die Intensitét sinkt auf den vierten Teil.

Verzehnfachung: I(10r) = Die Intensitét sinkt auf den hundertsten Teil.

1002
r=1m = L(c) = 10 - (log(c) + 12) =120 < log(c) =0 < c=1

L(%) =10 (log(Z) + 12) = 10 - log(1) — 10 - log (%) + 120 = 100 <> log(7*) = 2 <
102 =7/ =7 =10m

() =
1

L(I) — 10 dB. Daher gilt 10 - (log(1) + 12) = 10 - (log(I) + 12) — 10 < 10 - log(1) + 120 =
10 -log(I) +120 — 10 & 10 - (log(I) —log(I)) = —10 & log({) = -1 l=L e l=14 T

Losung 1.9.
I: 10 - (log(I1) 4+ 12) = 100 < log(l;) = —2 < I; = 1072
I5: 10 - (log(I2) + 12) = 90 < log(ly) = —3 < I, = 1073

a)
b)

32

I=1+1,=0,011 = L(I) = 10 - (log(0,011) 4 12) ~ 100, 41

I=I4+1=0,02= L(I) =10 - (log(0,02) + 12) = 103,0103



1.8. Fachdidaktische Uberlegungen

Lésung 1.10.

a) p=2Pa=2-10uPa
Ly, =20 -log(25> 10%) — 20 - 1og(10°) = 100 dB
b) 50 =20-log(&) < 3 =log(&) < 103 = HEep=2- 107 ~ 6324, 56uPa ~ 6,32mPa

c) L(p) = 20-log(H52) = 20-log(5) = 20 log(p) — 20 - log(2) + 20 - log(20) — 20 - log(20) =
20 - log(35) + 20 - (log(20) — log(2)) = 50 + 20 = 70 dB

Lésung 1.11.
a) w=2nf =40m; s(t) = r - sin(wt) = 3 - sin(407t)

b) f=+4 =55 =5 w= 10T = s(t) = 7-sin(10mt)

7

¢) w=m;3=s(0,5) =r-sin(r-0,5) =r = s(t) =3 - sin(nt)
d) f=%w=%;6=5(0,75)=r-sin(§) =r = s(t) =6 sin(Zt)

Lésung 1.12.
a) f=>50Hz = w=100m; 7 = 0,02s; s(t) = sin(1007t)
b) f =440 Hz = w = 880m; 7 = ﬁs = 0,00227s; s(t) = sin(880t)

c) f=108 MHz = w =2,16-10° - 5 7 = 5gqgss = 9,25-107%s; s(t) = sin(2,16- 10°7t)

Lisung 1.13. a) W=[-3,3] b) W=[-2,2] c) W=][1.5,2.5] d) W= [0,2]
Lisung 1.14. ok B
i: /// sinx) AN /
2| - | —n[-Z]0][Z|x] 3 [2n st i | P4
sin(x) 0 1 0O | -110]1|0]—-1] 0| 4 : AN B e
sin(2z) | 0 2 0 | -2[0[2]0]-=2]01] /4
sin(2z) | 0 sl ol=3]o[3]o]—=3]0]" 7
Lésung 1.15.

a) Der Graph s entsteht durch Streckung von sy um den Faktor 3 in Richtung der y-
Achse. Die Amplitude wird dadurch verdreifacht, Frequenz, Schwingungsdauer und

Phase bleiben unverandert.

b) Der Graph s entsteht durch Stauchung von sy um den Faktor % in Richtung der z-
Achse. Die Frequenz wird verdoppelt, die Schwingungsdauer halbiert. Amplitude und

Phase bleiben unverandert.

¢) Der Graph s entsteht durch Streckung von sy um den Faktor 2 in Richtung der y-Achse
und durch Stauchung um den Faktor % in Richtung der z-Achse. Die Amplitude wird
verdoppelt und die Frequenz verdreifacht. Die Schwingungsdauer von s betrégt ein

Drittel der Schwingungsdauer von sg. Die Phase bleibt unveréndert.
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

d) Der Graph s entsteht durch Verschiebung von sy entlang der x-Achse um 7 nach

2
links (Phasenverschiebung!). Amplitude, Frequenz und Schwingungsdauer bleiben un-
verandert.

RN 3sint) ///\\\ sint)

2F /// \\ , ,/ \
N /// sint) \\ /// 0'57// \\ 2o
7 \\ / 1 \\
T N s T
_af \\\ /// \\‘
N )/ 05} \
-2r N / ‘\ !
a) \\\',, b) 1ol N
/’ \\ sy 1 \ siny / /
1L \ i 051 N\ /
{ \ ! \\\smm/a ///

) ” L \\ L L L //\ L

{\\ ‘2' 1\ 2 3 4 /s 6

\\ ’l \\ //

af Vo -05 N /)
C) L d) N

Lésung 1.16. Der Graph s entsteht durch Streckung von sg um den Faktor 3 in Richtung der
y-Achse, durch Stauchung um den Faktor % in Richtung der z-Achse und durch Verschie-
bung entlang der x-Achse um 5 nach links . Die Amplitude wird verdreifacht, die Frequenz

verdoppelt und die Schwingungsdauer halbiert. Der Nullphasenwinkel betrigt —7.

. AN N , v N EER
, . 3sm /o \3sin2y \ s \
% \

Lésung 1.17.

a) A=Lw=1p=2=ty=-L =T, 7 =27
tmax:to—i_i:_%—i_%:%?tmin:tmax+%:%+7rz5I

b)) A=Liw=1p=F=>tg=—-2=-1%
tmin:to—i_%:_%—i_%:%;tmax:tmin‘i‘%:%‘i‘ﬂ':SI

) A=2w=3pp=—l=ty=—L =3 f=3r=7=2n
tmax:%—F%%O,SG;tmin:%+%+%:%+g%1’90

S
I

d) y =2cos(2t —0,4) =2sin(2t — 0,4+ 5); A =2; 2, 00=—-0,4+5 ~ 1,17 =ty =
0 25 :0,2—%%—0,59;f:%:>7':7r
s

tmax:072_%+22072§ tmin:072+%%1’77

Hinweis: Die Werte auf der ¢-Achse geben Zeiten an!
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1.8. Fachdidaktische Uberlegungen

2r

Lésung 1.18.

a) A=4;7=ms; f===0.32 Hz; w =2, 99 = 0; y(t) = 4 - sin(2t); Nein

1
™

b)A:3;T:63;f:é:0.16Hz;w:%ﬂ,t0:—1:><p0:—t0'w:§7r;

c) A=3;7=0,01s; f =100 Hz; w = 2007, ¢ = 0; y(t) = 3 - sin(2007t); Ja

Lésung 1.19. 1b, 2a, 3¢
Liosung 1.20. A=4;w =2; pg = —5
Lésung 1.21.

a) y = 4sin(x)

b) y = sin(3z)

¢) y =sin(z + 3)
d) y =sin(z - 3)
e) y = 2sin(z — 3)
f) y = %sin(z + )

g) y= 4sin(%:p)

Lésung 1.22.
vergroflern | verkleinern | beibehalten
Man muss A X
Man muss w X
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

Lésung 1.23.
a) A=3
b) w=2=f=1~0,32Hz
c) T=n~3,14s.
d) s'(t) =3-2-cos(2t) = 6cos(2t); s'(0) = 6m/s;5'(5) = —6m/s
e) s"(t) = —12sin(2t); s"(0) = 0m/s?,s"(3) = Om/s?
Losung 1.24.
a) s(t) = sin(t)
b) s(t) = —2-sin(t)

c) s(t) =—a-sin(t),a >0

Lésung 1.25.
Beispiel | Elongation N 5 2 T
a) sin(2t) + sin(2t) 2 0| ~-0,76 | 0
b) 2sin(t) + 3sin(t) ~354|5| ~4,55 |0
c) sin(2t) + sin(2t + ) 0 0 0 0

Die Auslenkung in a) ist doppelt so grof§ wie die Auslenkung der Einzelschwingungen (Kon-
struktive Interferenz). Die beiden Schwingungen in c¢) l6schen sich aus (Destruktive Interfe-

renz).
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1.8. Fachdidaktische Uberlegungen

1.8.3. Fachdidaktische Analyse
Lehrplanbezug

Die obige Aufgabensammlung zeigt, dass es eine Fiille an Beispielen gibt, die im Mathematik-
unterricht zum Thema musikalische Akustik, Logarithmus und die allgemeine Sinusfunktion
besprochen werden koénnen. Wie die Tatsache, dass harmonische Schwingungen in zahlrei-
chen Schulbiichern behandelt werden, erwarten lésst, entsprechen diese Inhalte auch dem
Osterreichischen Lehrplan fiir die AHS-Oberstufe.

Aus der Sicht der Mathematik eignet sich die Thematik besonders fiir die sechste Klasse
AHS, da fiir diesen Zeitpunkt die Arbeit mit der allgemeinen Sinusfunktion vorgesehen ist.
In der siebten Klasse konnen zusétzlich Geschwindigkeit und Beschleunigung eines schwin-
genden Korpers mit Hilfe der Differentialrechnung berechnet werden, in der achten Klasse
die ,,Umkehrung* mit Hilfe der Integralrechnung. Ein zweiter grofler Themenbereich ist die
Lautstérke und die damit zusammenhéngenden logarithmischen Verhéltnisse. Dies ist eben-
falls Stoff der sechsten Klasse.
Ausziige aus dem Lehrplan fiir die sechste Klasse®?:

e Formulieren und Beweisen von Rechengesetzen fiir Potenzen, Wurzeln und Logarith-

men; Umformen entsprechender Terme

e Definieren, Darstellen und Untersuchen von Potenzfunktionen, von Exponential- und

Logarithmusfunktionen sowie von Winkelfunktionen (Bogenmaf)

e Untersuchen von Eigenschaften reeller Funktionen (Monotonie, globale und lokale Ex-
tremstellen, Symmetrie, Periodizitét) und von Beziehungen zwischen Funktionen (Um-

kehrfunktionen)
e Kennenlernen von Verallgemeinerungen des Funktionsbegriffs
e Verketten von Funktionen

Ausziige aus dem Lehrplan fiir die siebte Klasse:

e Definieren des Differentialquotienten (Anderungsrate), ausgehend vom Differenzenquo-
tienten (mittlere Anderungsrate), Deuten dieser Begriffe als Sekantensteigung bzw.

Tangentensteigung, weiteres Deuten in auflermathematischen Bereichen

e Kennen des Begriffes Ableitungsfunktion, Berechnen von Ableitungen elementarer Funk-

tionen

89www.bmukk.gv.at/medienpool /11859/1p_neu_ahs_07.pdf
90
ebd.
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1. Musikalische Akustik, Logarithmus und die Sinusfunktion

e Deuten der zweiten Ableitung in inner- und auflermathematischen Bereichen

Auszug aus dem Lehrplan fiir die achte Klasse?!:

e Ermitteln von Stammfunktionen

Anwendungsorientierung und Vernetzung werden in den didaktischen Grundsétzen expli-
zit gefordert: , Anwendungsorientierte Kontexte verdeutlichen die Niitzlichkeit der Mathe-
matik in verschiedenen Lebensbereichen und motivieren so dazu, neues Wissen und neue
Féhigkeiten zu erwerben. Vernetzungen der Inhalte innerhalb der Mathematik und durch
geeignete ficheriibergreifende Unterrichtssequenzen sind anzustreben. Die minimale Rea-
lisierung besteht in der Thematisierung mathematischer Anwendungen bei ausgewihlten
Inhalten, die maximale Realisierung in der stindigen Einbeziehung anwendungsorientierter
Aufgaben- und Problemstellungen zusammen mit einer Reflexion des jeweiligen Modellbil-

dungsprozesses hinsichtlich seiner Vorteile und seiner Grenzen.“%?

Im Fach Musikerziehung sieht der Lehrplan die Unterrichtsinhalte ,,stimmphysiologische und
akustische Grundlagen® sowie ,,Zusammenwirken musikalischer Parameter und verschiede-
ne Moglichkeiten ihrer grafischen Darstellung® fiir die fiinfte und sechste Klasse AHS vor.
Unter dem Punkt ,, Didaktische Grundsétze“ findet man zum Lehrplanbereich Musikkun-
de auBerdem: ,Der Transfer vom Tun zum Wissen hat in musikpraktischer, multimedialer,
ficheriibergreifender Form sowie iiber Aktionen zu erfolgen.””? Vernetzung zwischen den
Fachern ist also auch im Fach Musikerziehung ausdriicklich erwiinscht. Dass das Erkennen
von Verbindungen verschiedener Bereiche fiir die Schiilerinnen und Schiiler erstrebenswert
ist, zeigt auch ein weiterer Absatz des Lehrplans: ,,Die drei Lehrplanbereiche [d.h. Musik-
praxis, Musikkunde und Musikrezeption| sind immer im Zusammenhang zu sehen und sind,
dem jeweiligen Lernziel entsprechend, zu vernetzen. Dabei sind facherverbindende, interdis-

zipliniire und interkulturelle Aspekte zu beriicksichtigen.“%*

Akustik ist auch Teil des Physiklehrplans. In diesem Fall ist sogar ein ficherverbindender
Unterricht in den drei Fachern Musik, Mathematik und Physik méglich. Da dies nicht Thema
dieser Arbeit ist, werden spezielle Zusammenhénge zur Physik und Lehrplanbeziige hier nicht

niher erwéahnt.

9 www.bmukk.gv.at /medienpool /11859 /1p_neu_ahs_07.pdf
92

ebd.
93www.bmukk.gv.at/medienpool /11867 /Ip_neu_ahs_15.pdf
94

ebd.
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Weitere Unterrichtsideen

Im Mathematikunterricht kann der Einsatz von Computerprogrammen die Anschauung ver-
tiefen und Zusammenhinge erkennbar machen. Fiir die kostenlose Mathematik-Software
Geogebra % wurden bereits einige dynamische Arbeitsblitter zum Thema verfasst. Die von
Judith Preiner entwickelte Unterrichtseinheit zum Thema ,,Schwingungen in Mathematik,

“96 versffentlicht. Hier

Musik und Physik* wurde auf der Internetplattform , Lehrer-Online
finden sich neben den Arbeitsblittern® fiir die Schiilerinnen und Schiiler auch ausfiihrliche
Hintergrundinformationen und Stundenbilder fiir Lehrerinnen und Lehrer. Die sieben dyna-
mischen Arbeitsbliatter behandeln Parameter einer Sinusschwingung, Schwebung und andere
Uberlagerungsformen. Fragen sollen experimentell mit Hilfe der Geogebra-Applets beantwor-

tet werden. Horbeispiele schaffen eine Verbindung zur Akustik.

Die Online-Ergéinzung zum Lehrbuch ,, Thema Mathematik“%® bietet unter den Materiali-
en fiir die sechste Klasse einen Abschnitt zu ,,Schwingungen in der Musik* an. Interaktive
Geogebra-Beispiele behandeln Amplitude, Frequenz, Periode und Phasenverschiebung einer
Sinusschwingung, harmonische Wellen, die Sdgezahn- und Rechteckkurve, sowie Amplituden-
und Frequenzmodulation. Auch hier sollen Aufgaben zu den Applets das Verstdndnis ver-

tiefen.

Agathe Schaurhofer erstellte im Rahmen ihrer Diplomarbeit?® ein Modul , Musikalische
Akustik mit Geogebra®, in dem Themen wie Parametervariation, Uberlagerung von Schwin-
gungen, insbesondere konstruktive und destruktive Interferenz und Fouriersynthese behan-
delt werden. Das Konzept sieht vor, dass Inhalte abwechselnd durch Lehrervortrag und

praktischer Erprobung durch Arbeitsbliatter vermittelt werden.

Das Programm Mathematica!" beinhaltet ein eigenes Musikpaket. Ist es in der Schule vor-
handen, so kénnen Schwingungen sowohl grafisch sichtbar als auch hérbar gemacht werden.
Dies bietet eine besonders gute Verbindung zwischen mathematischen Theorien und dem
horbaren Resultat.

101 Damit kénnen

Zum Horen von Klingen eignet sich das Freewareprogramm Audacity
Tone generiert und {iberlagert werden. Mathematische Theorien kénnen praktisch iiberpriift
und neue Tone erzeugt werden. Auch aufgenommene Klidnge konnen in Audacity (z.B. mit

der Lupenfunktion oder einer Frequenzanalyse) untersucht werden (vgl. Abbildungen im

9B www.geogebra.org

96 www.lehrer-online.de/464343.php?sid=26765184180784169036377247724890
9www.geogebra.org/de/examples/fourier/ Arbeitsblaetter /uebersicht.htm
98 www.thema-mathematik.at
998chaurhofer 2009, S.108-113
100w ww.wolfram.com/mathematica,/
101 www.audacity.sourceforge.net/
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Kapitel 1.3.3 Klangfarbe).

Inhalte zu den akustischen Grundlagen, wie sie im Lehrplan vorgesehen sind, kénnen im Mu-
stkunterricht durch Experimente verdeutlicht werden. Ein praktischer Versuch am Klavier
macht mitschwingende Oberténe horbar. Dazu wird eine Taste (z.B. c¢!) lautlos niederge-
driickt und eine weitere Taste eine Oktav tiefer (z.B. C) angeschlagen. Da der Hammer des
Oktavtons abgehoben ist, wird die Saite durch den ersten Oberton des angeschlagenen Tones
zum Klingen gebracht.!%? Dieser Versuch funktioniert auch mit anderen Intervallen, diese

sind aber aufgrund ihrer Stellung in der Obertonreihe unterschiedlich stark hérbar.

Schwebungen kénnen ebenfalls durch Versuche an Instrumenten verdeutlicht werden. Greift
man etwa die tiefe E-Saite einer Gitarre am V. Bund (a) und schligt diese Saite gemeinsam
mit der A-Saite an, so kann man eine Schwebung horen, sobald die Frequenzen nicht exakt
gleich sind. Eine andere Moglichkeit ist, dass zwei Schiilerinnen gleichzeitig den gleichen Ton

auf zwei verschiedenen Blockfléten spielen.'%

Schaurhofer entwickelte in ihrer Diplomarbeit eine Modul , Klangspektrenanalyse®, in dem

104 Experimente durch-

Schiilerinnen und Schiiler mit Hilfe des freien Programms Overtone
fithren. Klidnge sollen aufgenommen und analysiert und das Wissen aus der musikalischen

Akustik praktisch iberpriift werden.'%

Ausgehend von theoretischen Informationen zum Thema Akustik kann die Bedeutung von Si-
nustonen in der Musik von Karlheinz Stockhausen oder in zeitgenossischer Musik besprochen
werden. Hier eignen sich z.B. Horbeispiele von Stockhausens Kompositionen, Hintergrundin-
formationen konnen eine Verbindung zur Mathematik herstellen. Es wére denkbar, dass die
Schiilerinnen und Schiiler selbst mit Sinusténen experimentieren und eigene einfache ,, Kom-
positionen® erstellen. Durch die praktische Arbeit mit Sinusténen kann das Versténdnis fiir
diese vertieft werden. Die Beschéftigung mit ,, Neuer Musik“ ld4dt auch dazu ein, Komponisten
bzw. Komponistinnen zu besuchen oder an die Schule zu holen, die selbst mit Sinusschwin-

gungen und verschiedenen Formen der Synthese arbeiten.

102y6]. www.lehrer-online.de/464343.php?sid=41973073087056513336377597759530
1%ehd.

104 www.aplu.ch/overtone/

105yg]. Schaurhofer 2009, S.114-117
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2. Musikalische Stimmungen

2.1. Stimmungssysteme

2.1.1. Reine Stimmung

»Joviel auch bereits iiber die Wahrnehmung nur eines einzelnen Tons zu sagen ist, stellt
dies doch nur den ersten winzigen Schritt zur Musik hin dar. Die kiinstlerische Botschaft
ist erst in der Abfolge vieler melodiebildender Téne und im gleichzeitigen Erklingen har-
moniebildender Téne artikuliert.“! Es dringt sich daher die Frage nach der Stimmung von
Musikinstrumenten auf, um Melodien und Harmonien zum Klingen zu bringen. Ein wesent-
licher Begriff in diesem Zusammenhang ist das Intervall, d.h. der Abstand zwischen zwei
Tonen. Er kann durch das Verhéltnis der Frequenzen der beiden Téne angegeben werden.
Im Laufe der Geschichte wurden unzihlige M6glichkeiten entwickelt, Frequenzverhéltnisse
fiir eine Skala zu berechnen. Jedes dieser Systeme hat sowohl Vor- als auch Nachteile. Dun-
ne und McConnell beschreiben dies mit den Worten: ,, You can’t tune a piano perfectly. In
some way, the instrument must always be out of tune with itself. The origin of the pro-
blem, naturally, is in physics. Once the problem is translated into mathematics, only a small
amount of effort reveals that the difficulty is unavoidable. However, mathematics does offer
some compromises, many of which music already knew about.“? Im Folgenden werden vier
Losungsmoglichkeiten — vier Stimmungsprinzipien — vorgestellt. Die Berechnungen beziehen
sich auf T6ne einer Skala, in diesem Fall der Dur-Tonleiter. Eine mogliche Stimmung kann
aus der Obertonreihe (vgl. Abschnitt 1.3.3, Seite 10) abgeleitet werden:

Sei f die Frequenz des Grundtones. Dann entspricht das Intervall zwischen den Ténen mit
den Frequenzen 1 - f und 2 - f einer Oktav. Das zugehorige Frequenzverhiltnis ist daher
2 : 1. Das Intervall zwischen den Frequenzen 2 - f und 3 - f ist eine Quint mit der Propor-
tion 3 : 2. Die Quart erhélt man als Verhéltnis der Frequenzen 3 - f und 4 - f (4 : 3), die
grofie Terz liegt zwischen 4- f und 5- f (5 : 4) und die kleine Terz zwischen 5- f und 6-f (6 : 5).

Diese Proportionen bilden den Ausgangspunkt fiir weitere Berechnungen. Um neue Inter-
valle zu erhalten, werden zwei bereits bekannte hintereinander ausgefithrt. Mathematisch

entspricht das der Multiplikation der Verhiltniszahlen.? Da die Septim eine groBe Terz iiber

'Hall 1997, S.406
*Dunne/McConnell 1999, S.104
3vgl. Schréder 1985, S.49
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dem Quintton liegt, kann sie durch folgende Verhéltnisse berechnet werden:

15

| W
| ot

Analog erhilt man die Sext aus Quart und grofler Terz:

45 5
34 3
Die Sekund wird durch Aneinanderreihen zweiter Quinten aufwiérts und einer Oktav abwirts
erreicht:
331 9
22 2 8

Sie kann auch aus Quart und Quint berechnet werden:

46_8

35 5
und die kleine Septim:

3.6_9

2 5 5

Diese Verhiltnisse entstehen beim Musizieren durch unterschiedliche Liangen von Saiten,
Luftsédulen etc. Wird z.B. die Saitenlénge halbiert, so klingt ein Ton eine Oktav héher. Sai-
tenldngen und Léngen von Luftsdulen verhalten sich somit umgekehrt proportional zu den
Frequenzverhéltnissen.? Falls nicht anders erwihnt, sind mit den Verhiltniszahlen in diesem

Abschnitt Frequenzverhiltnisse gemeint.

Das eben beschriebene Prinzip wird reine Stimmung (auch: diatonische Stimmung) genannt.
Ein Vorteil dieses Systems ist, dass Intervallproportionen durch méglichst einfache Zahlen-
verhéltnisse beschrieben werden. Man ging davon aus, dass dadurch besonders wohlklingende

Intervalle entstehen. Dieses Stimmungsprinzip bringt aber auch Probleme mit sich:

Geht man vom Sekundton einen Ganzton (= grofle Sekund) aufwirts, so erhélt man ei-

ne grofle Terz. Das Intervallverhéltnis zwischen Sekund und grofler Terz (% : % = 1@0) ist

aber kleiner als der Ganzton zwischen Grundton und Sekundton (%). Durch dieses Stim-

mungsprinzip entstehen zwei verschieden grofie Ganztone! Aulerdem ergeben zwei Halbtone

5 _ 16.

(Berechnung z.B. durch % : 1 = 15; Halbton = kleine Sekund) hintereinander ausgefiihrt

4vgl. Amon 2005, S.253
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mehr als einen Ganzton:

16 16 256 9 256 10

Die beiden Ganzténe unterscheiden sich um das syntonische Komma, das aus deren Verhéltnis
berechnet wird:
2:%0:%:1,0125

Diese Tatsache erschwert einerseits das Transponieren von Musikstiicken in andere Tonar-
ten. Andererseits ergeben sich Probleme in der mehrstimmigen Musik, da manche Harmonien
weniger gut klingen als andere. Bevor diese angesprochen werden kénnen, muss noch eine
Frage der Terminologie geklért werden. Wenn bisher von Intervallen wie Terz, Quart, etc.
die Rede war, war stets das Intervall zwischen dem Grundton einer Skala und einem weiteren
Ton dieser Skala gemeint. Eine Quart ist in diesem Zusammenhang das Intervall zwischen
dem Grundton und dem vierten Ton (z.B. einer Dur-Tonleiter). Untersucht man Frequenz-
verhéltnisse von Dreiklédngen, so werden diese Begriffe in einem anderen Zusammenhang
verwendet. Eine Terz bezeichnet in diesem Fall das Intervall zwischen dem Grundton eines
Dreiklangs und dem Ton, der genau eine Terz iiber diesem Grundton liegt. Im Falle eines
Durdreiklangs ist das die groflie Terz, bei einem Molldreiklang die kleine Terz. Neuwirth
nennt Terzen (bzw. Quinten) von Dreikldngen zur leichteren Unterscheidung ,innere Ter-
zen® (bzw. ,innere Quinten“). Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird diese Konvention im

Folgenden iibernommen.?

Jeder Ton einer Skala kann Grundton eines Dreiklangs sein. Werden zur Bildung dieses
Dreiklangs nur Téne der Skala verwendet, so heifit der Dreiklang , leitereigen®. Ist der zwei-
te Ton einer Skala (also der Sekundton) Grundton eines solchen Akkords, so spricht man
vom Dreiklang auf der ,zweiten Stufe“. Die Dreikléinge auf der ersten, vierten (Quart als
Grundton) und fiinften (Quint als Grundton) Stufe nehmen in der westeuropéaischen Musik

eine wichtige Stellung ein.

Wird iiber dem Grundton ein Durdreiklang gebildet, so betragen die Frequenzverhéltnisse
der inneren Terz % und der inneren Quint % Nun soll ein Dreiklang auf der vierten Stufe
gebildet werden. Die Tone dieses Akkordes sind in diesem Fall die Quart (%), grofe Sext
(2) und Oktave (2) der Skala (in C-Dur wiéren das die Téne f-a-c). Der Abstand zwischen

Quart und Sext (% : % = %) entspricht der inneren Terz des Dreiklangs auf der vierten Stufe.

Die innere Quint erhédlt man durch % : % = % Diese Frequenzverhéltnisse stimmen also

mit jenen des Dreiklangs auf der ersten Stufe iiberein. Durch &hnliche Rechnung erhilt man
auch die ,jinneren“ Intervalle des Dreiklangs auf der fiinften Stufe. Molldreikldnge mit den

Frequenzverhé&ltnissen der g der inneren Terz und % der inneren Quint erhélt man auf der

Svgl. Neuwirth 1997, S.14
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dritten und sechsten Stufe. Auch dieses Ergebnis ist optimal. (Diese Frequenzverhéltnisse
sind nach den obigen Erkldrungen zur reinen Stimmung zu erwarten). Ein Problem ergibt
sich jedoch, wenn ein Dreiklang auf der zweiten Stufe aufgebaut wird. Dieser Akkord wird
aus der Sekund ( ), der Quart ( ) und der grofien Sext ( ) der Skala gebildet. Die Rechnung

lautet (unter Verwendung dieser Frequenzverhéltnisse) in diesem Fall:

5 9 40 3
bzw. - : - = — =~ 1,481 1,56 =-
ZW3 3 o 815 < 1,5 5"

32 6

4 9
- = ~1,1852<1,2=
3°8 271 1852 <1, )

Innere Terz und innere Quint des Dreiklangs sind hier um das syntonische Komma zu klein

(2:22 =28 bzw. 3 : 32 = 81, Dadurch klingt der Mollakkord auf der zweiten Stufe sehr
unsauber.

Spielt man am heutigen Klavier drei grofle Terzen hintereinander aufwiérts, so erreicht man

genau eine Oktav. In der reinen Stimmung dagegen entsteht ein Intervall, das etwas kleiner

5\% 125
() = 2 ~1,9531 < 2

ist als eine Oktav:

4 64

Dieses Phianomen wird auch ,kleine Diesis“ genannt. Die ,grofle Diesis“ entsteht durch

Aneinanderreihen vier kleiner Terzen. In diesem Fall wird die Oktav iiberschritten:

6\* 1296
2) — -9 2
<5> on = 20736 >

Diese Probleme der reinen Stimmung kénnen nicht zufriedenstellend gelost werden. Wird
z.B. die Sekund um das syntonische Komma versetzt, werden automatisch auch andere
Intervallproportionen veréndert, was zu neuen Unstimmigkeiten fiihrt. Dennoch hort unser

Ohr im Sinne dieses Stimmungssystems.”

2.1.2. Pythagoreische Stimmung

Die Frage nach der Stimmung spielt seit jeher eine wesentliche Rolle in Musiktheorie und
Instrumentenbau. Didymos von Alexandria beschéftigte sich bereits ca. 30 v.Chr. mit dem
reinen Stimmungsprinzip. Davor waren es die Pythagoéer (ca. 500 v.Chr.), die Intervallpro-
portionen untersuchten. Eine Legende erzdhlt, dass Pythagoras eines Tages an einer Schmie-
de vorbeiging und horte, dass mehrere Eisenhdmmer, die auf den Amboss geschlagen wurden,
bis auf eine Ausnahme konsonate T6ne ergaben. Wieder zuhause héngte er vier Saiten glei-
cher Linge und Beschaffenheit an einen Nagel und versah jede von ihnen mit einem Gewicht.
Er erkannte, dass die Saiten mit den Gewichten 6 und 12 genau um eine Oktav verschieden

klangen und leitete daraus das Oktavverhéltnis 2 : 1 ab. So fand er nach und nach die In-

bvgl. Neuwirth 1997, S.5-23
Tygl. Amon 2005, S.257

44



2.1. Stimmungssysteme

tervallproportionen der pythagoreischen Stimmung.®

Ob sich die Geschichte wirklich so zutrug, lasst sich heute nicht mehr beurteilen. Fiir die
Pythagoreer, einem politisch-religitsen Geheimbund, hatten die Zahlen 1, 2, 3 und 4 —
die Tetraktys (d.h. ,,Vierheit“) — eine besondere Bedeutung. Die Summe dieser ersten vier
natiirlichen Zahlen ergibt zehn, der Zahl fiir Vollkommenheit. Deshalb stand die Tetraktys
fiir vollkommene Gleichheit und universelle Harmonie. Die Pythagoreer ordneten sie in ei-
nem gleichseitigen Dreieck aus zehn Kreisen an, wobei jede Seite aus genau vier Kreisen

besteht. Das gleichseitige Dreieck ist ebenfalls ein Symbol fiir Vollkommenheit.”

O
OO
OO0
OO000

Die Pythagoreer erkannten die Zahlen der Tetraktys in den Verhé&ltniszahlen der konso-
nanten Intervalle Oktav, Quart und Quint, da sich die Intervallproportionen aus diesen
Zahlen zusammensetzen. Amon beschreibt die pythagoreische Stimmung als den ,,Versuch,
mit den ersten vier Zahlen alle Intervalle zu berechnen“.!! Die Pythagoreer experimentier-
ten mit einem Monochord, einem einsaitigen Instrument. Wird die Saitenlinge mit Hilfe
eines eingeschobenen Stegs halbiert, so entsteht — wie oben beschrieben — die Oktav (2 : 1).
Schwingen zwei Drittel der Saitenlidnge, so erklingt die Quint. (Um spiter die Proportio-
nen besser vergleichen zu konnen, werden hier dennoch die Frequenzverhéltnisse statt der
Saitenverhéltnisse beschrieben). Aus der Proportion der Quint (3 : 2) berechneten sie alle
weiteren Intervalle. Die Quart und die Sekund wurden auch im vorangegangenen Abschnitt
iiber die reine Stimmung mit Hilfe der Quint hergeleitet und entsprechen jenen der pythago-
reischen Stimmung. Die Terz erhielten die Pythagoreer durch Ubereinanderschichten zweier

Sekunden (die ja mit Hilfe der Quint hergeleitet wurden):

9 9 8l
8 64

38"
Die grofle Terz ist daher in der pythagoreischen Stimmung um das syntonische Komma
grofier als in der reinen Stimmung (vgl. g = 2—2). Auch die grofie Sext und die grofie Septim

werden um das syntonische Komma vergroflert:

8vgl. Amon 2005, S. 254
9vgl. Amon 2011, S.532
10ygl. Amon 2011, S. 532
1 Amon 2005, S.255
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Sext (,,Sekund+Quint*):
93 2 5
8 2 16 3
Septim (,, Terz+Quint*):
81 3 243 _ 15

642 128 8
Ein Vorteil der pythagoreischen Stimmung ist, dass durch diese Korrekturen alle Ganzténe
durch die Proportion % dargestellt werden kénnen und es in diesem System daher nur eine Art
von Ganztonen gibt.'? Ein gravierender Nachteil ist jedoch, dass die Dreikléinge auf der ers-
ten, vierten und fiinften Stufe, die in der abendléndischen Musik eine besondere Bedeutung
haben, wegen der unreinen pythagoreischen Terz sehr rau klingen. Dieses Stimmungsprinizip
eignet sich daher eher fiir einstimmige Musik, wie sie bis ins Mittelalter ausgeiibt wurde.

Durch die Verbreitung der mehrstimmigen Musik wurde eine andere Losung notwendig. '3

2.1.3. Mitteltonige Stimmung

Anstelle der vergroferten Terz der pythagoreischen Stimmung tritt in der mitteltonigen
Stimmung (aufgestellt 1511 von Arnold Schlick, 1523/29 von Pietro Aron und 1577 von
Francisco Salinas'®) eine verkleinerte Quint. Die Intervallproportionen werden mit Hilfe der
reinen Terz konstruiert. Fiihrt man vier Quinten hintereinander aus, so miissen diese — zwei
Oktaven hinunterversetzt — eine Terz ergeben. Wegen der Rechnung g -2 -2 =5 erfillt
die Quint 51 = 1,4953 diese Bedingung. Ausgehend von diesem Wert und der reinen Terz
konnen die iibrigen Verhéltnisse berechnet werden:

Sekund (,,2 Quinten — Oktav*)

5% :2~1,1180

ST

5

Quart (,,Oktav — Quint*)
9251 ~ 1,3375

Sext (,,Quint + Sekund*)

=

)

Ut
S

—~

t
SIS

:2) ~ 1,6719

Septim (,,Quint + Terz®)

ST

5
51 .- ~1,8692
4 9y
Diese Unterschiede sind durchaus horbar. Werden z.B. reine und mittelténige Sekunden

gleichzeitig angeschlagen, so sind ca. 2 Schwebungen pro Sekunde zu horen.!®

12ygl. Neuwirth 1997, S.24-34
Bygl. Glaser 2008, S.419
14ygl. Amon 2005, S.258
15ygl. Neuwirth 1997, S.35-43
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Alternativ kann der Ganzton der mitteltonigen Stimmung aus dem Mittelwert der beiden
reinen Ganztone berechnet werden (vgl. dazu Abschnitt 2.3). Diese Tatsache war namens-

gebend fiir das Stimmungsprinzip.'6

Auch die mitteltonige Stimmung hat den Vorteil, dass es nur einen Typ von Ganzténen gibt.
AuBerdem klingen die Dreikldnge auf der ersten, vierten und fiinften Stufe sauberer als in
pythagoreischer Stimmung. Sogar der Dreiklang auf der zweiten Stufe klingt gut! Dennoch
entstanden durch mittelténige Stimmung einige unsaubere Intervalle. Bekannt ist die ,, Wolfs-
quint“ die nach der damaligen Stimmpraxis zwischen den T6nen gis-es entstand und sehr
unrein klang. In der Musikpraxis versuchte man solche Unstimmigkeiten durch Vermeiden
bestimmter Tonarten, gebrochene Tasten (um verschiedene Tone zu erzeugen), Umstimmen
der Instrumente vor einem Stiick etc. zu umgehen. Kritische Zusammenhéinge wurden au-
Berdem von Komponisten (z.B. durch Verzierungen) verschleiert. Historische Stimmungen

hatten so einen Einfluss auf Kompositionen, die heute noch gespielt werden.!”

In diesem Zusammenhang ist auch die Tonartencharakteristik bemerkenswert, die durch die
mitteltonige Stimmung aufkam. Die oben beschriebenen Intervallproportionen gehen von
einem bestimmten Grundton aus. Ist dieser Grundton c, so stimmen die Verhéltnisse fiir
die Tonart C-Dur, z.B. jedoch nicht fiir A-Dur! Bei Instrumenten mit fixer Stimmung (z.B.
Orgel) ergaben sich daraus fiir jede Tonart unterschiedliche Verhéltnisse, die den Charakter
dieser Tonart bedingten. Diese Tatsache beeinflusste Komponisten zu jener Zeit (die mit-
teltonige Stimmung war bis ins 19. Jahrhundert in Gebrauch) und heute, da diese Charaktere
iiberliefert wurden (auch wenn nach der heutigen Stimmung alle Tonarten gleich intoniert

werden).!8

2.1.4. Gleichschwebend temperierte Stimmung

Ein Problem aller bisher erwéhnten Stimmungen ist, dass zwolf aneinandergereihte Quin-
ten nicht sieben Oktaven (27 = 128) ergeben und sich so der Quintenzirkel, der vor al-
lem fiir Modulationen und Transpositionen in der Musik von Bedeutung ist, nicht ganz
schliefft. Im Fall der reinen und pythagoreischen Stimmung erhélt man fiir zwolf Quinten
den Wert (2)'2 ~ 129,7463. Das Verhiltnis dieser beiden Betrige ist (3)2 : 27 ~ 1,0136
und wird pythagoreisches Komma genannt. Die reine Quint ist also etwas zu grofl um die
geforderte Bedingung zu erfiillen. Die mitteltonige Quint dagegen ist zu klein, denn es
gilt: (5i)12 = 5% = 125 < 128. Dieses Problem wurde mit der gleichschwebend tempe-
rierten Stimmung gelost, die heute in Gebrauch ist. Dafiir wird der Wert 12813 ~ 1,4983

als neue Quint berechnet. Das pythagoreische Komma wird sozusagen gleichméfig auf alle

16ygl. Amon 2005, S.258
17ygl. Amon 2005, S.259
18vgl. Amon 2005, S.288
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zwolf Quinten aufgeteilt. Denselben Betrag erhélt man, wenn man die Oktav in exakt zwolf
gleiche Teile teilt. In diesem Fall betrigt die Proportion der Sekund 215 und der Quint:
(212)7 = 275 = 12872.19

Abgesehen von der Oktav ist in dieser Stimmung kein Intervall rein. Die Unterschiede sind je-
doch gering und kénnen vom Ohr ,zurechtgehort” werden. Das Prinzip der gleichschwebend
temperierten Stimmung ist daher ein Kompriss. Die Intervallproportionen dieses Systems
ermoglichen das Transponieren in alle Tonarten, das Prinzip wird durch nur zwolf Plitze
(keine gebrochenen Tasten, etc.) sehr iibersichtlich. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass
sich trotz des anfinglichen Ideals der einfachen Intervallverhiltnisse eine Stimmung als be-
sonders praxistauglich herausstellte, die durch irrationale Zahlen charakterisiert wird. Ein
Einwand der Zeitgenossen gegen die Einfithrung der Temperierung war, dass die Moglichkeit
der Tonartencharakteristik wegfiel. Durch die zunehmende Bedeutung des Klaviers setzte
sich dieses Stimmungsprinzip dennoch durch. Beim Singen und beim Spielen von Streichin-
strumenten werden die Intervalle hiufig spontan an die reine Stimmung angepasst.?’ Amon
beschreibt das gleichschwebend temperierte Stimmungssystem mit den Worten: ,,Die sich
letztlich durchgesetzt habende gleichstufige Temperatur ist trotz der verlorenen Tonarten-
charakteristik ein System, das bei einer relativ geringen Anzahl fester Tonhohen eine fiir den

Hérer befriedigende und versténdliche Auffiihrungspraxis bietet.“?!

Die vier vorgestellten Stimmungssysteme sollen einen Einblick in die Stimmungsproblema-
tik geben, die vor allem die westeuropdische Kunstmusik stark beeinflusste. Aufler den
erwdhnten Prinzipien wurden in der Vergangenheit noch viele weitere Losungsvorschléige
gemacht, z.B. ungleichschwebend temperierte Stimmungen, auf die hier nicht néher einge-
gangen werden soll. Auch das in diesem Zusammenhang h#ufig zitierte , Wohltemperierte
Klavier* von Johann Sebastian Bach bezieht sich auf eine temperierte Stimmung, jedoch
nach der géngigen Forschungsmeinung nicht auf die heute gebriuchliche gleichschwebend
temperierte Stimmung.?? AuBlerdem gibt es noch eine Vielzahl weiterer Stimmungssysteme,
die sich in unterschiedlichen Kulturen — zum Teil unabhéngig voneinander — entwickelten und
teilweise auch heute noch in Gebrauch sind. Eine genaue Betrachtung von Stimmungsprinzi-
pien der Weltmusik wire zwar im Sinne eines interkulturellen Unterrichts interessant, wiirde
aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Im Folgenden sollen nun die vier vorgestellten

Stimmungssysteme gegeniibergestellt werden.

9ygl. Neuwirth 1997, S.44-59
20ygl. Amon 2005, S.260f

21 Amon 2005, S.262

22ygl. Amon 2005, S.260
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2.1.5. Vergleich dieser vier Stimmungen mit Hilfe der Cent-Skala

Zum Vergleich verschiedener Tonsysteme fiihrte A. J. Ellis 1884 die Cent-Skala ein, die eine
Oktav in 1200 gleiche Teile teilt. In der gleichschwebend temperierten Stimmung hat dem-
nach jeder Halbton genau hundert Cent. Da eine Oktav mit dem Verhiltnis 2 : 1 gemessen
wird, entspricht einem Cent der Wert "“%/2 = 97205, Dieses MaB ist logarithmisch. Ist I ein
Tonintervall, so ist 1200 log,(I) der zugehorige Centwert.?? Fiir das syntonische Komma gilt
daher: 1200 log, (Zé) ~ 21,5 Cent.

Fiir das pythagoreische Komma gilt:

3 12
1200log, <<2> : 27> ~ 23,5 Cent.

Abweichungen um das pythagoreische Komma betragen daher rund 23, 5% eines Halbtons,

Abweichungen um das syntonische Komma machen 21, 5% eines Halbtons aus.?*

In der Tabelle 2.1 werden nun die vier vorgestellten Stimmungen verglichen. Die jeweils erste
Spalte (blau) der jeweiligen Stimmung gibt die Intervallproportionen an. Die zweite (griin)
gibt die Ganzton- und Halbtonschritte an, jeweils bezogen auf den vorigen Ton. In der drit-
ten Spalte (gelb) sind die zugehorigen Centwerte zu sehen. Bis auf die Werte in temperierter
Stimmung sind alle angebenen Centwerte gerundet. Die dargestellten Dezimalzahlen wurden

auf die vierte Nachkommastelle gerundet.

Rein Pythagoreisch Mitteltonig Temperiert
Prop. GT Cent | Prop. GT Cent | Prop. GT Cent | Prop. GT Cent
HT HT HT HT

1] 1 0 1 0 1 0 1
2| 2 2 o904 | 2 % 204 |1,1180 Y5 193 | (¥2? (%2> 200
3] 2 L 386 8 2 408 5 5386 | (¥2)* (%22 400
4] 3 95 498 | 3 55 498 | 1337h i 503 | (V2)° W2 500
5| 2 3 702 3 2 702 | 1,4953 56965 | (¥2)7 (%22 700
6| = L 884 2 2 906 | 1,6719 B0 | (%¥2)° (%22 900
7] B2 1088 M 9 1110 | 1,8692 ¥ 1083 | (W2 (¥2)? 1100
8§ ¢ @ 1200 ¥ ZF 1200 ¥ 5= 1200 | (V2)P V2 1200

Tabelle 2.1.: Vergleich der vorgestellten Stimmungssysteme

Es ist leicht zu erkennen, dass Prim und Oktav in allen Stimmungen konstant sind. Ver-

gleicht man z.B. reine und pythagoreische Stimmung, so erkennt man, dass die pythago-

23vgl. Amon 2005, S.256
24ygl. Dunne/McConnell 1999, S.110f
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reische Terz um rund 22 Cent von der reinen Terz abweicht. Dies entspricht fast einen
Achtelton und erklirt, warum die pythagoreische Terz als besonders unsauber empfunden
wird. Die temperierte Terz bildet mit 400 Cent einen Kompromiss zwischen diesen beiden
Stimmungssystemen.?> Der folgende Abschnitt zeigt mit mathematischen Methoden, warum

das gleichschwebend temperierte Stimmungssystem eine sehr gute Losung ist.

2.2. Naherungslosungen mit Hilfe von Kettenbruchentwicklung

Oben wurde bereits erwihnt, dass in reiner, pythagoreischer und mitteltoniger Stimmung
zwolf Quintspriinge niemals sieben Oktavspriinge ergeben. Allgemein formuliert kann mit
m Quinten aufwérts und n Oktaven abwérts niemals den Grundton erreicht werden. Be-
trachtet man die Frequenzverhéltnisse von Quinten und Oktaven, so liegt das Problem darin
begriindet, dass Potenzen der Zahl Drei niemals gerade sind. Die folgende Gleichung besitzt

daher keine exakte Losung:

3\™ /1\" 3m.1n  3m
<2> <2> = gmogn  gmin

Eine Niherungslosung dieser Gleichung erhilt man mit Hilfe von Kettenbriichen.26

Definition 2.1 (Kettenbruch). ?7 Seinen ag, a1, as,as, ... reelle Zahlen. Ein Ausdruck der

Form )
ag + I
a1+ ——5—
a2+a3+%
heifit unendlicher Kettenbruch und wird durch [ag, a1, a2, as, ...| abgekiirzt dargestellt.
Bricht die Kettenbruchentwicklung nach der n-ten Zahl ab, so heifst der Bruch endlicher
Kettenbruch mit der Darstellung [ag, a1, ag, ..., ay].
Durch Betrachtung der obigen Formel ergibt sich:
3" m+n log(3) 10,4771 4771
=1&e3m=2""" 1 = log(2 = ~ = .
gt — 193 & mrlog(3) = (mn)log(2) & —7— = 1055~ 53010 ~ 3010

#5ygl. Freudenthal 1983, S.48
26ehd.
*Tygl. Miiller-Stach/Piontkowski 2011, S.66
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2.2. Naherungslosungen mit Hilfe von Kettenbruchentwicklung

Eine Kettenbruchentwicklung lautet daher:

ari_ el 1 1t
3010 3010 3010 1+ 1289 1+ 1or 1+ 5
1249 1249
SR S ! =1+ ! =1+ ! =
A A A ——
+%? +2+% Tar 513 +2+ 62
225 24235
— 1+ ! =1+ ! =
N 1+ 11 B 1+ 11 B
R T— R Ta—
2+ 53 2+ﬁig
62 62

Auf diese Weise kénnen Niherungslosungen der obigen Formel berechnet werden:%®

Vierte Niherung: 1+ —— =2

Erste Niherung: 1 1+1+%
. 1 Fiinfte Ndherung: 1 4+ —— = 12
Zweite Nidherung: 1+ + = 2 I 12
1 1+ﬂ
. . . 1 _ 3
Dritte Naherung: 1+ -4 = 3 Sechste Naheung: 1+ ——— L =%
1 1+2 1 I
ey

Betrachtet man nun den fiinften Niherungswert, so erhélt man:

3m 312 19
1:W%ﬁ@3z212@

sk

~ 2

N

Sieben Oktaven (n +m = 19 = n = 7) koénnen somit durch 12 Quinten (m = 12) der
Proportion 915 : 1 erreicht werden. Dieser Naherungswert entspricht dem Frequenzverhéltnis
der gleichschwebend temperierten Quint. Die obige Kettenbruchentwicklung zeigt, dass auch
andere Teilungen moglich sind. Ein Nidherungswert fiir die Quint kann so gewéhlt werden,
dass 41 Quinten 24 Oktaven ergeben. In diesem Fall wiirde die Oktave in 41 Téne geteilt!??
Briining erwdhnt in diesem Zusammenhang, dass in Schénbergs ,,Harmonielehre“ die 53-Ton-
Musik als gute Alternative zur 12-Ton-Musik beschrieben wird.?? Obwohl sich Musiker immer
wieder mit anderen Systemen beschéftigten, setzte sich in der westeuropéischen Kunstmusik
— vermutlich aus praktischen Griinden — letztlich der Wert der gleichschwebend temperierten

Stimmung durch.

28yvgl. Freudenthal 1983, S.48f
29vgl. Dunne/McConnell 1999, S. 113f
30yvgl. Briining 2003, S. 103
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2.3. Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel in
der Musik

Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel werden immer wieder in Zusammen-

hang mit musikalischen Stimmungen gebracht.

Definition 2.2 (Arithmetisches Mittel). Eine reelle Zahl m heifst arithmetisches Mittel
zweier reeller Zahlen a und b, falls gilt: m = GTH’.‘?]

Definition 2.3 (Geometrisches Mittel). Eine reelle Zahl m heifit geometrisches Mittel zweier
reeller Zahlen a und b, falls gilt: m = Va - b.%?

Definition 2.4 (Harmonisches Mittel). Fine reelle Zahl m heifst harmonisches Mittel zweier

2-a:b 38

reeller Zahlen a und b, falls gilt: m = 43

Bereits die Pythagoreer beschéftigten sich — im Zusammenhang mit der Theorie der Te-
traktys — mit diesen Werten. Betrachtet man die Proportionen der konsonanten Intervalle

Oktav (2 = %), Quint (3 = %) und Quart (% = %), so ist eine Verbindung zu den Zahlen 6,

8, 9 und 12 zu erkennen, die ebenfalls Tetraktys genannt wurden.?* Die Zahl 9 ist arithme-

tisches Mittel der Zahlen 6 und 12, die Zahl 8 harmonischer Mittelwert dieser Zahlen. Die

Proportion % = % wurde im Zusammenhang von arithmetischem und harmonischem Mittel

,vollkommenste Proportion“ genannt.?®

Das arithmetische Mittel ist bei reiner Stimmung in vielen Beziehungen zu finden. Die reine

(und pythagoreische) Quint bildet das arithmetische Mittel zwischen den Proportionen

und % von Prim und Oktav:

=N

+%_§

2 2

Die Quart entspricht dem harmonischen Mittel dieser beiden Verhéltnisse:

) T ) T 4
2 1 :

Diese Rechnungen lassen sich auch auf andere Intervallproportionen iibertragen. In der rei-
nen Stimmung (als Grundlage dienen wiederum die Verhéltnisse) ist die Terz arithmetisches
Mittel von Prim und Quint, die Sekund arithmetisches Mittel von Prim und Terz, die Quart
arithmetisches Mittel von Prim und Sext und die Septim artihmetisches Mittel von Quint

und Non. Es lassen sich in dieser Stimmung also alle T6ne als Mittelwerte zweier Intervall-

3lygl. Briining 2003, S.111f

32ebd.

Pebd.

34ygl. de.wikipedia.org/wiki/Tetraktys

35vgl. Hartfeldt/Eid/Henning: www.math.uni-magdeburg.de/reports/2002/musik.pdf, S.3
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2.4. Das Verfahren von Strahle — eine Anwendung aus dem Instrumentenbau

proportionen darstellen.3

Das geometrische Mittel ist vor allem in der mitteltonigen Stimmung von Bedeutung, da —

wie oben erwédhnt — die Sekund als Mittelwert der beiden Ganztone der reinen Stimmung

/9. 10_ V5
8 9 27

Die Terz wird in diesem Fall in zwei gleich grofie Intervalle geteilt.?”

berechnet wird:

Der Tritonus (v/2 : 1) teilt in temperierter Stimmung die Oktav in zwei Teile gleicher Grofie

und entspricht dem geometrischen Mittel zwischen Prim und Oktav (wieder bezogen auf die

Dariiber hinaus ist der Tritonus auch das geometrische Mittel aus dem arithmetischen und

Intervallproportionen):

harmonischen Mittel von Prim und Oktav.?® Das arithmetische Mittel betrigt nach den

obigen Berechnungen %, das harmonische Mittel ist %. Das daraus errechnete geometrische

Mittel betréigt daher:
13 4
— = =V2
2 3 V2

Eine Aufgabe, die in vielen Schulbiichern zu finden ist, beschéftigt sich mit der geometrischen
Folge der Frequenzverhéltnisse in temperierter Stimmung. Dazu sei hier auf den fachdidak-
tischen Teil verwiesen (vgl. Abschnitt 2.5.1, Seite 55). Bemerkenswert ist die Tatsache, dass
die Intervallproportionen in gleichschwebend temperierter Stimmung zwar eine geometrische
Folge bilden, wir aber gleichsam eine arithmetische Folge horen! Denn dem Gehor nach ha-
ben die Tonabsténde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Tasten eines Klaviers konstanten

Abstand zueinander.3?

2.4. Das Verfahren von Strahle — eine Anwendung aus dem

Instrumentenbau

Fragen zu musikalischen Stimmungen haben — wie eingangs erwahnt — eine grofle Bedeutung
fiir den Instrumentenbau. In diesem Zusammenhang sollen hier nun die Berechnungen von
Daniel Strahle zur Konstruktion der Bundabstédnde einer Gitarre erklért werden. Weitere
Anwendungen fiir den Schulunterricht werden im fachdidaktischen Teil dieses Kapitels (ab

Seite 59) aufgezeigt.

36ygl. Surber/Walder 1992, S.13
37ygl. Armbrust 1999, S.80
38yvgl. Briining 2003, S.113
39vgl. Meyer 2002, S.20
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2. Musikalische Stimmungen

Wird eine Gitarre nach dem gleichschwebend temperierten System gestimmt, so nehmen die
Bundabsténde in Richtung des Stegs exponentiell ab. Dies ist algebraisch leicht mit Hilfe der
irrationalen Zahlen zu zeigen. Als der schwedische Handwerker Daniel Strahle 1743 einen

«40

,Konstruktionsvorschlag zur Anbringung der Biinde bei Zupfinstrumenten“*’ entwarf, wa-

ren derartige Berechnungen nicht so leicht moglich wie heute. Dennoch lieferte Strahle ein

verbliiffend genaues Verfahren.*!

Konstruktion nach Strahle: Eine Strecke AB werde in zwdlf gleich lange Teile der Linge
x mit den Teilungspunkten X1,...X11 geteilt. Diese Strecke sei die Basis eines gleichschen-
keligen Dreiecks ABC, wobei |BC| = |AC| = 2-|AB]| gelte. Nun werde vom Punkt A aus mit
einem Zirkel die Linge Tx auf der Seite AC abgeschlagen. Der entstehende Schnittpunkt S
teilt die Strecke AC im Verhiltnis 7 : 17. Nun werden die Punkte B und S verbunden und
die Strecke BS sowie deren Verlingerung M B eingezeichnet, wobei |MB| = 2 - |SB| gilt.
Die Léinge |M B| entspricht der Saitenlinge der Gitarrensaite. Die Positionen der Biinde in
gleichschwebend temperierter Stimmung entsprechen den Schnittpunkten der Strecken X;C
(1 <1 < 11) mit der Strecke BS (vgl. dazu Abbildung 2.2).4°

Abbildung 2.2.: Strahle-Verfahren

Die Geschichte des Strahle-Verfahrens zeigt, dass ein einziger Rechenfehler grofie Auswir-
kungen haben kann. Wegen eines Fehlers des schwedischen Mathematikers Faggot, der die
Methode iiberpriifte und sich bei einer Winkelberechnung irrte, wurde es unberechtigterwei-
se als zu ungenau verworfen und erst 1957 wiederentdeckt. Ein Schreibfehler fithrte dazu,

dass das Verfahren auch unter dem Namen ,,Striihle-Verfahren® bekannt ist.*3

40Christmann 2011, S.35
4lygl. Christmann 2011, S.36
42ygl. Schiiffler 2012, S.183
43ygl. Christmann 2011, S.36
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2.5. Fachdidaktische Uberlegungen

2.5. Fachdidaktische Uberlegungen

2.5.1. Aufgaben und Unterrichtsideen
Exkurse zum Thema in Schulbiichern

Die Thematik der musikalischen Stimmungen wird von Mathematikbiichern immer wieder
aufgegriffen. Einige Schulbiicher bieten Exkurse zum Thema an. Das Buch ,Das ist Ma-
thematik 2“ enthilt zwei Seiten mit dem Titel ,,Briiche und Bruchzahlen*. Ausgehend von
Pythagoras, seinem Leben und dem damit verbundenen Ideal der Tetraktys werden die
Verhéltnisse von Prim, Oktav, Quint und Quart in pythagoreischer Stimmung mit Hilfe von
Saitenléngen erklirt. Anschliefend werden die Saitenldngen von Geige und Cello verglichen.
Durch einfache Rechnungen wird deutlich, dass die Saiten beim Cello zwar langer sind, die

Proportion einer Oktav aber sowohl bei der Geige als auch beim Cello % betrigt. 44

Im Schulbuch fiir die dritte Klasse (,Das ist Mathematik 3“) ist ein Exkurs unter dem
Titel ,,Verhéaltnisse und Proportionen“ zu finden, in dem das Thema , Sphirenharmonie*
vorgestellt wird. Die Pythagoreer glaubten, dass die Himmelskérper — wie auch die Inter-
valle — in Verhéltnissen kleiner ganzer Zahlen voneinander entfernt seien und so den Ge-
setzen der Harmonie gehorchten. Durch diese Proportionen erklinge eine géttliche Musik —
die Sphédrenmusik. Diese Inhalte kénnen in der siebten Schulstufe unter dem Themengebiet
,, Verhéltnisse und Proportionen“ angesprochen werden. Im zitierten Buch wird in diesem
Kapitel auch der Abstraktionsprozess von der Wirklichkeit zum mathematischen Denken

erklirt. 45

Im Schulbuch ,, Thema Mathematik 5“ werden im Kapitel ,,Zahlen in der Musik* musikali-
sche Stimmungen angesprochen. Auch hier bildet die pythagoreische Stimmung einen Aus-
gangspunkt. Dieses Stimmungsprinzip, das pythagoreische Komma und damit verbundene
Probleme (vgl. Abschnitt 2.2) werden beschrieben. Anschlielend wird die gleichschwebend
temperierte Stimmung vorgestellt und in einer Tabelle mit dem pythagoreischen Stimmungs-

system verglichen.%6

Stimmungssysteme

Das Heft ,Tonleitern der Weltkulturen fiir Auge und Ohr“ der Reihe ,Impulse fiir das
interkulturelle Lernen® beinhaltet Aufgaben zu verschiedenen Stimmungssystemen. Einige

der folgenden Aufgaben wurden durch diese inspiriert:

41ygl. Humenberger (Hrsg.) 2008, S.32f
45ygl. Humenberger (Hrsg.) 2009, S. 112f
46ygl. Brand u.a. 2012 (5. Klasse), S.42f
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2. Musikalische Stimmungen

Aufgabe 2.1. 47 Geht man vom Kammerton a' (= 440 Hz) vier Oktaven nach unten,

kommt man zum tiefsten Ton des Klaviers.

a) Gib die Frequenz dieses Tones an!

b) Wie lang miisste eine Monochordsaite zur Erzeugung dieses Tones sein, wenn ein
20 cm langes Teilstiick mit 440 Hz schwingt?

Aufgabe 2.2. Berechne fiir die Tone einer Dur-Tonleiter in reiner Stimmung jeweils die
Abstinde (d.h. Frequenzverhdltnisse) zu den Nachbarténen (Ganz- und Halbtonschritte).
Was fallt dir auf?

Aufgabe 2.3. 4 Welches Intervall erhdltst du (in reiner Stimmung), wenn du zuerst den
Grundton einer Monochordsaite von 120 cm Linge spielst und die Seite anschlieffend auf 80

cm verkiirzt? Gib das Frequenzverhdltnis und den Namen des Intervalls an!

Aufgabe 2.4. 49 Im Mittelalter war das Intervall f — h in der pythagoreischen Tonleiter
verboten und hiefS ,Teufel in der Musik®.

a) Durch welches Frequenzverhdltnis kann dieses Intervall dargestellt werden?

b) Berechne die Frequenzen der Téne f und h, wenn die Frequenz des Tones a 220 Hz

betrdgt!

Aufgabe 2.5. °C Vergleiche grofie Terzen in reiner, pythagoreischer und gleichschwebend

temperierter Stimmung durch Berechnung der Centwerte! Welcher Wert liegt in der Mitte?
Weiterfiihrend kann das syntonische Komma angesprochen werden:

Aufgabe 2.6. Zeige: Die grofie Terz ist in pythagoreischer Stimmung um das syntonische

Komma gréfler als in reiner Stimmung!

Die folgende Aufgabe bezieht sich auf arabische Stimmung. Sie ist auch ohne Vorwissen iiber

dieses Stimmungssystem losbar.

Aufgabe 2.7. %! Das Intervall % teilt in der arabischen Musik die Quint in ungefdhr zwei

gleiche Teile.

a) Zeige, dass Aneinanderreihen zweier solcher Intervalle anndihernd eine Quint (%) er-
gibt!

b) Teile eine Quint mit Hilfe von Centwerten in zwei exakt gleiche Teile!

Aufgabe 2.8. % Welches Frequenzverhdltnis gehort zum Centwert 3007

17vgl. Delle u.a. 1995, S.26, Aufgabe 2
48ygl. Delle u.a. 1995, S.26, Aufgabe 9
49vgl. Delle u.a. 1995, S.26, Aufgabe 3
0vgl. Delle u.a. 1995, S.26, Aufgabe 8
5lygl. Delle u.a. 1995, S.26, Aufgabe 3
52ygl. Delle u.a. 1995, S.26, Aufgabe 7
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Mittelwerte und geometrische Folgen

Zum Thema Mittelwerte konnen folgende Aufgaben gestellt werden:

Aufgabe 2.9. Zeige: In reiner Stimmunyg ist (jeweils bezogen auf die Frequenzverhiltnisse)
a) die grofie Terz arithmetisches Mittel von Prim und Quint.
b) die Quart arithmetisches Mittel von Prim und Sext.

Aufgabe 2.10. In gleichschwebend temperierter Stimmung ist das Frequenzverhdltnis des
Tritonus gleich dem geometrischen Mittel aus den Proportionen von Prim und Oktave. Wie

lautet das Tritonusverhdltnis?

Eine Aufgabe, die in &hnlicher Form in vielen Schulbiichern zu finden ist, ist folgende (hier
in der Version von Malle u.a.)®3:

Aufgabe 2.11. Bei der ,gleichstufig temperierten Stimmung“ von Musikinstrumenten wird
jede Oktav in zwdlf gleiche Halbtonintervalle unterteilt. In der so entstehenden chromati-
schen C-Dur-Tonleiter bilden die Frequenzen der Tone c*, cis', db, dis', e', f', fis', ¢',
gist, a', ais', h', % die geometrische Folge (fo, f1,..., f12), wobei fiir ¢ und ¢! das Fre-
quenzverhdltnis fia : fo = 2 : 1 betrigt und der Kammerton a' die Frequenz fo = 440 Hz

hat.
a) Zeige: Der Quotient q der geometrischen Folge (fo, f1,..., fi2) lautet N/2 ~1,0595!
b) Gib die Frequenzen fy, f1, ..., fi2 aller Téne der chromatischen C-Dur-Tonleiter an! %4

¢) Fine Quint setzt sich aus 7 Halbtonintervallen zusammen. Berechne das Frequenz-
verhdltnis einer wohltemperierten Quint und vergleiche mit dem Verhdltnis 3:2 einer

reinen Quint.

d) Der so genannte Quintenzirkel umfasst zwolf aufeinanderfolgende reine Quinten. Dies
ergibt fast genau sieben reine Oktaven. Ermittle das Frequenzverhdltnis eines 12 reine
Quinten umfassenden Intervalls sowie eines 7 reine Oktaven umfassenden Intervalls.
Der geringfiigige Unterschied macht etwa einen Achtelton aus und wird als pythagore-
isches Komma bezeichnet. Gibt das Frequenzverhdiltnis des pythagoreischen Kommas

an.?®

53vgl. dazu auch Gétz u.a. 2010, Aufgabe 928, Brand u.a. 2012, Aufgabe 457, Timischl/Kaiser 2012, Aufgabe
9.44

5Malle u.a. 2010 (6), 7.67

5 Malle u.a. 2007 (8), 15.05
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2. Musikalische Stimmungen

Anwendungen aus dem Instrumentenbau
Gitarre

Im Theorieteil dieses Kapitels wurde das Verfahren von Strahle zur Berechnung der Bun-
dabsténde einer Gitarre beschrieben. Dieses kann im Rahmen des Geometrieunterrichts an-
gesprochen und konstruiert werden. Norbert Roth entwickelte ein Konzept zum Thema ,,Gi-
tarre und Exponentialfunktion®, in dem er einen anderen Zugang aufzeigt. Er schliagt zwei
verschiedene Wege vor — einen empirisch-induktiven und einen theoretisch-deduktiven Weg
(z.B. als Moglichkeit zur Vertiefung). In beiden Ansitzen werden GesetzméBigkeiten von
Bundabsténden einer Gitarre untersucht und folgende Fragen behandelt: ,,Unterliegen die
Bundabsténde einer GesetzméfBigkeit? Wie wiirden sich die Bundabsténde weiter verdndern,
wenn man das Griftbrett iiber das Schallloch hinaus bis zum Steg hin verlangern wiirde?

Wie viele Biinde kénnte es dann theoretisch geben, wie viele Téne kénnte man spielen?*56

Roth schlégt als ersten Weg vor, Bundabsténde (a(z)), sowie Abstédnde von den Biinden zum
Steg (I(x)) und zum Sattel (k(z)) der Gitarre zu messen und auf GesetzmiBigkeiten hin zu
untersuchen. Experimente ergeben, dass vor allem die Werte I(z) von Bedeutung sind, um
die oben gestellten Fragen zu beantworten. Die Variable x gibt die Nummer des Bunds an.
Der Sattel ist in diesem Fall der 0-te Bund. Die Lange der Saite wird mit [y bezeichnet. Bei
einer klassischen Gitarre betrégt dieser Wert in der Regel g = 65 cm. Fiir die Absténde von
den Biinden zum Steg erhélt man ungefdhr die Werte: 65,0 cm; 61,3 cm; 57,8 c¢cm; 54,6¢cm;

51,5cm, usw.’”

Nun kénnen aufeinanderfolgende Werte auf Gesetzméfigkeiten hin untersucht werden. Be-
trachtet man die Abstdnde von den Biinden zum Steg, so erkennt man, dass je zwei auf-
einanderfolgende Werte quotientengleich sind, d.h. l(ﬁ;r)l) ~ 0,94. Die Abstandsfunktion
,Bund-Steg® betriigt daher [(z) = 650-0, 94" und gibt die Linge der schwingenden Saite an.

Nun kann die anfangs gestellte Frage beantwortet werden: Der fiinfzigste Bund wiirde rund

36 mm vom Steg entfernt liegen, der fiinfundsiebzigste Bund nur rund 9 mm, der hundertste
Bund nur mehr rund 2 mm! Die Abstéinde zum Steg werden demnach immer kleiner. Da die
Abstandsfunktion streng monoton fallend ist, gehen die Abstéinde (fiir x — oo) gegen Null.
Roth folgert daher: , Theoretisch gibt es also unendlich viel Biinde, die sich in der Nédhe des
Sattels unendlich dicht dringen.“?® Diese Aussage ist fiir die Praxis zwar nicht relevant, sie
kann jedoch als Veranschaulichung des asymptotischen Verhaltens der Exponentialfunktion

gesehen werden.

Der zweite, theoretische Weg stiitzt sich im Wesentlichen auf Informationen aus Physik und

0www.brd.nrw.de/lerntreffs /mathe/pages/magazin /allerlei/magaufg3.pdf

5"Diese Werte ergaben sich durch eigene Messungen an einer Gitarre.
58
ebd.
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Musik, wie sie im ersten und zweiten Kapitel dieser Arbeit beschrieben wurden. Zuerst wird
erklirt, dass eine Oktav in zwolf Halbtonschritte geteilt werden kann und diese zwolf Biinden
einer Gitarre entsprechen. Aus dem Wissen, dass eine Oktav die doppelte Frequenz eines
Grundtons besitzt, wird fiir n Oktaven gefolgert: f(n) = fy - 2", wobei f(n) die Frequenz
der n-ten Oktav ist und fjy die Frequenz des Ausgangstons. Nun wird erklért, dass die Ok-
tav in zwolf , gleichméflige” Abstéinde geteilt wird, indem aufeinanderfolgenden Frequenzen
derselbe Wachstumsfaktor ,,¢“ zugeordnet wird. Da der Wachstumsfaktor einer Oktav wie
in der obigen Formel 2 betrigt, gilt: ¢'2 = 2 & ¢ = ¥/2. Da Verhéltnisse von Saitenlingen

X
umgekehrt proportional zu Frequenzverhéltnissen sind, gilt: I[(x) = [ - ( ) ~ [y - 0,947,

Die Losung im ersten Zugang lieferte also eine sehr gute Niherung!®®

Blasinstrumente

Héufig werden musikalische Stimmungen an den Verhéltnissen von Saitenldngen erklart. Die
folgende Aufgabe wurde durch eine Aufgabenstellung zum Thema ,,Luftsiulen bei Blasin-

strumenten® im Buch ,,Der mathematische Werkzeugkasten“ von Georg Glaeser inspiriert:

Aufgabe 2.12. 0 Im gleichschwebend temperierten Stimmungssystem werden Téone er-
zeugt, indem die Saitenlinge bzw. Ldnge der Luftsdule des jeweils vorangegangenen Tons im
Verhiltnis X = 1 : N/2 verkiirzt wird. Wie sieht die Anordnung der ,Pfeifen® aus, wenn der

Durchmesser aller Rohren konstant ist?

Eine Aufgabe im Probewertbewerb ,Mathematik ohne Grenzen“ 2000/2001 beinhaltete die

Stimmung einer Panfléte:

Aufgabe 2.13. 61 Aurelie michte eine Panflote aus 10 Réhren herstellen. Sie soll die 10
aufeinanderfolgenden Tone c, d, e, f, g, a, h, ¢*, d*, €' umfassen. Die Réhre mit dem tiefsten
Ton ist 16 cm lang.

Wenn sie die Linge einer beliebigen Réhre halbiert, so ergibt sich ein Ton, der eine Oktav
hoher klingt. Verkiirzt sie die Rohre auf% der urspriinglichen Léinge, so ergibt sich ein Ton,
der eine Quint hoher klingt, aus ¢ wird zum Beispiel g und aus d wird a.

Berechne die Lingen der Réhren, ohne bei der Rechnung den angegebenen Tonbereich zu
verlassen. Ordne sie nach der Tonleiter.

Stelle die Panflote auf dem Antwortblatt im Mafstab 1:1 dar. Wihle als Rohrdurchmesser

1 cm.

Bau von Instrumenten

FEine besondere Motivation liegt darin, die gelernten Inhalte zum Thema Stimmungen an-

zuwenden, indem Schiilerinnen und Schiiler Instrumente selbst bauen. Das Heft ,, Tonlei-

ebd.
509vgl. Glaeser 2008, S.427f
5'www.lehrer.uni-karlsruhe.de/ za363/MoG /mog00-01p.pdf
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tern der Weltkulturen fiir Auge und Ohr“ beinhaltet eine ausfiihrliche Anleitung zum Bau
von Xylophonen in Stimmungen der Weltmusik. Panfléten kénnen mit einfachen Mitteln
(z.B. Plastikrohren) gebaut werden. Wurden zuvor im Unterricht musikalische Stimmun-
gen behandelt, kann eine Bauanleitung ohne Liangenmafle der Rohren verfasst werden, da-
mit die Schiilerinnen und Schiiler diese selbst berechnen.%? Diese Instrumente kénnen z.B.

féacheriibergreifend im Werkunterricht hergestellt werden.

Werden Instrumente im Unterricht selbst gebaut, so kénnen Schiilerinnen und Schiiler nicht
nur Kenntnisse aus Akustik und Instrumentenkunde anwenden, sondern auch selbst mit
diesen Instrumenten musizieren. Dies erdffnet eine Fiille von Moglichkeiten fiir den Musik-

unterricht.

2.5.2. Losungen

Lésung 2.1.
a) 440 :2% =275 Hz
b) 20-24 =320 cm =3,2m

Losung 2.2. Vgl. Tabelle 2.1 auf Seite 49! Die mittlere Spalte der reinen Stimmung zeigt,
dass es in diesem System zwei verschiedene Ganztone gibt.

Lésung 2.3. % = % = Quint

Liosung 2.4.

a) Der Ton f ist die Quarte der C-Dur-Tonleiter (%), der Ton h ist die groe Septim (%473).

ap. 243 .4 _ 129
Daher gilt: {55 : 5 = 575 =~ 1,4238.

Eine alternative Rechnung kann vom Ganzton der pythagoreischen Stimmung ausge-

hen:
(8)° =128

b) f: 220 - 51 ~ 173,8 Hz; h: 220 - § = 247,5 Hz

Liosung 2.5. Pythagoreische Terz: 2711 = 1200 - log, (2—}1) ~ 408 Cent
Reine Terz: 2 = 1200 - log, (2) ~ 386 Cent
12
Gleichschwebend temperierte Terz: ﬁ = 1200 - log, (( ¥/2)*) = 400 Cent

Lésung 2.6. Pythagoreische Terz: %; reine Terz: %

Daher gilt: % : % = %.

52Binfache Bauanleitungen finden sich z.B. unter
http://schultopia.blogspot.co.at/2011/09/anleitungen-panflote-stockeinsaiter-und.html oder
www.br-online.de/kinder /spielen-werkeln /basteln/2005/00976 /
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Lisung 2.7.
a) (1) =12l ~1,4938 ~1,5=3

Lésung 2.8. 1200 - log, (1) = 300 < logy (I) = 3 & I = 21 & 1,1892

Lésung 2.9.
143
a) 1 5 2 2
1,3 4
b) 13 — g

-- /1.2 _
Losung 2.10. 4/ 1 -1 = V2

Da der Tritonus vom Grundton aus in sechs Halbtonschritten erreicht wird, stimmt dieses
Ergebnis (( ¥/2)% = v/2).

Lésung 2.11.

a) Die Folge ist geometriseh, d.h. f, = fo-q¢". Aus dem Frequenzverhiltnis der Oktav

folgt: % = };}02 = fofz =¢%eq= V2

b) Aus der obigen Formel ergeben sich (gerundet auf Hz) die folgenden Frequenzen:
ct ‘cisl‘ dt ‘disl‘ el ‘ ft ‘fz’sl‘ gt ‘gisl‘ al ‘az’sl‘ h! ‘ c?

262 | 277 | 204 | 311 | 330 | 349 | 370 | 392 | 415 | 440 | 466 | 494 | 523

¢) ¢ =(V2)7"~1,4983 < 1,5=3
d) ($)'2:27~1,0136

Losung 2.12. Die Lénge der Rohren schrumpft exponentiell: Seien Iy, 11, lo, ... die Léngen der

Pfeifen (in Halbtonschritten angeordnet, wobei Iy die lingste Pfeife ist.) Dann ist [; = A’ [y.

Lésung 2.13. I, = 16 cm; la = 16-3 =8cem;lg =2 = 2~ 10,Tem;lp =l 2 = @ ~ 7,1 ey

la=1lp-2=2B x4 2cm;l,=13-3 =20~ 9,5cm;la =1-%=5~6,3cm;
lo =1, - 2f@~1260mlhfl 2=V ~84emylf=1a-3=12cm
Tonleiter: ¢ (16 cm), d (14,2 cm), e (12,6 cm), f (12 cm), g (10,7 cm), a (9,5 cm), h (8,4 cm),

1 (8 cm), d* (7,1 cm), e! (6,3 cm)

cde fgahcde
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2.5.3. Lehrplanbezug

Im Mathematikunterricht kénnen musikalische Stimmungen und die zugehorigen Frequenz-
verhéltnisse im Rahmen der Bruchrechnung in der zweiten und dritten Klasse besprochen
werden. Der Lehrplan der zweiten Klasse sieht Rechnen mit Bruchzahlen vor, in der dritten
Klasse soll die Fahigkeit ,,Rationale Zahlen in verschiedenen Formen deuten kénnen“ erwor-
ben werden.% In der sechsten Klasse kann die Cent-Skala im Zusammenhang mit dem Loga-
rithmus (,,Definieren, Darstellen und Untersuchen von Potenzfunktionen, von Exponential-
und Logarithmusfunktionen [...]) und die gleichschwebend temperierte Stimmung bei der

Behandlung von geometrischen Folgen bzw. der Exponentialfunktion thematisiert werden.5*

Der Musiklehrplan sieht explizit keine Thematisierung musikalischer Stimmungen vor. Aller-
dings kénnen die oben erwihnten Auswirkungen verschiedener Stimmungssysteme auf Mu-
sikpraxis und Komposition im Bereich der Werkkunde z.B. in der fiinften und sechsten Klas-
se (,Klang und Funktion von Instrumenten und Ensembles in verschiedenen Epochen und
Kulturkreisen, Werkkunde im kulturhistorischen Kontext“) oder in der siebten und achten
Klasse (,, Vergleich musikalischer Gestaltungsprinzipien und Erkennen zeitbedingter Schwer-
punkte und typischer stilistischer Merkmale in verschiedenen Epochen*) angesprochen wer-
den.% Der Bau von Instrumenten ist im Lehrplan der ersten und zweiten Klasse zu finden:

»Musizieren mit herkémlichen, selbstgebauten, elektronischen und Kérperinstrumenten®.%6

3vgl. www.bmukk.gv.at/medienpool/789/ahs14.pdf
61ygl. www.bmukk.gv.at/medienpool/11859/lp_neu_ahs_07.pdf
5vgl. www.bmukk.gv.at/medienpool/11867/lp_neu_ahs_15.pdf
66ygl. www.bmukk.gv.at/medienpool/790/ahs15.pdf
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

3.1. Musikalische Koordinaten - Moglichkeiten und Grenzen des

Fiinfliniensystems

Beachtet man die Tatsache, dass Schwingungen eine akustische Grundlage von Musik bilden
(vgl. Kapitel 1), so ist es wenig iiberraschend, dass auch in gréfleren Formen von Musik,
den Musikwerken, dhnliche Strukturen zu finden sind. Hall beschreibt dies mit den Worten:
,Genau wie es relativ viel regelméflige Wiederholung in den einzelnen Schwingungen im Mil-
lisekundenbereich und in der Folge von einzelnen Noten im Sekundenbereich gibt, bestehen
auch in den ldngeren Strukturen im Minutenbereich (im Falle einer Sinfonie 10 bis 20 oder
mehr) geordnete, sich wiederholende Strukturen.“! Solche Strukturen haben vielerlei Gesich-
ter. Musikstiicke weisen meist verschiedene Teile auf, je nach Anzahl und Wiederkehr dieser
grofien Abschnitte werden sie in unterschiedliche Formen (zwei- und dreiteilige Liedform,
Rondoform,...) eingeteilt. Diese grofien Teile wiederum lassen sich in kleinere Abschnitte

gliedern, bestehend aus Phrasen, Motiven etc. und letztlich einzelnen To6nen.

Zur Beschreibung von mathematischen Strukturen in Musikwerken ist die Notation im heu-
te gebréduchlichen Fiinfliniensystem ein wichtiges Hilfsmittel. Sie ist zweidimenisonal, die
horizontale ,, Achse* zeigt den Ablauf der Musik in der Zeit an (der wesentlich von den Ton-
dauern abhéngt), vertikal werden Tonhohen notiert. In der gehérten Musik spielen freilich
auch andere Parameter, wie z.B. Lautstirke und Klangfarbe eine Rolle (diese kénnen durch
zusétzliche Zeichen und Beschriftungen angedeutet werden). Das Fiinfliniensystem ist eng
mit unserem heutigen Musikempfinden verkniipft. , Hohe“ T6éne werden oben notiert, ,,tiefe®
To6ne im Bereich der unteren Notenlinien. Dies ist Ergebnis einer jahrhundertelangen Ent-
wicklung. Hodges berichtet, dass im antiken Griechenland (fiir uns) hohe Noten als , tief“
empfunden wurden und umgekehrt. Durch die Entwicklung zur heutigen Auffassung konnen
,ansteigende* und ,fallende“ Melodien durch Bewegungen in der Tonhéhe auskomponiert
werden. Hodges zeigt in seinem Artikel z.B. eine fallende Melodie von Josquin Desprez. Sie

unterstreicht den Text, in dem Jesus vom Olymp hinabsteigt.?
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Abbildung 3.1.: aus: Josquin Desprez, Huc me sydereo®

'Hall 1997, S.444
2vgl. Hodges 2003, S.92fF
3vgl. Hodges 2003, S.95
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

Komponisten stieflen immer wieder auf Grenzen der Notation. Charles Ives stand vor dem
Problem, nicht weniger als einen Halbton komponieren zu kénnen, um die Niéhe Gottes zum
Menschen auszudriicken. Hodges beschreibt, dass Ives am Ende offensichtlich aufgab und

dem Singer bzw. der Singerin die Entscheidung iiberlief3:*

N | | — R |
b4 T T I e o >y 1 I ]
7 I I I oy ) = = [T I 1
@ ¥ > & [ bl I I T I- [ [ I
D) P Y ' =
So near is God to man

Abbildung 3.2.: aus: Charles Ives, Duty®

Die Notenlinien lassen eine Notation von Halbténen zu (chromatische Notation). Bleibt das
Stiick innerhalb einer Tonart und werden keine Vorzeichen verwendet, so ist es diatonisch,
d.h. Abstéinde von Halbtonen und Ganztonen wechseln sich ab. Verldsst man die Grenzen
der westeuropéischen Kunstmusik, so findet man schnell eine Erweiterung dieses Tonraumes,
z.B. durch Viertelténe der Makam-Musik.

Andererseits beschéftigten sich Komponisten auch mit der Frage, Unendlichkeit in der Musik
auszudriicken. Richard Wagner 16ste dies in Parsifal, indem er die Tondauer auf dem Wort

,Ewigkeit“ besonders lange komponierte:5

H | o 2. I , I
g D % T T T T T | | F ﬁ E
J 4 1 1 I 1 - I Il 1 ! 1 1 i
D) [ 1
Auf E - wig - keit wirst  du ver-dammt mit  mir...

Abbildung 3.3.: aus: Richard Wagner, Parsifal, 2. Akt”

Komponisten ,,Neuer Musik* gingen noch einen Schritt weiter. John Cage schuf mit seinem
beriihmten Werk ,,4’33* auskomponierter Stille sozusagen ein ,,unendlich® leises Stiick. Ein
fast ,unendlich langsames“ Stiick schrieb er fiir Orgel. Die Auffithrung seines Werkes im
Halberstadter Orgelprojekt wird noch bis 2640 dauern! Gyorgy Ligety schrieb ein Stiick fiir
100 Metronome. Bei dieser Anzahl fillt es nicht auf, wenn ein Metronom dazukommt oder
wegfillt. Der Horer nimmt eine Uberlagerung ,,unendlich® vieler Rhythmen wahr.®

Die Liste der Versuche, Unendlichkeit in der Musik auszudriicken, liefle sich noch lange fort-
setzen. Im Folgenden werden nun Strukturen beschrieben, die mit dem Fiinfliniensystem
notiert werden konnen. Betrachtet man dieses System, so findet man bereits in der Notation
des Rhythmus einfache mathematische Strukturen. Diese kénnen im Rahmen der Bruchrech-
nung bereits in der Sekundarstufe I angesprochen werden und werden im folgenden Abschnitt

naher beschrieben.

4vgl. Hodges 2003, S.95
Sebd.

Sebd.

Tebd.

8vgl. Christmann 2011, S.19f
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3.2. Musikalische Bruchrechnung

3.2. Musikalische Bruchrechnung

Um Bruchrechnung in musikalischem Zusammenhang behandeln zu kénnen, sind Grund-
kenntnisse der Notenschrift erforderlich. Tondauern werden im Fiinfliniensystem durch die
Notenform angegeben. Hilse, Fdhnchen, usw. bestimmen den jeweiligen Notenwert. Zu je-
dem Notenwert existiert eine Pause derselben Lénge (vgl. Tabelle 3.1). Die einzelnen Tone
werden in der westeuropdischen Kunstmusik, aber auch in vielen anderen Musiksprachen,
meist in Takten angeordnet. Es werden verschiedene Taktarten unterschieden, die am Beginn
eines Werkes als Bruchzahl oder durch Sonderzeichen angegeben werden. Die Benennung der
Taktart orientiert sich am Grundschlag des Stiicks, dieser steht im Nenner dieser Bruchzahl.
Der Zahler gibt an, wie viele Grundschlidge pro Takt zusammengefasst werden. Der erste

Schlag jedes Taktes erhilt musikalisch stets ein besonderes Gewicht.”

Beispiel 3.1 (Dreivierteltakt). Als Grundschlag eines Dreivierteltaktes gilt die Viertelnote.

Drei Viertelnoten werden zu je einem Takt zusammengefasst.

’ Wert ‘ Note ‘ Pause ‘
Ganze = =
Halbe g =

. = | x
Viertel —
=E | =

Achtel _
Sechzehntel % %
Zweiunddreifigstel % %

Tabelle 3.1.: Noten- und Pausenwerte

Die Abbildung zeigt, dass in der Musik vor allem Potenzen des Wertes % von Bedeutung
sind. Neben dieser Zweiteilung der Noten sind auch andere Teilungen méglich. Wird eine
ganze Note in drei gleiche Teile geteilt, so wird dies mit einer Halbetriole notiert. Eine
Viertelnote teilt den Wert einer Halben Note in drei gleich groie Teile etc. Auf diese Weise
sind noch weitere Teilungen (Duolen, Quartolen, Quintolen, etc.) moglich. Diese Notenwerte
werden mit einer Zahl (z.B. ,,3* bei einer Triole) zusammengefasst. Die Abbildung 3.4 soll

Dreiteilungen durch Triolen veranschaulichen:

9vgl. Michels 1977, S.67
10yg]. Neumann 2010, S.20
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken
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Abbildung 3.4.: Triolen'®

Ein Punkt nach einem Notenwert verlidngert die Note um die Hélfte ihres Wertes. Eine
311

g.

Unterrichtsideen, die mit Hilfe dieser Grundlagen umgesetzt werden kénnen, werden der
Ubersichtlichkeit halber im fachdidaktischen Teil dieses Kapitels (Abschnitt 3.5.1) niher

beschrieben. Der folgende Abschnitt widmet sich dem Thema Symmetrie in der Musik.

punktierte Viertelnote hat daher die Lénge

3.3. Symmetrie in der Musik

3.3.1. Mathematische Grundlagen

Symmetrie ist in der Musik — wie auch in Natur und Technik — eine wesentliche Erscheinungs-
form. Das Wort kommt aus dem Griechischen und bedeutet Gleichmaf, GleichmiBigkeit.
Symmetrie steht der Unordnung, dem Chaos gegeniiber und wird héufig in Zusammenhang
mit Schénheit und Ordnung gebracht.'® Geometrisch wird eine Transformation auf ein Ob-
jekt angewandt, wobei eine oder mehrere Eigenschaften des Objekts unverindert bleiben.'4
Darvas verallgemeinert diese Definition noch weiter: ,,We can speak of symmetry, if in the
course of any kind of (not necessarily geometrical) transformation (operation) at least one
(not necessarily geometrical) characteristic of the affected (arbitrary and not necessarily
geometrical) object remains invariant (unchanged).“!® Solche Transformationen werden in

der Abbildungsgeometrie beschrieben:

Definition 3.1 (Kongruenzabbildung). Wird eine Figur in der Ebene so abgebildet, dass
Lingen und Winkel von Bild und Urbild dieser Figur tibereinstimmen, sie sich also nur
durch ihre Lage in der Ebene unterscheiden, so heiffen die beiden Figuren kongruent oder

deckungsgleich. Eine solche Abbildung wird auch Kongruenzabbildung genannt.’®

ygl. Michels 1977, S.67
12yg]. Amon 2011, S.533
13ygl. Tarassow 1993, S. 17
Hygl. Darvas 2007, S.20

B Darvas 2007, S.20

16ygl. Kirsche 2006, S.72
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3.3. Symmetrie in der Musik

Spiegelung, Drehung, Translation und Schubspiegelung sind Kongruenzabbildungen:

Definition 3.2 (Spiegelung). Kann jedem Punkt P einer Figur in der Ebene ein Bildpunkt
P’ so zugeordnet werden, dass die Verbindungsstrecke PP’ auf eine vorgegebene Gerade nor-

mal steht und von ihr halbiert wird, so liegt eine (Achsen-)Spiegelung vor. 17

Definition 3.3 (Drehung). Kann jedem Punkt P einer Figur in der Ebene ein Bildpunkt
P’ so zugeordnet werden, dass beide Punkte gleich weit von einem festen Punkt X entfernt

sind und der Winkel PXP’ konstant ist, so liegt eine Drehung vor.'8

Definition 3.4 (Translation). Kann jedem Punkt P einer Figur in der Ebene ein Bildpunkt
P’ so zugeordnet werden, dass dieser von P aus in konstanter Richtung konstante Entfernung

hat, so liegt eine Translation vor.'?

Definition 3.5 (Schubspiegelung). Kann jeder Punkt P einer Figur in der Ebene um einen
bestimmten Vektor v wverschoben und anschlieflend an einer zu diesem Vektor parallelen

Geraden g gespiegelt werden, so liegt eine Schubspiegelung vor.??

*—

Abbildung 3.5.: Achsenspiegelung

Abbildung 3.6.: Drehung um 160°, Drehachse = C

Eine weitere Gruppe symmetrischer Transformationen bilden Ahnlichkeitsabbildungen. In
diesem Fall sind Bild und Urbild nicht kongruent. Ein neuer Begriff, die zentrische Streckung,

wird benétigt, um Ahnlichkeitsabbildungen zu definieren.

17vgl. Schupp 1968, S.5
18ygl. Schupp 1968, S.7
19yg1. Schupp 1968, S.5
20vgl. Schupp 1968, S.21
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

Abbildung 3.7.: Translation

B

b=
O

Abbildung 3.8.: Schubspiegelung

Definition 3.6 (Zentrische Streckung). Existiert ein Fizpunkt S in der Ebene (S = S')
und erhdlt jeder Punkt P # S einen Bildpunkt P', sodass P' auf der Strecke PS liegt und
P'S=k-PS, k>0,keR gilt, dann liegt eine zentrische Streckung vor.?!

Mit Hilfe dieses Begriffs und des Kongruenzbegriffs konnen nun Ahnlichkeitsabbildungen

definiert werden.

Definition 3.7 (Ahnlichkeitsabbildung). Kann eine Figur durch Kongruenzabbildung und
zentrische Streckung in eine andere tbergefihrt werden, so heiffen die zwei Figuren dhnlich.
Transformationen, bei denen Bild und Urbild dhnlich sind, heifien Ahnlichkeitsabbildungen.??

Durch Ahnlichkeitsabbildungen werden Figuren daher vergroBert oder verkleinert.??

Abbildung 3.9.: Ahnlichkeitsabbildung - VergréBerung um den Faktor 1,5

2lygl. Schupp 1968, S.32
22ygl. Schupp 1968, S.40f
2ygl. Kirsche 2006, S.98
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3.3. Symmetrie in der Musik

3.3.2. Musikalische Transformationen vs. Abbildungsgeometrie

Nun stellt sich die Frage, welche Transformationen fiir die Musik von Bedeutung sind. Fiir
Komponisten spielt die Arbeit mit Motiven, der kleinsten musikalisch-melodischen Sinn-

t24, eine grofie Rolle. Bachs Werke sind reich an musikalischen Transformationen,

einhei
Schonberg und seine Schiiler gestalteten mit Zwolftonreihen und ihren Transformationen
ganze Stiicke. Einen Hohepunkt erlangte das Prinzip des Motivs als Keimzelle von Werken
durch die ,,motivisch-thematische Arbeit“, wie sie z.B. von Josef Haydn angewandt wurde.
Im Folgenden sollen nun wesentliche Moglichkeiten dieser Arbeit mit Motiven, wie sie Amon
in seinem Lexikon der Harmonielehre zusammenfasst, beschrieben und Verbindungen zur

Mathematik aufgezeigt werden.?

Im Gegensatz zur euklidischen Ebene kénnen in der Musik Operationen nur in horizontaler
oder vertikaler Richtung ausgefiihrt werden (vgl. Abschnitt 3.1), da die beiden Dimensionen
Tonhohe und Lautstéirke nicht miteinander vergleichbar sind.?® Zum leichteren Verstindnis

werden die unten angefiithrten Transformationen am Beispiel des folgenden Motivs gezeigt.

N>
03

= 7 o

:

Abbildung 3.10.: Motiv?”

Musikalisch gibt es immer zwei Arten des Umgangs mit Transformationen. Entweder werden
die Intervallgroflen exakt beibehalten (real) oder an die jeweilige Tonart angepasst (tonal).
Bei den folgenden Notenbeispielen handelt es sich immer um eine reale Beantwortung.

Das einfachste und auch haufigste Verfahren ist die Wiederholung eines Motivs. Geometrisch

entspricht dies einer horizontalen Translation.

N>
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Abbildung 3.11.: Wiederholung

Wiederholungen sind unter anderem deshalb bedeutend, weil Musik in der Zeit ablauft
und wiederholte Motive und Phrasen dem Horer bzw. der Horerin einen leichteren Zugang

erméglichen.?®

24ygl. Amon 2005, S.193

25ygl. Amon 2005, S.193-196

26ygl. www.brightschool.com/downloads/MusicalSymmetry.pdf

2"Notenbeispiele geschrieben mit Finale, das Bild der Schildkréte wurde iibernommen von www.kindergarten-
kitzingen.de/grafik /schildkroete.gif

28vgl. Amon 2005, S.194
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

Eine Imitation ist eine ,, Wiederholung eines Motivs in einer anderen Stimme*“?°. Anschaulich
ist dies vergleichbar mit einer Translation, in der sich auch die Farbe des Objekts verdndert.

Musikalisch kann dadurch die Klangfarbe variiert werden.
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Abbildung 3.12.: Imitation

Ahnlich verhilt es sich auch mit einer Sequenz, d.h. der ,, Wiederholung des Motivs auf einer
anderen Stufe der Skala“3". Sie tritt aus dhnlichen Griinden wie die Wiederholung hiufig

auf und ermoglicht ein Ausbrechen aus der Tonart.?! Geometrisch ist dies eine horizontale

und vertikale Translation.
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Abbildung 3.13.: Sequenz

Neben Translation gibt es auch die Moglichkeit, ein Motiv zu spiegeln. Eine Spiegelung bezo-

gen auf eine horizontale Achse (betrachtet mit unserem Notensystem) heifit auch Umkehrung.

Abbildung 3.14.: Umkehrung

Eine Spiegelung bezogen auf eine vertikale Achse wird in der Musik Krebs genannt.
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Abbildung 3.15.: Krebs

29 Amon 2005, S.194
30 Amon 2005, S.194
3lebd.
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3.3. Symmetrie in der Musik

Werden diese beiden Operationen hintereinander ausgefiihrt, so heifit dies Spiegelkrebs oder

auch Krebsumkehrung. Mathematisch kann dies durch eine Drehung um 180° erreicht werden.
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Abbildung 3.16.: Krebsumkehrung

Die drei letztgenannten Gestaltungsprinzipien gewannen in der Zwolftonmusik an Bedeu-
tung. Da es in dieser Musik kein tonales Zentrum geben durfte, stand die Zwolftonreihe mit

ihren Transformationen im Mittelpunkt.3?

Werden die Notenwerte oder Intervalle eines Motivs vergroflert, so spricht man von Augmen-
tation. Mathematisch kann dies mit einer Ahnlichkeitsabbildung verglichen werden. Deshalb
ist auch diese Form der Verdnderung irgendwie symmetrisch. Analog dazu werden bei der

Diminution Notenwerte oder Intervalle eines Motivs verkleinert.
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Abbildung 3.17.: Augmentation und Diminution

Die vier iibrigen Moéglichkeiten ,, motivisch-thematischer Arbeit“, die Amon nennt, sind keine
Symmetrieabbildungen. Der Vollstdndigkeit halber werden sie hier trotzdem erwéhnt:
In der Abspaltung werden Toéne weggenommen, durch Erweiterung oder Entwicklung kom-

men Noten zum Motiv dazu.
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Abbildung 3.18.: Abspaltung und Erweiterung

Schlieflich gibt es auch noch die Option der , Variation*, z.B. durch Triller oder andere
Verzierungen. Da es sehr viele verschiedene Moglichkeiten gibt, ein Motiv zu variieren, lésst

sich diese Transformation nicht einfach mathematisch beschreiben.

32Hogdes/Wilson 2002, S.86
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Abbildung 3.19.: Variation

Als letzten Punkt nennt Amon in seinem Buch den Begriff der , Entwickelnden Variation*®.
Dies ist eine Kompositionsweise, in der aus einem motivischen Kern jeder Ton eines Stiicks
abgeleitet wird, indem das Motiv laufend variiert und entwickelt wird. Diese Technik wurde
u.a. von Brahms, Mahler oder Schénberg angewandt. Auch sie ist nicht eindeutig mathema-

tisch beschreibbar, jedoch ist dies eine Form konstruktiv-struktureller Arbeit.33

3.3.3. Bandornamente

Etwas groflere Strukturen, die aus den oben erwidhnten Elementen bestehen, lassen sich mit
der Theorie von Bandornamenten beschreiben. Ein Bandornament ist ein ,sich periodisch
wiederholendes Muster auf einem langen Band“3*. Solche Muster entstehen durch geome-
trische Transformation eines Elements. Sie wurden zu allen Zeiten fiir dekorative Zwecke
erstellt und sind auf Bordiiren, Gartenziunen etc. zu finden.?® Bandornamente lassen sich
in eine Richtung unendlich lange weiterfithren, wiahrend sie in der anderen Richtung i.A.
beschrénkt sind. Da die Zeitachse der Musik (zumindest theoretisch) unendlich ist, wihrend
die Tonhohe nach oben und unten beschrankt ist, lasst sich die Theorie der Bandornamente
gut auf musikalische Strukturen iibertragen. Insgesamt konnen sieben Gruppen von Ban-
dornamenten unterschieden werden.?® Die Tabelle 3.2 auf Seite 73 zeigt je ein Beispiel aus
Kunst und Musik aus jeder dieser Gruppen. Die Muster in der linken Spalte wurden aus
dem Buch von Darvas?” iibernommen. Diesen werden in der rechten Spalte Ausziige aus
Debussys ,, Trois Nocturnes“ gegeniibergestellt, die Hart®® in ihrem Artikel verdffentlichte

und mit FuBspuren illustrierte.

Bei allen Bandornamenten liegt eine Translationssymmetrie vor. Im ersten Fall ist dies die
einzig angewandte Transformation. In der zweiten Gruppe werden die Objekte (die nicht
notwendigerweise symmetrisch sind) zusiitzlich an der Geraden, die das Band lidngs hal-
biert, gespiegelt. Drittens kann das Element durch Schubspiegelung transformiert werden.
Die vierte Gruppe entsteht durch wiederholte Spiegelung beziiglich einer vertikalen Achse,
die fiinfte durch Drehung um 180°. Im sechsten Fall kommt zu dieser Drehung noch ei-

ne Spiegelung an einer vertikalen Achse hinzu. Schliefllich gibt es siebtens auch noch die

33ygl. Amon 2005, S.194-196

34Tarassow 1993, S.39

35ygl. Amon 2011, S.535

36ygl. www.brightschool.com/downloads/MusicalSymmetry.pdf
37vgl. Darvas 2007, S.77-83

38vgl. www.brightschool.com/downloads/MusicalSymmetry.pdf
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3.3. Symmetrie in der Musik

Moglichkeit, horizontale und vertikale Spiegelungen zu kombinieren.3?
| | Muster | Musik |
1
o
b
QVOICES 3 3
e =
0
) SEESSSSSS
DOboe
3 'SEn‘gjhom
4
Y j., ju ;1“ j‘E
5 > F F 2
6
7

Tabelle 3.2.: Bandornamente°

Zusiétzlich zu den sieben Gruppen von Bandornamenten kénnen auch 17 ,,wesentlich verschie-
dene Symmetriearten ebener Flichenornamente“4! beschrieben werden, auf die hier nicht

néher eingegangen werden soll. Sie besitzen im Gegensatz zu Bandornamenten zwei Trans-

39ygl. Tarassow 1993, S. 39-41
40ygl. Darvas 2007, S.77-83 und www.brightschool.com/downloads/MusicalSymmetry.pdf
I Tarassow 1993, S. 43
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

lationsrichtungen. Hart zeigt in ihrem Artikel 14 Notenbeispiele zu Gruppen von Fliche-
nornamenten in der Musik. Diese Theorie ldsst sich auch auf dreidimensionale Strukturen
fortsetzen. Auflerdem entstehen neue Variationen, indem z.B. weitere Parameter wie die
Farbe der Ornamente (Musik: Klangfarbe) betrachtet werden.*?

3.3.4. Weitere Symmetrien in der Musik

Auch Musikformen sind héufig symmetrisch. Zur genaueren Untersuchung muss der Zeitfak-
tor in der Musik beriicksichtigt werden: ,,Klingende Musik ist dem Zeitablauf unterworfen.
Damit ist sie der optischen Realisation der Symmetrie und dem darauf beruhenden verglei-
chenden Messen nicht direkt zugénglich. Denn nicht nur der Vorgang des Horens besteht
in der Zeit, auch die Musik selbst, als Gehortes, vergeht mit der Zeit. Symmetrien sind
aber dennoch auch in der Musik als zeitliche, rdumliche, klangliche und auch systematische

Strukturen allgegenwirtig.“*>

Ein Beispiel einer symmetrischen Form in der Musik ist die ABA-Form (bei Liedern: dreitei-
lige Liedform), die sehr héufig auftritt. Sie beginnt mit einem Teil A, auf den ein kontrastie-
render Mittelteil (B) folgt. AnschlieBend wird der erste Teil nochmals wiederholt. Ahnlich ist
das Prinzip der Reprise, wie es z.B. in der Sonatensatzform vorkommt. In dieser speziellen
Art, nach der Sonaten aufgebaut sind, wird der Anfang (Exposition) nach einem Mittelteil
(Durchfithrung) in der Reprise wieder aufgenommen. Die Kunst erlaubt natiirlich Variation

dieser Teile, weshalb Wiederholungen oft leicht verdndert werden.

Im Bogenrondo werden die Teile ebenfalls symmetrisch angeordnet, z.B. in der Form
ABACABA. Wegen der oben beschriebenen Zeitkomponente werden die wiederholten Teile
stets ,,von vorne nach hinten“ gespielt. So ist ein Wiedererkennungswert gewéhrleistet. Es
sind jedoch auch Palindrome, d.h. Formen, die in beide Richtungen gelesen dasselbe ergeben
(vgl. ,OTTO), in der Musik zu finden. In der Arbeit mit Motiven ermdoglicht der Krebs
das Bilden von Palindromen. Haydn komponierte fiir seine 47. Sinfonie ein Menuett, das als
Ganzes als Palindrom angelegt ist (vgl. dazu Seite 97 und Abbildung A.7, Seite 127)

Symmetrische Strukturen sind auflerdem in der Dauer der Teile, der Taktanzahl, Tonar-
ten, Besetzung der Stimmen etc. zu finden. Beispiele fiir symmetrische Akkorde sind der
verminderte und iiberméflige Dreiklang, die aus jeweils zwei gleichen Intervallen bestehen
(verminderter Dreiklang: zwei kleine Terzen, iiberméfiiger Dreiklang: zwei grofie Terzen).
Schénberg und seine Schiiler nutzten das Prinzip der Symmetrie auch zur Konstruktion von

Zwolftonreihen.4

42ygl. Darvas 2007, S.74
43 Amon 2011, S.538
44ygl. Amon 2011, S.538-541
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3.4. Goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen

Im folgenden Abschnitt wird ein Verhéltnis vorgestellt, das in der Literatur immer wieder
im Zusammenhang mit Musik erwédhnt wird: der goldene Schnitt. Er ist asymmetrisch, stellt

aber unter allen Asymmetrien eine Sonderform dar.*?

3.4. Goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen

3.4.1. Mathematische Grundlagen
Goldener Schnitt

Definition 3.8 (Goldener Schnitt). Ein Punkt P teilt eine Strecke AB im goldenen Schnitt,
falls das Verhdltnis der grifieren Teilstrecke zur kleineren gleich dem Verhdltnis der ganzen

Strecke zum groferen Teil ist.40

Fiir jede Strecke gibt es zwei Punkte, die diese Eigenschaft erfiillen:

Abbildung 3.20.: Goldener Schnitt

Die groflere Teilstrecke werde nun wie in Abbildung 3.20 mit M bezeichnet und die kleinere
M

werde m genannt. AuBerdem sei AB = a. Dann ist a = M +m und es gilt: =

Behauptung 3.1. Der Punkt P teilt die Strecke a genau dann im goldenen Schnitt, wenn
M _ 1435 g 47

M
Beweis. Der Punkt P teilt die Strecke a im goldenen Schnitt < 7 = % & am=M? &
— V2 M _ (M2 M\2 _ M _ M _ 1 1

m m

% = 1%—‘/5 Da M und m Streckenldngen sind, ist % > 0 und daher ist % = 1+T\/§ die

einzige Losung. O

Dieser Ausdruck wir hdufig auch mit dem griechischen Buchstaben ® bezeichnet. Beutelspa-
cher begriindet dies mit dem Anfangsbuchstaben des Namens des griechischen Bildhauers
Phidias, in dessen Werken dieses Verhéltnis héufig zu finden ist. Mit dem Begriff ,,goldener
Schnitt“ wird sowohl der Vorgang der Teilung, der Teilungspunkt P als auch die Zahl ®

bezeichnet. In der Praxis wird oft ® ~ 1,618 als Niherungswert verwendet.*8

45ygl. Amon 2011, S. 488

16ygl. Beutelspacher 1989, S.15
47ygl. Beutelspacher 1989, S.16f
48ygl. Beutelspacher 1989, S.18
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

Fibonacci-Zahlen

Im Zusammenhang mit dem goldenen Schnitt werden h&ufig die Fibonacci-Zahlen erwéhnt.

Sie werden durch eine Folge in rekursiver Darstellung beschrieben:

Definition 3.9 (Fibonacci-Zahlen). Sei [fo, f1, fo, ... eine Folge mit den Startwerten fy =1
und fi =1 und es gelte fni2 = fn+ fn+1, n € N. Die Glieder dieser Folge heiffen Fibonacci-
Zahlen.4?

Diese Zahlen wurden nach dem italienischen Mathematiker Leonardo von Pisa, auch Fibo-
naccio (,,Sohn des Bonacci“), benannt. Er erkldrte die Folge am Beispiel der Fortpflanzung
von Kaninchen. Seither wurden Fibonacci-Zahlen von zahlreichen Forschern in Natur,

Kunst und auch in der Musik gesucht und entdeckt.

Bildet man das Verhiltnis zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen, so ndhern sich

diese Zahlen dem goldenen Schnitt an (0.B.):

fo_ s _ fs _ 1 fo
}c; 1 }g 1,5 ?51 1,6 §; ~ 1,615 }cg ~ 1,618
2 4 ~ ~ 1 ~

£=2 Ha1,667 =162 Ea1,619 x1618

Aus diesem Grund werden in Kunst und Architektur hiufig die Werte % und % als Ndherung
fiir den goldenen Schnitt verwendet. Ein Beispiel aus der Baukunst, das in diesem Zusam-
menhang immer wieder genannt wird, ist der Parthenontempel in Athen, dessen Hohe und
Breite im goldenen Verhéltnis zueinander stehen. Auch die Raumproportionen von Kon-

zertsilen mit guter Akustik sind in etwa nach diesem Prinzip gebaut.?”

3.4.2. Goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen in der Musik

Es gibt im Wesentlichen zwei Arten, den goldenen Schnitt in der Musik umzusetzen. Erstens
koénnen Zahlen und Zeitstrecken einzelner Teile (wie die Anzahl von Takten, Ténen, Motiven,
Notenwerten — z.B. Achtelnoten eines Werkes) zueinander im goldenen Schnitt stehen. Auch
die oben erwihnten Formschemata (ABA-Form, Rondo, Sonate) lassen sich nach diesem

Prinzip konstruieren.

Zweitens wird der goldene Schnitt bzw. seine Naherung durch die Fibonaccizahlen immer
wieder durch Intervallproportionen dargestellt. Dazu eignen sich besonders die Intervalle
reine Quint (2 : 3), grofle Sext (3 : 5) und kleine Sext (5 : 8), die in der Musik unter anderem

bei Dreikléngen eine zentrale Rolle spielen.

Der goldene Schnitt wurde auch im Musikinstrumentenbau angewandt. Der berithmte Gei-

genbauer Stradivari soll dieses Verhiltnis verwendet haben, um die ideale Position der

49vgl. Beutelspacher 1989, S.85
50ygl. Amon 2011, S. 488
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3.4. Goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen

F-Locher der Violinen zu bestimmen.

Durch den Dom von Florenz wurde im Zusammenhang mit den Fibonacci-Zahlen eine
Verbindung zwischen Musik und Architektur geschaffen. Die Proportionen des Doms wurden
nach diesen Zahlen bestimmt. Guillaume Dufay schrieb 1436 anlésslich der Kirchenweihe
ein Musikstiick, in dem er die Mafizahlen des Doms im Verhiltnis der Teile, der Anzahl der

Takte und Melodieténe in den einzelnen Stimmen horbar machte®!.

Es wird vermutet, dass viele Komponisten das goldene Verhéltnis intuitiv verwendeten.
Beutelspacher warnt davor, Komponisten voreilig zu unterstellen, diese Proportion bewusst
eingesetzt zu haben.?? In Mozarts Klaviersonate KV 333 wurde im Verhiltnis von Exposition
zu Durchfiihrung und Reprise der goldene Schnitt nachgewiesen.?® Lendvai untersuchte das
Werk von Barték sehr griindlich und fand den goldenen Schnitt in zahlreichen Stiicken dieses
Komponisten. Beutelspacher fasst beispielhaft Zahlenwerte zur Sonate fiir zwei Klaviere und
Schlagzeug von Barték zusammen: , Die gesamte Sonate ist in vier Sétze [...] eingeteilt. Sie
dauert genau 6432 Achtelnoten lang; der zweite langsame Satz [...] beginnt nach 3975 Ach-
telnoten. Dieser Einschnitt entspricht genau dem goldenen Schnitt (6432 - 0,618 ~ 3974, 9).
Auch der Anfang der Reprise im ersten Satz teilt die Satzlinge genau im goldenen Schnitt.
Wer mag da noch an Zufall glauben?“** Amon beschreibt in seinem Formenlehrelexikon
einen Zugang Bartoks zum goldenen Schnitt. Demnach ordnete der Komponist Intervalle
nach Halbténen an und wahlte diejenigen aus, deren Positionen den Fibonaccizahlen ent-
sprachen (vgl. Abbildung 3.21 — als Ausgangston wird hier ¢ gewihlt). Aus den Skalen, die
mit diesen Tonen gebildet werden, kann Tonmaterial abgeleitet werden, mit dem Bartdk

komponierte.?®

Abbildung 3.21.: Fibonacci-Zahlen bei Bartok?®

Von einigen Komponisten des 20. Jahrhunderts ist iiberliefert, dass sie sich in ihren Werken
bewusst auf die Fibonacci-Zahlen bezogen. In den Stiicken , Fibonacci-Mobile fiir Streich-
quartett, Klavier und Koordinator® (1964) von Ernst Krenek und ,,Fibonaciana“ (Konzert
fiir Flote und Orchester, 1969) von Christébal Halffter ist der Name dieser Zahlen bereits
im Titel enthalten. Christmann beschreibt in seinem Artikel auch das ,,Klavierstiick IX*
(1962) von Karlheinz Stockhausen, in dem die Fibonacci-Folge den zeitlichen Proportionen

des Werks zugrunde liegt.?”

5lygl. Amon 2011, S.489-491
52Beutelspacher 1989, S. 164f
53yvgl. Schaurhofer 2009, S.58
4 Beutelspacher 1989, S.166
5ygl. Amon 2011, S.491

56 Amon 2011, S.491
57Christmann 2011, S.21f
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

Letztlich haftet dem goldenen Schnitt und den damit zusammenhéngenden Fibonacci-Zahlen
— bewusst oder unbewusst verwendet — ein besonderer Reiz an, der nicht nur im klingenden
Namen deutlich wird. Beutelspacher schlief3t sein Buch mit den Worten: ,, Die Suche nach
dem goldenen Schnitt bzw. das Nachvollziehen des Aufscheinens des goldenen Schnitts in
der Kunst ist ein Vergniigen hoher Art. Wenn Sie sich auf die Suche nach goldenen Schnitten
machen, werden Sie nicht nur schéne Kunstwerke betrachten, sondern diese auch in neuem

Lichte, vielleicht sogar in neuem Glanze sehen.“58

3.5. Fachdidaktische Uberlegungen

3.5.1. Musikalische Bruchrechnung
Aufgaben und Unterrichtsideen

Zahlreiche sterreichische Schulbiicher beschéftigen sich mit dem Thema der ,,musikalischen
Bruchrechnung®. Aufgaben dieser Biicher, Vorschlidge aus der Literatur, sowie eigene Ideen,
die durch die Beschiftigung mit dieser Thematik entstanden, werden in diesem Abschnitt

zusammengefasst.

Als Einstieg in das Thema bietet sich ein praktisch-musikalischer Zugang an. Eid schligt
in seinem Artikel vor, am Beginn mit einer ersten Klasse ein Lied im Viervierteltakt zu
singen. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen dazu klatschen und so den Grundschlag des

Liedes herausfinden.?® Ausgehend davon formuliert Eid folgenden Arbeitsauftrag:

Aufgabe 3.1. % Wir wollen untersuchen, wie man einen 4/4-Takt gleichmdpig aufteilen
kann. Ein solcher Takt besteht aus vier Zihlzeiten (Schligen).
Uber die Dauer jeder der Zihlzeiten soll je eine Note klingen.

a) Wieviele Noten fillen den Takt aus?

b) In folgender Abbildung steht die dargestellte Strecke fiir die Dauer des gesamten Taktes.
Wieviel ,Platz“ hat jede Note innerhalb des Taktes? [...] Trage die Noten mit ihren

Notenwerten ein.

8Beutelspacher 1989, S.168
*9Eid 2000, S.21
5%¢bd.
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3.5. Fachdidaktische Uberlegungen

Aufgabe 3.2. ! Zeichne drei weitere Strecken mit einer Linge von jeweils 4 cm und ver-

anschauliche deine Antworten zu den folgenden Fragen:

a) Es sollen zwei Noten gleichmdffig auf den Takt aufgeteilt werden, so dass jede der
beiden Noten tiber zwei Schlige klingt. Wieviel ,Platz“ hat jede Note?

b) Wieviele Noten passen in den Takt, wenn jede von ihnen nur einen halben Schlag
klingt? Wieviel ,Platz“ hat jede Note?

¢) FEine Note soll iber alle vier Schlige klingen. Wieviel ,Platz“ hat die Note?
Erkennst du Beziehungen zwischen den beschriebenen Beispielen?

Auf &dhnliche Weise schligt Eid vor, die Form eines Kanons in Zusammenhang mit
Bruchrechnung zu bringen. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen ausrechnen, nach wel-
chem Bruchteil der Gesamtlinge des Kanons (z.B. 12 Takte) die erste Stimme einsetzt,

wann die zweite Stimme usw. und ihre Ergebnisse ebenfalls mit Strecken veranschaulichen.5?

Einen praktischen Zugang zum Thema zeigt auch das Schulbuch ,,Expedition Mathematik 2
auf. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen in Gruppen ein Klatschstiick komponieren und
notieren, das danach im Klassenverband aufgefithrt wird. Die Zuhtrenden kontrollieren, ob

alles korrekt komponiert wurde.%

Im selben Buch ist auch das Lied ,,Der Z#hler und der Nenner“ enthalten (Melodie: Der
Kuckuck und der Esel). Im Text streiten sich Nenner und Z#hler, wer der Wichtigere
sei. Die Strophen setzen sich mit Begriffen wie Nenner, Zéhler, Kehrwert usw. spielerisch
auseinander und miissen in die richtige Reihenfolge gebracht werden. Das Lied bietet eine
Moglichkeit zur Auflockerung des Unterrichts. Zusétzlich werden die Schiilerinnen und

Schiiler aufgefordert, selbst ein Lied zur Bruchrechnung zu schreiben.%4

Mathematisch kénnen die Grundrechnungsarten mit Hilfe von Notenbeispielen behandelt

werden. In vielen Schulbiichern sind Aufgaben wie die folgende zu finden%?:

Aufgabe 3.3. Unten siehst du einen Ausschnitt eines Liedes. Zeige, dass die Summe der
Noten- und Pausenwerte in jedem Takt % ergibt! Was ist die grifite Differenz zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Notenwerten dieses Liedes? Was ist die grifste Differenz zwischen zwei
beliebigen Notenwerten des Stiicks?%% Erkennst du das Lied?

S1Eid 2000, S.22

62ygl. Eid 2000, S.22

63vgl. Kraker u.a. 2008, 483

64ygl. Kraker u.a. 2008; 484

65vgl. Kraker u.a. 2008, 482; Wiltsche u.a. 2006, 639; Dorfmayr u.a. 2006, 1483; Humenberger (Hrsg.) 2008,
280; Humenberger (Hrsg.) 2007, 902-903, Hanisch u.a. 2009, S.101

56ygl. Kraker u.a. 2008, S.123f
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In dieser und &hnlichen Aufgaben werden Addition und Subtraktion von Bruchzahlen geiibt.
Eid schligt auch noch andere Varianten zur Festigung dieser Grundrechnungsarten vor. Die
folgenden Aufgaben wurden durch diese Ideen inspiriert. Eine Moglichkeit ist das Ergénzen

von Takten:

Aufgabe 3.4. 97 Die Takte in den Aufgaben a-d sind nicht vollstindig. Fiille sie mit Pau-
senwerten auf und formuliere in einem Satz, welche Bruchzahl du dafiir verwendet hast und

warum du diesen Wert gewdhlt hast.

g
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Als hohere Schwierigkeitstufe kann ein Notenbeispiel mit verschiedenen Tonhdhen gegeben
werden. So werden zusitzlich zum mathematischen Inhalt auch Kenntnisse im Notenlesen

gefestigt.

Aufgabe 3.5. 9 Erginze die fehlenden Notenwerte! Die Tonhéhe ist durch die Notennamen
gegeben!

I
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In einer anderen Variante soll die richtige Taktart zugeordnet werden. Mit dieser Aufga-
be kann auch der Unterschied zwischen einem Dreivierteltakt und einem Sechsachteltakt

besprochen und das Thema Gleichheit ungleichnamiger Briiche angesprochen werden.

57vgl. Eid 2000, S.22-25
68¢ebd.
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3.5. Fachdidaktische Uberlegungen

Aufgabe 3.6. % Gib die fehlende Taktart an!

o}
T = =
o = d)@

&
N
AN

In der folgenden Aufgabe miissen die Schiilerinnen und Schiiler die Taktstriche selbst setzen.

Aufgabe 3.7. 7 Zeichne die fehlenden Taktstriche ein!

Um die Subtraktion von Bruchzahlen zu iiben, kann auch folgende Aufgabe gestellt werden:

Aufgabe 3.8. Dieser Takt hat zu viele Noten! Um welchen Notenwert muss der Takt gekiirzt

werden? Schreibe ein Beispiel eines kiirzeren Taktes in die zweite Notenzeile!

o)

—
1 T P” A/

o) o [

Zur Multiplikation von Bruchzahlen schlédgt Eid vor, die Multiplikation als Vereinfachung
der Addition (z.B. 2+2+2+2 = 4-2) zu interpretieren. In seinem Artikel veroffentlichte er
ein Arbeitsblatt, das auf diesem Gedanken basiert und hier nicht naher beschrieben werden
soll.™!

Die Division von Bruchzahlen kann im Zusammenhang mit punktierten Noten angesprochen
werden. Eine solche Note wird um die Hélfte ihres Wertes verlédngert. Bei einer Viertelnote
lautet daher die Rechnung;: % 12 = %. FEine punktierte Viertelnote hat daher den Notenwert

% + % = %. Dieses Wissen wird zum Bearbeiten der ndchsten Aufgabe benotigt.
Aufgabe 3.9. ”? Durch Punktieren einer Note wird ein Notenwert um die Hilfte verlingert.
a) Welchen Notenwert haben die folgenden Tiéne?

b) Bilde die Summe der Notenwerte in den Takten 1 und 2 und gib die Taktart an!

59ebd.

"Oehd.

"IEid 2000, S.25
"2vgl. Eid 2000, S.26
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In der Online-Erginzung zum Schulbuch ,, Thema Mathematik* sind auch komplexere Auf-
gaben zu finden, die in der fiinften Klasse AHS bearbeitet werden kénnen.™ Sind Triolen,

Quartolen usw. musiktheoretisch bekannt, kann folgende Aufgabe formuliert werden:
Aufgabe 3.10.

a) Eine Achteltriole teilt den Wert einer Viertelnote in drei gleich grof$e Teile. Welchen

Wert besitzen daher die einzelnen Noten der Triole?

b) Wie viele Achteltriolen muss ein Komponist schreiben, um den Wert einer halben Note

zu erreichen?

c) Immer wieder werden in der Musik Achteltriolen und Achtelnoten gleichzeitig gespielt.
Wenn beide Rhythmuslinien mit dem ersten Schlag eines Taktes beginnen, wann er-

klingen diese wieder gleichzeitig? Skizziere dieses Phdnomen in der Notenzeile!

2

%
)

Diese Aufgabe gibt einen Einblick in Fragen, die Musikern und Musikerinnen immer wieder
begegnen und die mit mathematischen Mitteln gelost werden konnen. Selbstverstédndlich
konnen solche Aufgaben mit anderen Notenwerten (z.B. Quintolen, Sextolen usw.) fort-
gesetzt werden. Allerdings ist fraglich, ob Schiilerinnen und Schiiler davon mathematisch
besonders profitieren kénnen. Musikalisch bilden diese Fille Ausnahmen und sind nur dann

interessant, wenn sie zum Musizieren benétigt werden.

Im Zuge des Themas , musikalische Bruchrechnung“ kénnen auch Kettenbriiche im Zusam-

menhang mit musikalischen Stimmungen behandelt werden (vgl. dazu Kapitel 2).

Lésungen

Lésung 3.1.

a) Vier Noten fiillen hier einen Takt aus.

b) Jeder Note steht ein Viertel des Taktes zur Verfligung: —Z_J—J—J—J_F

"ygl. www.thema-mathematik.at
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3.5. Fachdidaktische Uberlegungen

Lésung 3.2.

a) Jeder Note steht die Hélfte des Taktes zur Verfiigung: 2 J J |

b) Jeder Note steht ein Achtel des Taktes zur Verfiigung: M
Acht Noten passen in diesen Takt.

¢) Dieser Note steht der ganze Takt zur Verfiigung:

Lésung 3.3.

Takt 1und 5: 24+ 3+ 5+ 4 =2
Takt 2,34,6,7: 1 +1+1=3.1=
Takt 8: 1 4+ 3 =2

Grofite Differenz zweier aufeinanderfolgender Notenwerte: i

FST

Grofite Differenz zweier beliebiger Notenwerte: %

Lésung 3.4.
T s B . o B s .
o S oy 4 ddvse oo T
a) © i b) ¢ :
R — O o .
oy e wooo7t :Mt‘:‘:
c) ¥ z d) ¥ 1
Lésung 3.5.
o) , ) | P pe— —
A —4— . I } ] —o———1 ] —T > ] | ]
41— ¢ i — ] ]
g < < i “ “

Lésung 3.6. a) Viervierteltakt b) Dreivierteltakt c) Dreiachteltakt d) Sechsachteltakt

Lésung 3.7.
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Lésung 3.8.
= Em—
o T,/ i i
z.B.: DR —
Losung 3.9.
1. % + % + i = 1 = Viervierteltakt
2. 1% + %6 + % + % = % = Dreivierteltakt
Lésung 3.10.
1.9_ 1
b) Lz=3<2=6

z.B.:

Die beiden Rhythmuslinien klingen auf jedem Viertelschlag wieder gleichzeitig:

t@vo

[ | [ |
i T I i
i - r r r
y - ] r J r
3 f f =

» »'
f f
3 3 3 3

Vor- und Nachteile musikalischer Bruchrechnung

Die oben genannten Unterrichtsideen lassen jedenfalls eine Vertiefung des Themas , Briiche

und Bruchzahlen“ zu. Gegen die Verwendung von musikalischer Bruchrechnung als

Einfiihrung in das Thema sprechen mehrere Punkte. Diese und weitere Vor- und Nachteile

des Einsatzes von ,,musikalischen“ Briichen im Unterricht werden im Folgenden zusammen-

gefasst:

Vorteile:

Mathematisch-abstrakte Uberlegungen werden mit einer musisch-emotionalen Kompo-

nente verbunden.™

Musikalische Zusammenhinge werden mit mathematischen Mitteln beschrieben.” Die
Schiilerinnen und Schiiler lernen FEinfliilsse der Mathematik auf die Musik kennen.
(Grofie Werke der westeuropéischen Kunstmusik konnten nur entstehen und tiberliefert

werden, weil eine geeignete Notation vorhanden war!)

Musikalische Bruchrechnung bietet eine Abwechslung zu anderen iiblichen Aufgaben
(vgl. Pizza- oder Tortenbeispiele), die in diesem Zusammenhang behandelt werden

konnen.

Kenntnisse im Notenlesen kénnen durch Mathematikaufgaben gefestigt werden.

Tygl.
ygl.
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Nachteile:

e Die Musik verwendet nur eine eingeschrinkte Anzahl ,sinnvoller” Bruchteile (z.B. Hal-
be, Viertel, Achtel, usw.).”

e Bruchteile konnen wieder als Ganze auftreten (z.B. wird ein Dreivierteltakt als Ganzes

wahrgenommen).””

e Die Lehrperson muss sowohl das mathematische Wissen als auch Kenntnisse der Mu-

siktheorie besitzen.™®

e Die Schiilerinnen und Schiiler miissen Grundlagen der Notenschrift beherrschen.

e [st die Notation im Fiinfliniensystem fiir manche Schiilerinnen und Schiiler schwierig zu

verstehen, so kann dies im Mathematikunterricht zu zusétzlichen Verwirrungen fiihren.

Lehrplanbezug

Beziige zum Thema sind auch in den AHS-Lehrplénen zu finden. Der Mathematiklehrplan
fiir die AHS-Unterstufe verlangt fiir die erste Klasse: ,Mit der Darstellung in Dezimal- und
Bruchschreibweise vertraut sein“ sowie ,,Rechnen mit Briichen, nur in einfachen Féllen,
die anschaulich deutbar sind.“™ In der zweiten Klasse sollen diese Kenntnisse weiter
ausgebaut werden: ,Rechnen mit Briichen (mit kleinen Zihlern und Nennern), damit die
Rechenregeln im Hinblick auf die Algebra sicher beherrscht werden; diese Rechenregeln fiir

das Bruchrechnen begriinden kénnen“®0.

Im Musikunterricht lernen die Schiilerinnen und Schiiler in den ersten beiden Schuljah-
ren (der AHS) oben verwendete Begriffe, wie z.B. das Metrum, kennen und erwerben
Grundkenntnisse im Notenlesen. Die beschriebenen Aufgaben kénnen so zur Festigung und
Vertiefung dieser Kenntnisse dienen. Im Lehrplan heifit es dazu: ,, Grafische und traditionelle
Notation als Hor-, Musizier- und Singhilfe; Metrum, Takt, Rhythmus“®!'. In der fiinften und
sechsten Klasse sollen diese Kenntnisse nochmals vertieft werden: ,Notenlesen im Violin-

und Bassschliissel im fiir die Musikpraxis erforderlichen Ausmaf.*8?

"6ygl. Eid 2000, S.20

"ebd.

"Sebd.

" www.bmukk.gv.at/medienpool /789 /ahs14.pdf

80¢bd.

81 www.bmukk.gv.at/medienpool /790/ahs15.pdf
82www.bmukk.gv.at /medienpool /11867 /Ip_neu_ahs_15.pdf
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

3.5.2. Symmetrie in der Musik
Lehrplanbezug

Auch zum Thema ,Symmetrie in der Musik“ finden sich Lehrplanbeziige. In der ers-
ten Klasse AHS heifit es im Lehrplanbereich ,, Arbeiten mit Figuren und Korpern® fiir
Mathematik: ,Einfache symmetrische Figuren erkennen und herstellen kénnen“®3. Der
Ahnlichkeitsbegriff wird im Mathematikunterricht in der dritten Klasse AHS unterrichtet:
, Vergrofern und Verkleinern von Figuren, dhnliche Figuren erkennen und beschreiben“®4.
Im Oberstufenlehrplan fiir Mathematik wird der Begriff Symmetrie im Zusammenhang
mit reellen Funktionen genannt.®® Geometrische Transformationen sind Thema der Ficher
Geometrisches Zeichnen und Darstellende Geometrie. Wird das Thema im Zusammenhang
mit Musik (vgl. Lehrplanbeziige zu Musikerziehung unten) im Unterricht angesprochen,
konnen Schiilerinnen und Schiiler jedenfalls im Mathematiklehrplan erwihnte Kompetenzen
erlangen und trainieren: , Darstellend-interpretierendes Arbeiten umfasst alle Aktivitéten,
die mit der Ubersetzung von Situationen, Zustinden und Prozessen aus der Alltagssprache
in die Sprache der Mathematik und zuriick zu tun haben; auch der innermathematische

Wechsel von Darstellungsformen gehért zu diesen Aktivitéiten“®.

Im Musikunterricht kénnen symmetrische Musikformen im Zusammenhang mit den fiir die
erste und zweite Klasse im Lehrplan erwéhnten Bereichen zwei- und dreiteilige Liedform und
Rondo besprochen werden.8” Motivisch-thematische Arbeit ist Stoff der fiinften und sechs-
ten Klasse: ,,Erfassen motivisch-thematischer Strukturen in kleineren musikalischen Einhei-
ten und in groBeren Zusammenhingen“®®. Wird der Begriff Symmetrie auch nicht explizit
erwihnt, so ist dieser dennoch von zentraler Bedeutung im Zusammenhang mit musikalischer
Form: ,,Horen und Erkennen einfacher musikalischer Formen mit Hilfe von Klavierausziigen,
Partituren und interaktiven Medien* bzw. ,,vokale und instrumentale Formen und Gattungen
an exemplarischen Beispielen“8?. Dieses Wissen soll in der siebten und achten Klasse weiter
vertieft werden: ,,H6ren und Erfassen komplexer motivisch-thematischer Strukturen sowie
musikalischer Formen mit Hilfe von Klavierausziigen, Partituren und interaktiven Medien“?°
Zu Musikformen ist aulerdem zu lesen: , Instrumentale und vokale Formen und Gattungen

in Verbindung mit Werkkunde in ihrer historischen Entwicklung.“®!

83www.bmukk.gv.at/medienpool /789 /ahs14.pdf

84ebd.

85vgl. www.bmukk.gv.at/medienpool /11859 /Ip_neu_ahs_07.pdf
*ebd.

87vgl. www.bmukk.gv.at/medienpool /790/ahs15.pdf

88 www.bmukk.gv.at/medienpool /11867 /Ip_neu_ahs_15.pdf
*ebd.

Pehd.

tebd.
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3.5. Fachdidaktische Uberlegungen

Aufgaben und Unterrichtsideen

Zum Thema , Transformationen in der Musik“ wurde im Rahmen dieser Diplomarbeit
eine Musikstunde geplant, durchgefithrt und ausgewertet. Diese wird in Kapitel 4 ndher

beschrieben.

Im Schulbuch ,Mach mit Mathematik 1% ist eine Aufgabe zur Spiegelung in der Musik
(= Umkehrung) zu finden, die bereits in der 1. Klasse bearbeitet werden kann. Nach einer
kurzen Erkldrung, dass Spiegelungen auch in der Musik vorkommen, ist folgende Angabe zu

lesen:

Aufgabe 3.11. 92 Komponiere eine Spiegelung an der dritten Notenlinie.

T
i
1

3.5.3. Goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen
Aufgaben und Unterrichtsideen

Das Schulbuch ,,Blickpunkt Mathematik 3“ widmet dem goldenen Schnitt zwei Seiten im
Kapitel ,,Figuren und Ahnlichkeit* (bezogen auf Seitenverhiltnisse). Sechs Aufgaben geben
einen Einblick in das Thema.?® Die erste beschiftigt sich mit dem goldenen Schnitt als Tei-
lung einer Strecke, die zweite zeigt einen Zusammenhang zwischen goldenem Schnitt und
Architektur. Die Schiilerinnen und Schiiler sollen Lénge und Breite des skizzierten Parthe-
nontempels abmessen und {iberpriifen, ob das Verhiltnis dem goldenen Schnitt entspricht.

Eine weitere Aufgabe spielt auf menschliche Proportionen an:

Aufgabe 3.12. % Bist du nach dem goldenen Schnitt ,gebaut“? Miss den Abstand n deines
Nabels vom Fufboden, wenn du aufrecht stehst, sowie deine Kdrpergrifie h! Daraus kannst
du die Héhe s vom Scheitel bis zum Nabel berechnen (s = h —n).

Berechne die Quotienten h :n und n : s! Vergleiche mit dem goldenen Schnitt!

Weitere Aufgaben sprechen ein ,goldenes Rechteck®, das mit einer Hand gebildet werden
kann, eine ,goldene Spirale“ der Nautilusmuschel und den goldenen Schnitt im regelméfigen

Fiinfeck an. Die letzte Aufgabe auf dieser Seite erwihnt sogar die Fibonacci-Zahlen:

92Floderer u.a. 2012, 956
93vgl. Keller-Ressel u.a. 2005, S.76-77
94Keller-Ressel u.a. 2005, 276
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3. Mathematische Strukturen in Musikwerken

Aufgabe 3.13. 991,1,2,3,5,8,183,21,34,55,89...
Diese Zahlen spielen in der Natur eine wichtige Rolle. Sie wurden nach dem italienischen

Mathematiker Fibonacci benannt, der sie ,entdeckt® hat.
a) Wie lauten die nichsten finf Zahlen?

b) Berechne fiir je zwei aufeinander folgende dieser Zahlen das Verhdltnis der grifSeren
zur kleineren Zahl! Je hoher die Zahlen werden, umso mehr ndhert sich dieses

Verhiltnis dem goldenen Schnitt.

Die Fibonnacci-Zahlen werden in Oberstufenbiichern fiir die sechste Klasse im Zusam-
menhang mit Folgen und Reihen erwéhnt, z.B. mit der bekannten Kaninchenaufgabe von

Fibonacci.?®

Diese Aufgaben erwihnen zwar keinen Zusammenhang mit der Musik, jedoch kann aus-
gehend davon auch auf Vernetzungen hingewiesen werden. Die folgenden Aufgaben stellen

einen Zusammenhang zur Musik her:

Aufgabe 3.14. Betrachte Intervallproportionen in reiner Stimmung (grofie Sekund: %, klei-
ne Terz: g, grofie Terz: g, Quart: %, Quint: %, kleine Sext: %, grofle Sext: g, kleine Sep-
time: %, grofie Septime: 1—85) Bei welchen Intervallen kannst du einen Zusammenhang zu
Fibonacci-Zahlen erkennen? Welche Intervallproportionen konnen als Anniherung an den

goldenen Schnitt interpretiert werden?

Aufgabe 3.15. Der goldene Schnitt kann in Musikwerken im Verhdltnis der einzelnen Tei-
le zueinander, der Anzahl der Takte, Tdéne usw. enthalten sein. Die Suche mach solchen
Proportionen ging sogar so weit, dass Forscher die Achtelnoten eines Stiickes zdhlten! Die
(viersitzige) Sonate fiir zwei Klavier und Schlagzeug von Bartdk ist 6432 Achtelnoten lang.
Der zweite Satz beginnt nach 3975 Achtelnoten. Erklire, wie hier der goldeme Schnitt ver-
steckt ist!

Lésungen

Lésung 3.12. Z.B.: n = 96¢cm, h = 162cm, s = 66cm. In diesem Fall ist h : n = 1,6875 und

n : s = 1,45. Die Proportionen entsprechen hier nicht dem goldenen Schnitt.

Losung 3.13.
a) 144, 233, 377, 610, 987
b) vgl. Seite 76

Losung 3.14. In beiden Fillen: Quint (2 = 1,5), kleine Sext (2 = 1,6), groBe Sext (

95Keller-Ressel u.a. 2005, 280
9ygl. Malle u.a. 2010 (6. Klasse) 2010, S.129f; Gotz u.a. 2010 (6. Klasse), 525
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3.5. Fachdidaktische Uberlegungen

Losung 3.15. Das Verhéltnis der Anzahl der Achtelnoten im gesamten Stiick zur Anzahl der

Achtelnoten in den Séatzen zwei bis vier entspricht dem goldenen Schnitt: % ~ 1,618.

Lehrplanbezug

Der goldene Schnitt wird im Mathematiklehrplan fiir die AHS-Unterstufe nicht explizit

erwihnt. In der Oberstufe ist das Thema ,, Folgen und Reihen® im Lehrplan verankert?7:
e Rekursives und explizites Darstellen von Folgen

e Untersuchen von Folgen auf Monotonie, Beschranktheit und Konvergenz, intuitives

Erfassen und Definieren des Begriffes Grenzwert |...]

e Verwenden von Folgen zur Beschreibung diskreter Prozesse in anwendungsorientierten

Bereichen (insbesondere Geldwesen)

Im Musikunterricht kénnen goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen wie das Thema Symme-

trie an Musikformen behandelt werden.?®

Da goldener Schnitt und Fibonacci-Zahlen — wie oben erwiahnt — auch in Natur und Kunst
zu finden sind, eignen sich diese Themen gut zu ficheriibergreifendem Unterricht mit den

Féchern Bildnerische Erziehung und Biologie.

9www.bmukk.gv.at /medienpool/11859/1p_neu_ahs_07.pdf
98vgl. dazu Abschnitt 3.5.2
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4. Umsetzung in der Schule anhand eines
ausgewahlten Unterrichtsbeispiels

4.1. Rahmenbedingungen und Zielsetzung

Wie die vorderen Teile dieser Arbeit zeigen, gibt es viele Moglichkeiten, das Thema
»Musik und Mathematik®“ im Unterricht umzusetzen. Dies wird nun im Folgenden an einer
Unterrichtsreihe konkretisiert, die im Rahmen dieser Diplomarbeit geplant, durchgefiihrt

und ausgewertet wurde.

Thema der Unterrichtsreihe: Musik und Mathematik

Ziel der Unterrichtsreihe: Die Schiilerinnen und Schiiler sollen Verbindungen zwischen
Musik und Mathematik sowohl im Kleinen (Schwingungen) als auch in grofieren Zusam-

menhéngen (Musikwerke) erkennen.

Um dieses Ziel zu erreichen, sollen im Mathematikunterricht Schwingungen und ihr
Zusammenhang mit der Sinusfunktion thematisiert werden, die Musikstunde handelt von
mathematischen Strukturen, die in Musikwerken zu finden sind. Die Ziele der einzelnen

Unterrichtsstunden werden in Abschnitt 4.2 (Stundenplanungen) néher beschrieben.

Voraussetzungen:

Mathematik: Definition der Sinusfunktion im Einheitskreis, Graph der Sinusfunktion in R,
Begriff der Periodizitit, Bogenmafl, Grundkenntnisse in Geogebra (Funktionen zeichnen),
Symmetriebegriff aus der Unterstufe

Musikerziehung: Einen Melodieverlauf in der Notenschrift erkennen koénnen (genaues

Notenlesen ist nicht erforderlich)

Dauer und Umfang: Die Unterrichtsreihe erstreckt sich iiber insgesamt vier Unterrichts-
stunden (je 50 min), davon drei Mathematikstunden und eine Musikstunde.

L innerhalb einer Woche

Schule: Die vier Unterrichtsstunden fanden in der AHS Friesgasse
(15.-19. April 2013) statt. Die Schiilerinnen und Schiiler dieser Wiener Privatschule kénnen

ab der dritten Klasse zwischen den Schulzweigen Gymnasium und Realgymnasium wéhlen.

Lwww.schulefriesgasse.ac.at /ahs/ahs_frame.html

91



4. Umsetzung in der Schule anhand eines ausgewéhlten Unterrichtsbeispiels

Klasse: Die Unterrichtsreihe wurde in der 6B (Realgymnasium) durchgefiihrt. Diese Klasse

besuchen 27 Schiilerinnen und Schiiler, davon 14 Schiilerinnen und 13 Schiiler.

Riumlichkeiten und Ausstattung: Die Unterrichtstunden fanden im Klassenraum der
6B (erste Mathematikstunde), im EDV-Saal (zweite und dritte Mathematikstunde) und im
Musiksaal (Musikstunde) statt. Alle Rdume sind mit Computer, Beamer und Lautsprechern

ausgestattet. Die Programme Geogebra und Audacity sind auf allen Computern installiert.
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4.2. Stundenplanungen

4.2. Stundenplanungen

Erste Unterrichtsstunde (Musikerziehung): Mathematische Strukturen in Musik-

werken

Ziele: Die Schiilerinnen und Schiiler sollen. . .

. erkennen, dass mathematische Strukturen in Musikwerken zu finden sind,

. Moglichkeiten zur Arbeit mit Motiven kennenlernen und Verbindungen zu geometri-

schen Transformationen ziehen kénnen,

. Symmetrie als wesentliches Gestaltungsmerkmal in der Musik erkennen.

Zeit Inhalt Anmerkungen
ca. 5 min | Vorstellung und Uberblick iiber die kommenden L-Vortrag
vier Unterrichtsstunden
(3 Mathematikstunden, 1 Musikstunde)
ca. 20 min | Finstieg: Singen des Liedes ,I got rhythm“ (George | Singen
Gershwin) Liederbiicher
(Rocké&Pop)
Noten des Liedes auf Overheadfolie: L-S-Gespréch
Motiv, Wiederholung, Sequenz und Krebs ein- Overheadfolie, Over-
zeichnen headprojektor, Stifte
PowerPoint-Prdsentation: Motiv, Wiederholung, L-Vortrag
Sequenz, Krebs, Umkehrung und Krebsumkehrung PowerPoint-
inklusive (einfacher) Noten- und Hoérbeispiele (am Présentation, Com-
Klavier vorspielen) puter und Beamer
ca. 20 min | Partnerarbeit: S&S lesen Artikel zum Thema Sym- | Partnerarbeit
metrie und ordnen geometrische Transformationen Arbeitsblitter
den musikalischen zu:
Wiederholung: horizontale Translation
Sequenz: horizontale und vertikale Translation
Umkehrung: Spiegelung an einer horizontalen Achse
Krebs: Spiegelung an einer vertikalen Achse
Krebsumkehrung: Drehung um 180°
»Auflosung® im Plenum, besprechen: Wo gibt es L-S-Gesprich
noch Symmetrien in der Musik? Overheadfolie
ca. 5 min Horbeispiele: Krebskanon von Bach, Menuett aus L-Vortrag
47. Sinfonie von Haydn, 1. Satz von Beethovens Horbeispiele, Over-
5. Sinfonie headfolien
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Zweite Unterrichtsstunde (Mathematik): Schwingungen als Grundlage von Musik

Ziele: Die Schiilerinnen und Schiiler sollen. ..

. Schwingungen als akustische Grundlage von Musik verstehen und mathematisch be-

schreiben konnen.

. erkennen, wie sich die Anderung der Parameter a,b € Rt auf den Graphen der Sinus-

funktion f(x) = a - sin(bx) bzw. auf einen Ton auswirkt und so einen Zusammenhang

zu musikalischen Parametern (Tonhohe, Lautstérke,. .. ) herstellen kénnen.

4a-c) Parametervariation,

6a) Graph gegeben, Funktionsgleichung aufstellen

Zeit Inhalt Anmerkungen

ca. 5 min | Einstieg: Video: Musikstiick (als Uberlagerung von | L-S-Gespriich
Sinusschwingungen) und reine Sinusschwingungen Video, Laptop,
am Oszillographen, Beamer
Schall als periodische Luftdruckschwankung

ca. 10 min | Die Begriffe Amplitude, Schwingungsdauer, Fre- L-Vortrag
quenz, Kreisfrequenz und Elongation am Graphen Tafel
einer Sinusfunktion auf R erklidren (an einem Bsp.)

ca. 10 min | Beispiele (vgl. Arbeitsblatt): Bsp.1 und 2 alleine Finzelarbeit,
rechnen und vergleichen L-S-Gesprich

Arbeitsbitter, Tafel

ca. 15 min | Wie dndert sich der Graph, wenn man an der L-S-Gesprich
Funktiony = a - sin(bx) die Parameter a und Arbeitsblitter,
b verdndert? Wie wirken sich diese Anderungen Audacity— und
horbar aus? Geogebra—
Horbare Ergebnisse: Erarbeitung mit Hilfe des Pro- | Materialien
gramms Audacity (Beamer)
Graph: Erarbeitung mit Hilfe eines dynamischen
Geogebra-Arbeitsblatts (Beamer) (zuerst beide
Zuginge fiir a und dann fiir b)
Festhalten der Ergebnisse am Arbeitsblatt der S&S

ca. 10 min | Beispiele (vgl. Arbeitsblatt): L-S-Gesprich,

Einzelarbeit,
Arbeitsblitter, Tafel
HU: 3, 4d, 6b
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Dritte und vierte Unterrichtsstunde (Mathematik): Schwingungen als Grundlage von
Musik (Fortsetzung)

Ziele: Die Schiilerinnen und Schiiler sollen. . .
. am Vortag gelernte Unterrichtsinhalte wiederholen und vertiefen,

. einfache Uberlagerungseffekte aus der musikalischen Akustik und deren grafische Dar-

stellung kennenlernen,

. Einblick in Anwendungen in Rundfunk und Komposition bekommen.

Zeit Inhalt Anmerkungen
ca. 10 min | Vergleichen der HU L-S-Gespréch
Tafel
ca. 20 min | Wie dandert sich der Graph, wenn man an der Partnerarbeit, L-S-
Funktion y = a - sin(bx + ¢) den Parameter ¢ Gespréch
verdndert? Geogebra, Audacity
Selbsténdige Erarbeitung mit Geogebra (Beamer)

(auch: selbstindiges Ausprobieren der Variation
von a und b)

Vergleich mit Audacity

ca. b min | Erkldrung des Stationenbetriebs L-Vortrag
ca. 50 min | Stationenbetrieb: Uberlagerung von Schwingungen Einzel- oder
4 Stationen: Partnerarbeit

Materialien fiir den
e Ton, Klang, Gerausch, Knall ) )
Stationenbetrieb,

o Konstruktive und Destruktive Interferenz Kopfhérer, Geoge-

bra, Audacity
e Schwebung

e Amplituden-und Frequenzmodulation (Bonus)

ca. 15 min | Auswertung und Nachbesprechung des Stationenbe- | L-S-Gesprich
triebs, Absammeln der Arbeitsblitter, Horbeispiel Horbeispiel, Laut-
von Stockhausen als Anwendung in elektronischer sprecher

Musik
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4.3. Musikstunde

4.3.1. Durchfiihrung

Die Musikstunde begann wie geplant mit dem Singen des Liedes ,I got rhythm“. Obwohl
ich dies nicht erwartet hatte, kannten die Schiilerinnen und Schiiler dieses Stiick nicht.
Trotzdem lernten sie das Lied schnell und konnten es bald gut genug, um musikalische
Transformationen innerhalb des Stiickes zu besprechen. Dazu bat ich die Schiilerinnen und
Schiiler, Wiederholungen des Anfangsmotivs zu suchen, fragte, wo das Motiv ,,von hinten
nach vorne“ gespielt werde und lief} sie das sequenzierte Motiv im Mittelteil suchen. (Der
Begriff der Sequenz war bekannt.) Ich bekam rasch richtige Antworten und markierte die
Transformationen auf einer Overheadfolie (vgl. Abbildung A.5, Seite 125). Anschlieend
fasste ich diese und zwei weitere Transformationen in einer PowerPoint-Présentation (vgl.
Abbildung A.8, Seite 128) zusammen und spielte die Notenbeispiele am Klavier vor. Die

Schiilerinnen und Schiiler stellten dazu keine Fragen und nickten, dass sie verstanden hétten.

Da sie nun die Grundlagen der in dieser Stunde behandelten musikalischen Transformatio-
nen kennengelernt hatten, bekamen sie paarweise einen Artikel zum Thema ,,Symmetrie®
von , Focus Schule online®, in dem geometrische Transformationen iibersichtlich dargestellt
werden. (Dieses Thema wurde in der Klasse laut Schiilerinnen und Schiilern zuvor noch
nicht besprochen.) Sie sollten diesen in Zweiergruppen lesen und das Arbeitsblatt zum
Thema ,,Musikalische und geometrische Transformationen“ bearbeiten. Hier fiel mir auf,
dass manche Teams zuerst dieses Blatt ausfiillten und erst danach den Artikel lasen. Eine
Schiilerfrage in diesem Zusammenhang lautete: ,Was sollen wir mit dem Artikel? Nur
lesen?“. Dieses Verhalten konnte ich in den vier Stunden immer wieder beobachten. Sobald
die Schiilerinnen und Schiiler etwas ausfiillen sollten, machten sie es sofort. Aus Gesprichen
mit ihnen erkannte ich, dass sie nicht immer alle Texte genau lasen.

Eine haufig gestellte Frage wihrend der Partnerarbeit war, was die Begriffe , horizontal®
und ,,vertikal“ bedeuteten. Sie kannten diese zwar, konnten sie aber nicht richtig zuordnen.
Ich konnte beobachten, dass manche Teams sehr schnell fertig waren, wéhrend andere sehr

lange iiberlegten und diskutierten.

Anschlieflend lief} ich zuerst die geometrischen Transformationen, die im Artikel dargestellt
wurden, von Schiilerinnen und Schiilern erklédren und ich skizzierte diese an der Tafel.
Danach zeichnete ein Schiiler auf einer Overheadfolie, auf der das Arbeitsblatt abgebildet
war, die Verbindungslinien zwischen den musikalischen und geometrischen Transformationen

ein. Die Schiilerinnen und Schiiler stellten zu diesem Zeitpunkt keine weiteren Fragen mehr.

Ich sprach in dieser Besprechung kurz weitere Symmetrien in der Musik (z.B. in der

Form von Musikwerken) an, entschied mich aber dafiir, die restliche Zeit zu nutzen, um
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Hoérbeispiele vorzustellen. Zuerst spielte ich eine Aufnahme eines Krebskanons von Johann
Sebastian Bach aus ,Musikalisches Opfer“ vor, die Schiilerinnen und Schiiler konnten
die Noten auf Overheadfolie (vgl. Abbildung A.6, Seite 126) sehen. Ich erkldrte dazu die
Struktur des Stiicks, allerdings bekam ich die Riickmeldung, dass sie nicht héren konnten,
dass die Stimme einmal von , vorne nach hinten“ und gleichzeitig von ,,hinten nach vorne*
gespielt wurde. Das néchste Beispiel wurde viel besser aufgenommen. Das Menuett aus
der 47. Sinfonie von Joseph Haydn (vgl. Abbildung A.7, Seite 127) gliedert sich in zwei
zehntaktige Teile (die jeweils wiederholt werden). Die ersten zehn Takte werden im zweiten
Teil an einer vertikalen Achse gespiegelt, es erklingt sozusagen der gesamte erste Abschnitt
»von hinten nach vorne“. Die Schiilerinnen und Schiiler erklérten mir, dass dies viel leichter
fiir sie zu horen sei. Das klingt einleuchtend, da die gespiegelte Stelle hier nach dem ersten
Abschnitt erklingt, wihrend im Krebskanon von Bach die Spiegelung gleichzeitig mit der
urspriinglichen Stimme zu horen ist.

Abschlieflend spielte ich der Klasse einen Ausschnitt aus dem ersten Satz von Beethovens

fiinfter Sinfonie als Beispiel fiir motivisch-thematische Arbeit vor.

Als Abrundung sangen wir am Ende der Stunde nochmals das Lied ,,I got rhythm* mit dem

Auftrag, besonders an die nun kennengelernten Transformationen zu denken.

4.3.2. Reflexion und Analyse

Insgesamt hatte ich den KEindruck, dass die Schiilerinnen und Schiiler die vorgestellten
musikalischen und mathematischen Transformationen verstanden und Zusammenhénge er-
kannten. Ich denke, dass die Klasse durch die Nachbesprechung des Artikels und die Skizzen
an der Tafel einen Uberblick iiber die Transformationen bekam, allerdings glaube ich nicht,
dass alle den Artikel griindlich lasen. Es zeigte sich, dass dieser nicht unbedingt notwendig
ist, um das Arbeitsblatt ausfiillen zu koénnen, da dieses sehr anschaulich gestaltet ist.
Trotzdem finde ich es wichtig, vor dem Ausfiillen des Blatts geometrische Transformationen
anzusprechen und zu skizzieren. Wenn ich diese Stunde in einer anderen Klasse nochmals
durchfiihre, werde ich daher den Artikel zuerst austeilen und einige Fragen dazu stellen, die
die Schiilerinnen und Schiiler anschlieflend (miindlich oder schriftlich) beantworten miissen.

Es ist ratsam, erst danach die Arbeitsbliatter auszuteilen.

Die Horspiele wiirde ich auch in einer anderen Klasse wieder vorspielen, allerdings ist
wegen der oben angesprochenen Schwierigkeiten eine Anderung der Reihenfolge sinnvoll.

Ich wiirde daher zuerst die Sinfonie von Haydn und danach den Krebskanon von Bach zeigen.
Im Feedbackbogen, den die Schiilerinnen und Schiiler am Ende der vier Unterrichtsstunden

ausfiillten (vgl. Abschnitt 4.6), gaben 24 Personen an, dass das Unterrichtstempo genau

richtig gewesen wiére. Drei gaben an, dass es zu schnell war. Zu Dauer und Umfang der Mu-
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sikstunde meinten 24 Schiilerinnen und Schiiler, dass es gerade richtig war, fiir eine Person
war es zu kurz, fiir zwei zu lang. 20 Personen teilten mir mit, dass der Schwierigkeitsgrad
gerade richtig gewéhlt war, fiir eine Person war es zu schwierig, fiinf gaben an, dass die

Inhalte sehr leicht waren.

Ich lernte die Klasse in dieser Stunde kennen. Dieses Ergebnis bestéitigt mein Gefiihl, dass
die Inhalte das Niveau der Schiilerinnen und Schiiler gut trafen und fiir sie eher leichter als
zu schwierig waren. Unter den Anregungen zu den frei gestellten Fragen am Feedbackbogen
bezog sich nur eine Antwort auf die Musikstunde: ,,Musik: bissi anspruchsvoller®. Ich kann
mir vorstellen, diese Stunde als Grundlage zu nehmen, um im Musikunterricht danach
noch intensiver zum Thema ,, motivisch—thematische Arbeit* weiterzuarbeiten. Eine andere
Moglichkeit ist, mit den Erkenntnissen iiber die Arbeit mit Motiven oder mit Sinusschwin-
gungen (vgl. Mathematikstunden) eigene Stiicke zu komponieren. Eine Person gab dazu
im Feedback einen Impuls: ,,Wenn man selbst Musik durch mathematische Erkenntnisse
erzeugen kann“. Dies bedarf allerdings einer griindlichen Vorbereitung der Schiilerinnen und
Schiiler und benétigt viel Zeit im Unterricht. Der Schwierigkeitsgrad héngt natiirlich auch
sehr stark vom Vorwissen der Schiilerinnen und Schiiler ab und ist von Klasse zu Klasse

verschieden.

Mein Eindruck, dass die Klasse die Inhalte der Musikstunde verstanden hat, wurde durch
die Selbsteinschétzung der Schiilerinnen und Schiiler im Feedbackbogen bestéitigt. Neun
Personen kreuzten an, dass dies ganz zutreffe, die restlichen 17 Schiilerinnen und Schiiler

gaben an, dass dies ,eher* zutreffe (vgl. Abschnitt 4.6).

4.4. Mathematikstunden: Begriffsklarung und Parametervariation

der Sinusfunktion

4.4.1. Durchfiihrung

Die erste Mathematikstunde fand zwei Tage nach der Musikstunde im Klassenraum der
6B statt. Als Einstieg spielte ich wie geplant ein kurzes Video vor (vgl. Abschnitt A.4), in
dem Schwingungen am Oszillographen sichtbar wurden. Anschlieffend erarbeiteten wir im
L-S-Gesprich Unterschiede zwischen den Schwingungen, die beim Abspielen eines Stiicks
von Rihanna gezeigt werden und reinen Sinusschwingungen. Die Klasse erkannte sofort,

dass Letztere die Form des Graphen der Sinusfunktion haben.

Um grundlegende Begriffe zu erkléren, zeichnete ich den Graphen der Funktion s(¢) = sin(t)
im Intervall [0;27] an die Tafel und schrieb Bezeichnungen und Werte fiir dieses spe-
zielle Beispiel iibersichtlich in einer Tabelle an (vgl. Abbildung A.10, , Seite 129). Die

Schiilerinnen und Schiiler notierten dies in ihr Schuliibungsheft. Nullstellen und Wertebe-
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reich der Sinusfunktion, sowie der Begriff der Periodizitdt wurden von der Klasse sofort
richtig genannt bzw. erklért. Die Ausdriicke Amplitude und Frequenz waren bereits aus
dem Physikunterricht bekannt. Nun lernten die Schiilerinnen und Schiiler diese in einem

mathematischen Zusammenhang kennen.

Nach der Erkldarung bekam die Klasse das Arbeitsblatt ,,Schwingungen in Musik und
Mathematik® und das zugehorige Aufgabenblatt (vgl. Seite 117f) und loste die Aufgaben
1 und 2 selbstéindig. Nach jedem Beispiel verglichen wir die Ergebnisse gemeinsam an der
Tafel. Im zweiten Beispiel war das Intervall, das ich angegeben hatte, um den Bereich
zu zeigen, in dem der Graph gezeichnet werden soll, fiir einige Schiilerinnen und Schiiler
verwirrend. Sie verwechselten den Wert 0,005 mit dem Wert der Periode (vgl. Seite 118).

Nach dem Losen dieser zwei Aufgaben gingen wir einen Schritt weiter und betrachteten die
Sinusfunktion s(t) = a - sin(bt). Nachdem ein Schiiler den Text oberhalb der ersten Tabelle
am Arbeitsblatt vorgelesen hatte und somit die Aufgabenstellung klar war, zeigte ich mit
dem Beamer in Geogebra die Verédnderungen des Graphen dieser Sinusfunktion mit Hilfe
der Schieberegler fiir die Parameterwerte a und b. Die Schiilerinnen und Schiiler erklarten,
was passierte. Es fiel mir auf, dass einigen die richtigen Worte fehlten, um das Verhalten des
Graphen zu beschreiben. Ich fragte so lange nach, bis die Begriffe ,,stauchen“ und ,,strecken*
fielen und diktierte dann eine Formulierung, die die Schiilerinnen und Schiiler in der Tabelle
notierten. Parallel dazu spielte ich das Audacity-Dokument ,Parametervariation® (vgl.
Abbildung A.13) vor. Der Unterschied in der Tonhohe wurde schneller erkannt als in der
Lautstéirke. Auflerdem meinte der Schiiler, der den TonhShenunterschied zuerst wahrnahm,
dass der hohere Ton auch leiser sei. Dies stimmt insofern, als unser Gehirn verschiedene

Tonhohen unterschiedlich laut wahrnimmt.

Nachdem diese Tabelle fertig ausgefiillt war, bearbeitete die Klasse die Aufgaben 4a und
4b alleine und jeweils ein Schiiler bzw. eine Schiilerin présentierte das Ergebnis an der Ta-

fel. Da dann die Stunde aus war, gab ich ihnen die Aufgaben 3, 4c und 6a als Hausiibung auf.

Diese wurde am Beginn der zweiten Mathematikstunde verglichen. Ich hatte mich bewusst
entschieden, die Hausiibung nicht abzusammeln und stattdessen die Aufgaben nochmals
gemeinsam in der Klasse anzusprechen. Die Stunde fand am néchsten Tag im EDV-Saal
statt. Es gab keine speziellen Fragen zur Hausiibung. Schiilerinnen und Schiiler diktierten
mir (teilweise freiwillig und teilweise nachdem sie aufgerufen worden waren) ihre Ergebnisse
bzw. zeichneten die Graphen an die Tafel. Danach las ein Schiiler den Liickentext am Arbeits-
blatt ,,Schwingungen in Musik und Mathematik“, wir wiederholten, wie die Parameterwerte
mit Lautstéirke und Hohe eines Tones zusammenhéngen und sie trugen die fehlenden Worte

ein. Anschlielend erarbeitete die Klasse in Zweierteams die zweite Tabelle zum Parameter-
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wert ¢ am Blatt. (Es safen immer zwei Personen an einem Computer. Der EDV-Saal ist
mit 16 Computern ausgestattet.) Wir verglichen gemeinsam die Ergebnisse und stellten mit
Hilfe von Audacity fest, dass Phasenverschiebung eines Sinustones keinen hérbaren Unter-
schied macht (vgl. Abbildung A.14). Diese Punkte nahmen in etwa die Hilfte der Stunde
in Anspruch. Danach begann der Stationenbetrieb, der in Abschnitt 4.5 ndher beschrieben

wird.

4.4.2. Reflexion und Analyse

Da ich den Eindruck hatte, dass das Video bei der Klasse sehr gut ankam, wiirde ich es
wieder als Einstieg in das Thema einsetzen. Es stellte rasch eine Verbindung zwischen akus-
tischen Reizen (Lied von Rihanna und Sinusténe unterschiedlicher Frequenz) und optischer
Darstellung her. Aulerdem wurde so schnell klar, warum in diesem Zusammenhang die

Sinusfunktion behandelt wurde.

Die Erkldrung der grundlegenden Begriffe wiirde ich ebenfalls genauso wiederholen. Es gab
dazu wenige Fragen und die Schiilerinnen und Schiiler konnten danach die Aufgaben 1 und
2 losen. Da das angegebene Intervall in der zweiten Aufgabe am Arbeitsblatt verwirrend
war, wiirde ich es in Zukunft weglassen. Das Intervall sollte eigentlich den Bereich angeben,
in dem der Graph gezeichnet werden soll und so als Unterstiitzung dienen, was aber in

dieser Klasse nicht der Fall war (ebenso in Aufgabe 3).

Ich kann sowohl in der gemeinsamen Erarbeitung der Tabelle fiir die Parameterwerte a und
b in der ersten Mathematikstunde als auch im selbstédndigen Experimentieren mit Geogebra
zum Ausfiillen der zweiten Tabelle in der zweiten Mathematikstunde Vor- und Nachteile
erkennen. Da das Verdndern der Schieberegler keine sehr anspruchsvolle Aufgabe ist, storte
es meiner Ansicht nach nicht, dass ich dies in der ersten Stunde am Beamer vorfiihrte. Dies
sparte Zeit, vor allem aber wire es die einzige Aufgabe in dieser Stunde gewesen, fiir welche
die Schiilerinnen und Schiiler einen Computer gebraucht hétten. Es bot sich daher an, diese
Einfithrungsstunde im Klassenraum zu verbringen.

Anderseits bekommen die Schiilerinnen und Schiiler einen unmittelbareren Zugang, wenn
sie selbst mit Geogebra experimentieren. Dies konnten sie in der zweiten Mathematikstunde
tun. Wenn diese Unterrichtsreihe nochmals durchgefiihrt wird, gibt es auch die Méglichkeit,
fir die Parametervariation eine ganze Stunde im EDV-Saal vorzusehen.

Wenn ich die Variation am Beamer zeige, konnte ich mir vorstellen, dass die Schiilerinnen
und Schiiler zuerst paarweise eine Formulierung finden und notieren und diese danach im
Plenum verglichen wird. So machen sich wahrscheinlich mehr Personen Gedanken dazu.
Es ist wichtig, dass die eingetragenen Formulierungen nicht falsch sind, allerdings gibt es
mehrere Moglichkeiten und die Schiilerinnen und Schiiler haben wahrscheinlich ein besseres

Versténdnis durch ihre individuellen Fassungen.
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4.5. Mathematikstunden: Stationenbetrieb

4.5.1. Durchfiihrung

Zur Erklirung des Stationenbetriebs teilte ich den Arbeitsplan (vgl. Abbildung A.1) aus,
erlduterte, dass das Thema der verbleibenden eineinhalb Unterrichtsstunden ,, Uberlagerung
von Schwingungen“ sei (die Klasse war damit ganz am Anfang im Video schon einmal
konfrontiert worden) und besprach die vier Stationen. Wichtige Punkte, die ich erwéhnte,
waren der Unterschied zwischen den Pflichtstationen (die sie in beliebiger Reihenfolge
bearbeiten konnten) und dem Bonus, die Verwendung des Infoblatts und der Einsatz von
Audacity. Sie bekamen Mappen fiir alle Arbeitsblatter und Ausdrucke, die sie am Ende des

Stationenbetriebs abgeben sollten.

Anschlieflend arbeiteten die Schiilerinnen und Schiiler selbsténdig. Ich konnte beobachten,
dass sich die meisten gleich alle Zettel auf einmal nahmen, diese waren in kurzer Zeit
weg. Die Teams begannen mit unterschiedlichen Stationen. Ich sah, dass viele das Blatt
»Ton, Klang, Gerdusch, Knall“ eifrig ausfiillten. Ein paar Schiiler schrieben statt eigenen
Stichworten nur die Losungen der ersten Aufgabe am Zettel oben in die Késtchen (d.h. sie

ordneten nur die Buchstaben a-d zu).

Nicht alle erkannten, dass sie bei den Aufgaben zur konstruktiven und destruktiven
Interferenz und auch bei der Geogebra-Aufgabe zur Schwebung die Summe der Funktionen
bilden mussten, deshalb erklarte ich es ihnen. Immer wieder wurde gefragt, wie die Zahl 7 in
Geogebra eingegeben werden kénne. Ab und zu gab es Probleme bei der Funktionseingabe,
z.B. weil eine Variable zu viel oder zu wenig eingegeben wurde. Prinzipiell konnte ich
aber beobachten, dass die Schiilerinnen und Schiiler wussten, wie Funktionsgraphen mit
Geogebra gezeichnet werden. Einige ereiferten sich darin, die verschiedenen Graphen bunt
einzufirben, obwohl der Drucker diese Farben nicht wiedergeben konnte. Zum Drucken gab
es einige technische Fragen, z.B. weil das Verhéltnis nicht richtig eingestellt war oder nur

die Algebra-Ansicht gezeigt wurde. Diese konnten aber schnell gelost werden.

Beim Arbeitsblatt ,,Schwebung® iibersahen einige die Fufinote zur Skalierung der Achsen

und fragten nach.

Ich konnte beobachten, dass sich nicht alle das Audacity-Dokument zum Thema Schwebung
anhorten bzw. mit der Gitarre experimentierten. Letzteres war auflerdem durch den
Arbeitslirm (es war nicht sehr laut, aber die Schiilerinnen und Schiiler besprachen die
Stationen miteinander) schwer horbar. Diese Beobachtung bestéitigt meine obige Vermutung,
dass sich die Klasse vor allem auf das Ausfiillen von Aufgabenstellungen und nicht auf

zusatzliche Informationen konzentrierte.
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Am Ende der zweiten Mathematikstunde gaben fast alle Schiilerinnen und Schiiler an, eine
Station fertig bearbeitet zu haben. Ein Schiiler behauptete sogar, zwei Stationen beendet

zu haben.

In der dritten Mathematikstunde am néchsten Tag hatten die Schiilerinnen und Schiiler ca.
30 Minuten Zeit, den Stationenbetrieb zu beenden. Einige machten auch die Bonusstation,
andere wurden nur ganz knapp fertig. Anschliefend besprachen wir die Pflichtstationen
im Plenum. So fragte ich z.B.: ,Wenn ich eine Saite der Gitarre anschlage, hore ich dann
einen Ton, Klang, Knall oder ein Gerdusch?* bzw. “Was ist charakteristisch an einem
Gerdusch?“ usw. Zum Thema ,Konstruktive und destruktive Interferenz“ spielte ich
Audacity-Dokumente vor und stellte so einen Zusammenhang zur Akustik her. Auflerdem
besprachen wir den Begriff der Schwebung und ich erzéhlte vom Nutzen dieses Phdnomens

zum Stimmen von Musikinstrumenten.

Als Abschluss der Unterrichtsreihe spielte ich einen Teil des Stiicks ,,Studie I von Karlheinz
Stockhausen vor, der zur Komposition Sinustone verwendete. Es blieb genug Zeit, um die
Feedbackbogen auszufiillen und die Schiilerinnen und Schiiler gaben mir diese (anonym) und

auch die Mappen ab (zur Kontrolle, sie bekamen diese in der folgenden Woche zuriick).

4.5.2. Reflexion und Analyse

Der Stationenbetrieb kam bei dieser Klasse sehr gut an. Einerseits hatte ich den Eindruck,
dass sie gerne selbstédndig arbeiteten, andererseits zeigen dies auch Riickmeldungen auf dem
Feedbackbogen. So schrieb eine Person: ,Das mit den Stationen war gut!“ oder allgemein
zu den Stunden im Computerraum: ,EDV Geogebra genau so“, , Arbeitsblitter war gut &
nett“, , Gruppenarbeit war gut®, bzw. ,,Die Arbeitsauftrige in Mathematik sollten bleiben;
diese habe ich sehr gut gefunden. Anderung: Versuchen Sie, zwei volle Stunden fiir die
Arbeitsauftrage im EDV-Saal einzubringen.“ Dies spricht einen Punkt an, der im Feedback
immer wieder erwihnt wurde: mehr Zeit. So ist z.B. zu lesen: ,,Ein bisschen langsamer
und mehr Zeit fiir die Arbeitsauftrige“, ,Das Programm kann so bleiben, aber es braucht
mehr Zeit!“, ,Experimente sollen verringert werden. Die Zeit ist dafiir zu wenig“ bzw.
»Arbeitstempo verlangsamen®. Zehn Personen gaben an, dass das Unterrichtstempo in den
Mathematikstunden zu schnell gewesen sei. 16 Schiilerinnen und Schiiler meinten, dass
es gerade richtig war, eine Person gab an, es sei zu langsam gewesen. Das zeigt, dass es
schwierig oder sogar unméglich ist, ein richtiges Tempo fiir alle zu finden. Beziiglich Dauer
und Umfang der Mathematikstunden meinten 22 Personen, dass es gerade richtig war,
je drei gaben an, dass es zu kurz bzw. zu lang gewesen sei. 23 Schiilerinnen und Schiiler
kreuzten an, dass der Schwierigkeitsgrad gerade richtig war, eine Person empfand die Inhalte

als sehr schwierig, zwei Personen als sehr leicht. Zur Behauptung ,, Ich habe die Inhalte zum
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Thema ,,Schwingungen® (Mathematikstunden) verstanden® anworteten 15 Personen mit
Htrifft ganz zu‘“, 10 Personen mit ,trifft eher zu“ und zwei Personen mit ,trifft eher nicht
zu“. Dies entspricht meinem subjektiven Eindruck, dass auch die Mathematikstunden dem
Niveau der Klasse entsprachen.

Aus meinen Beobachtungen wihrend des Stationenbetriebs und der Korrektur der Mappen

zog ich folgende Schliisse:

Beim Ausfiillen des Blatts ,, Ton, Klang, Gerdusch, Knall“ orientierten sich die meisten
Schiilerinnen und Schiiler sehr stark an den Formulierungen am Infoblatt. Aufler einem
Schiiler notierten sich letztlich alle Stichworte in die dafiir vorgesehenen Késtchen. Ab und
zu lidsst die Wortwahl vermuten, dass die Person den Text nicht ganz verstanden hat. (So
ist z.B. statt ,,Amplituden klingen schnell wieder ab“ nur , Amplituden klingen schnell“ zu
lesen.) Einige verwechselten den Ausdruck ,,Sinusschwingungen® mit ,,Sinusfunktion“, hier
liegt wahrscheinlich noch ein Verstdndnisproblem vor. Aus Antworten geht hervor, dass ein
paar Personen zwar einen Klang als Summe von Sinustonen sahen, ein Gerdusch jedoch
nicht! Einmal lautete die Antwort: ,,Summe von Sinusstromen“. Die zwei Aufgaben am
Blatt wurden durchwegs richtig gelost. Meist fanden die Schiilerinnen und Schiiler auch
die richtige Begriindung und schrieben sie dazu. Erklirungen wie ,, Klang, ganzzahliges
Verhiltnis der Frequenzen“ wiirde ich in der Klasse nochmals ansprechen, da das nicht
aus der Abbildung ersichtlich ist! Eine einfache Begriindung lautet: ,Klang, weil die
Gesamtschwingung periodisch ist.“ Insgesamt schien das Arbeitsblatt klar formuliert zu
sein und dem Niveau der Schiilerinnen und Schiiler zu entsprechen. Dass nicht alle die
Inhalte ganz verstanden, ist nicht weiter verwunderlich. Deshalb wurden sie nach dem
Stationenbetrieb nochmals im Plenum zusammengefasst. Ich kénnte mir vorstellen, noch
mehr Personen zu erreichen, wenn ich wihrend des Stationenbetriebs bereits die Blétter
kontrollierte und den Teams gegebenenfalls Inhalte nochmals miindlich erklérte bzw. Fragen

dazu stellte.

Die Aufgaben zum Thema ,Konstruktive und destruktive Interferenz“ losten alle
Schiilerinnen und Schiiler mit Geogebra. Die meisten druckten die Graphen aus, einige
skizzierten diese auf ihrem Arbeitsblatt. Beide Losungen waren laut Angabe moglich. Jeder
Losungsweg bringt Vor- und Nachteile. Der Vorteil der héndischen Skizzen ist, dass sich
die Schiilerinnen und Schiiler nochmals auf andere Weise mit den Graphen beschiiftigen.
Die Ausdrucke von Geogebra sind dagegen exakter und generell schéner. Wenn ich den
Stationenbetrieb nochmals durchfiihre, werde ich wieder beide M6glichkeiten anbieten.

Aulffallig ist, dass fast niemand schriftlich notierte, was ihm bzw. ihr an den Zeichungen
auffiel und auch fast niemand die Frage unten am Zettel beantwortete. Die meisten legten
nur Skizzen oder Ausdrucke der Graphen bei. Obwohl diese Fragen nachher nochmals im

Plenum besprochen wurden, kann ich mir vorstellen, die Fragen weiter oben am Arbeitsblatt
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zu stellen und erst danach Raum fiir die Skizzen zu lassen. Eventuell hilft auch eine weitere
Aufforderung, wie z.B.: ,Was fillt dir auf? Notiere deine Vermutungen!“.

Etwa die Hailfte aller Schiilerinnen und Schiiler beschriftete die Graphen. Ein Hinweis
darauf am Arbeitsblatt konnte auch die restlichen Personen auffordern, die Zeichnungen zu
beschriften. Aulerdem fragten mich einige, wie dies in Geogebra moglich sei. Vielleicht hilft
in diesem Fall eine allgemeine Erkldarung in der Klasse.

Drei Schiilerinnen zogen die Uberlagerungskurve im Beispiel ¢ bunt nach. Dies macht den
Graphen iibersichtlich. Eine Idee wéire daher, dass die Schiilerinnen und Schiiler dies fiir
alle Uberlagerungskurven machen!

Sieben Personen skizzierten nur die zwei Einzelschwingungen und addierten diese nicht! Ein

Team 16ste nur Beispiel a, alle anderen Mappen waren vollsténdig.

Bei der Station ,,Schwebung“ fanden die meisten ohne Probleme heraus, welche Funktionen
sie eingeben mussten. Es erwies sich als sinnvoll, dass sie die Funktionsgleichungen auf den
Ausdrucken angaben (einige machten das). So konnte ich kontrollieren, ob sie wirklich die
richtigen Funktionen eingegeben hatten. Wenn ich diese Station in einer anderen Klasse
wiederhole, werde ich dies am Arbeitsblatt einfordern. Da die ausgedruckten Graphen
grofler waren als der dafiir vorgesehene Platz am Arbeitsblatt, legten alle den Ausdruck bei,

was nicht weiter storte.

Die Bonusstation war als zusétzliche Information gedacht. Auch hier fiel mir auf, dass die
Schiilerinnen und Schiiler nach Moglichkeiten suchten, Antworten aufzuschreiben. Zweimal
wurde die Frage gestellt, wie eine ,,schon modulierte“ Welle (vgl. Aufgabenstellung unter
www.thema-mathematik.at) aussehe.

Insgesamt habe ich den Eindruck, dass die Schiilerinnen und Schiiler durch das eigensténdige
Arbeiten mit Geogebra veranlasst waren, sich Gedanken zum Thema zu machen. Der Statio-
nenbetrieb bot eine gute Abwechslung zum Frontalunterricht, ich wiirde ihn daher in einer

anderen Klasse wieder so anbieten.

4.5.3. Bildeindriicke vom Stationenbetrieb

Abbildung 4.1.: Arbeit mit dem Infoblatt Abbildung 4.2.: Horbeispiel
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Abbildung 4.3.: Arbeit mit Geogebra Abbildung 4.4.: Material

4.6. Feedback

Am Ende der vier Unterrichtsstunden konnten die Schiilerinnen und Schiiler mit einem
Feedbackbogen schriftlich Riickmeldung geben. Einige Ergebnisse wurden bereits oben
erwahnt. Da an diesem Tag niemand fehlte, fiillten 27 Schiilerinnen und Schiiler den Bogen
aus. Sollte die Summe der Kreuze pro Zeile trotzdem nur 26 ergeben, so enthielt sich eine
Person der Meinung. Abbildung 4.5 zeigt den Feedbackbogen und eine Auswertung der

geschlossenen Fragen (zum Ankreuzen).

Neben den bereits oben erwiahnten Antworten auf die offenen Fragen bezogen sich einige
Bemerkungen allgemein auf die vier Unterrichtsstunden, z.B.: Es war ein netter und ab-
wechslungsreicher Unterricht, danke.“, ,,Es waren gute Horbeispiele dabei, die das Ganze
recht abwechslungsreich gemacht haben, Verzicht auf das letzte Musikstiick.“, ,, Alle Dinge
nie hoher weiterfithren, vielleicht sollte man ein bisschen genauer erkliren®. Dieselbe Person
antwortete auf die zweite Frage: ,, Wie dies in der wirklich modernen Musik aussehen wiirde“.
Weitere Riickmeldungen: ,,Lauter reden!*, ,Mehr lachen®, ,, War super interessant®, ,, Genau
so*, ,Es war alles genau richtig”, , Alles kann so bleiben*, ,Es war sehr nett und lustig.
Danke!“, , Gut erklart, abwechslungsreicher Unterricht®, , Interessanter gestalten und keine

|«

Hausiibung aufgeben!“, | Interessanter®, ,Es war eigentlich alles richtig! Ich fand den Unter-
richt interessant und ich habe auch alles verstanden.“, ,Mehr als vier Stunden“. Aufler der
oben erwihnten Antwort auf die zweite freie Frage bekam ich nur eine weitere (abgesehen

von ,Nein“): , Nicht wirklich, ich méchte Medizin studieren.
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Liebe Schilerinnen und Schiilet!

Mich interessiert, wie ihr die vergangenen vier Stunden zum Thema ,,Musik und Mathematik®
seht und was ich verbessern kann, wenn ich dieses Thema in einer anderen Klasse unterrichte.

Bitte fillt diesen Feedbackbogen gewissenhaft aus!

Vielen Dank!
Kreuze die fiir dich zutreffenden Kriterien bitte an! | Trifft | Trifft | Trifft | Trifft
ganz eher eher gar
zu zu nicht nicht
zu zu
Ich habe die Inhalte zum Thema , Transformationen in 9 17 0 0
der Musik® (Musikstunde) verstanden.
Ich habe die Inhalte zum Thema ,,.Schwingungen®
. ! Vingng 15 | 10 | 2 0
(Mathematikstunden) verstanden.
Im Unterricht war genug Platz fir meine Anliegen und
wargenig T g 13 | 11 3 0
Fragen.
Ich konnte mich selbst aktiv in den Unterricht
ch K |  Unter 12 | 11| 3 1
elnbrlngen (durch Lésen von Aufgaben, Experimente mit Geogebra,...).
Das Thema ,,Musik und Mathematik® interessiert mich. 3 9 11 4
Ich kann das, was ich hier gelernt habe, auch au3erhalb ” 6 14 4
der Schule brauchen.
Ich finde ficheriibergreifenden Unterricht interessant. 12 10 4 1
Vernetzendes Denken ist in unserer Gesellschaft
o ! 16 | 10 1 0
wichtig.
Musikstunde (Montag):
Das Unterrichtstempo war ... zu schnell 3 | gerade richtig 24 | zu langsam 0
Dauer und Umfang: zu kurz 1 | gerade richtig 24 | zu lange 2
Schwierigkeitsgrad: sehr schwierig 1 | gerade richtig 20 | sehr leicht 5
Mathematikstunden (Mittwoch bis Freitag):
Das Unterrichtstempo war ... zu schnell 10 | gerade richtig 16 | zu langsam 1
Dauer und Umfang: zu kurz 3 | gerade richtig 22 | zulange 2
Schwierigkeitsgrad: sehr schwierig 1 | gerade richtig 23 | sehr leicht 2

Beantworte folgende Fragen, bringe bitte Vorschlige:

Wenn diese Stunden in einer anderen Klasse durchgefithrt werden, was sollte genauso gemacht

werden? Was sollte gedndert werden?

Fillt dir etwas ein, was dich zum Thema ,,Musik und Mathematik® noch interessieren wiirde?

Platz fur alles, was du sonst noch sagen mochtest:

Abbildung 4.5.: Feedbackbogen—Auswertung
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4.7. Allgemeine Gedanken zur Unterrichtsreihe und zu fécheriibergreifendem Unterricht

4.7. Allgemeine Gedanken zur Unterrichtsreihe und zu

facheriibergreifendem Unterricht

Es ist bemerkenswert, dass 22 Schiilerinnen und Schiiler die Behauptung ,Ich finde
facheriibergreifenden Unterricht interessant® als zutreffend oder zumindest ,eher® zutref-
fend empfinden. Sogar 26 Personen meinen, dass vernetzendes Denken in unserer Gesellschaft
(eher) wichtig sei. In der Literatur werden héufig verschiedene Begriffe in diesem Zusam-
menhang unterschieden. Nach Brinkmoller-Becker kann ficheriibergreifender Unterricht in
die Kategorien , facheriiberschreitender®, . ficherverkniipfender”, ,facherkoordinierender®,
fichererginzender* und ,ficheraussetzender* Unterricht eingeteilt werden.? Diese Formu-
lierungen lassen bereits die Weite des Feldes erahnen. Eine genaue Unterscheidung und
Definition dieser und weiterer Begriffe soll nicht Thema dieser Arbeit sein. Im vorliegenden
Text wird zu ficheriibergreifendem Unterricht nach der Konvention von Briinig ,,jede Art
von Kooperation zwischen zwei oder mehr Féchern, die sich zum Ziel setzt, die einseitige und
somit reduzierte Fachperspektive zu erweitern und zu ergéinzen“? geziihlt. Fachunterricht
steht nach Briining in einer wechselseitigen Beziehung mit ficheriibergreifendem Unterricht
und hat ebenfalls seine Berechtigung.* Ahnlich schreiben auch Kremer und Stiudel: ,Im
facheriibergreifenden Lernen geht es darum, die gewohnte Ordnung eines Schulfaches
voriibergehend aufler Kraft zu setzen und stattdessen neue Verbindungs- und Trennlinien
zu schaffen. Gewohnte Sichtweisen werden aufgebrochen und erweitert, der hypothetische
Charakter von Ordnungen sichtbar gemacht.“® Dass Vernetzungen zwischen den Fichern

auch im Lehrplan ausdriicklich erwiinscht sind, wurde bereits in Abschnitt 1.8.3 erortert.

Wihrend der Planung und Durchfiihrung der Unterrichtsreihe sowie durch Literaturrecher-

che® konnte ich folgende Vor- und Nachteile von ficheriibergreifendem Unterricht erkennen:

Vorteile:

e Ficheriibergreifender Unterricht bringt die Moglichkeit, das ,,Schubladendenken® des

Fachunterrichts zu verlassen und gréflere Zusammenhénge kennenzulernen.

e Im Mathematikunterricht kénnen auf diese Weise Anwendungen aufgezeigt und so die

Bedeutung der Mathematik unterstrichen werden.

e Vernetzungen mit Mathematik ermoglichen es, Musik aus einer vollig neuen Perspek-

tive zu betrachten (und umgekehrt).

2ygl. Brinkméller-Becker 2000, S.12f; zitiert nach Briining 2003, S.50f

3Briining 2003, S.51

4yvgl. Briining 2003, S.53

®Kremer/Stdudel 1997, S.57

Svgl. dazu Briining 2003, S.52f und web.math.uni-potsdam.de/prof/o_didaktik /af/kr_0909_einf/musik.pdf
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Umsetzung in der Schule anhand eines ausgewéhlten Unterrichtsbeispiels

e Das weniger beliebtere Fach kann durch Vernetzung mit einem beliebteren Fach fiir

die Schiilerinnen und Schiiler aufgewertet und neu gesehen werden.

e Ficheriibergreifender Unterricht bietet die Chance, die Lebenswelt der Schiilerinnen

und Schiiler stirker zu beriicksichtigen.

e Durch diese Art von Unterricht kann vernetzendes Denken gefordert werden.

Nachteile bzw. Herausforderungen fiir die Lehrkriéfte:

Um die inhaltliche N#dhe der beiden Fécher zu unterstreichen, ist eine zeitliche
Nihe sinnvoll, d.h. es ist wiinschenswert (aber nicht zwingend notwendig!), dass die
facheriibergreifenden Inhalte zu einem #hnlichen Zeitpunkt unterrichtet werden. Dies

erfordert besondere Planung und Koordination zwischen den Lehrkriften der Ficher.

Abhéngig davon, wie die Fécher zusammenwirken sollen, kann eine intensive fachliche

Koordination zwischen den Lehrkraften hilfreich sein.

Um féacheriibergreifende Inhalte unterrichten zu kénnen, benttigen die Lehrpersonen
auch Kenntnisse und Kompetenzen im anderen Unterrichtsfach bzw. in den anderen

Unterrichtsfachern.

Die Schiilergruppen der einzelnen Ficher sind nicht immer ident. So gibt es z.B. in den
Sprachen héaufig eine Teilung, Musik muss ab der siebten Klasse nicht mehr gewé&hlt

werden, usw., was die Zusammenarbeit erschwert.

Das beliebtere Fach kann durch Vernetzung mit einem unbeliebten Fach fiir die

Schiilerinnen und Schiiler weniger interessant werden.

Es ist schwierig, beiden Féchern im gleichen Maf gerecht zu werden.

Die beschriebene Unterrichtsreihe soll eine Moglichkeit fiir ficheriibergreifenden Unterricht

bieten und so einen Beitrag zur Forderung vernetzenden Denkens im Unterricht leisten, der

nach der Uberwindung einiger oben beschriebener organisatorischer Herausforderungen auch

die erwiahnten Vorteile mit sich bringen kann.
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5. Uberblick und Ausblick

Die vorangegangenen Seiten zeigen eine Fiille an Verbindungen zwischen Musik und Mathe-
matik auf. Betrachtet man diese Gemeinsamkeiten, so eréffnen sich weitere Moglichkeiten
zur Vertiefung dieses Themas. Auf einige Ankniipfungspunkte wurde bereits in den einzelnen
Kapiteln hingewiesen. Hier sollen noch weitere Themengebiete in diesem Zusammenhang

erwahnt werden, auf die ich im Laufe der Arbeit gestoen bin.

Es gibt zahlreiche Kompositionen, die (zumindest teilweise) mathematisch konstruiert
wurden. Einige Moglichkeiten wurden im dritten Kapitel (Mathematische Strukturen in
Musikwerken) betrachtet, dennoch gibt es vor allem in der ,Neuen Musik® viele Werke,
die bewusst mathematische Konstruktionen beinhalten.! Im Bereich der stochastischen
Musik kénnen musikalische Wiirfelspiele, Komponieren mit Markovketten und vieles mehr
beschrieben werden.? Es wiire sicherlich interessant, ,,mathematische* Kompositionen niher
zu untersuchen und einige Stiicke zu analysieren. Dies wiirde allerdings den Rahmen dieser

Arbeit sprengen.

Zu den Inhalten des ersten Kapitels kann die Fourier-Analyse als Vertiefung dienen. Im
Bereich ,,Computer und Musik“ kénnen Anwendungen (MIDI-Files, mp3, etc.) besprochen
werden, auch hier bildet die Mathematik eine wichtige Grundlage.?> AuBlerdem gibt es im
Rahmen der Akustik zahlreiche weitere interessante Effekte, wie z.B. die oben erwihnten

Lissajouskurven.

Wird der Bereich ,,Musik und Mathematik“ historisch betrachtet, so sind neben den
Pythagoreern auch Johannes Kepler und Leonard Euler zu erwédhnen. Kepler griff die Idee
der Sphérenharmonie der Pythagoreer (vgl. Seite 55) auf und wies jedem Planeten einen
Ton zu. So konnten ,Intervalle* zwischen den Planeten berechnet werden. (Dem Abstand
Erde — Venus entspricht demnach z.B. das Verhiltnes 3 : 5 und somit die grofie Sext.)*
Auch Euler beschiftigte sich mit dem Bereich Mathematik und Musik. Er untersuchte den
Zusammenklang von Ténen und entwickelte eine Funktion zur Bestimmung der Stufe des
Wohlklangs.”

lygl. Bauer 2010

?Die Diplomarbeit ,, Musik und ihre mathematische Saite“ von Agathe Schaurhofer (2009) widmet ein Kapitel
diesem Thema.

3vgl. Kupper 1994

4ygl. Armbrust 1999, S.78

Svgl. Schaurhofer 2009, S.18

109



5. Uberblick und Ausblick

SchlieBlich gibt es auch noch das Gebiet der mathematischen Musiktheorie, wie sie u.a. von

Mazzola® betrieben wird. Viele dieser Inhalte gehen jedoch weit iiber den Schulstoff hinaus.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Inhalte konnen auf vielerlei Weise im Unterricht einge-
setzt werden. Einerseits kann projektartig zu diesem Thema gearbeitet werden. Anderer-
seits konnen die Bereiche in unterschiedlichen Schulstufen immer wieder aufgegriffen wer-
den. Zusammenfassend soll die Tabelle 5.1 auf der nichsten Seite einen Uberblick iiber
die beschriebenen Unterrichtsinhalte geben. Die griin eingefdrbten Zellen zeigen Beziige
zum Mathematiklehrplan der AHS auf, die gelben Zellen beziehen sich auf den Musiker-
ziehungslehrplan. Die braune Farbe symbolisiert eine Kombination beider Ficher. Es ist
leicht zu erkennen, dass sich der Lehrstoff der sechsten Klasse AHS (acht farbige Késtchen)
besonders gut zur Verkniipfung der beiden Fécher eignet — nicht zuletzt deshalb wurde
der praktische Teil dieser Arbeit in einer sechsten Klasse durchgefithrt. Im Rahmen dieser
Arbeit ergab sich dagegen kein Bezug zur vierten Klasse. Selbstverstandlich stellen diese
Unterrichtsinhalte nur eine Auswahl an Verkniipfungsmoglichkeiten dar — ohne Anspruch
auf Vollstéandigkeit. Dennoch sollen sie einen Anstof fiir Vernetzungen zwischen den bei-
den Féchern Musikerziehung und Mathematik geben. Die vorgestellten Inhalte kénnen ein
Ansatzpunkt dafiir sein, sich dem Thema Mathematik und Musik zu widmen und so einen

Beitrag zu facheriibergreifendem Unterricht zu leisten.

Svgl. Mazzola 1990
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Kapitel Themengebiete fiir den 1213|456 |7|8
Unterricht

Harmonische Schwingungen und
die Sinusfunktion

Lautstérke und Logarithmus

Musikalische Akustik, | Geschwindigkeit und Beschleuni-
Logarithmus und die | gung eines schwingenden Korpers,
Sinusfunktion gedédmpfte Schwingungen
Schwingungen und Integralrech-
nung

Akustische Grundlagen

Stimmungssysteme — Bruchrech-
nung, Verhéltnisse und Proportio-
nen

Geometrische und arithmetische
Folgen und exponentielle Zusam-
menhénge
Musikalische Logarithmus und die Cent-Skala
Stimmungen
Verkniipfungen im Bereich der
Werkkunde
Bau von Instrumenten
Musikalische Bruchrechnung
Mathematische Symmetrie
Strukturen in
Musikwerken

Goldener Schnitt und Fibonacci-
Zahlen

Tabelle 5.1.: Musik und Mathematik im Unterricht — ein Uberblick
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A. Anhang: Material zum Stationenbetrieb

A.1. Uberblick

Die folgenden Materialien wurden fiir die Unterrichtsreihe verwendet:

Arbeitsblitter:
1. Artikel zum Thema Symmetrie!
2

2. Arbeitsblatt ,, Musikalische und geometrische Transformationen

3. Arbeitsblatt ,,Schwingungen in Musik und Mathematik® (zweiseitig, inklusive Aufga-
benblatt)

4. Arbeitsplan zum Stationenbetrieb
5. Arbeitsblatt , Ton, Klang, Gerdusch, Knall*
6. Arbeitsblatt ,,Konstruktive und destruktive Interferenz*
7. Arbeitsblatt ,,Schwebung*
8. Arbeitsblatt ,AM & FM“3
Overheadfolien:
e Noten des Liedes ,,I got rhythm“*
e Arbeitsblatt ,,Musikalische und geometrische Transformationen*
e Noten eines Krebskanons von Bach®
e Auszug der Noten des Menuetts von Haydns 47. Sinfonie®
PowerPoint—Prisentation:

e Prisentation ,, Tranformationen in der Musik“”

'Quelle: www.focus.de/schule/lernen /lernatlas/mathematik /symmetrie_aid_234643.html; Der Absatz zum
Spezialfall der Punktspiegelung wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit und Platzgriinden weggelassen.

?Dieses Arbeitsblatt wurde mit Hilfe der Inhalte des Abschnitts 3.3 Symmetrie in der Musik, S.66-89 erstellt.

3Die Arbeitsblitter 3-8 wurden mit Hilfe der Inhalte des Kapitels 1, S.3-40 erstellt.

4vgl. Maierhofer 1999, S.22

Svgl. Landshoff 1966, S.8 und www.lehrklaenge.de/HTML /bewegungsrichtung_und_wertgros.html

5vgl. Robbins Landon 1967, S.219

"selbst erstellt mit PowerPoint
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A. Anhang: Material zum Stationenbetrieb

Horbeispiele:®
e Krebskanon von Bach
e 47. Sinfonie von Joseph Haydn, 3. Satz
e 5. Sinfonie von Ludwig van Beethoven, 1. Satz
e Studie I von Karlheinz Stockhausen
e Horbeispiele erstellt mit Audacity
Weitere Materialien, Medien und Instrumente:
o Klavier
o Gitarre
e Computer, Beamer und Lautsprecher
e Kopfhorer
e Video ,,Schwingungen“?
e 2 Geogebra-Arbeitsblitter zur Parametervariation!©
e Liederbiicher Rock & Pop!!
e Tafel und Kreide

e Overheadstifte

e Kirtchen zur Kennzeichnung der Stationen

A.2. Arbeitsblatter

Auf den folgenden Seiten sind die Arbeitsblatter eingefiigt, die fiir die Unterrichtsreihe er-

stellt und eingesetzt wurden.

8Genaue Angaben zu den Horbeispielen finden sich im Quellenverzeichnis.
9selbst erstellt mit Windows Live Movie Maker

Oselbst erstellt mit Geogebra

"' Maierhofer 1999
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Mittwoch, 23.01.2008

Symmetrie
Mathe ohne Zahlen

Nein, Mathe ist nicht trocken und langweilig, will das Jahr der Mathematik beweisen.
Dass sie sehr bunt und spaBlig sein kann, zeigt sich bei der Suche nach Symmetrien im
Alltag. In der Malerei findet man sie. Im Vogelgesang auch. Auf der Wiese, wenn man genau
hinschaut, im Weltall, wenn man ein Fernrohr hat, in der Philosophie, Biologie, Mathematik
— iiberall st6Bt man auf Symmetrien. Die Suche nach Ahnlichkeiten und RegelmiBigkeiten
ist ein wichtiger Bestandteil mathematischen Denkens. Wer die Prinzipien von Spiegelung,
Drehung und Verschiebung einmal verstanden hat, der hat auch bei schwierigeren Aufgaben
entscheidende Vorteile.

Symmetrien sind die Grundlage fiir viele Berechnungen in der Geometrie — ohne den richtigen
»Mathe-Blick“ bleiben die Zahlen abstrakt und unverstandlich. Auch Funktionen sind oft punkt-
oder achsensymmetrisch. Und sogar beim Vereinfachen von Gleichungen — einer der wichtigsten
Fehlerquellen im Mathematikunterricht — hilft der Blick fiir Symmetrie: Je schneller und sicherer
man identische Terme, Nenner und Faktoren auf beiden Seiten der Gleichungen erkennt, umso
leichter fallt das Umformen. Friihes Training ist daher angesagt. Dafiir braucht es weder
Taschenrechner noch Mathelehrer: Ein wacher Blick in die Umgebung geniigt, um Symmetrien

zu suchen, zu finden und zu diskutieren.

Auf Symmetriesuche
e Die Spiegelung eines Musters an einer Geraden fiihrt zur hiufigsten Symmetrieform: der
Achsen- oder Spiegelsymmetrie. In der Natur finden sich unzéhlige Beispiele dafiir. Al-
lerdings sind diese Symmetrien meist nicht perfekt, und die Spiegelbilder zeigen kleine
Unterschiede. Solche so genannten , Symmetriebrechungen® machen viele Bilder fiir uns

erst interessant: Zum Beispiel wirken vollkommen symmetrische Gesichter eher langweilig.

e Verschiebungen erkennt man, wenn gleiche Muster sich an verschiedenen Stellen wieder-
holen. Translationssymmetrien finden sich daher beispielsweise auf einer Tapete oder in
einem Blumenbeet. In der Musik ist ein Kanon — zeitlich statt raumlich — translationssym-

metrisch.

e Die Drehung ist neben der Spiegelung und der Verschiebung die dritte wichtige geome-
trische Operation in der Symmetrie. Sie ergibt eine Rotationssymmetrie, bei der die
betreffenden Formen um einen bestimmten Winkel gedreht mehrfach auftauchen. Drehun-
gen von Mustern findet man unter anderem auf einer Autofelge und dem Zifferblatt vieler
Uhren.

e Die Gleitspiegelung ist eine Kombination aus Verschiebung und Spiegelung. Diese Sym-

metrie findet man zum Beispiel im Reifenabdruck eines Traktors.
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Arbeitsblatt

Musikalische und geometrische Transformationen

Motiv Figur

F;
Nl
o
il

Lies den Artikel zum Thema Symmetrie genau durch und ordne die folgenden musi-
kalischen Transformationen den geometrischen Transformationen zul!

Wiederholung: Das Motiv

Spiegelung an einer
wird unverdndert wiederholt.

horizontalen Achse

9 T T C
e i
g * v e ¥ o

Sequenz: Das Motiv beginnt mit
einem anderen Ton, die Intervalle
bleiben gleich.

H | I

Q) T

¢

Umkehrung: Die Intervalle verlau-
fen genau entgegengesetzt zu den In-
tervallrichtungen des Motivs.

() —p—— I

b’ A I I | I - 1

|
b
W—M’—J (S
V I I

PY) T

Krebs: Das Motiv erklingt

; Spiegelung an einer
,von hinten nach vorne“.

vertikalen Achse

9 T T
e
Krebsumkehrung: Kombi- Translation
nation aus Krebs und Umkeh- (horizontal und vertikal)
rung
9 I I
S
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Arbeitsblatt

Schwingungen in Musik und Mathematik

y(®
A

0.005 .01

, a,b € RT. Wie wirkt sich eine

Anderung der Parameter a und b auf den Funktionsgraphen aus? Wie nimmt unser

Die Gleichung einer Sinusfunktion lautet ’y = a - sin(bx)

Gehor diese Anderungen wahr?

Anderungen sichtbar (am Graphen) horbar (als Ton)

Vergroflerung von a
bewirkt...

Verkleinerung von a
bewirkt...

Vergroflerung von b
bewirkt...

Verkleinerung von b
bewirkt...

Der Parameter a wird auch Amplitude genannt und entspricht musikalisch der

. Die Kreisfrequenz wird durch den Parameter b beschrieben. Daraus

kann die Frequenz f eines Tones mit der Formel b = 27 f berechnet werden. Sie entspricht
musikalisch der . Die Schwingungdauer oder Periode einer Schwin-
gung bezeichnet man mit 7 = 1.

I

Das menschliche Ohr kann in etwa Tonhohen zwischen 16 und 20 000 Hz wahrnehmen! '

, ¢ € R. Wie wirkt sich eine

Die Gleichung einer Sinusfunktion lautet ’y = a - sin(bx + ¢)

Anderung des Parameters ¢ auf den Funktionsgraphen aus? Wie nimmt unser Gehdr

diese Anderungen wahr? (Der Parameter ¢ heiit auch Nullphasenwinkel!)

Anderungen sichtbar (am Graphen) hérbar (als Ton)

Vergroflerung von ¢
bewirkt...

Verkleinerung von c¢
bewirkt...
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Arbeitsblatt

Aufgaben

. Beschrifte am Graphen (oben) die Gréfien Amplitude und Periode und gib die Werte fiir

Amplitude, Frequenz, Kreisfrequenz und Periode an!

. Skizziere die Sinusschwingung des Tones A (220 Hz) mit Amplitude 3 im Intervall [0;0,005]!
Trage die Begriffe Amplitude (a) und Periode (7) in die Abbildung ein und berechne Kreis-

frequenz und Periode!

. Skizziere die Sinusschwingung mit Frequenz 0,5 Hz mit Amplitude 5 im Intervall [0;3]! Trage
die Begriffe Amplitude (a) und Periode (7) in die Abbildung ein und berechne Kreisfrequenz
und Periode!
. Erldutere, wie der Graph von s aus dem Graphen von sy hervorgeht! Was bedeutet dies fiir
die Schwingungen? Skizziere die beiden Graphen!

a) Zwei Schwingungen werden durch so(¢t) = sint und s(¢) = 3 - sint beschrieben.

b

Zwei Schwingungen werden durch sg(t) = sint und s(¢) = sin(2t) beschrieben.

t

5 - sin(4t) beschrieben.

3

2 - sin(3t) beschrieben.
Zwei Schwingungen werden durch so(t) = sint und s(¢ %
i

)
)
)
)
)

) (
) (
¢) Zwei Schwingungen werden durch sg(t) = sint und s(
) (
) (

(t)
(t)
d (t)
(t)

e) Zwei Schwingungen werden durch so(t) = sint und s(t) = sin(t + %) beschrieben.

. Zwei Schwingungen werden durch sg(t) = sint und s(t) = 3 - sin(2t + 7) beschrieben.
Erlautere, wie der Graph von s aus dem Graphen von sy hervorgeht! Was bedeutet dies fiir

die Schwingungen? Skizziere die beiden Graphen in drei Schritten!

. Beschreibe Amplitude, Frequenz und Schwingungsdauer der dargestellten Schwingung. Wie
lautet die Gleichung der zugehotrigen Sinusfunktion? Kénnen wir Tone mit der dargestellten

Frequenz horen?
yt y

—

a) b)
. Ordne die Funktionsgleichungen den Abbildungen zu! Begriinde!
a) y(t) = 1 - sin(8007 - t) b) y(t) = 3 - sin(4007 - t) c) y(t) = sin(4007 - t)
[N
/ \ A NANANN R L
yoos \ 0,005 “\"‘, y ! 5\‘\//‘ \r\‘r \ \\o/ 5\ \ | n’oos \\ J \ o./‘n)s \
/ \/ \ ”/ \
1) 2) 3)
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Arbeitsblatt

Die néchsten Arbeitsblédtter bekamen die Schiilerinnen und Schiiler im Rahmen des Sta-
tionenbetriebs. Der Arbeitsplan wurde im Format DIN A5 ausgeteilt, alle anderen Zettel
wie gewohnt im Format DIN A4. Neun folierte Infoblédtter standen den Schiilerinnen und

Schiilern zur Verfiigung.

Jan

beitsP
Af QQ

Station ,,Konstruktive

Station ,,Schwebung*
(Pflicht)

Station
»Amplituden- und
Frequenz-
modulation* (Bonus)

und destruktive
Interferenz‘ (Pflicht)

2 Tem Gawigs”

Station ,,Ton,

Klang, Geriusch,
Knall* (Pflicht)

Erledige zuerst die Pflichtstationen QQ
und danach die Bonusstation!
Q Ansonsten kannst du dir die

) Reihenfolge aussuchen!

Abbildung A.1.: Arbeitsplan
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Arbeitsblatt

Ton, Klang, Geridusch, Knall

Lies das Infoblatt und notiere dir wesentliche Merkmale von Toénen, Klingen, Geréduschen

und Knallen!

/7~ Reiner Ton

\_

4 Klang

\_

/" Gerdusch \
N %
/" Knall N
\_ %
Aufgaben

1. Ordne den Abbildungen die Begriffe Ton, Klang, Gerdusch und Knall zu! Begriinde!
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Infoblatt

Ton, Klang, Gerdusch, Knall

Nur reine Téne werden durch einzelne Sinusschwingungen dargestellt. Sie kom-
men in der Natur so gut wie nicht vor. Bei ,natiirlichen Ténen* spricht man bereits
von Klang. Diese bestehen aus einer Summe von Sinusténen, deren Frequenzen meist
im ganzzahligen Verhéltnis zueinander stehen (d.h. die Frequenz des zweiten Sinusto-
nes ist doppelt so grofl wie die erste, die dritte drei Mal so grofl usw.). Wir héren die
Uberlagerungsschwingung, die durch Verschmelzen der einzelnen Teilténe entsteht.
Sie ist im Allgemeinen keine Sinusschwingung, aber in der Grundfrequenz periodisch.

Die folgenden zwei Abbildungen zeigen die Schwingungen eines Sinustons bzw. zweier
unterschiedlicher Stimmklénge (aufgenommen mit Audacity):

A
\U/\\/\vf\vﬂuf\v/\v/\\/\vﬂ A A

Stimme - Variante 2

Sinuston Stimme - Variante 1

Im Gegensatz zum Klang stehen die Frequenzen eines Ger#usches (z.B. Handereiben)
zueinander in keinem ganzzahligen Verhéltnis. Die Summe der Teilschwingungen ist
unperiodisch, ihre Frequenzen und Amplituden wechseln sténdig.

Um unperiodische, zudem kurze Schwingungsimpulse handelt es sich auch beim
Knall (z.B. Hindeklatschen). Er enthélt fiir kurze Zeit alle Frequenzen eines grofien
Bereiches. Dabei klingen die Amplituden schnell wieder ab.

s oo
—ﬁrvu\”vww vy

Héandereiben

Héindeklatschen

Fiillt jetzt das Arbeitsblatt aus!
Wenn ihr am Ende des Stationenbetriebs noch Zeit habt,
konnt ihr selbst Klinge, Gerdusche usw. mit Audacity aufnehmen!
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Konstruktive und Destruktive Interferenz

Wenn zwei Schwingungen einander iiberlagern, addieren sich die Elongationen der
beiden Einzelschwingungen und es entsteht eine neue Schwingung (Uberlagerungs-

schwingung). Man nennt dies das Prinzip der ungestorten Superposition.

Zeichne mit Geogebra jeweils die beiden Einzelschwingungen s; und s und die
Uberlagerungsschwingung s (= Summe der Einzelschwingungen) in ein Koordinaten-
system. Was fallt dir auf? Skizziere die drei Zeichnungen oder drucke sie aus!
Beispiel:

a) s1(t) = sin(2t) und so(t) = sin(2t)

b) s1(t) =2 -sin(t) und so(t) = 3 - sin(?)

¢) s1(t) = sin(2t) und so(t) = sin(2t + )

Skizzen:

Das Phénomen, das in a) zu erkennen ist, heifit auch konstruktive
Interferenz, c) ist ein Beispiel fiir destruktive Interferenz.

Wie verédndert sich bei diesen beiden Phénomenen die Lautstéirke des horbaren Tones
(vorausgesetzt, die Frequenzen liegen im horbaren Bereich)? (Tipp: Wir horen die
Uberlagerungsschwingung!)
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Schwebung

Uberlagern sich zwei Schwingungen mit geringem Frequenzunterschied, dann nehmen
wir einen Ton wahr, dessen Lautstérke schwankt (,,schwebt®).

1. Uberpriife dies graphisch in Geogebra am Beispiel der Frequenzen 440 Hz und
445 Hz! Addiere dazu die beiden Schwingungen mit den angegebenen Frequenzen.
(Tipp: Verwende die Sinusfunktion s(z) = sin(27 fz)!) Drucke das Ergebnis aus
und klebe es unten auf dieses Arbeitsblatt!!?

2. Hore dir mit den Audacity-Dokumenten im Ordner ,,Schwebung® die To6ne an,
die durch die Einzelschwingungen und als Uberlagerung erzeugt werden!

zum Stimmen von Instrumenten benutzt!

" Das Phianomen der Schwebung wird von Musikerinnen und Musikern oft

Experiment: I
Greife eine Gitarre auf der tiefen E-Saite am V. Bund und

schlage diese Saite und die A-Saite an! (Bild!) Wenn beide Saiten nicht exakt
gestimmt sind, kannst du eine Schwebung héren!

W BUND

1280 #nderst du die Skalierung der Achsen: Rechtsklick auf die Achsen — Grafik — Grundeinstellungen —
Tmin = _O, 37 Lmax = 07 37 Ymin = _77 Ymax = 7

123



Arbeitsblatt

AM und FM

Wenn wir sprechen oder musizieren, liegen die Frequenzen zwischen 16 und 20 000 Hz. Diese
Schwingungen der Luft kann man mit Mikrofonen in elektrische Schwingungen umwandeln.
Wiirden diese Signale direkt als elektromagnetische Wellen iibertragen, brduchten wir

riesige Antennen zum Empfangen der grolen Wellenldngen.

Deshalb werden im Rundfunk Modulationsverfahren verwendet. Zwei davon wirst du jetzt
kennenlernen: die Amplituden- und die Frequenzmodulation. In beiden Féllen wird eine
hochfrequente Tragerwelle durch ein niederfrequentes Signal moduliert. Die Frequenzen
(fo) der Trigerwelle liegen bei Amplitudenmodulation (AM) bei rund 1 MHz (sprich:
“Megahertz*; 1 MHz = 1 000 000 Hz!), bei Frequenzmodulation (FM) bei rund 100 MHz
(Denke an die Frequenzen der Radiosender, die du einstellen musst, wenn du sie héren
willst!) Die Trégerwelle hat die Form s(t) = a-sin(27 fyt) und transportiert die Information,

die durch das niederfrequente Modulationssignal verschliisselt wird.

Durch Amplitudenmodulation entsteht eine Schwingung, deren Amplitude wiederholt zu-

und abnimmt. Die Abbildung unten zeigt z.B. die Schwingung der Form
s(t) = (0,5 - sin(t) + 1) - sin(30¢).

Du siehst, die Amplitude der Sinusfunktion so(¢) = sin(30¢) wird hier durch die Funktion
s1(t) = 0,5 - sin(x) + 1 verandert!

Bei der Frequenzmodulation wird analog dazu die Frequenz einer hochfrequenten Trigerwelle

durch ein niederfrequentes Signal moduliert.

gt mHJMMHWIHHHHHHHHUM
- | AL

Amplitudenmodulation Frequenzmodulation

s(t)

1

Experimentiere nun auf der Homepage www.thema-mathematik.at
(Thema Mathematik Wiki — 6.Klasse — Geogebra-Beispiele —
Amplitudenmodulation und Frequenzmodulation) mit den
Geogebra-Applets zum Themal
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A.3. Overheadfolien und PowerPoint-Prasentation

Auf den folgenden Seiten sind verwendete Overheadfolien eingefiigt. Die Folie ,,I got rhythm“
wurde — wie oben erwidhnt — aus dem Liederbuch Rock & Pop iibernommen. Unten ist die
Losung, wie sie im Unterricht erstellt wurde, abgebildet. Die Overheadfolie ,,Musikalische
und geometrische Transformationen“ wurde hier nicht extra angefiigt, da sie ident mit dem
Arbeitsblatt ist. Die PowerPoint-Présentation setzt sich aus sieben animierten Folien zu-
sammen. Die Nummerierung der Folien wurde hier zum leichteren Erkennen der Reihenfolge
eingefiigt. Die achte Folie zeigt einen Schritt in der Animation, in dem nur der Verlauf der Me-
lodie ohne Notenschrift sichtbar gemacht wurde. Dies sollte vor allem fiir jene Schiilerinnen

und Schiiler zur Veranschaulichung dienen, die gar nicht Noten lesen konnten.

Interpret: Robert Palmer
Text: Ira Gershwin

g Jjj Mot Kfebé Musik: George Gershwin
A

G/B 7 D7 G Am7 D7 Cmé
9 3 : + T am . v 3 N

e T
7&‘.11 ’T' ij. jl} ‘E\‘l ;1 {/Jlf \ l‘ A I‘ - v AW J W
s o) i, R J
in___ green pas - Ctas I got my  man, who could
G/D D7 G B7 E (B+)
04 T % : 1 I u\‘\ T ol
, — 3 . g
e ==l SSEEiE S S S i
ask for an-y- thing more? Old— man troub - le, beis dan't
E9 E7 A7 Eb7-5 D7 G
H & P e T TRUSIRGEN Vi OO W
o Pl o, T ] i T I
A Gy s 4 as) Tk a Ja o —F T K1
1 Py 1 o1 : 4 1 . " o 17 é‘ o
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mind  him, you_ won't find him ‘round— my  door O
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star - light, - I got sweet dreams, —__got my man, who could

i
G Dm/F £r A7 D7 G
9 # 1 18 " | 1 ] % j JﬁL % '{ r ‘\I
=, =S et Ea
2 T T T
ask for an- y-thing more? Who could ask for an-y-thing more? more?

Abbildung A.5.: I got rhythm — Losung!®

13ygl. Maierhofer 1999, S.22
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Canones diversi super Thema Regium

Calnon {ia2

Krebskanon sus

Musikalisches Opfer

BWV 1079

Grundgestait

ey b4 il L
g5 T e

\({il,*’bj hJ E'J_J b = J F = J =] ]
($5 BT R TR P 1Rl

(s T TR R TR T A IR
==

(e et it e 'I
f e s ————

d

Abbildung A.6.: Bach — Krebskanon'*

T andshoff 1966, S.8 und www.lehrklaenge.de/HTML/bewegungsrichtung_und_wertgros.html
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Sinfonia No. 47

II

Menuet

y

2 Oboi

2 Corniin G/Sol [

Violino 1

Violino II

Viola

Violoncello,
Basso
e Fagotro

22J JiJ Jsy

D.10.557

Abbildung A.7.: Haydn — Menuett!®

15Robbins Landon 1967, S.219
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MOTIVE UND
‘ MOGLICHE
.o TRANSFORMATIONEN

UMKEHRUNG

o Bsp.: o Bsp.:

e - ==

o Die Intervalle
verlaufen genau
entgegengesetzt zu
den

oKleinste musikalische Sinneinheit

. Intervallrichtungen
3 des Motivs.
1 5
MoT1iv KREBS
0
oBsp..%,-‘_.‘.J === .
oBsp.: oBsp.:

e ==

oDas Motiv
erklingt , von
hinten nach
‘ vorne*. .
2 6
WIEDERHOLUNG KREBSUMKEHRUNG
oBsp.: oBsp.: oBsp.: oBsp.:
oDas Motiv wird L.
unverindert oKombination
wiederholt aus Krebs und
’ Umkehrung
3 . 7 .
SEQUENZ UMKEHRUNG
O T
oBsp.: oBsp.: oBsp.: oBsp.:
4 s T T
D} Yoy v © D e =
o Das Motiv beginnt o ?;Sliﬁ}‘é;vgggau
it e e craesensene
. : P en
bleiben gleich. Intervallrichtungen
. des Motivs.
4 8

Abbildung A.8.: PowerPoint-Prisentation
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A.4. Video

Das Video, das als Einstieg ins Thema Schwingungen dient, besteht aus zwei Teilen. Zuerst

“16 yon Rihanna am Oszillographen

werden Schwingungen des Liedes ,,Don‘t stop the music
sichtbar und gleichzeitig mit einer Audio-Anlage horbar gemacht. Im zweiten Teil sind reine
Sinusschwingungen im Frequenzbereich 300-500 Hz (beginnend mit dem hoheren Ton) zu
sehen und zu horen, die mit einem Tongenerator erzeugt wurden. Dazwischen wird der Text
»Mathematisch kann man zeigen, dass sich Musik aus einzelnen Sinusschwingungen zusam-

mensetzt!“ eingeblendet. Die folgende Abbildung soll einen Einblick in das Video geben.

Sinusschwingungen
zusammensetzt|

Abbildung A.9.: Video ,,Schwingungen*

A.5. Tafelbild

Dieses Tafelbild wurde zur Erkldrung grundlegender Begriffe erstellt:

s(t)
A Parameter Beispiel
il A a...Amplitude a=1
} 7...Periode T =278
A / f...Frequenz f=oHz
‘ >t 1
n ‘7r f = —
| T
i b.. Kreisfrequenz | b=2m- 3= =11/s
N o _

Abbildung A.10.: Tafelbild

A.6. Geogebra-Arbeitsbldtter

Zur Erarbeitung der Regel fiir die Parametervariation der Sinusfunktion wurden zwei

Geogebra-Arbeitsblétter entworfen:

16Rihanna 2007
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Fenster Hilfe

&

i)

130

Abbildung A.12.: Geogebra-Arbeitsblatt 2

) = 1 sin(1x) R E—
a R PP
3
2
0 t
K
&
Eingabe: ©
Abbildung A.11.: Geogebra-Arbeitsblatt 1
Datei Ansicht Fenster Hilfe
e
oe
Tl He~
)
¢ a=1
af f(x) = Lsin{Ix+1) b=1
3 e
2
o t
2
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Eingabe: (]




A.7. Audacity-Dokumente

A.7. Audacity-Dokumente

Das Programm Audacity hat den Vorteil, dass Tone sowohl gehort als auch in Wellenform
angezeigt werden konnen. Zur Erklarung der Parametervariation in der ersten Mathematik-
stunde wurden drei Sinusténe mit den Frequenzen 440 Hz (Amplitude 1), 220 Hz (Amplitude
1) und 220 Hz (Amplitude 0,5) generiert. Im Dokument zur Phasenverschiebung wurden

zwei Schwingungen mit der Frequenz 440 Hz verglichen, wobei die zweite Schwingung mit

dem Verschiebewerkzeug verschoben wurde.

Datei Bearbeiten Ansicht Projekt Generieren Effekt Analyse Hilfe

e Wy e mw [0 o £ OO R P
e x G 210 P 210 J

JAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY

NE
0
N

Abbildung A.13.: Audacity-Dokument zur Parametervariation

eiten Ansicht Projekt Generieren Effekt Analyse Hilfe

Datei
I e
x| Y o)m)m) 5 w210 P 210

Abbildung A.14.: Audacity-Dokument zur Phasenverschiebung

Wihrend des Stationenbetriebs konnten die Schiilerinnen und Schiiler das folgende
Dokument zum Thema ,,Schwebung“ anhoren (vgl. Abbildung A.15). Dazu wurden zwei
Schwingungen mit gleicher Amplitude 0,5 generiert, der erste Ton mit 440 Hz und der zweite
mit 445 Hz. Diese beiden Spuren wurden exportiert und als eine Monospur wieder importiert.

So werden die fiir die Schwebung charakteristischen Schwankungen der Amplituden sichtbar.

Nach dem Stationenbetrieb spielte ich die Dokumente zur konstruktiven und destruktiven
Interferenz vor (vgl. Abbildungen A.16 und A.17). Dazu wurden jeweils zwei Schwingun-
gen mit Frequenz 440 Hz und Amplitude 0,5 erstellt. Im Fall der konstruktiven Interferenz
wurden diese exportiert und als Monospur importiert. Um das Phdnomen der destruktiven

Interferenz zu erreichen, wurde die zweite Spur zusitzlich invertiert (Audacity—Effekte).
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TLT
R|

o 210 Sz 210

Abbildung A.15.: Audacity-Dokument zur Schwebung

=[x [m[alnl6] o[c] 2] 2]2]0)]

Abbildung A.16.: Audacity-Dokument zur konstruktiven Interferenz

=1 [elmlain] [=] »l2l2e]

Abbildung A.17.: Audacity-Dokument zur destruktiven Interferenz
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Zusammenfassung

Ausgehend von der Frage nach Gemeinsamkeiten der Bereiche Musik und Mathematik zeigt
die vorliegende Arbeit Verkniipfungspunkte zwischen diesen beiden Gebieten auf. In den
fachdidaktischen Teilen der Arbeit werden Aufgaben und Unterrichtsideen vorgestellt, die
in der Schule zu diesem Thema umgesetzt werden kénnen. Ausgangspunkt dieser Vorschlige
ist das Unterrichtsfach Mathematik, es werden jedoch auch Ideen fiir den Musikunterricht

aufgezeigt.

Der Theorieteil der Arbeit gliedert sich in drei grofie Teile. Im ersten Kapitel werden
Sinusschwingungen als akustische Grundlage von Musik sowie Uberlagerungseffekte und
geddmpfte harmonische Schwingungen erklirt und das Dezibelmafl als logarithmische

Einheit zur Messung von Lautstérke beschrieben.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit musikalischen Stimmungen. Es werden Vor- und
Nachteile von vier ausgewihlten Stimmungsprinzipien besprochen, das Verfahren von
Strahle stellt einen Bezug zum Instrumentenbau her. Im fachdidaktischen Teil dieses

Kapitels werden weitere Anwendungen auf diesem Gebiet vorgestellt.

Im dritten groflen Abschnitt der Arbeit werden ausgehend von der Notation im
Fiinfliniensystem mathematische Strukturen in Musikwerken gesucht. Goldener Schnitt,
Fibonacci-Zahlen und Symmetrie sind wesentliche Begriffe, die in diesem Zusammenhang

beschrieben werden.

Fiir den Praxisteil wurden konkrete Materialien und Stundenplanungen entwickelt, die im
Rahmen dieser Arbeit in einer sechsten Klasse AHS erprobt wurden. In einer Musikstunde
und drei Mathematikstunden wurden einerseits musikalische und geometrische Transforma-
tionen besprochen und andererseits akustische Grundlagen von Musik kennengelernt. Im
Rahmen eines Stationenbetriebs konnten die Schiilerinnen und Schiiler Uberlagerungseffekte
(z.B. Schwebung) selbststéindig mit der dynamischen Geometriesoftware Geogebra und dem
Audio-Programm Audacity untersuchen. Horbeispiele zeigten Anwendungen im Bereich der

Komposition.
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Abstract

When asking for connections between music and mathematics, this paper shows links
between those two topics. The didactical parts of this paper present mathematical problems
and ideas for teaching. Although those concepts are based on teaching mathematics, the

author points out some options for music as well.

The theoretical part of this diploma thesis is organized into three chapters. First sine waves
are discussed and presented as an acoustic foundation of music. Superposition of waves,

damped harmonic motion and relations between loudness and logarithm are explained.

Musical tunings are subject of the second chapter. Pros and cons of four selected principles
are discussed; Strahle’s construction shows connections to instrument-making. More

applications are presented in the didactical part of this chapter.

Based on the common notation system, the third chapter looks for mathematical structures
in music. The golden section, Fibonacci numbers and symmetry are important concepts

concerning this topic.

The practical part of this work presents lesson plans and materials for teaching, which were
tested in a Viennese ,,AHS“ in tenth grade. In one music lesson and three mathematics les-
sons students heard symmetric transformations and sine waves in combination with musical
parameters. In four different stations they learned about superposition of waves using the
dynamic geometry software, Geogebra, and the audio software, Audacity. Audio examples

showed applications of these theories in composition.

147






Lebenslauf

Personliche Daten

Name: Brigitte Posch

Geburtsdatum: 16.12.1987

Geburtsort: Wien

Staatsangehorigkeit: Osterreich

Ausbildung

1994-1998:

1998-2006:

2006-2007:

seit SS2007:

seit WS2008:

Volksschule St. Franziskus
Apostelgasse 7, 1030 Wien

AHS Friesgasse 4, 1150 Wien

Diplomstudium zum Lehramt an Volksschulen
an der Pddagogischen Akademie
Ettenreichgasse 45a, 1100 Wien

Lehramtsstudium UF Mathematik

an der Universitat Wien

Lehramtsstudium UF Musikerziehung
an der Universitat fiir Musik
und darstellende Kunst Wien

149



