Lniversitat
wien

DIPLOMARBEIT

Titel der Diplomarbeit

Normeuklidische Ringe ganzer Zahlen in rein kubischen
Zahlkdrpern

Verfasser

Timo Wenzl

angestrebter akademischer Grad

Magister der Naturwissenschaften (Mag. rer. nat.)

Wien, 2013
Studienkennzabhl It. Studienblatt: A 405
Studienrichtung It. Studienblatt: Diplomstudium Mathematik

Betreuerin / Betreuer: ao. Univ.-Prof. Dr. Christoph Baxa






3

Einleitung. Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit einer
Problemstellung der algebraischen Zahlentheorie. Ziel der Ar-
beit ist es herauszufinden welche, unter allen Ringen ganzalge-
braischer Zahlen in einem rein kubischen Zahlkorper, normeu-
klidisch sind. Es wird sich dabei herausstellen, dass man nur ei-
ne endliche Menge von Ringen betrachten muss. Ein sehr hilf-
reiches Argument dabei ist die Schranke von J.W.S. Cassels,
die es erlaubt, die in Frage kommenden Ringe auf endlich vie-
le einzuschrianken. Es miissen nur mehr Ringe mit d(K) < 4202
betrachtet werden, was die Suche erheblich einschrinkt. Des
weiteren konnen auch nur Ringe mit Klassenzahl 1 normeukli-
disch sein. SchlieBlich bleiben 31 Ringe iibrig, die man unter-
suchen muss. Das alle 31 Ringe auch tatsidchlich Klassenzahl
1 haben, wird nur fiir einen Ring gezeigt und fiir den Rest aus
der Literatur iibernommen. Wie sich herausstellen wird, gibt
es nur 3 Ringe die tatsdchlich normeuklidisch sind, ndmlich
Q(V2),Q(V3) und Q(V5).

H.J. Godwin hat gezeigt, dass Q(V2) normeuklidisch ist. Die
Tatsache, dass Q( \3@) und Q( \S/E) normeuklidisch sind wurde
von E.M. Taylor bewiesen.
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1. REIN KUBISCHE ZAHLKORPER

In diesem Kapitel folge ich dem Buch von Narciewicz [7].

Definition 1.1
Ein algebraischer Zahlkorper heif3t kubisch, wenn [K : Q] = 3.

Definition 1.2

Ein algebraischer Zahlkorper heiflt rein kubisch, wenn es ein
n € N\ {1} gibt, mit der Eigenschaft, dass p3 1 n fiir alle Prim-
zahlen p gilt, sodass K = Q(+/n)

Bemerkung 1.3

Wie in jedem algebraischen Zahlkorper gibt es auch in den rein
kubischen Zahlkorpern eine Ganzheitsbasis.

Um diese darstellen und beweisen zu kdnnen braucht es aber
ein wenig Vorarbeit.

Lemma 1.4
Sei L/K eine endliche Korpererweiterung und vq,...,v, € L,
dann gilt:

(1) Wenni=1,2,...,nund u; = Z?zla,-jvj mit a;; € K, dann

A x(ui, ... i) = (detla; 1) dr k(1. .., vp)-

(2) drjk(v1,...,vy) =0 genau dann wenn vy,...,v, linear abhingig
iiber K 1ist.

(3) Falls L = K(a) und P € K[x] ist das Minimalpolynom
von a, dann

dr/k(a) = (=1)"det[c;j] = (=1)" Nk (P'(a))

mit m = n(n—1)/2 und die Elemente c¢;; sind definiert
durch

n—1

a'P'(a) = Zcijai (j=0,1,....n—1).
i=0

Beweis. (1) Ist eine Folgerung der Gleichung

det[Fj(ui)] = det[a,-j]det[Fj(u,-)].



(2) Die Elemente vq,...,v, seien linear abhingig iiber K,
dann gilt fiir passende xi,...,x, € K (die nicht alle 0
sind),

n
Zx,-Fj(vi) =0(j=1,2,....n)
i=1
woraus folgt, dass dr/k(vi,...,v,) =0
Falls nun dy /x(v1,...,v,) verschwinden sollte, dann be-
sitzt das System
n
inTrL/K(viVj) =0(j=1,2,...,n)
i=1
eine Losung # 0. Falls vq,...,v, ein linear unabhéngi-
ges System ist, 1St u = xjvy +... + x,v, mit u # 0 und
Trpjxk(uv))=0firi=1,2,...,n.
Daraus folgt, dass T'ry g(uy) = 0 fiir alle y € L gilt. Das
ist aber nicht moglich, weil y = 1/u gewihlt werden kann,
woraus man n = T'rp k(1) = 0 erhilt.

(3) Es bezeichne a; = aj,a>...a, die Konjugierten von a
iiber K und setze b; = P’(a;). Alle diese Elemente lie-
gen im fixen algebraischen Abschlufl von L. Dann gilt

n

dyx@ = [@-ap*= 0" || [@-ap

i<j i=1 i#)
=(=D" l_[ P'(a;)) = (=1)"by...by = (=1)"N/x(P'(a))
i=1

Ferner gilt

bi...budet[al] = detlalbi] = det] ) cijai]
k=1

= det[ckj]det[a];-]
Nachdem nach (2) det[af.‘] # 0 gilt, erhélt man
by...b, = det[c,-j],



und daher gilt
drjk(a) = (=1)"det[c;j].

Lemma 1.5
Seien ay,...,a, € Ok linear unabhingig tiber Q, dann ist

dgjo(at,...,an) = m*d(K)

wobei m der Index in Ok des Z-Moduls M ist, der von den q;
erzeugt wird.

Beweis. Sei wy,...,w, eine Ganzheitsbasis von Ok und seien
bi,...,b, € M so gewihlt, dass
i
b; = Zcikwk (ck€Z,i=1,...,n)
k=1
wobei c¢;; positiv und so klein wie moglich ist. Die b; bilden
eine Menge von freien Erzeugern fiir M, und Z;'C:l tr Wy, mit
tx € Z, liegt nur dann im M, wenn ¢;; | ;.
Das zeigt, dass die Zahlen
J

Zaiwi 0<a;< ij,jI 1,...,n)

i=1
paarweise nicht kongruent mod M sind, und offensichtlich gibt
es cq1...cpy von diesen.
Nun muss man zeigen, dass diese Elemente alle Restklassen
mod M reprisentieren.
Sei nun

£= ) hwp (4 eZ)
k=1

ein beliebiges Element von Ok, bezeichnet als u,,, dem kleisten
nichtnegativen Rest von 4,, mod c¢,;,,. Nun setzt man A,, = (4, —
Un)/Cnn, dann ist

n—1

€= Auby +ptnn + ) (A= AnCu)r.
k=1
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Falls u,—1 den kleinsten nichtnegative Rest von
Apn—1=AnCpp—1 mod ¢, 51
bezeichnet, setzt man
Ap—1 = (-1 = AnCpn-1 = Hn-1)/Cn-1,n-1.
Dadurch ist

&= Apby+Ap_1by + UnWy + Up—1Wn—-1

+ Z(ﬂk —AnCpk — An—1Cn—1 1) Wk.

Wendet man diese Prozedur fortlaufend an, so erhélt man schlief3-
lich eine Gleichung der Form

n n
&= ZAkbk + Zﬂkwk (0 < py < cpps x> Ak €Z)
=1 k=1

und dadurch ist
n
£= ) mwe (mod M)
k=1

Dadurch sieht man, dass

dgolat,...,an) =dgjo(bi,...,by) = (c11. .Con)*d(K).
nach Lemma 1.4(2) gilt. O

Lemma 1.6

Sei a ganzalgebraisch und K = Q(a) der von a erzeugte Korper.
Erfiillt das Minimalpolynom von a tliber Q das Eisensteinkri-
terium beziiglich der Primzahl p, z.B. es hat die Form X" +
a,— 1N 1+ ... +ap mit p teilt ag,...a,—1, und p2 1 ag, dann ist
der Index von a in K nicht durch p teilbar.

Beweis. Nach Annahme ist ¢”/p ganz und iiberdies teilt p?
nicht die Norm Ng/g(a). Wenn p den Index von a teilt, dann
existiert eine ganze Zahl € Rg der Form

W= (bo+bia+...+b,_1d" N/ p (b; € Z)
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wo aber nicht jedes b; durch p teilbar ist. Sei nun j der kleinste
Index fiir den den p 1 b; gilt, dann ist die Zahl

n= (bjaj+...+bn_1a”_1)/p

=y —(bo+bra+...+bj1a")/p
ganzalgebraisch und ebenso
[ = bja”_l/p =na" 1 - a'(bji1+bja+...+ bn_la”_j_z)/p.
Daraus folgt

P"Nijo() = Ngjo(pd) = Nijobja"™") = b?NL/Q(a)n_l

und das bedeutet, dass p | b; , was aber ein Widerspruch zur
Wahl von j ist. O

Satz 1.7
Sei K = Q(#) mitd = yymund m = ab?, wobei ab quadratfrei ist
dann unterscheidet man drei Fille:

(1) Wenn m £ =1 mod 9, ist d(K) = —27(ab)? und die Zah-
len 1,6,6%/b bilden eine Ganzheitsbasis.

(2) Wennm =1 (mod 9), ist d(K) = —3(ab)? und die Zahlen
0,6%/b,(1 + 6+ 6%)/3 bilden eine Ganzheitsbasis.

(3) Wennm = —1 (mod 9), ist d(K) = —3(ab)?, und die Zah-
len 6,6%/b,(1 — 6+ 6%)/3 bilden eine Ganzheitsbasis.

Beweis. Nach Lemma 1.4(3) erhidlt man dg/q(6) = 33m2. Das
Minimalpolynom von 6, x> — m, erfiillt das Eisensteinkriterium
fiir jeden Primteiler von a. Wenn 3 | a, dann erhélt man 3342 |
d(K) und wenn 3 1 a dann erhilt man 3a? | d(K). Die Zahl ¢ =
62 /b ist eine Wurzel von x> —a2b.Der letzte Audruck erfiillt das
Eisensteinkriterium fiir alle Primzahlen, welche b teilen und
daher b? | d(K). SchlieBlich erhilt man d(K) = =3V (ab)?, wobei
N =3, wenn 3 |nundist 1 oder 3, wenn 3 { n

(1) Falls m # +1 (mod 9), dann m> £ m (mod 9) und daher
ist (x + m)3 —m Eisenstein fiir p = 3, und die Diskrimi-
nante seiner Wurzel § —m gleich —33m?.

Daher folgt aus Lemma 1.6, d(K) = —33(ab)?.
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(2) Falls m=1 (mod 9), ist ¢ = (1 + 6+ 6%)/3 ganzalgebra-
isch, weil sie Wurzel des Polynoms

l-m_ (m+1)>?

3 27
ist.Daher ist der Index von 6 durch 3 teilbar. Nach Lem-
mal.5 gilt dann d(K) = —3(ab).

(3) Falls m = —1 (mod 9) geht man dhnlich wie im vori-
gen Fall vor. Man betrachtet hier anstatt ¢ den Ausdruck
(1-6+6%)/3.

Die Ganzheitsbasis kann nun direkt, durch Berechnung
der Diskriminante der relevanten Mengen verifiziert wer-
den.

o —x

O
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2. CASSELS SCHRANKE

In diesem Kapitel folge ich der Arbeiten von Cassels [2] und
Mahler [6].

Bemerkung 2.1

Die Schranke von Cassels wird sich in spiterer Folge als niitz-
liche Bedingung, zur Einschrinkung der Kandidaten, welche
normeuklidisch sind, herausstellen.

Satz 2.2
Seien L1, Ly, L3 lineare Formen mit Determinante A # Qin x,y, z,
wobei L reell und L, = L3 ist. Dann existiert ein Punkt (xg, yo, z0),

sodass

. |Al
min Li,[y, L3 >——.
ey e ey Iz D32 50

Falls die Koeflizienten von Li,L,, L3 einander entsprechende
Zahlen in konjugierten kubischen Zahlkorper sind, dann konnen
X0,Y0,20 rational gewdhlt werden.
Man verwendet jetzt die Identitit

LM+ LoMy+ LsM3 = A(xu+yv +zw),

wobei M1, M,, M3 die zu L1, Ly, L3 adjungierte Formen in den
Variablen u, v, w sind. Daher ist M3 = E, M istreell und M, M>, M5
haben Determinante AZ.

Als Nichstes wird gezeigt, dass die adjungierten Darstellung
immer # 0 sind.

Lemma 2.3 1
Falls p > 0, ¢ > 0 und pg® > |A]*372, dann existieren ganzzah-
lige Werte fiir u, v, w, die nicht alle O sind, sodass

M| < p, IMa| =|M3] < q

Bemerkung 2.4

Um das obige Lemma beweisen zu konnen, braucht es ein we-
nig Vorarbeit.

Bezeichne xi,x», x3 rechteckige Koordinaten in einem dreidi-
mensionalen Raum, und K einen konvexen Korper mit Zen-
trum in 0 = (0,0,0). Ein Gitter A,
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aprU, (h = 1,2,3;u1,u2,u3 = O,il,iz,...),

3
Xh =

k=1

mit Determinante

d() = |lanklni=123l,

heilit K-zulidssig, falls O sein einziger innere Punkt von K ist.
Sei A(K) die untere Schranke von d(A) iiber alle K-zulidssi-
gen Gitter, dann ist A(K) > 0 und es gibt zumindest ein kri-
tisches Gitter, das bedeutet ein K-zuldssiges Gitter A, sodass
d(1) = A(K).

Der Gitterpunktsatz von Minkowski kann wie folgt ausgedriickt
werden:

1
A(K) > §V’
wobeil V das Volumen von K ist. Im allgemein erscheint das
Symbol > in der obigen Ungleichung. Es stellt sich die Frage
nach den exakt Werten von A(K). Dieses Problem wurde von

Minkowski fiir Wiirfel, Oktaeder und Kugel behandelt. Hier
wird es fiir den Zylinder

K:x%+x%£1, -1<x3<1.

gelost, indem man zeigt, dass
1
(1) AK) = 5 V3.

Die Tatsache, dass A(K) < % 3, ist relativ klar, weil die fol-
genden Gitter mit Determinante % V3 K-zulissig sind:
(1) Die Gitter 41, abgleitet von dem speziellen Gitter
1 1
X1=ur+ §u2+au3, Xy = 5 \/§u2 +Bus, x3 =u3, (a,B beliebig).

durch beliebige Rotation um die x3-Achse.
(2) Die Gitter Ay, abgeleitet von dem speziellen Gitter

1 1
X|=up+ Euz, Xy = ) \/guz, X3 = auy +Buy +us, (a,p beliebig)

durch eine beliebige Rotation um die x3-Achse.
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Die Gitter A1, A sind die einzigen kritischen Gitter von K. Um
Gleichung (1) zu zeigen, geniigt es daher

(2) A(K) > % V3,

Zu zeigen.
Um das zu beweisen, benétigt man die beiden folgenden Lem-
mata.

Lemma 2.5

Sei & ein flaches konvexes Polygon mit Fliche A und Winkeln
nicht groBer als 120°, und Cy,C»,...,Cy nicht-iiberlappende
Kreise von Radius r, die in 7 enthalten sind, dann gilt

A
V12
Beweis. Siehe K. Mahler, B. Segre, In the densest packing of
circles, Amer. Math. Monthly 51, (1944), 261-270. O

s <

Lemma 2.6
Sei n eine positive ganze Zahl und se1 W der Wiirfel

lx1] < n, |x2| < 1 |x3] < n.

Seien weiters Z1,72,,...,Z; nicht-liberlappende kreisrunde Zy-
linder mit Radius % und Hohe 1, die alle in W enthalten sind
und mit ihren Achsen parallel zu der x3-Achse liegen. Dann
gilt

16 4

1< —n

V3
Beweis. Bezeichne x eine Zahl im Intervall —n < x < n. Die
Fliche x3 = x schneidet die Zylinder Z;,7;,...,Z; in einer be-
stimmten Punktmenge J(x) der Flache Q(x). Dann entspricht
das Intergral f_n ; Q(x)dx dem Gesamtvolumen der Zylinder Z1,2,,...,7Z;,
und so ist

3) fn O(x)dx = %ﬂt.

Nun gibt es hochstens 2¢ verschiedene Werte von x, fiir die die
Flache x3 = x, entweder die Grundflache oder die Deckflache
eines dieser Zylinder enthilt.
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Sei nun x keiner dieser Werte, dann besteht J(x) aus einer end-
lichen Anzahl s von Kreisen mit Rad1us : keine zwei dieser
Kreise liberlappen einander und alle hegen innerhalb des Qua-
drats

X1l <n, x| <n, x3=x
mit Fliche A = 4n%. Daher folgt nach Lemma 2.5

47’12 8 2
< = n-.
3?V12 V3

Dann ist 5
T

O(x) = —1ts < ——n?

V3

und, nach Gleichung (3) ist

4
—ﬂf_f Q(X)dx<f —nzdx——7;n3

und daher
16 3
t<—n
V3

Um Gleichung (2) zu beweisen, setzt man

F(x1,x2,x3) = max(] x +Xx | |x31),

sodass der Zylinder K aus allen Punkten, die F(x1,x2,x3) <1
erfiillen, besteht. Es bezeichnet A ein K-zuldssiges Gitter. Dann
liegt an jedem Punkt X = (x(l), xg,xg) von A ein Zylinder

1

2

von halber Linge, Breite und Hohe von K seinem Zentrum in X
und der Achse parallel zu der x3-Achse. Nachdem A K-zuléssig
und K konvex ist, iiberlappen keine zwei dieser Zylinder.

Sei n eine grofle positive ganze Zahl. Nachdem jedes Gitter-
Parallelepiped das Volumen d(A) hat, enthélt der Wiirfel

el < e ol <n— s gl < e
xi|<n—=, |xo|<n—=, |x3|<n-=
=075 23 2

Z(X): F(x1- xl,xz x(z),X3 x3)

3

8n
m+0(n )



17

Punkte von A. SchlieBlich liegen mindestens so viele Zylinder
Z(x) daher in dem Wiirfel

lx1| < n,|xz| < n,lx3] < n.

Daher folgt aus Lemma 2.6

% +0(n?) < 71@
wobei
() > % V3-o(1),
das heiB3t

d(p)z%\@,A(K)z%\E
O

Beweis. Der Beweis von Lemma 2.3 folgt nun aus den letzten
beiden Lemmas und Bemerkung 2.4. O

Lemma 2.7

Sei k> 1. Es gibt eine unendliche Menge von Werten «,,, 8y, Yn =
,B_n von M1, M, M3, welche zu den ganzzahligen Werten u;,, v, wy,
gehoren, sodass

(1) B3 < |AP372

(2) klay| < a1l

3) 1B2llay-1] < kA[2372
4) |Bul = |Bn-1]

Lemma 2.8
Falls k > 2, kann man (xg, yo,Zz0) finden, sodass
k-2
2(k-1)

||xoun + yovn +zownll =

fiir alle n gilt.

Beweis. Die Beweise der letzten beiden Lemmata sind dhnlich
wie die die der Lemmata 2.12-2.14. O
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Lemma 2.9
Angenommen k > 2, und

k+k2

r=( )3 q=kr

sodass
1+k2+k
gl’2=k,q+2q_%=2r+r_2: 3—( L
(k+k2)3
Falls I,m, p > 0, sodass
Im* < p*, 1< qp, m<rp,

dann ist
[+2m < Ap.

Beweis. Offensichtlich, bzw nachrechnen.
Seien nun &,n,{ =n Werte von L1, L, L3 fiir ein

(x,y,2) = (x0,y0,20) (mod 1)

Wihle 7 so, dass
2 AP 2

B2 < el 3(—)3 < |Bus1 .

Dann gilt nach Lemma 2.7, dass

W=

ol < e (%)
Dabher folgt aus Lemma 2.9, mit
[ =|éapl, m=InB,l

und
1 |APYS
p=lebml (=)
32
dass 1
AR\
anl+ 2Bl < A (S 3 ).
2
Aber jetzt ist

|Allxten + yvp +z2wp| = |Ean +nBn + {yal < Eanl + 2Bl
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und dadurch folgt aus Lemma 2.8

k-2 }1N—3% m—zﬁm+kb2|N
2(k—1)A 2 (k=13 +k3+13
Die Funktion auf der rechten Seite nimmt ihr Maximum in der
Nihe der Stelle k = 7 an; Setzt man k = (%)2, dann erhalt man,
wie behauptet

1
&Pl > 32{

5
5, 32.2%.233 Al
endl =l 2 o5 lAl > o
Als nichstes wird der Fall behandelt, dass M; =0, M, =0,
M3 =0 oder alle 0 sind. Das fiihrt zu f(x,y) = 0 im bindren Fall
und kann analog behandelt werden.

Um dies zu zeigen, braucht es einiges an Vorarbeit.

Satz 2.10
Fiir fast alle Paare (xg,yo) gilt

min|f(x,y)| =0, (x,y) = (x0,y0) (mod 1)

Wenn f kein Vielfaches des Produktes von zwei linearen For-
men mit rationalen Koeffizienten ist.

Beweis. Um die Notwendigkeit der zweiten Bedingung zu zei-
gen muss man folgendes betrachten:

Sei f(x,y) = ax? + bxy +cy? eine indefinite Form. Dann existie-
ren reelle Zahlenpaare (xg,yg), sodass

Vb2 —4ac
4) lfe ) 2 ————
48
fiir alle (x,y) = (x0,y0) (mod 1). O
Lemma 2.11

Sei Ag, Ay,...,4y,... eine endliche oder unendliche Menge reel-
ler Zahlen mit

[An-1] = kl4,| > O
Seien ug,u1,. .. beliebig. Dann gibt es eine reelle Zahl &, sodass

A > —
|4n€ + pnll = 2k—1)
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firn=0,1,2....
Falls es nur eine endliche Zahl von 4,, gibt, gibt es ein Intervall
jener Punkte, welche die geforderte Bedingung erfiillen.

Beweis. Mittels Induktion nach n zeigt man, dass es ein Inter-
vall F,, der Linge |F,,| > (k—1)71|A,/~! gibt, sodass F,, C Fj,_1
und

2(k—-1)
fiir alle £ € F, gilt. Nun nimmt man fiir F,, die Menge der & =
A-lx

0 b

”/‘l\/’g_i-/'t\/”2 (v=0317°-°9n)

1 1 1 1

TS Bt e Ty S
welche die geforderte Eigenschaft erfiillt.
Wenn F), existiert, ist die Menge R, aller 4,41 x, mit x € F},, ein
Intervall der Lidnge von mindestens

— Mo,

o 1
|k =D A > 14—

k—1
Daher enthilt R,, ein Intervall L,, der Form
+ 1 ! <x<m+ 1 + !
m+—-—-———-— x<m+— — ,
27 2k-1) Hn+1 S X = 2" 2k—1) HMn+1

fiir eine gewisse ganze Zahlen m.

Nun definiert man F,.; als die Menge aller /l’;ilx, mit x € L,
und das Resultat folgt.

Falls es nur eine endliche Anzahl von 4,, gibt, kann man fiir £
einen beliebigen Punkt nehmen, welcher im letzten F, enthal-
ten ist.

Falls es eine unendliche Anzahl an 4,, gibt, wird £ von den In-
tervallen Fop D F; D F5... bestimmt.

Sei nun f(x,y) = (x +y0)(x + y¢), mit 8 # ¢, und seien beide
irrational. O

Lemma 2.12

Gegeben sei M > 1. Dann gibt es eine endliche Folge G, von

Paaren koprimen ganzer Zahlen (nicht beide 0) (ug, vo), (u1,v1),...,(Un,vN),
sodass

(1) lun = vinBlluy — vl < 16— @
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(2) klup = vl < lup—1 —vy—16|

(3) |up — vndlluy—1 —vy—16| < k|6 — |
(4) lup —vopl < ML, ug —voll = M
(5) luny — vl = M, luy — vyl < M
(6) |uy _Vn¢| > Up—1 _Vn—1¢| (n>1)

Beweis. Nachdem ¢ irrational, und 6 # ¢ ist, gibt es ug, v, wel-
che Bedingung (1) und (4) erfiillen. Nun definiert man u,, v,
induktiv, durch die Ungleichungen

tn = vl <k~ ity =1 6]
und 60— ol
= vl < ——2
V-1 —Vn-10)|
Dann existieren (u,,v,) nach Minkowskis Linearformensatz,
welche (1),(2) und (3) erfiillen. Es wird jedesmal jene Losung
mit dem kleinsten |u, — v,¢| gewihlt. Daraus folgt (4).

Nachdem 6 irrational ist, muss man irgendwann (uy, vy) errei-
chen, fiir das (5) gilt. O

Nun betrachtet man die Bilinearform
F(x,y;u,v) = (x—y0)(u—ve$) — (x — yd)(u—vo)
=(0—-¢)(xv—yu)

Lemma 2.13
Es gibt xq, yg, sodass
k-2

5 F s Y5 U, > 0—
5) F e ys0) 2 0= 9150
fiir alle (x,y) = (x9,y0) (mod 1) und alle Paare (u,,v,)(n=0,1,...
gilt.
Beweis. Nach Lemma 2.12(2) und Lemma 2.11 mit

Uy —v,0
AN—pn = ng_(; s Mn =

kann man ein £ finden, sodass

n— Vb 2(k—1
6) i &-1)

=0 = P

(n=0,1,...,N).
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Man definiert xq, yo durch die Gleichungen

(7) x0—y00 =0, xo—yo¢p =
und so
(8) F(x0,y0;un,vn) = (uy —vu0){.

Falls (x,y) = (xg,y0) (mod 1), gilt

) F(x,y;un,vi) — F(x0,Y0; tn, Vi)
= (0= @)(v(x— x0) —u(y —yo)) = m(6 - ¢)

wobei m eine gewisse ganze Zahl ist. Das Resultat folgt aus
den Gleichungen (6),(8) und (9). O

Lemma 2.14
Es gibt eine doppelt-unendliche Menge von Paaren ganzer Zah-
len (u,,v,) mit —co < n < oo, sodass (1-4) in Lemma 2.12 gelten
und

lim |u,, —v,0| =0, lim |u, —v,¢| = o,

n—>oo n—>oo

lim |u, —v,0| =c0, lim |u,—v,¢| =0,

n——oo n——oo

und es gibt ein Paar (xg,yp), sodass Gleichung (5), fiir alle
(x,y) = (x0,y0) (mod 1) und alle n gilt.

Beweis. Man bemerke zuerst, dass es fiir ein gegebenes L > 0,
nur eine endliche Anzahl an Paaren (u,,—1,v,,—1), (4, v,) ganzer
Zahlen geben kann mit

luy —vu6| < L < |up—1—vy—16,

die auch (1-3) von Lemma 2.12 erfiillen. Es gibt nur eine end-
liche Anzahl an Moglichkeiten fiir (u,,v,), da |u, —v,6| < k|6 —
#|L ! nach 2.12(3).

Aber |u, —v,¢| # 0 nach Vorausstzung und so folgt wieder nach
2.12(3),

L < |tp_1 —vp_16] < k|6 = lluy, — v L.

Dabher gibt es, nach 2.12(1) mit n— 1 anstatt n, nur eine endliche
Anzahl an Moglichkeiten fiir (u,,—1,v,—1). Genauer gesagt gibt
es, fur gegebene (u,,v,) nur eine endliche Anzahl an Moglich-
keiten fiir (u,,41,Vne1) und (4,1, Vi—1)
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Nach 2.12(4) und 2.12(5) und weil M > 1, gibt es fiir jedes Gy,
eine eindeutiges N1, sodass

luy, —vn, 0l < 1 <lun,_, —vn,_,0l.
Sei G, eine Folge von (uy,,v;) definiert durch
(U, v)) = (Up-N,»Vn-n,) filr —Ny <n<+Ny=N-Nj.
Dann gilt (1-4) aus Lemma 2.12 fiir (), v;,) anstatt (u,, v,) und
1y =Bl < 1< u’y =V, 01, luny = vy, Ol S M Juy, —v_, 61 = M.

Nun konstruiert man G durch ein Diagonalverfahren. Es gilt,
dass es nur eine endliche Anzahl an Moglichkeiten fiir (u,v,)
und («” |,V |) gibt; und so muss mindestens eine der Moglich-
keiten auftreten fiir beliebig groBes M. Man fixiert ein solches
mogliches Paar (ug,vg), (u_1,v-1) und betrachet nun nur diese
G',» in denen diese aufreten.

Es gibt nun nur eine endliche Anzahl an Moglichkeiten fiir
(u’1 , v’l) und (u’_z, v’_z) und wieder nimmt eine Moglichkeit, wel-
che fiir beliebig groe M auftritt, ndmlich (u1,v1), (u—2,v-2).
Dieser Prozess kann fortgefiihrt werden. Dann erfiillt (u,,Vv;,)
(1-4) aus Lemma 2.12, und auch

lim [uy, —v,0 =0, lim [u, —vy| = oo,
n—oo n——0o
nach 2.12(2). Nach 2.12(1) folgt daraus
lim [uy —vpp| = 00, lim |uy—vyd| =0,
n—oo n——oo

weil 6 und ¢ nach Voraussetzung irrational sind. Daher erfiillt
die Folge (u,,v,) die von G geforderten Eigenschaften.

Umgekehrt, fiir ein gegebenes G 1ist es trivial ein Gy, fiir ein
beliebiges M zu finden, indem man einen passenden Abschnitt
der unendlichen Reihe nimmt und unnummeriert. Man kann
annehmen, dass Gj; von dieser Art ist. Zu jedem solchen Gy,
mit (M =2,3,4,...) gibt es ein zugehoriges (xE)M), ng)) , hach
dem vorletzte Lemma, wobei man annehmen kann, dass 0 <
xE)M) <1,0< yE)M) < 1. Diese haben einen Grenzwert (xq,Yo),
der die geforderten Eigenschaften besitzt. O
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Lemma 2.15
Seien [,m,n, p positive Zahlen und

lm$p3,lqu,qup.

Dann gilt
1
[+m<(g+-)p.
q
Beweis. Folgt aus dem nichsten Lemma. O
Lemma 2.16

Sind x,y,g >0, xy<1, x<qundy < g, dann giltx+y§q+é.

Beweis. Die Funktion f: (0,00) = R, f(x) = x+ 1 hat die Ab-
leitung

<0 fir0O<x<l,

f=1-53=0 firx=1,

>0 firx>1.
Dabher ist f streng monoton fallend auf (0, 1] und streng mono-
ton wachsend auf [1,+00). Insbesondere besitzt f ein globales
Minimum bei 1 und daher x + % > 2 fiir alle x > 0.
I.Fall:x > 1. Dann gilt x +y < x+% <qg+ é, dal <x<gq.
2.Fall:y > 1. Dann gilt x+y §y+% < q+%, dal<y<gq.

3Fall:x<lundy<1.Danngilt x+y <2< q+é.

Bemerkung 2.17
Der Beweis von Lemma 2.15 folgt nun indem man x = é und

—m
y=5 setzt.

Bemerkung 2.18

Daraus folgt nun auch Gleichung (4). Nimmt man xg,yg, wie
im Lemma 2.14 und sei x = xg, y = yo.

Angenommen x —yf = 0, dann hat man

lim |F(xy;, vl = lim [, = va6)(x = )| = 0.

n——oo
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Das ist ein Widerspruch zur Annahme. Ahnlich fiihrt auch x —
y¢ = 0 zu einem Widerspruch, sodass

x=y8#0, x—y¢ #0,

und daher
JCxy) #0.
Nun wihlt man (u,,,v;), so wie bei 2.12(4), sodass
|x —yé|
(1 = va®)? < KO= 2D < (1 +v01)°
|x =6

und daher folgt nach 2.12(3)

k20— ¢)? lx — 6|
< k|6 — .
(un+1 _Vn+l¢)2 | ¢||x_y¢|

Nun wendet man Lemma 2.15 mit

(up — Vn¢)2 <

I = lup —vpdllx —y6l, m = |u, —viblix —yl,

P =10-gllf eyl ¢* =k
an, erhalt man

Pt y3 g, vl < (2 4K~ 2)I0— 121 ()]
Dabher folgt nach dem Lemma 2.13

k=2 1
G 2 10—l 55— k_l)z
2+ k2

Die Funktion g(k) = f((:z—_zl))zz hat ein Maximum fiir £ > 2 nahe
k=5-5und

539 1
869= 55578 a8’

was Gleichung (4) beweist, wenn 6 und ¢ irrational sind. Nun
sei 6 rational, ¢ aber nicht. Dann fiihrt der Prozess von Lemma
2.12 zu einer unendlichen Menge (u,,v;), mit —co < n < N,
und uy, vy ist die Losung in koprimen ganzen Zahlen von uy —
VNQ =0.

Man nehme nun eine Losung x von

2k—1)

l(un — vkl =
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Nun kann man nach dem Lemma 2.12 ein £ finden, sodass
k—

<N
2(k 1) —oo<n<

(e, — vi0)E — (uy — V@)l >

Dann erfiillt die Losung xg, yg von

x0 —yo¢ = &0 — ), xo —yob = k(6 — @)
die Gleichung

F(x0,Y05un,vn) k-2

| o0 > h—1)

fiir alle n. Wie zuvor ist x—y@ # 0, x—y¢ # O fiir (x,y) = (x0, o).
Falls

|x = y¢|
KIH—¢|| i

gelten die selben Argumente wie bevor. Falls nicht, hat man

> (uy — vN$)

PG,y un vl = [(x = y0)(un — vv)| < k210 — 12| £ (x, )2

und nach Lemma 2.14 ist

e 2 10— gk

2(k—1)

was eine stiarkere Bedingung ist, als die Ungleichung, welche
man im allgemeinen Fall erhdlt. Daher stimmt der letzte Satz
auch hier; Da man k = (xy —yn0)(6— gl))‘1 in einem Intervall be-
liebig wihlen kann gibt es liberabzihlbar viele mogliche Werte
von (xo, y0)-

Falls 6 und ¢ beide rational sind, kann man @hnliche Argumen-
te verwenden. Es gibt dann nur eine endliche Kette von (u,, v,):
Dabher liegt (x — y#)(6 — ¢) = k in einem Intervall und ebenso &,
nach dem letzten Satz von Lemma 2.11.

Insbesondere konnen 6 und ¢ rational gewihlt werden, sodass
Xxo und yq rational sind.

Dies beweist aber auch, dass die Bedingung in Satz 2.10 eine
notwendige Bedingung ist.

Bemerkung 2.19
Nachdem man nun die Notwendigkeit der Bedingung bewiesen
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hat, kann man daher ohne Verlust der Allgemeinheit vorausset-
zen, dass ¢ irrational ist. Man muss beweisen, dass

min |(x — yf)(x - yp)| = 0, (x,y) = (xp,y0) (mod 1)
fiir fast alle Punkte (xo,yo).

Lemma 2.20

Es gibt eine Konstante x mit folgender Eigenschaft:

Seien 6 und ¢ gegebene reelle Zahlen mit 6 # ¢, ¢ irrational.
Dann gibt es fiir ein € > 0 und koprime ganze Zahlen my,ng
mit

lmo —nod| <€,
160 — ¢| < |mg —nob|lmo — nog| < k10— ¢|.

Beweis. Ubersetzt in die Gittertheorie, ist dieses Lemma #qui-
valent zu der Tatsache, dass es in jedem Gitter mit Determinan-
te 1, mit einem Punkt im Ursprung, aber keinen anderen Punkt
auf der y-Achse, primitive Punkte gibt, sodass

1 <|xy| <k

und x beliebig klein. Man zeigt nun, dass x = 2 — 53. Es gibt
bestimmte primitive Gitterpunkte (p,q) mit g beliebig groB,
sodass |pg| < 1, und ohne Verlust der Allgemeinheit kann man
voraussetzten, dass g > 0. Dann existieren Gitterpunkte auf gx—
py = 1 und sind primitiv. Eine hinreichende Bedingung dafiir,
dass ein Punkt, auf dieser Gerade enthalten ist und die obere
Gleichung erfiillt, ist

1+(1+4gp)? 1+ (1+4gpk)?
= <x< =X2
2q 2q

Falls p > 0, implizieren die Bedingungen von Lemma 2.20,
dass xp —x1 > p, und so es gibt einen Gitterpunkt (xgp,yg) auf
der Gerade mit x; < xp < xp. Nachdem ¢ beliebig grof3 sein
kann, konnen x, und xg beliebig klein werden. Falls p < 0, be-
trachtet man die Gitterpunkte auf gx — py = —1 und verwendet
das selbe Argument. O

X1
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Korollar 2.21
Es gibt eine Transformation

x =X +t2y', y =t X' +122y,
wobei t11,112,121,t22 ganzzahlig sind und
it —nhitin =1
und Zahlen A, B,#’,¢’, sodass
(X' =y'8) = A(x~-y6),
(X' =y'¢") = B(x—y¢),
IB™! <€, 10—¢| <|AB"! <kl6-¢|.

Beweis. Setze t;1 = mg, tp1 = ng und wahle 1, und 77, so, dass
sie eine unimodulare Determinante bilden. O

Lemma 2.22

Es gibt zwei Funktionen 11 > 0,17, > O fiir die Variablen Q1,Q,
mit folgenden Eigeschaften:

Seien 6,¢,t,d, D, xo,yo gegeben, sodass

0<Q'<9-¢l <, 0<r<1,0<d<1, D>
Bezeichnet nun F(¢) die Menge aller (x,y), sodass
min|(§ —nO)(&—-ne)| <1
(&m)=(xy) (modI)
und B bezeichne das Parallelogramm
[(x=y0) — (xo —yob)| < d

[(x = y¢) — (x0 —yop)| < D.
So ist
F@)( ) Bl = natlBl,
wobeli |B| die Fliche von B bezeichnet.
Beweis. Eine positive Konstante, die nur von 1 und , ), abhiéngt,

wird mit 7 mit einem Suffix bezeichnet. Nun macht man eine
Transformation

(10) xX=x0+A0+up, y=yp+1+u
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zu den Variablen A und u. Dann ist B durch folgende Unglei-
chungen definiert

d
D*, |yl < d".

4] < — =
16— &

D —
m =
Man setzt nun

m3=[Qi]+1
und man kann annehmen, dass
D > 10Qom3 = n1,
sodass
(11) D* > 10n;.
Nun definiert man ganze Zahlen ny,n,,...,ns durch
ni=[yo—-D"+m3l+1, nj=nj_1+2n3,

wobel

*

tT [4'73

] > 774D*
nach (11). Daher ist
yo—D*+n3 <ny <ng<yg+D"—ns.
Nun definiert man ganze Zahlen m; (j = 1,2,...,s), sodass
1
(12) Imj—xo—(nj—yo)d| < 5

und A; und u; nach der obigen Gleichung (11). Dann gilt

|| <

210 - ¢|
nach (12) und daher
1
|4j—(nj—x0)| < :
s 21— ¢|

Daher ist
(13) /lj—/lj_1227]3—|9 ¢|227]—Q1>Ql,
und ebenso

1 1
(14) A1 >—D*+§Ql, /ls<D*—§Q1.
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Nun bezeichne G (j = 1,2,...,s) die Menge aller (x,y) fiir die
t 1
A=A < —— < =Qq, |yl < d*
A=) 55— < 50 I
gilt.
Dann folgt aus (13) und (14), dass die G; disjunkt und in B ent-

halten sind.

Weiters hat jedes G; Fliche 40— ¢lypgd* = 2td*, weil |§(<§—’ig| =
16— gl

Daher ist die Gesamtfliache von | JG genau s-2td* > 2tn4D*d" >
nyt|B|. Das Lemma ist daher bewiesen, wenn man zeigen kann,
dass

G;i C F(p).

Ist aber (x,y) € G;, dann hat man
(o= mj= (=) x=mj=(y=npP)l = 0= ¢4~ Al — pl
<O-¢) =

2160 - ¢|
wie verlangt, nachdem

(el + | l) < 1,

d+3 3 1
+ < <= .
210-¢l ~ 10—l ~ 2109l

Jtl + gl < d

Lemma 2.23
Sei F(t) wie in Lemma 2.22 und sei U ein Parallelogramm
|(x = y0) — (x0 = yoO)| < u, |[(x—y¢) — (x0 — yod)| < v.

Dann gibt es eine Konstante 777, die nur von 6 und ¢ abhéngt,
sodass

F@( U= nstlU).
Beweis. Man macht eine Substitution vom selben Typ, wie in
Lemma 2.20. Bezeichne ’ eine Grofle die zu (x" —y’ 0" )(x" —y'¢")
in Beziehung steht. Dann hat man
und so
0<k'=07'<1g-¢|<Q=1.
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Weiters ist
(' =y'0) (X =y ¢") = AB(x - yO)(x - y¢),

und so wird F(¢) zu F’(t) transponiert, wobei ¢’ = |AB|t. Schlief3-
lich wird U in das Parallelogramm B’ transformiert, welches
durch

X" =y'0'| <ulAl, X' —y'¢"| < v|B|

definiert ist, wobei u|A| beliebig klein und v|B| beliebig grof3
sein kann. Somit ist

F'ONUl _IF@ONB
Ul B

ot > n7t.

Korollar 2.24
Fast alle Punkte sind in F(¢).

Falls nicht gédbe es einen Punkt, in dem die Dichte von F ()
gleich 0 ist. Das widerspricht Lemma 2.23.
Nun ist der Beweis des Satzes abgeschlossen weil

F(t1) D F(1p),

falls 1 > t,. Sei F = lim,_,o F(¢). Dann folgt aus einem vorigen
Korollar, dass fast alle Punkte in F' sind, was zu zeigen war.
Der Fall, dass xy,yo,zo rational werden, wenn L1, L, L3 kon-
jugiert sind, lauft wie im quadratischen Fall, im nédchsten Satz
bewiesen wird.

Satz 2.25
Falls a,b und c rational sind, dann konnen xg und yg auch ra-
tional gewdhlt werden.

Beweis. Angenommen f(x,y) hat rationale Koeffizienten. Falls
0 und ¢ beide rational sind, gilt Satz 2.25, nach Bemerkung
2.18.

Falls nicht, sind 6 und ¢ konjugierte Zahlen in einem quadrati-
schen Zahlkorper, wovon nun ausgegangen wird.

Man bemerke, dass, nachdem N(u,, —v,,0) = f(uy,v,) beschrinkt
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ist, es eine Einheit € des Korpers geben muss, und mg,ng mit
mq > ng, sodass

(umo - vag) = E(ul’lo - Vn()e)-
Setzt man mg—ng = N und definiert eine neue Folge durch
U, —v,0 = u, — vy (ng < n < myg),

und

Uy = Vi = €y = Vi) (—00 < n < 00),
diese Folge erfiillt alle Bedingungen von Lemma 2.13 und Lem-
ma 2.14. Man kann daher voraussetzen, dass es eine Einheit €

des Korpers, und eine ganze Zahl N gibt, sodass
Un+N — Vn+NO = €(uy — v,0),

Up+N — VNG = €(Uy — Vi)
(e 1st Konjugierte von €). Nimmt man 2N anstatt N und da-
her auch €2 anstatt €, dann hat man € = (¢)~! (e > 0). Weiters,
nachdem u,, — v,,60 — O fiir n — 0, hat man

O<e<.

Um nun Satz 2.25 zu zeigen, muss man nur die Existenz der
rationalen Zahlen xg, yg zeigen, sodass

I un — vu0)(x0 — yo@) — (tty — vnp)(xo + y00) | > k-2 e
0—¢ T 2k-1)
fiir alle n gilt, wobei e eine beliebig kleine gegebene positive
Zahl ist.

Nach Lemma 2.11 gibt es eine reelle Zahl &, sodass

U, —v,0 >
0—¢ & - 2(k-1)

(n<0).

Setze
A= U_py — v_nH,
0—¢
sodass .y = € '1,. Man kann nun jedes 4, (0 <n < N) in
folgender Form darstellen

1= a, +b,e

c
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wobel a,, b, und ¢ ganzzahlig sind. Daher ist

(15) €™ (an +bne)SIl 2 D)
O0<m<oo,0<n<N,cl=¢.

Die Zahl £ kann in der Form

(16) §=Z()+Z1E+Z262+...,

geschreiben werden, wobei zo,z1,... ganzzahlig sind und 0 <
7j < e 1,(j # 0). Nun ist die Behauptung, dass der Bruchteil
von € "(a, + b,€){ der selbe ist wie der von

Pmn = (an + bnf)gm —(an - bnf_l)nm’

wobei (mit der Konvention z; = 0, fiir j < 0),

) -1
{n = ZZj+m€Ja Nm = sz+m€_J~
j:O —00
Allerdings
-1
€ =lnt Z Zjrm€
—00
und

-1
(an + bye) Z Zj+m6] +(an + bne_l)nm

-1 -1
—-m —m

Das ist ganzzahlig, nachdem a, und b, ganzzahlig sind und €
und e~! konjugiert ganzalgebraisch sind.

Nachdem die z; beschrinkt sind, kann man ganze Zahlen P, Q
und R, mit beliebiger Gro3e, finden, sodass P < P+20Q0 < P+
R+2Q und zp1g = Zp+R+q fiir 0 < g <20Q. Nun definiert man
eine neue Folge z; durch

in = <n
falls P<n<P+R+2Q

2, = Zn+r (Yn)
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und setzt
0 -1
* * J ook * j
gm - Zj+m6 > Mm = Zj+m€ ’
0 —00

=4, n =m
Omn = G_m(an + bn‘f)(‘< - Em(an + bnf_l)n*

flir —oo <m < 400 (0 < n < N). Anschlieend beweist man ,

dass
k-2

llomnll > 2(k— 1)
fiir alle m,n gilt, wobei e eine positive Konstante ist, die nur
von Ag,Aq,...,An-1,{,€,Q abhidngt und gegen O strebt, wenn
Q — oo. Nach dem Argument von oben, ist der Bruchteil von
o derselbe wie der von

Pin = (an +ba© L — (an +bpe .

Nun ist p;., in m mod R periodisch, weil z,, periodisch ist und
ebenso £, und 77;,. Daher muss man nur zeigen, dass

k-2
||pmn”—2(k T
fiir
P+Q<m<P+R+0.

Dann aber ist || pymll = 2{; 21) nach (15), und

-1
|pmn _p;:m| <lap + bnellgm - §m| +lan + bpe ||777;l - 77m|,

wobei

Teet —|Z<z,+m zj+m>e|—|2(z,+m Zjm)e’

j=0

01
|77m 77m|< +€|ZO|

EQI

und
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Nachdem beide gegen O streben, wenn Q — oo, beweist dies
das Resultat.
Nun definiert man xg, yo durch

x0+yod = cl”*, xo+yol =—cn".
Dann hat man fiir alle n und passende m,n;

(Un —vn0)(x0 — yo@) — (ttn — vaP)(x0 — y00) k—2
[ | =llommll = 57—=—¢,
0— o 20k—1)
wie verlangt. Weiters ist
* * R-1
T+ €
=g+ iet . A (I +ef v Ry )= 1 Re;;
. zf1+...+z_R6R Z8+...+z;_le_R+1
T 1 -€R B 1-€eR

Demnach sind ¢* und —n* konjugierte algebraische Zahlen,
weil € und €1 solche sind, daher sind xy und yo rational, wie
behauptet. O
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3. NORMEUKLIDISCHE RINGE

In diesem Kapitel folge ich der Arbeit von Cioffari [3].

Bemerkung 3.1
Das nichste Ziel ist zu zeigen, dass Q(+/n) fiir nur gewisse n
normeuklidisch ist.

Definition 3.2
Ein algebraischer Zahlkorper ist normeuklidisch, wenn sein Ganz-
heitsring Ok folgende Eigenschaft erfiillt:

e Fiira,b € Ox mit b # 0 dp,r € Ok, sodass a = bp + r mit
r =0 oder [N(r)| < [N(b)|.

Bemerkung 3.3

Jeder rein kubische Zahlkorper hat eine reelle Einbettung und
ein Paar komplex konjugierter Einbettungen und daher eine
Fundamentaleinheit sowie eine negative Diskriminate.

Bemerkung 3.4
Man kann zeigen, dass ein rein kubischer Zahlkorper mit Dis-
kriminante —D > 420% = 176400 nicht reinkubisch sein kann.

Satz 3.5 (Cassels)
Sei K ein reinkubischer Zahlkorper. Dann ist K nicht reinku-
bisch fiir D < —(420)? = —176400

Beweis. Folgt aus Satz 2.2. O

Bemerkung 3.6
Einige Notationen, welche ab jetzt verwendet werden:

e ¢: Fundamentaleinheit von Q( \3/3)

o 0=(Nd)

e (b): Das Ideal bOg mit b € Q(Vd)

e N(b): Die Norm von b € Q( \3/3)

e N(P): Die Norm von P, wobei P Ideal in Q( \3/3) ist
° E(c): Restklasse von b mod ¢, mit b,c € Ok

Bemerkung 3.7
N(a+bVd+c V) = a® +b3d + 3d? - 3abed
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Bemerkung 3.8
Man erarbeitet jetzt ein Kriterium um zu bestimmen wann ein

algebraischer Zahlkorper K Klassenzahl 4(K) = 1 hat. Dieses
Kriterium ist notwendig fiir die euklidische Eigenschatft.

Definition 3.9

Unter einer verzweigten Primzahl versteht man eine Primzahl,
welche sich in, sich wiederholenden Primideale faktorisieren
lasst.

Satz 3.10

Sei K ein Korper vom Grad einer ungeraden Primzahl g. Sei p
ein Primzahl, die total verzweigt in K ist, und p # 1 (mod ¢q)
und (p) = P4 die Primidealzerlegungen von (P). Sei u € Ok, der
Ganzheitsring von K.

Dann gilt u = b (mod P), wobei b die eindeutige ganze Zahl in
{0,1,...,p—1}1ist, sodass b7 = N(u) (mod p).

Ok Z[p
C
Ox/P-2~7/p

Beweis. In diesem Diagramm sind o und u kanonische Abbil-
dungen. N ist die Normabbildung. ¢ ist die Abbildung, die je-
der Klasse in Ok /P eine eindeutige ganze Zahl mod p zuord-
net, die zu dieser Klasse gehort. i ist die Abbildung, die jedem
Element seine g-te Potenz zuordnet.

Alle Abbildungen sind multiplikative Homomorphismen und ¢
und ¢ sind Isomorphismen.

Um die Kommutativitidt dieses Diagramms zu zeigen sei u = ¢
(mod P), mit ¢ € {0,1,...,p—1}. Somit ist u —c € P, und so
folgt nach dem Eisensteinkriterium, dass das charakteristische
Polynom von u — ¢ die Form

x4 +alq_1xq_1 +...+dix+domit p|dVi
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hat. Daher ist u Nullstelle des Polynoms
(x—c)+dy_1(x—) +.. .+ dy(x—c) +dy,
und so gilt N(u) = ¢? (mod p). O

Bemerkung 3.11
Der folgende Satz wird spiter dazu verwendet um zu zeigen,
dass bestimmte Korper nicht euklidisch sind.

Satz 3.12

Sei K = Q(+/r), wobei q eine ungerade Primzahl ist und r frei
von g-ten Potenzen. Falls r durch eine Primzahl kongruent zu
1 mod ¢ teilbar ist, dann g | A(K).

Beweis. Folgt aus Satz 3.10. O

Satz 3.13

Sei K ein Korper vom Primzahlgrad ¢ mit r Fundamentalein-
heiten. Sind mindestens r+2 Primzahlen total verzweigt in K,
dann ¢q | h(K)

Beweis. Seien €1, ..., € die Fundamentaleinheiten und seien
P1,---,Pr+2 total verzweigte Primzahlen und sei (p;) = P? deren
Primidealfaktorisierung. Falls ¢ total verzweigt, sei p; = ¢
Angenommen: & = 1

Dann folgt Vi 4b € Ok, sodass (b;) = P; und

q _ ki kip + _
bi —piel’ 6T 0=1,...,r+2, kijEZ.

Man kann folgern, dass es gewisse ganze Zahlen s gibt, die
durch keine g-te Potenz, und durch einige p; teilbar sind, aber
nicht durch p,4», eine g-te Potenz in K sind. Daraus folgt K =
Q(/s)

Das ist ein Widerspruch und daher ist # # 1. Daraus kann man
folgern, dass g | h O

Bemerkung 3.14

Es gibt insgesamt 42 Korper, die unter Cassels Schranke fallen
und nicht durch die beiden vorigen Sétze ausgeschlossen wer-
den.
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Bemerkung 3.15

Von diesen 42 Korpern haben die folgenden 31 Korper Klas-
senzahl 1: Q(¥2),Q(V3),Q(V53),Q(V6),Q(V10),
Q(V12),Q(V17),Q(V23),Q(V29),Q(V33),Q(V41),Q(V44),
Q(V45),Q(V46),Q(V/33),Q(V55),Q(V59),Q(V69), Q(V71),
Q(V82),Q(V99),Q(V107), Q(V116),Q(V145), Q(V179),
Q(V188),Q(V197),Q(V226),Q(V/332), Q( V404) und Q(V/575).

Bemerkung 3.16

Sei Q( \3/3), dann hat d immer eine der folgenden Darstellungen
e d = p mit p Primzahl,
e d = p1pr mit p; und p, Primzahlen
e d = pp; mit p; > p)

Bemerkung 3.17

Jede Primzahl welche d teilt ist total verzweigt. Die Diskri-
minante zeigt, dass (3) = P3, wenn d # +1 (mod 9) und (3) =
P%Pz, wennd = +1 (mod 9)

Alle anderen Primzahlen sind unverzweigt. Fiir den Fall p = 2
(mod 3) verwendet man das Lemma von Hensel.
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4. EIGENSCHAFTEN DER IN FRAGE KOMMENDEN RINGE

In diesem Kapitel folge ich den Biichern von Alaca & Wil-
liams [1] und Narciewicz [7] .

Bemerkung 4.1

In diesem Kapitel werden Diskriminante und Ganzheitsbasis
aller in Frage kommender Ringe bestimmt. Zusétzlich wird ex-
plizit gezeigt, dass Q( V2) Klassenzahl 1 hat.

Satz 4.2
Sei K = Q(¥2). Dann ist d(Q(¥2)) = —108 und (1, V2, V4)

Ganzheitsbasis.

Beweis. 2% +1 (mod 9)und 2 =122
— d(Q(V2)) = -27-12-22 = -108

— (1, \3/5, \3/4_1) 1st Ganzheitsbasis. O

Satz 4.3
Sei K = Q(V/3). Dann ist d(Q(V3)) = —243 und (1, V3, V9)

Ganzheitsbasis.

Beweis. 3% +1 (mod 9)und 3 =1%-3
— d(Q(V3)) = -27-12.3%2 = —243

— (1, V3, ¥9) ist Ganzheitsbasis. O

Satz 4.4
Sei K = Q(V5). Dann ist d(Q(V5)) = =675 und (1, V5, V25)

Ganzheitsbasis.

Beweis. 5% +1 (mod 9)und 5 =1%-5
— d(Q(V5)) = -27-12-52 = 675

— (1, \3/5, {/ﬁ) ist Ganzheitsbasis. O
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Satz 4.5
Sei K = Q(V6). Dann ist d(Q(V6)) = =972 und (1, V6, V36)

Ganzheitsbasis.

Beweis. 6% =1 (mod 9)und 6 =126
— d(Q(V6)) = -27-12-62 = 972

— (1, V6, ¥36) ist Ganzheitsbasis. O

Satz 4.6
Sei K = Q(V10). Dann ist d(Q(V10)) = =300 und

3 3
(V10, V100, V10 VI00) Ganzheitsbasis.
Beweis. 10=1 (mod 9) und 10 = 12-10

- d(Q(V10)) = =3-12-10% = =300

3 3
— (¥10, V100, 1+\/1_03—+W) ist Ganzheitsbasis. O

Satz 4.7

Sei K = Q(V12). Dann ist d(Q(V12)) = =972
33—

und (1, vV 12, %) Ganzheitsbasis.

Beweis. 12 # +1 (mod 9) und 12 =223
— d(Q(V12)) = -27-22.32 = —972

3
- (1, {/ﬁ, @) 1st Ganzheitsbasis. O

Satz 4.8

Sei K = Q(V17). Dann ist d(Q(V17)) = —867
3 3

und (Y17, V289, =17 V289 Gansheitsbasis.

Beweis. 17=—-1 (mod 9)und 17 =1%-17
— dQ(V17)) = -3-12-17% = -867

3 3
— (V17, V289, 1_\/1_73—“/@) ist Ganzheitsbasis. O
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Satz 4.9
Sei K = Q(V23). Dann ist d(Q(V23)) = —14283 und
(1, V23, V529) Ganzheitsbasis.

Beweis. 23 # 1 (mod 9) und 23 = 1223
— d(Q(V23)) = —27-12.23% = —14283

— (1, \3/%, \/3 529) ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.10
Sei K = Q(V29). Dann ist d(Q(¥29)) = —22707 und
(1, V29, V841) Ganzheitsbasis.

Beweis. 29 # 1 (mod 9) und 29 = 1%-29
— d(Q(N29)) = —27-12-292 = —22707

— (1, V29, 841) ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.11
Sei K = Q(V/33). Dann ist d(Q(V33)) = —29403 und
(1, \3/§, v 1089) Ganzheitsbasis.

Beweis. 33 # 1 (mod 9) und 33 = 12-33
— d(Q(33)) = —27-12-33% = —29403

— (1, V33, V1089) ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.12
Sei K = Q(V41). Dann ist d(Q(V41)) = —45387 und
(1, W, \/3 1681) Ganzheitsbasis.

Beweis. 41 # +1 (mod 9) und 41 = 1241
— d(Q(V41)) = =27-12-412 = —45387

— (1, V41, V1681) ist Ganzheitsbasis.



Satz 4.13

Sei K = Q(V4 \/_) Dann ist d(Q( V4 \3/_)) = —1452 und
(\/_ W 1- \/_+W

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 44 =—1 (mod 9) und 44 = 2211

— d(Q(V4d)) = =322 112 = —1452
_)(\/— \/193 pE \/_+\/193

) i1st Ganzheitsbasis.

Satz 4.14
Sei K = Q(\/_ 45). Dann ist d(Q(V45)) = —6075 und

(1, \/_ ”202 —5=) Ganzheitsbasis.
Beweis. 45 % +1 (mod 9) und 45 =32-5

5 d(Q(V45)) = —27-32.5% = 6075

3" Az
— (1, \3/4_5, 23025 ) ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.15
Sei K = Q(V46). Dann ist d(Q(V46)) = —6348 und

3 3
(V46, V2116, LV46: 2116y Ganzheitsbasis.
Beweis. 46 =1 (mod 9) und 46 = 12-46

— d(Q(V46)) = -3 - 12462 = —6348

3 3
— (V46, V2116, % Y2116y ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.16
Sei K = Q(V/53). Dann ist d(Q(V53)) = —8427 und

3 3
(V/53, V2809, 1= ‘/5; V2809 Ganzheitsbasis.
Beweis. 53 =—1 (mod 9) und 53 = 12-53

— d(Q(V53)) = =3 -12.532 = —8427

3 3
— (V/53, V28009, % V2809 ist Ganzheitsbasis.

43
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Satz 4.17
Sei K = Q(+/55). Dann ist d(Q(V55)) = —9075 und

3 3
(535, /3025, 1+ ¥55: 93025 Gangzheitsbasis.

Beweis. 55=1 (mod 9) und 55 = 12-55

— d(Q(V55)) = =3 -12-55% = —9075

3 3
— (V/55, V3025, % V3025 ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.18
Sei K = Q(V39). Dann ist d(Q(V59)) = —93987 und
(1, \3/@, v 3481) Ganzheitsbasis.

Beweis. 59 # +1 (mod 9) und 59 = 12-59
— d(Q(V59)) = —27-12-592 = —93987

— (1, V39, V3481) ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.19
Sei K = Q(V69). Dann ist d(Q(V69)) = —128547 und
(1, V69, V4761) Ganzheitsbasis.

Beweis. 69 # +1 (mod 9) und 69 = 12-69
— d(Q(V69)) = —27-12-692 = —128547

— (1, V69, ¥ 4761) ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.20
Sei K = Q(V/71). Dann ist d(Q(V71)) = =15123 und

3 3
(V7T, V5041, I=VTLE V501 Ganzheitsbasis.

Beweis. 71 = -1 (mod 9) und 71 = 1%-71

— d(Q(V71)) = -3-12-712 = —15123

3 3
— (V71, V5041, % V3041) ist Ganzheitsbasis.



Satz 4.21
Sei K = Q(V/82). Dann ist d(Q(V/82)) = 20172 und

3 3
(V82, V6724, = ‘/8_2;“ V6724y Ganzheitsbasis.
Beweis. 82 =1 (mod 9) und 82 = 12-82

= d(Q(V82)) = —3-12-822 = —20172

3 3
— (Y82, V6724, V826724 ot Ganzheitsbasis.

Satz 4.22

Sei K = Q(\/_ 99). Dann ist d(Q(¥99)) = —-3267 und
(1, /59, V501

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 99 = +1 (mod 9) und 99 = 32-11
— d(Q(V99)) = —3-32.11% = —3267

3G
— (1, {/@, 93801) ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.23

Sei K = Q(VIO ). Dann ist d(Q(\/3 107)) = —34347 und
(Y107, V11449, 1=V107+ V11449

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 107 = -1 (mod 9) und 107 = 1%- 107

— d(Q(V107)) = =3-12-107% = —34347

— (V107, V11449, 1= V107 V146

Satz 4.24

Sei K = Q(Vll ). Dann ist d(Q(\/3 116)) = —10092 und
\/f x/1345 1= x/ﬁ+x/1345

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 116 = -1 (mod 9) und 116 = 2%-29

— d(Q(V116)) = —3-22.29% = —10092

—>(\/f \/1345 1 \/T+«/1345

) ist Ganzheitsbasis.

) ist Ganzheitsbasis.

45
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Satz 4.25
Sei K = Q( Y 145). Dann ist d(Q( v 145)) = —63075 und

3 3
(V145, V21025, V145 V21025 Ganzheitsbasis.
Beweis. 145 =1 (mod 9) und 145 = 12145

— d(Q(V145)) = =3-12-145% = —63075

3 3
— (V145,421025, = 145;“ V21025 ist Ganzheitsbasis.

Satz 4.26

Sei K = Q(V179). Dann ist d(Q(¥179)) = —96123 und
3 3 1— Y179+ V32041
(Y179, V32041, :

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 179 =—1 (mod 9) und 179 = 12179

— d(Q(V179)) = =3-12-1792 = -96123

3 3
— (Y179, Y32041, L= VI V32041 it Gangzheitsbasis.

Satz 4.27

Sei K = Q(V/188). Dann ist d(Q( V188)) = —26508 und
3 V35344 1— 188+ ¥35344
(V188,234 -

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 188 = —1 (mod 9) und 188 = 2247

— d(Q(V188)) = —3-22.47% = —26508

3 3 3
— (Y188, ‘33344, 1= \/@; V35344 ist Ganzheitsbasis.
Satz 4.28

Sei K = Q(V197). Dann ist d(Q(¥197)) = —116427 und
3 3 1- 197+ ¥/38809
(197, V38809, :

) ist Ganzheitsbasis.

Beweis. 197 = —1 (mod 9) und 197 = 12- 197

— d(Q(V197)) = =3-12-197% = 116427

3 3
— (V197, V38809, .= W; V38809y ist Ganzheitsbasis.



Satz 4.29

SelK Q(x/zz 6). Dann ist d(Q(\/3 226)) = —153228 und

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 226 =1 (mod 9) und 226 = 12.226

— d(Q(V226)) = =3-12-226% = —153228

3 3
— (V226, V51076, 11¥226: ¥51076) i Ganzheitsbasis.

Satz 4.30

Sei K = Q(\/33 ). Dann ist d(Q(\/33 )) = —82668 und
(\/f \/11022 1 \/f+«/11022

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 332 =—1 (mod 9) und 332 = 2283

— d(Q(V332)) = —3-22.832 = —82668

3 3 3 3
— (A /332, V1120224, 1 \/332-5\/110224

Satz 4.31

Sei K = Q( V404 ). Dann ist d(Q( V404 )) =—122412 und
(\/W \/16321 1 W+«/16321

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 404 = —1 (mod 9) und 404 = 22-101

— d(Q(V404)) = =3-22-1012 = —122412

\/W \/16321 1 \/AW+\/16321

Satz 4.32

Sei K = (Q V575 ). Dann ist d(Q(\/57 )) = —=39625 und
(3575, \/33062 L= 575 + /330625

) Ganzheitsbasis.

Beweis. 575 = -1 (mod 9) und 575 = 52-23

— d(Q(V575)) = —-3-52.23% = —39625

— (575, \/33062 L= V575 + /330625

) ist Ganzheitsbasis.

) ist Ganzheitsbasis.

) ist Ganzheitsbasis.

47



48

Bemerkung 4.33
Um die Klassenzahlen berechnen zu konnen ben6tigt man noch
das Resultat des folgenden Satzes.

Satz 4.34
Sei K = Q(0) ein algebraische Zahlkorper vom Grad n, sodass

Ok =Z+70+...+726" .

Sei p eine Primzahl und sei f das Minimalpolynom von 6 tiber
Q in Z[x]. Sei Z[x] — Zp[x], f — f die natiirliche Abbildung
wobei Z), = Z/ pZ. Sei

f) =g ... g0,

wobei g1(x),...,g-(x) paarweise verschiedene normierte irre-
duzible Polynome in Z,[x] und ey, ..., e, positive ganze Zahlen
sind. Fiiri =1,2...,r seinen f;(x) normierte Polynome in Z[x],
sodass ?l- = g;. Sei

Pi=(p,fi(0),i=1,2,...,r.

Dann sind Py,..., P, paarweise verschiedene Primideale von
Ok mit

(p)=P{...P;
und
N(P)=pPeli i=1,2,....r

Beweis. Fiir i = 1,2,...,r sei 6; eine Nullstelle von g; in ei-
nem passenden Erweiterungskorper von Z,. Dieser Erweite-
rungskorper ist der endliche Korper Z,[6;] = Z,[x]/(gi(x)). Sei
vi: Z[0] — Z,[6;] der surjektive Homomorphismus, gegeben
durch
vi(h(6)) = h(0;).
Dann ist
Z[0]/ker vi = vi(Z[0]) = Zp[6:]

ein Korper, sodass ker v; ein Primideal von Z[6] = Ok ist. Es
gilt
vi(p) = 0,vi(fi(0)) = fi(6) = gi(6;) = 0,
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sodass
p € ker v;, fi(0) € ker v;,
und daher
(p, fi(0)) C ker v;.
Falls g(0) € ker v;, ist
8(6:) = vi(g(0)) =0,

sodass g;(x) | g(x) in Z,[x]. Daher

g(x) = fi(x)h(x),

fiir ein & € Zp[x]. Daher hat (g — f;h)(x) € Z[x] Koeflizienten,
die durch p teilbar sind, sodass

g(0) = (g(0) — fi(O)h(6)) + fi(6)h(6)
€ (p, fi(9))
g =(p, fi(0)),

was beweist, dass

ker v < (p, fi()).
Man hat jetzt gezeigt, dass
Pi=(p,fi(0) =kerv;, i=1,2,...,r.

Dabher ist jedes P; (i = 1,2,...,r) ein Primideal von Ok.

Als nichstes zeigt man, dass die Primideale P; (i = 1,2,...,r)
verschieden sind. Angenommen P; = P; fiir gewisse i, j€ {1,2,...,r}.
Dann (p, fi(0)) = (p, f(6)). Deshalb ist

fi(0) = pg(6) + fi(O)h(6)
fiir gewisse g(x), h(x) € Z[x]. Wendet man v; an, erhélt man
gi(0) = f (0 = f,(6)h(6;) = gi(0)h(8) = 0,
sodass g;(x) | gj(x) in Zy[x]. Daher ist
gj(x) = gi(x) = gi(x)l(x)

fiir ein I(x) € Z,[x]. Nachdem g;(x) und g;(x) beide normierte
Polynome sind, welche irreduzibel in Z [ x] sind, hat man /(x) =
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1, sodass g;(x) = g j(x) und daher i = j. AnschlieBend zeigt man,
dass
(p) =P} ...Py.
Fiir alle Ideale A, By, B gilt
(A+B1)(A+By) CA+ B B>,

sodass
Pl P = (p, 1) (P, £r(0))
=((p)+ (O ...((p) + (D))
C(p)+ (O ...(f(O)N
=(p)+ (1O ... £(O))
= (p)+(f(0))
=(p)
sodass
(p)| Pil P
Nun ist P; = (p, fi(0)) 2 (p), sodass

Pil(p),i=12,...,r

Daher ist
(p)=Ph...PY,
mit
(17) kie{l,2,...,¢e;},i=1,2,...,r.
Nun ist

Ok /P; = Z|0]/P; = Z[0]/ker v; = vi(Z[0]) = Z,[0;],
sodass
N(P;) = card(Ok | P;) = card(Z,6,]) = p*,

wobei _

di=deg gi = degf;.
Daher hat man

p"=N(p) = N(P'...P})
= N(PDM .. NP

= (pykr . (pink
— pd1k1+---+drkr
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sodass
(18) dik)+...+dk, =n.
Vergleicht man die Grade bei
f) =007 0

so erhélt man
(19) diei+...+dye, =n.
Aus (17), (18) und (19) kann man folgern, dass

ki=ei,i=1,2,...,r,
sodass

(p) =P ... P,
wie angenommen. Zuletzt erkennt man, dass
N(P;) = p% = pdegz =pPel i=1,2,...r

und der Satz ist bewiesen. O

Satz 4.35
Sei K = Q(V?2), dann ist H(K) = 1.

Beweis. Sei 6 = /2. Dann ist x> —2 das Minimalpolynom von
0 tiber Q. Diese Gleichung hat genau eine reelle Nullstelle 6
und zwei nichtreelle Nullstellen, w6 und w?*6, wobei w eine
komplexe dritte Einheitswurzel ist. Daher ist

r=1,s=1.

Bereits in Satz 4.2 wurde gezeigt, dass (1,8, 62) eine Ganzheits-
basis fiir K und d(K) = —108 ist.
Die Minkowskischranke 1st daher

2 21
MK—( )S\/d(K = VlO 3 5=
Daher sind die Prlmzahlen p < M k die Zahlen p = 2,3 und 5.
Es gilt
2)=P,
wobei P = () ein Hauptideal mit Norm 2 ist. Ebenso ist

3) =0’
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wobel Q = (6+ 1) ein Hauptideal mit Norm 3 ist und zwar weil
QP=O+1)> =(@+1)) =@ +36*+30+1)
=(3+30+36%) =3(1+0+6%) =(3),

nachdem (1 + 6+ 6?) eine Einheit von Ok ist, weil
(1 +9+92)(—1 +6)=-1 +6°=1.
Zuletzt erhilt man fiir
¥ =2=(x+2)(x*-2x-1) (mod 5),
nach dem vorigen Satz
(5)=PO,
wobei P und Q verschiedene Primideale sind mit
P=(5,2+6), N\P)=5
0 =(5,-1-20+6%), N(Q) = 5°.
Es ist
5=4+1=60+1=@+ 1)@ -6*+1) =@+ 1)(1+20-67),
sodass 1+ 26— 6% |5 und daher
0=>1+20-6)
und
P=5)0"'=(5)1+20-6*)7"
=(5)((1+20-6H"1H =51 +20-6*)"!
(ﬁ) = (1+6%).
Nachdem alle Primfaktoren von 2, 3 und 5 Hauptideale sind,

ist HQ(V2) = 1. O
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5. KANDIDATEN, DIE NICHT NORMEUKLIDISCH SIND

In diesem Kapitel folge ich der Arbeit von Cioffari [3].

Bemerkung 5.1
Eine Moglichkeit, Ringe auszuschlieBen ist mittels total ver-
zweigter Primzahlen, die im Folgenden auch angewendet wird.

Satz 5.2

Sei p eine total verzweigte Primzahl in Korper K, mit Grad ¢,
wobeil g # 2 eine Primzahl ist und p # 1 (mod ¢). Falls eine
positive ganze Zahl e < p existiert, sodass weder e noch p—e
Norm von Oy ist, dann ist K nicht normeuklidisch.

Beweis. Nachdem p #1 (mod g), existiert ein eindeutiges ¢ €
{0,1,...,p—1}, sodass c? = e (mod p)

Angenommen es existiert ein u € Og, sodass u = ¢ (mod P)
und |N(u)| < N(P) = p. Nach Satz 3.10 gilt N(u) =c?=e (mod p)
und so ist entweder N(u) = e oder N(u) = —p+e. Im letzten Fall
ist N(—u) = p —e. Daher hat man einen Widerspruch.

Sei b € Ok ein Erzeuger von P, dann folgt

Vr=c(b), IN(r)| > |Nb)| = p
Daher ist K nicht euklidisch. O

Satz 5.3
Falls d =59,71,82,107,179,197,226,332,404, dann ist Q( \3/3)
nicht normeuklidisch.

Beweis. Fiir den Beweis des Satzes betrachtet man die Werte
d,p,e und p —e wie in Satz 5.2.
Sei

d=59,dannsind p=59,e=7und p—e =52.
Sei

d="7T1,dannsind p=71,e=19und p—e =52.
Sei

d=282,dannsind p=41,e=13und p—e =28.
Sei

d =107, dann sind p =107, e =14 und p —e = 93.
Sei
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d=179,dann sind p=179,e=7und p—e =172.
Sei

d =197, dann sind p =197, ¢ =39 und p—e = 158.
Sei

d =226, dann sind p=113,e =37 und p—e =76.
Sei

d =332,dann sind p=83,e=7und p—e =76.
Sei

d =404, dann sind p = 101, e =28 und p—e = 73.

Satz 5.4

Seien p; und p; total verzweigte Primzahlen im kubischen
Korper K, p1 #1 (mod 3) und p> #1 (mod 3). Falls eine po-
sitive ganze Zahl e existiert mit e < p|p»>, sodass weder e noch

p1p2 —e Normen von Ok sind, dann ist K nicht normeukli-
disch.

Beweis. Sei (p1) = P';’ und (pp) = P;, dann ist R/P{ P> -~ R/ P
X R/Py «~Z/p1 x Z/ p2. Der Beweis folgt aus Satz 5.2. O

Satz 5.5
Falls d =23,29,33,41,46,69,116, 145,188,575, ist Q( \3/3) nicht
normeuklidisch.

Beweis. Sei

d=23,dannist p; =3, pp=23,e=13und p;pr—e =56
Sei

d=29,dannist p; =3, pp =29,e=26und p1pr —e =61
Sei

d=33,dannist py =3, pr=11,e=Tund p1pr—e =26
Sei

d=41,dannist p1 =3, pr=41,e=19und p1pr —e =104
Sei

d=46,dannist p; =2, pp =23, e=7und p1pr —e =39
Sei

d=69,dannist p; =3, pp =23,e=26und p1pr —e =43
Sei
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d=116,dannist p1 =2, pp=29,e=21und p1py—e =37
Sei
d=145,dannist p;1 =5, p» =29,e=26und pypr—e =119
Sei
d=188,dannist p; =2, pp =47,e=37und pypr—e =57
Sei
d=1575,dannist p;y =5, pp =23,e=37und pypr—e =78
O

Satz 5.6
Q( \3/5) ist nicht normeuklidisch.

Beweis. Sei P das eindeutige Ideal mit Norm 53, und sei Q
das eindeutige Ideal mit Norm 2. Sei u € Ok, sodass u = 1
(mod Q) und u = —25 (mod P); dann ist N(u) = (-=25)° = -10
(mod 53).

Angenommen |N(u)| < 106; dann ist N(u) = —10, N(u) = 43,
N(u) = —63 oder N(u) = 96. 43 und —63 sind aber keine Nor-
men von Ok, und jedes Element der Norm —10 oder 96 ist in
Q. Daher |N(u)| > 106.

Sei (b) = QP. Wir haben bereits gezeigt, dass ausa =u (mod b)
folgt, dass |[N(a)| > |N(b)| = 106. Daher folgt, dass Q( \3/5) nicht
normeuklidisch ist. O

Bemerkung 5.7

Eine weitere Moglichkeit, um Ringe auszuschlieBen funktio-
niert mittels Restklassen modulo 2.

Falls d ungerade ist, ist {0, 1,6, . 1+0,1+6%.0+60%1+0+ 92}
ist eine komplette Menge von Reprisentanten modulo 2. Ele-
mente, die kongruent 1, 6 oder 62 sind, haben ungerade Norm.
Alle anderen Elemente haben gerade Norm.

Satz 5.8

Sei d wie in Bemerkung 3.16. Wenn 2 1 d ,h = 1 und falls es
eine total verzweigte ungerade Primzahl p gibt mit p # d, dann
iste =1 (mod 2) (e ist beliebig gewihlt).

Beweis. Sei (p) = P3. Nachdem & = 1, existiert ein ¢ € Ok, so-
dass (c) = P; ¢ kann gewihlt werden, sodass ¢ = pe”, wobei
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n=0odern =1 odern= -1 ist. Nachdem Q( \3/3) # Q(+/p), st
n # 0 und nach Wahl von € kann man n = 1 voraussetzen.

Dann ist ¢> = pe = € (mod 2). Nachdem ¢ ungerade Norm hat,
ist c=1 (mod 2) oder ¢ = 6 (mod 2) oder ¢ = #? (mod 2). In
allen Fillen folgt, dass e = 1 (mod 2). Dann sind —e, e und
—e~ ! alle kongruent 1 modulo 2. O

Bemerkung 5.9

Sei p = 3 oder eine Primzahl, welche durch d teilbar ist, dann ist
Satz 5.10 anwendbar, wenn d = 5,45,55 oder 99 ist. Nachdem
e =1 (mod 2) gehoren Elemente, die dasselbe Ideal erzeugen
zur selben Restklasse modulo 2.

Satz 5.10
Q(+/5) und Q(V45) sind nicht normeuklidisch.

Beweis. Man schreibt die Primfaktorzerlegung wie folgt:
2=PP',N(P)=2, N(P)=4,3)=0°,5=R>

In beiden Korpern ist (7) Primideal. Daher gibt es 6 echte Idea-
le # 0 mit Norm Kkleiner 8: P,Q, P/, P2,R und QP.

In Q( \3/5) gehort keines der Ideale zu 6(2); Daher folgt aus
a = 6(2), dass [N(a)| > 8, weshalb Q( \3/5) nicht normeuklidisch
1St.

In Q( \3/4_5) gehort keines der sechs Ideale zu 1+6(2), und so ist
Q( \3/4_5) nicht normeuklidisch. O

Satz 5.11
Q( \3/%) und Q( \3/@) sind nicht normeuklidisch.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich dem Beweis im vorigen Satz.
O

Satz 5.12
Q( \3/6) ist nicht normeuklidisch.

Beweis. Die Fundamentaleinheit € ist 1 — 66 + 362, und so ist
e=1+ 02(2). Nachdem Ok = Z[6], ist die Menge{0, 1,6, 02,1+
0,1+6%,0+6%1+0+ 92} eine komplette Menge von Reprisen-
tanten der Restklassen modulo 2.

Jedes Element mit Norm +2 hat die Form +(2 —0)€", mit n € Z,
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und ist daher kongruent zu 6§ modulo 2.

Jedes Element mit Norm +6 hat die Form +0€", mit n € Z ist
daher ebenso kongruent § modulo 2.

Angenommen a = 0+ 62(2), N(a) = 2(4), und weil [N(a)| # 2,6
folgt, dass N(a) > N(2) = 8. Daher ist Q( \3/6) nicht normeukli-
disch. O

Bemerkung 5.13

Um zu zeigen, dass Q( \3/3), nicht normeuklidisch ist, fiir d =
12,17,44, benotigt man nun andere Techniken als bisher. Da-
zu verwendet man eine Charakterisierung euklidischer Ringe,
welche folgendermalien aussieht:

VxeQ(Vd)ApeR: IN(x+p)l < 1.

Falls x1,xp € Q( \3/3), und x; — x» € Ok, dann sagt man x| = x>
(mod Og), oder x; ist ein Og-Translat von x».
Um nun zu beweisen, dass Q( \3/3) nicht normeuklidisch ist,
muss man ein passendes Element x finden und beweisen, dass
es kein Og-Translat von x gibt mit Absolutbetrag kleiner 1.
Der folgende Satz wird zeigen, dass es ausreichend ist endlich
viele Og-Translate von x zu testen.
Sei

d=12,dannsind = V12, ¢ = V18,a=40,b=6und c = 7.
Sei

d =17, dann sind 0 = W,(ﬁz#,a: 105, b =17 und
c=15.
Sei

d = 44, dann sind 6 = V44, ¢ = ZHHEL2 4 930, p =31
und ¢ = 15.

Satz 5.14
Seiend, 0, ¢,a,b und c wie in obiger Bemerkung. Sei x € Q( \3/3).
Angenommen, es gilt
(1) xe = +x (mod Og)
(2) dy = x (mod Og), sodass |[IN(y)| < 1.
Dann existiert z = r + s +t¢, r, s,t € Q, sodass
(3) z=+x (mod Og)
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4) IN(2)| <1
S |rl<a,l|s|<b,|t] <c

Beweis. {1,0,¢} ist eine Z-Basis fiir Og. Wir geben den Beweis
fiir d = 12. Fiir d = 17,44 verlauft er dhnlich.

Die Idee des Beweises ist, ein z zu finden, sodass 0,006 < |z| < 1
und |[N(z)| < 1 ist; die Grenzen fiir r, s und ¢ folgen dann. Man
identifiziert jedes u € Ok mit seiner reellen Einbettung. Es sei-
en ' und u” die Konjugierten von u, dh. fiir u = V12, sind
W = V12w und v’ = V12w?, wobei w = (-1 + V3i)/2.
Nachdem |e| > 0.006, wobeli € die Fundamentaleinheit 1 + 3 \3/1_ —
3 {/ﬁ ist, existiert ein n, sodass 0,006 < |ye"| < 1

Sei z = ye’'; dann ist z = +y = +x (mod Og), nach (1) und
IN(z)l = IN(y)| < 1. Nachdem N(z) = [zl|Z’|lz”’| = |zll’|* < 1 und
Iz > 0,006, folgt, dass |7’| < 14. Daher ist |z—z'| < 15. Sind r, s
und ¢ die Koeflizienten von z, beziiglich der Basis {1,6, ¢} hat
man dann

3 3
IRe z—7| = 5 \ 12s+—\/3 181 < 15

2 z|_|-£w va

Durch Losen der Ungleichungen folgt ,dass |s|]<6und |f| < 7.
Nachdem |z < 1 folgt, dass |r| < 40 O

Satz 5.15
Q(V12),Q(V17) und Q( ¥/44) sind nicht normeuklidisch.

Beweis. Fird =12, ist

%+59+ qb
3 6
Fird =17, ist
x=—94 +2330_ 19 6.
257 514 1028
Fiir d = 44, 1st

x=12/c, mitc =5+20+¢.

In jedem dieser Fille wird mit Hilfe eines Computer gezeigt,
dass kein Og-Translat von x, in den Grenzen (5) in Satz 5.14,
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Absolutbetrag kleiner 1 hat.
Daher hat, wieder nach Satz 5.14, kein Og-Translat von x Ab-
solutbetrag kleiner 1. O
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6. KANDIDATEN, DIE NORMEUKLIDISCH SIND

In diesem Kapitel folge ich den Arbeiten von Cioffari [3],
Godwin [4],[5] und Taylor [8].

Satz 6.1
Q( \3/5) ist normeuklidisch.

Satz 6.2
Q( \3/5) und Q( \S/E) sind normeuklidisch.

Bemerkung 6.3

Der Satz von Godwin zeigt, dass Q( \3/5) normeuklidisch ist.
Die Tatsache, dass Q( \3@) und Q( m) normeuklidisch sind,
wurde von M.Taylor bewiesen.

Bemerkung 6.4

Um zu zeigen, dass Q( \3/5), Q( \3/5) und Q( m) normeukli-
disch sind, benétigt man einen Computer. Man reprisentiert
jeden Korper K durch die Korrespondenz

o x+y0+z¢ — (x,y,2).

Fiir d = 2,3, wird der Ganzheitsring durch das Gitter der Punk-
te mit ganzzahligen Koordinaten repréasentiert.

Fiir d = 10, wird Ok durch die Vektoren (1,0,0),(0,1,0) und
(1/3,1/3,1/3) das Gitter erzeugt und man muss die Vorgangs-
weise entsprechend modifizieren.

Fiir d = 2,3 definiert man den Fundamentalwiirfel C als die
Menge der Punkte (x,y,z) mit 0 < x,y,z < 1. Um zu beweisen,
dass ein Korper euklidisch ist, muss man zeigen, dass jeder
Punkt in C, ein Og-Translat, mit [N| < 1 hat. Die Schwierigkeit
ist die unendliche Anzahl von Punkten in C. Daher teilt man C
in hinreichend kleine Wiirfel, von denen jeder ein Og-Translat
in dem Bereich hat, in dem |N| < 1 gilt.

Gegeben sei nun eine Menge von Punkten § ¢ R3 und ¢ €
Ok, dann nennt man die Menge {(x,y,z) + o ({)|(x,y,z) € S} das
Translat von § unter . Das Programm teilt C in acht Wiirfel,
durch Schnitte mit den Ebenen x =y = z = 1/2. Danach testet
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man 1500 Og-Translate eines gegebenen Wiirfels C’: Falls ei-
nes dieser Translate vollstindig im Bereich |[N| < 1 liegt, dann
sagt man C’ ist bedeckt. Falls nicht gezeigt wird, dass C’ be-
deckt ist, wird C” wiederum in acht Wiirfel geteilt. Jeder dieser
acht Wiirfel wird auf dieselbe Weise wieder getestet: Falls ei-
ner der 1500 Og-Translate im Bereich |[N| < 1 liegt, heilit der
Wiirfel bedeckt; Andernfalls, wird er weiter geteilt. Wenn man
schlieBlich erreicht hat, dass alle Wiirfel bedeckt sind, hat man
bewiesen, dass jeder Punkt in C ein Og-Translat hat mit |[N| < 1:
Dabher ist der Korper euklidisch.

Die Zahl 1500 ist beliebig gewdhlt.

Die nun folgenden Sétze geben eine hinreichende Bedingung
wann ein Wiirfel in einem Bereich |N| < 1 enthalten ist.

Um einfacher rechnen zu konnen setzt man u = x, v = \3/3); und

w= Vd2z.

Satz 6.5

Sei N(u,v, w) = u> +v3 + w3 = 3uvw. Sei E ein Bereich in R3,
begrenzt durch die Ebenen u = aj,u = ap,v=>01,v=5by,w =y
und w = ¢2: Angenommen E liegt vollstindig in einem Oktant
in R3. Falls [N| < 1 iiberall auf dem 1-Geriist von E gilt, gilt
IN| < 1 iiberall in E.

3

Beweis. Sei § der Schnittpunkt von E mit einer Ebene, die
parallel zu den Koordinatenebenen ist; Angenommen zB. §
ist parallel zu der uv-Ebene. Um zu erreichen, dass N(u,v)
ein Extremum im Inneren von S hat, ist es notwendig, dass
6N /6u = 6N/év =0.

Nachdem S komplett in einem Oktanten liegt, ist das nur moglich,
wenn u = v = w # 0. In diesem Fall ist N = 0. Nachdem das-
selbe Argument angewendet werden kann, wenn S parallel zu
irgendeiner Koordinatenebene ist, folgt daraus, dass WI kein
Maximum in S haben kann.

Es folgt, dass das Maximum von IN| auf E auf dem 1-Geriist
von E liegt. Der Satz folgt nun unmittelbar. O

Satz 6.6 B
Seien N und E wie im vorigen Satz. Angenommen |N| < 1 an
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allen acht Ecken von E und die folgenden Ausdriicke sind alle
nicht negativ:

(a1 —bjcj)az —bjcj), i,j=1,2
(b1 —ajcj)(by—ajcj), i,j=1,2

(c1—aibj)(c2—aibj), i,j=1,2
Dann ist |[N| < 1 iiberall in E.

Bemerkung 6.7

Die Bedingungen aus Satz 6.6 stellen sicher, dass auf jedem
Teil des 1-Geriists, die zugehorige partielle Ableitung nicht 0
ist. Daher kann N ein lokales Maximum oder Minimum auf
dem 1-Gertist nur in den Ecken annehmen.

Daher folgt, dass Q(V2), Q(¥3) und Q(V10) normeuklidisch
sind.

Bemerkung 6.8
Nun ist das Ziel zu zeigen, dass Q( \3/5) und Q( W) normeu-
klidisch sind.

Bemerkung 6.9
Fiir jedes Element « in einem algebraischen Zahlkorper K de-
finiert man

M(a,K) = min|N(a - y)|,
y

wobei das Minimum iiber alle ganzalgebraischen Zahlen y in K
lauft, und N die Norm der algebraischen Zahl ist. Man definiert

M(K) = max M(K, @)

M(K) = maxmin|N(a —y)|
a y

wobei das Maximum iiber alle algebraische Zahlen a € K lauft.
Man nennt M(K) das beschrianke inhomogene Minimum des
Korpers K.
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Man beachte, dass es keinen euklidischen Algorithmus in ei-
nem algebraischen Zahlkorper gibt, wenn ganzalgebraische Zah-
len B8, in K existieren, sodass 5 # 0 und fiir jede ganzalgebrai-
sche Zahl y in K gilt, dass

(20) IN(—¥B)| = INB)I,
wobei |x| den Absolutbetrag von x bezeichnet.
Dabher gilt

K hat einen euklidischen Algorithmus dann,

und nur dann wenn M(K) < 1.

Wenn man eine algebraisch ganze Zahl g finden kann, sodass
zumindest eine der Restklassen modulo S keine algebraisch
ganze Zahl von K, mit Absolutbetrages kleiner als |[N(8)| enthilt,
dann ist M(K,B) zumindest 1 und K enthédlt keinen Euklidi-
schen Algorithmus. Eine Methode, die auf dieser Tatsache be-
ruht, kann fiir viele Korper angewandt werden, um zu bewei-
sen, dass diese nicht normeuklidisch sind.

Diese Methode wird verwendet, um die Existenz eines Euklidi-
schen Algorithmus zu beweisen und liefert fiir eine gegebenes
K, ein M’ mit einer der beiden folgenden Eigenschaften.

e Fiir jede algebraische Zahl a € K existiert eine ganzalge-
braische Zahl y € K, sodass

IN(@—p)| <M.

Falls M’ < 1, dann hat K eine euklidischen Algorithmus.
e Es existieren algebraische Zahlen Sy,...,5, € K welche
inkongruent modulo 1 sind, und fiir jede algebraische
Zahl a € K welche inkongruent zu jedem der By,...,8,
modulo 1 ist, existiert eine algebraische Zahl y € K, so-

dass
IN(a =yl < M';

und falls es eine Zahl 8 € K gibt, sodass
M(K.,B) > M’,

muss S8 kongruent zu einem der Sy,...,5, modulo 1 sein.
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Wihrend man nach dem euklidischen Algorithmus sucht, wird
M = 0,99999 gewihlt sodass, ein euklidischer Algorithmus in
K existiert, M(K,(;) fiir i = 1,2,...,n bestimmt werden kann.
Falls fiir ein i, M(K,3;) > 1, dann ist das beschrinkte inhomo-
gene Minimum auch bestimmt. Die Methode erlaubt den S’s
beliebige Werte beliebiger reeller Zahlen anzunehmen, obwohl
diese in K sind. Daher war das beschrinkte inhomogene Mini-
mum das inhomogene Minimum der betrachteten Korper.
Eine Zahl ﬁ, wobei « ein ganzalgebraische Zahl in K ist, n
ist eine positive ganze Zahl und e die Fundamentaleinheit des
Korpers ist, und 0 < € < 1, transformiert in sich selbst, wenn
die Elemente von K durch
y—a

en
transformiert werden. Fiir eine beliebige ganzalgebraische Zahl
v in K und fiir jede ganze Zahl i gilt

T:y—

10
1—¢€

(0

~T' ) =Ni—;

N(

=)

Ein Folge dieser Gleichung ist, dass es fiir eine beliebig gege-
bene reelle Zahl C, eine endliche Menge S von ganzalgebrai-
schen Zahlen y € K gibt, sodass fiir beliebiges ganzalgebrai-
sches y1 € K

a
N - <C
ING— =7l <
gilt. Ein y, € § existiert, sodass
N( )= N(———72)
I—en VTN 7Y

Somit hat man eine endliche Menge von ganzalgebraische Zah-
len, unter denen man ein 7y findet, sodass

1%
1—¢€"

MK, =) = IN(

- =yl

gilt.
Durch Ausdriicken von 8 in der Form (1_%“6”), wobeli a eine gan-
zalgebraische Zahl in K ist, ist es immer moglich M(K,p) fiir
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i=1,2,...,nzu bestimmen und dadurch die euklidische Eigen-
schaft des Korpers.

Bemerkung 6.10
Durch diese Methode wird bewiesen, dass Q( \3/3) und Q( \S/E)
normeuklidisch sind.
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Bemerkung 6.11
Ziel ist nun zu zeigen, dass Q( \3/5) normeuklidisch ist. Dazu
miissen zuerst einige Lemmata bewiesen werden.

Bemerkung 6.12
Seien m,n, p € N. Dann bezeichnet man

B-n+((B-n?+1)7!

mit
fn(B.7T) = fu
und
B-B+D)
mit
Jo(B,7) = fo,
wobei 8,7 € R

Bemerkung 6.13

Sei H = 8b—3a?, 1 =b*>—3ac+12d,

J =72bd +9abc —27¢> —27a*d —2b>, A =41 — J?

Dann hat die biquadratische Gleichung x* —ax? + bx> —cx+d =
0 zwei reelle Nullstellen falls A < 0, und vier oder null reelle
Wurzeln, wenn A > 0: Sie hat 4 Nullstellen nur, wenn H < 0
und 167 — H? < 0. Die doppelte Nullstelle tritt nur auf wenn
A=0.

Lemma 6.14

Jfn» = fm hat keine reellen Nullstellen wenn 7 > 7p, hat zwei
reelle Nullstellen, wenn 7 < 7p, und eine doppelte Nullstelle,
wenn T = Tp, mit D = (m +n)? und 7p ist die positive reelle
Waurzel von

21)
1 | 3 3 1 27
4,3 2y, 2 2 -1 2
—D+4D —D“+=-D)-—1——D-—D"=0.
T+T(2 + )+T(16 +2 ) 8T T 6 0
Wenn es zwei Nullstellen gibt, ist die groBere Nullstelle eine
fallende Funktion von 7, und die kleinere Nullstelle ist eine

wachsende Funktion von .
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Beweis. Man schreibt u = 8 — %(m +n)und f,;, = f, wird

1 1
o) = u* + 27— SD) = 2u+(T+ ZD)2 = 0.

Mit der Notation aus Bemerkung 6.13 hat man 167 — H> =
1927D. Daher hat ¢ nicht mehr als zwei reelle Nullstellen. Fiir

7=01st ¢( 4 /%D) < 0, sodass ¢ zwei reelle Nullstellen besitzt.
Nachdem ¢(u) eine wachsende Funktion von 7 ist, gibt es nur
einen Wert 7p von 7 mit den angegebenen Eigenschaften. Ver-
wendet man nun die Bedingung, dass ¢(u) zusammenfallende
Nullstellen besitzt, erhidlt man die Gleichung im obigen Lem-
ma.

Nachdem ¢(u) eine wachsende Funktion von 7 ist, folgt, dass
die Nullstellen von ¢ in Abhédngigkeit von T monoton wachsen
bzw. fallen wie angegeben. O

Lemma 6.15
fm = fo (m > 2) hat drei nichtnegative reelle Nullstellen falls

1
0<t< E(—m2 +2m~' + (Vm# +4m~2)),

hat vier reelle Nullstellen, falls

1
5(—m2 +2m L (Vmt+dm ) <t <m +mT,

und hat keine reellen Nullstelle, wenn

ml+m <1
Die Gleichung fy = f1 hat eine nichtnegative reelle Nullstelle
falls0 <7< %(1 + \/5). Sie hat zwei nichtnegative reelle Null-
stelle falls %(1 + \/5) <7< % und O nichtnegative reelle Null-
stellen falls % < 1. In allen Fillen ist die grofte Nullstelle stets

eine fallende Funktion von 7, die ndchstgro3ere ist eine wach-
sende Funktion und alternierend so weiter.

Beweis. Setzt man 8 — %m = u, so erhalt man

1 _ _
(u2+T—Zm2—m 1)2:m+m 2 _m’t.
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Das Resultat des Lemmas folgt daraus auf elementare Weise.
O

Lemma 6.16
Die simultanen Gleichungen f;, = f,, = f,, bestimmen hochstens
ein nichtnegatives Paar (8, 7) von Werten.

Beweis. Man hat

(T+(B-m)*) (T +(B—n)*) =28~ (m+n)
und
(T+(B-m) (T +(B-p)*) =28~ (m+p),

woraus sich ergibt, dass

T+ (B-mH2B-m~p)=1
und so folgt

(22) (2p—n—-p)2p-m-p)2B-m-n)=1.

Angenommen m < n < p. Dann beinhalten die Werte, die (22)
erfiillen, einen Wert grof3er %(n + p) und moglicherweise zwei
Werte zwischen %(m +n) und %(m + p). Man beachte, dass durch

die letzten zwei Werte, der Wert T negativ wird. Man bezeich-
net den Wert von 7, fiir den gilt f,, = f, = f, und £ > 0 mit

Lemma 6.17
Die simultanen Gleichungen fy = f,, = f,;, besstimmen hochs-
tens ein nichtnegatives Paar von Werten (5, 7).

Beweis. Schreibt man v als 28—m —n — %, so erhélt man 7 =
3% —v 1 und
2
(23) v+ —)v+m)(v+n)=1.
mn

Angenommen m < n. Dann enthalten die Werte, die (23) erfiillen,
einen Wert grofler —2mn und moglicherweise 2 Werte zwischen
—n und —m. Falls v die Gleichung (23) erfiillt, dann ist

3 5

1 2 1 2
=202+ —v(m+n+—)+(mn+2m~ +2n7) = —(m+n+—)?
4 2 mn 4 mn
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wobei 7 nicht positiv fiir v = —m und v = —n ist. Daher ergibt
sich fiir Werte von v zwischen —n und —m, die die obige Glei-
chung erfiillen, dass 7 < 0 und es gibt hochstens ein Paar (8, 1)
mit3>0,7>0.

Wir bezeichnen den Wert von 7 mit fy = f;, = f, und 8 > 0 mit

TOmn-
Einige Werte sind:

T145 = 0,033336...,7034 = 0,046846...,7134 = 0,136153..,
7023 = 0,185680...,7123 =0,316158...,70912 = 0,554819.. .,
71 =0,640314...,74 =0,449901...,79 =0,382194... .

Nun definiert man die Funktion @(7). Sei C;;(7) der gemein-
same Wert von f;, f;, fiir den groBeren Wert von 8 und c¢;;(7)
der gemeinsame Wert von f;, f; fiir den kleineren Wert von .
Dann ist

ca5(t) 0<1t<T1145

Cra(t) Tias <T <7034
c34(T) T34 <T<T134
O(1) ={C13(1) 7134 < T <1023
c23(T) T3 <T<T123
Cp(r) Ti23<7=<7012

Coi(t) To2<t<1.

In jedem der Fille existiert der Wert von 8 nach Lemma 6.14
oder Lemma 6.15. O

Lemma 6.18
®(7) = mingmax, f,(B8,7) in Abhingigkeit von fo(8,7) > f.(8,7),
firn=1,2,....

Beweis. Betrachtet das Intervall 0 < 7 < 71145 = 0-033336... .
Die Bedingung f, > f, kann geschrieben werden als ((8—n)> +
)+ (B2 +7)~! < nund ist nicht erfiillt, wenn ((B— n)2+7145)+
(8% + T145)"! > n. Daher muss, nachdem n = 1 ist, 8 > 2,118
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sein. Verwendet man n = 2, dann muss g > 2,709 sein. Ver-
wendet man n = 3, dann ist 8 > 3,555. Verwendet man n = 4,
dann muss 8 > 4,468 sein. Als letztes muss fiir n = 5, der Wert
B < 4,590 oder B > 5,409 sein. Fiir 4,468 < 8 < 4,590 hat man
0fs5/0B > 1 und so ist f5 > f5(4,468,7145) = 2,028..., wihrend
fn <0 fiir n > 6. Fiir die Werte von g fiir die man f; = f5 hat,
wenn T =01st, fo> fa=fs5> f1 > fr > f3 wihrend, fiir 7 = 7145,
hat man fy > f4 = fs = fi > f> > f3 Daher hat man fiir 0 <7 <
T145 und fiir diese Werte von 8 gilt fo > f4 = f5 = f1, f», f3, nach
Lemma 6.16 und Lemma 6.17.

Nachdem

0
o 2(0,468/((0,590)% + T145)> < 0

B

gilt mingmax, f, = f4 = fs. Nachdem f4 und fs fallende Funk-
tionen von £ sind, ist mingmax,, f,, nicht grofer als der Wert fiir
7=0welcher4-0774... (fiir § =4,53101...) ist. Fiir > 5,409
hat man f; > 4,409 und so muss man S8 > 5,409 nicht betrach-
ten. Die restlichen Intervalle verhalten sich dhnlich. O

Lemma 6.19
Falls (8 — @)% < ®3(1), dann enthilt die Menge aller x, fiir wel-
che

(x—a)((x-B)*+7) <1,

gilt, ein vollstiindiges System von Restklassen modulo 1.

Beweis. Man zeigt, dass wenn die Menge der x nicht ein vollstindi-
ges System von Restklassen modulo 1 enthilt, dann ist (6—a) >
®2(7). Man #dndert weder (B—- @)?, noch T wenn man eine Kon-
stante zu x hinzufiigt und darf daher annehmen, dass 0 die feh-
lende Restklasse ist. Nachdem man jede ganze Zahl zu x hin-
zufiigen darf oder das Vorzeichen dndern kann, kann man an-
nehmen, dass 0 < @ < 1 und @ < B gilt und man erhilt daher

a(,82+‘r)2 1

und
m—a)((B-n’+1)>1,(n=1,2,..)).
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Daher bekommt man

fl’l(ﬂ’T) < (ﬁ_a) SfO(ﬁ’T) 7(” = 1’2’)

Das ist, nach Lemma 6.18, genau dasselbe wie (58— @)% > O (1),
was das Lemma beweist. O

Bemerkung 6.20

Die Funktion ® hat Unstetigkeitsstellen bei 7 = 1434, 7 = 7023
und 7 = 7912, wihrend ihre Ableitung Unstetigkeitsstellen bei
T = Ty45,T = T134 und T = 7123 hat. Im nichsten Lemma wird
gezeigt, dass einige lineare Funktionen von 7 untere Grenzen
fiir ®? sind.

Lemma 6.21
Sei p eine reelle Wurzel von p® = p+ 1. So hat man fiir 0 < 7 < %

(1) @*(1) > 2p+3) — 55(72p* +32p —45)r,

2) ©*(1) > L(p*+22p+N)(Z - 7).
Gleicheit in (1) erhilt man nur fiir 7 = 7123 und 7 = 7912. Bei
(2) gilt Gleichheit nur wenn 7 = 7912 und 7 = %.

Beweis. Fiir jedes Intervall von 7 fiir das ® definiert ist, 10st
man die Gleichung ®> = A — Br, wobei A und B wie in (1)
und (2) definiert sind. Das Vorzeichen von ®2 — A + Br wird
durch die Nullstellen fiir verschiedene 7 bestimmt. Damit ist
das Lemma bewiesen. O

Lemma 6.22

Ellipsen kongruent zu Ax? + Bxy + Cy?> < K mit Achsen in die
selben Richtungen und zentriert an den Punkten der des ganzen
Gitters, iiberdecken die Ebene, wenn

ACA+C-B
( ) < K.
4AC - B?
Beweis. Die Transformation x; = x + f—j{, Vi = # bildet

die Ellipsen in Kreise ab mit Radius \/g, und das Gitter in
das mit Basispunkten P(1,0) und Q(%,—"%CA_BZ). Es geniigt
zu zeigen, dass die Kreise, die um 0, Q und P zentriert sind,
das Dreick OPQ iiberdecken. Der Umkreisradius von OQP ist
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A /% und es geniigt wenn der Radius des Kreises groBer
ist als dieser und das ist genau dann wenn

ACA+C-B)
>
AC — B2
Man beachte, dass das Dreieck OPQ stumpfwinkelig ist auBer
wenn 0 < B < 2A und die Schranke fiir K ist unnotig groB3. Die
Schranke M in diesem Fall ist
ACl(A+C1—Bl) 1

M < max — =, Dol
Tewac, - s
mit
By = B—2kA, C; = C — Bk— AK?,
k ist eine ganze Zahl und pg = 0-394120.... O
Bemerkung 6.23

Sei K ein kubische Korper mit negativer Diskriminante, die
die Basis 1,w,Q hat und seien 1,6 +ig, n+iX Basen der konju-
gierten Korper. Dann und nur dann ist K euklidisch, wenn fiir
jedes Tripel (x’,y’,7’) rationaler Zahlen ein Tripel (x,y,z) exis-
tiert mit (x,y,z) = (x/,y’,7/) (mod 1), sodass

(24) IN(x+yw +2zQ)| < 1.

Schreibt man @ = —yw —zQ, 8= —y8—z1, T = (¢ —zX)?, dann
bekommt man

N(x+yw+29) = (x—a)(x—B)* +7)
und nach Lemma 6.19 folgt, dass (24) erfiillt ist, wenn

(25) B-a) < (7).
Nach dem Lemma 6.19 ist (25) erfiillt, wenn
(26) Ww—=0)+z(Q—1n))* < A - Byé+zX)%.

Das heiBit py? + gyz + rz> < 1. Nach Lemma 6.22 kann man y
und z wihlen, wenn pr(p +r —q) < 4pr—¢* (oder allgemei-
ner p'r'(p’ +r' —q') <4p'r’ —q'%, wobei p’'y* + ¢'yz+r'z* eine
dquivalente Form zu py® + gyz + rz?) ist.
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Wendet man nun Lemma 6.21 an, erhilt man, dass Q( \3/5) nor-
meuklidisch ist.
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7/ USAMMENFASSUNG

Diese Diplomarbeit beschiftigt sich mit normeuklidischen
Ringen ganzer Zahlen in rein kubischen
Zahlkopern.
In Kapitel 1 werden einige grundlegende Bedingungen und De-
finitionen in rein kubischen Zahlkorpern eingefiihrt.
Im Kapitel 2 wird eine Schranke entwickelt, sodass man nur
mehr eine endliche Menge von Ringen betrachen muss auf der
Suche nach normeuklidischen Ringen ganzer Zahlen in rein
kubischen Zahlkorpern.
In Kapitel 3 werden einige Bemerkungen iiber rein kubische
Zahlkoper présentiert und 2 Sitze die bei der Einschriankung
moglicher Kandidaten helfen.
In Kapitel 4 werden Diskriminante und Ganzheitsbasis von noch
in Frage kommender Ringe berechnet.Der algebraische Zahl-
krper, fr den gezeigt wird, das er Klassenzahl 1 besitzt, ist der-
jenige, der sich durch Adjunktion der dritten Wurzel von 2 er-
gibt.
In Kapitel 5 werden von den moglichen Kandidaten fast alle
auf verschiedenste Weise ausgeschlossen und sind daher nicht
normeuklidisch.
In Kapitel 6 wird schlieBlich bewiesen, dass Q( \3/5), Q( %) und
Q( \B/E) normeuklidisch sind.
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