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Einleitung

Die Theorie iiber stochastische Prozesse ist ein wichtiges mathematisches Konzept, um Folgen
von Zufallsexperimenten beschreiben zu kénnen. Man unterscheidet zwischen stochastischen

Prozessen mit diskreter und stochastischen Prozessen mit kontinuierlicher Zeit.

Unter einem stochastischen Prozess mit diskreter Zeit versteht man eine Folge von Zufalls-
variablen Xg, X1, Xo,..., wobei diese Werte in derselben Menge S annehmen. Die Menge S
bezeichnet man als Zustandsraum und X,, als Zustand zum Zeitpunkt n.

Der n-malige Miinzwurf ist nur eines von vielen Beispielen dafiir. Der Zustandsraum be-
steht hier aus den beiden Ausgingen ,Kopf“ und ,Zahl®, das heift S = {Kopf, Zahl}. X, ist
der Ausgang nach dem n-ten Wurf.

Unter einem stochastischen Prozess mit kontinuierlicher Zeit versteht man eine Familie
von Zufallsvariablen (X;); mit ¢t € R, wobei auch sie Werte in derselben Menge S, dem Zu-
standsraum, annehmen. X; bezeichnet man als Zustand zum Zeitpunkt ¢.

Als Beispiel kann der Krankheitsverlauf bei einer Epidemie dienen. X; ist die Anzahl
an Erkrankten zum Zeitpunkt t. Da entweder niemand oder nur eine positive Anzahl von
Personen erkrankt sein kann, ist der Zustandsraum durch S = {0, 1,2,...} gegeben.

Die hierfiir verwendete Literatur findet sich in [9] und [11].

Im ersten Teil untersuche ich die Anwendung der stochastischen Prozesse in der Versiche-
rungsmathematik, und zwar im Bereich der Risikotheorie.

Dazu betrachtet man folgende vereinfachte Situation: Ein Versicherungsunternehmen be-
sitzt Kinnahmen in Form von Pramien und Ausgaben fiir Leistungen aus versicherten Scha-
densfillen. Die Schadensmeldungen treffen zu unabhéngigen Zeitpunkten ein und haben eine
zufillige Hohe. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, wie hoch das Risiko fiir das
Versicherungsunternehmen ist, einmal zahlungsunféhig zu werden. Um dem entgegenzuwir-
ken, werden der Deckungsbedarf berechnet und Riicklagen gebildet. Es gilt nun, die Risiko-
wahrscheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass die Riicklagen in Héhe a aufgebraucht
werden, abzuschitzen. Diese wird mit W(a) bezeichnet. Die Anzahl der Forderungen, die in
einem bestimmten Zeitintervall (0, ¢] eintreffen, bilden einen stochastischen Prozess kontinu-
ierlicher Zeit. Im ersten Kapitel wird zu sehen sein, dass der Poissonprozess am besten dafiir

geeignet ist, dieses mathematische Konzept zu beschreiben.
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Abhéngig davon, welche Verteilungsfunktion man fiir die Hohe der Forderungen benutzt,
unterscheidet man kleine und grofte Forderungen. Dementsprechend finden sich in Kapitel 2
und Kapitel 4 Resultate, die das asymptotische Verhalten der Risikowahrscheinlichkeit be-
schreiben. Um diese Wahrscheinlichkeit leichter berechnen zu kénnen, werden in Kapitel 3
eine Integral- und eine Reihendarstellung der Gegenwahrscheinlichkeit K(a) = 1 — ¥(a)
gegeben.

Der Aufbau wurde, in weiten Ziigen, aus [9] und [10] entnommen. Die wichtigsten Sétze
und Begriffe finden sich auch in [5] und [14]. Als weitere Grundlage wurden [2] und [15]
herangezogen. Die fiir Kapitel 3 notwendige Theorie iiber Erneuerungsprozesse kann in [6]

und [7] nachgelesen werden.

Im zweiten Teil meiner Diplomarbeit werde ich mich mit der Anwendung stochastischer
Prozesse in der Extremwerttheorie befassen.

Warum man in der Mathematik an Aussagen {iber extreme Ereignisse interessiert ist, zeigt
folgendes Beispiel: Mochte man einen Staudamm bauen, so stellt sich relativ schnell die Frage
nach dessen sinnvoller Hohe. Die Berechnungen werden sich nicht an der durchschnittlichen
Hohe des Wasserstandes orientieren, sondern an der maximalen Hohe der Flut.

Eine wichtige Rolle spielen solche Fragestellungen auch fiir Versicherungsunternehmen bzw.
Banken. In diesem Zusammenhang ist man zum Beispiel an der Wahrscheinlichkeit, wie oft
dieser Staudamm in 100 Jahren iiberflutet wird, interessiert. Mithilfe solcher Schétzwerte
konnen unter anderem Sicherheitsreserven festgelegt werden.

Extreme Ereignisse wie Uberflutungen, Erdbeben etc. werden in der klassischen statis-
tischen Analyse oft als ,Ausreiffer bezeichnet, teilweise sogar ganz ignoriert. Mithilfe der
Extremwertverteilungen kann man heutzutage jedoch Modelle entwickeln, die das Auftreten
von extremen Ereignissen gut beschreiben und vorhersagen kénnen. Dabei kommt die Theorie
iiber stochastische Prozesse zur Anwendung.

Angenommen, in dem oben beschriebenen Staudamm-Beispiel wird jeden Tag zur selben
Zeit der Wasserstand gemessen und X, sei der Wasserstand am Tag n. Anschliefend bil-
det man das Maximum iiber {X1, Xo,..., X, }, das mit M, bezeichnet wird. Die Maxima
(M, )nen bilden eine neue Folge von Zufallsvariablen, von der man die Grenzwertverteilung
fiir immer grofer werdendes n beschreiben mochte.

Das zentrale Resultat in diesem Abschnitt ist das Theorem von Fisher-Tippett, das sich
mit der Verteilung der Maxima beschiftigt. In diesem Theorem wird gezeigt, dass die Vertei-
lungsfunktion der Maxima gegen drei mogliche Verteilungstypen konvergiert. Abschlieffend
werden einige Beispiele dazu angefiihrt.

Der Aufbau dieses Kapitels orientiert sich im Wesentlichen an [12]. Die wichtigsten Sétze
kann man auch in [13] und [15] nachlesen. Weiterfithrende Literatur und die in diesem Teil
verwendeten Begriffe finden sich [1], [3] und [4].
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Risikotheorie






KAPITEL 1

Poissonprozesse

Der Poissonprozess ist ein stochastischer Prozess kontinuierlicher Zeit, der nach Siméon
Denis Poisson benannt wurde. Er spielt unter anderem in der Versicherungsmathematik eine
wichtige Rolle und wird Ausgangspunkt fiir die Risikotheorie sein, die im weiteren Verlauf
dieser Arbeit genauer behandelt wird.

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Resultate und Eigenschaften von Poissonprozes-
sen hergeleitet. Der Aufbau richtet sich im Wesentlichen nach [9], [10] und [14]. In manchen
der nachfolgenden Beweise iiber Poissonprozesse werden Definitionen und Aussagen aus der
elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie verwendet. Diese Sétze werden an den entsprechen-

den Stellen wiederholt, jedoch nicht bewiesen. Hierfiir sei auf [8] verwiesen.

Definition 1.1. Sei A\ > 0. Eine Zufallsvariable X mit Wertebereich R = {0,1,2,...} heifit
Poisson- oder kurz P(\)-verteilt, falls die Wahrscheinlichkeitsfunktion fir k € R durch

P(X =k) =2 e
gegeben 1st.

Die allgemeine Definition eines Poissonprozesses lautet:

Definition 1.2. Sei g : RT — R eine Gewichisfunktion und G(t) = [ g(x)dz die Stamm-

o o

funktion von g mit 1tlim G(t) = oo.
—00
FEin stochastischer Prozess (X¢)i>0 mit kontinuierlicher Zeit heifit Poissonprozess mit Ge-

wichtsfunktion g, wenn gilt:
(a) P(Xg=0)=1

(b) fir0 < sy <sg <...<sysinddie Zuwichse X, X, —Xs,,..., X5, — X unabhdngig

Skp—1
(c) firs <t hat Xy — X, die P(G(t) — G(s))- Verteilung

Der Poissonprozess ist ein gutes mathematisches Modell, um Ereignisse zu beschreiben, die
unabhéngig voneinander zu zufilligen Zeitpunkten eintreten. Um zu sehen, dass dies auch
fiir das Eintreffen von Schadensmeldungen bei einer Versicherung gilt, betrachtet man das

folgende
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Beispiel. Hierfiir werden ein Zeitintervall (0, s] und eine Anzahl r von Schadensmeldungen
bei einem Versicherungsunternehmen festgelegt. Jeder Schadensfall tritt zu einem zufdlligen
Zeitpunkt unabhdngig von den anderen ein.

Sei g : Rt — RT eine Gewichtsfunktion. Dann wird ein Zeitpunkt t umso eher gewdhlt, je
grifier g(t) ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Schadensmeldung im Zeitintervall (u, v] bei
der Versicherung eintrifft, soll proportional zu G(u) — G(v) sein.

Mit X; wird die Anzahl der Schadensmeldungen im Intervall (0,t] beschrieben. Nun wird
gezeigt, dass der stochastische Prozess (Xi)i>o die drei Figenschaften des Poissonprozesses
erfillt.

Es gilt P(Xo = 0) = 1, denn im Zeitintervall (0, 0] meldet sich natirlich niemand. Somit ist
die Eigenschaft (a) erfillt.

Fiir die ndchsten betden FEigenschaften wdhlt man ein k € N mit 0 = tg < t; < ... < tg,

wobet s > tr angenommen und ty, 1 = s gesetzt wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Schadensmeldung in (t;—1,t;] eintrifft, ist somit p; = % firl <i<k+1, da dann
k+1

> pi =1 gilt.

i=1

1=
Seien Z; = Xy, — Xy, fur 1 <i <k+1 die Zuwdichse. Der Vektor (Z1,Za, ..., Zky1) besitzl
die Multinomialverteilung und daher folgt:

|
r ni, no Nk, N+l
AR R A T

P(Zy=n1,2Z2 =na, ..., Zk = nk, Zj1 = Ny1) = ——, ,
nyng: .. . NgMk4q-

Es gilt: n1 +no + ...+ ng + ngr1 =, da in dem Zeitintervall (0, s] genau r Schadensfille
eintreten. Damit ist aber auch Z1 + Zo + ...+ Zy, + Zx11 = r. Da Zyyq die auf r fehlende

Anzahl ist, kann man es weglassen und erhdlt somit:

P(Zl:nl,ZQZTLQ,...,Zk:TLk):

_ r! ni, no ny (r—mi—ng—...—ng)

Conalne! o ngl(r—ng —ng — ... — nk)!pl Py Pr Prya

- rt G(h) = Glt)\™  (Gls) = Gt) )" ™7™
nilng! . ngl(r —ng —mno — ... —ng)! G(s) G(s)

Nun ldasst man sowohl v als auch s gegen oo gehen, sodass % gegen 1 konvergiert. Da

G(s)
— 1 fiir alle k € N und lim (M> = =G gilt

r—k —
5—00 G(s)

G(s)
P(Zl :nl,Zgzng,...,Zk:nk) =

k

_ r(r—1)...(r—m;—...—nx+1) H Gt — Cltar)™ <<1 - G(tk))G(s)> - TC

nylne!l. .. ng!G(s)rrtnet.+ne Pl

&
T H (G(t;) — G(ti_q))" e~ Ct)

nilng! .. ny!

“ 1] (G(ti) = Gti-1))™ _(c@)-6(ti-1)
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Die Wahrscheinlichkeiten von Poissonverteilungen mit Parameter A sind generell gegeben

durch wy(k) = ’\k—Te*A. Wie man erkennen kann, zerfdllt der Grenzwert in das Produkt

k
P(Zy =n1,Z2 =n2,..., Zr =n) = wai(ni%
=1

mit \i = G(t;) — G(ti—1). Das heifit, die Zuwdchse Z, ..., Zy sind unabhingig und
P(Z; = n) = wy,(n) fir n € N. Die Zufallsvariablen Z; haben die P(\;)-Verteilung und
erfillen daher Eigenschaft (b) und (c).

(Xt)e>0 bildet somit einen gewichteten Poissonprozess.

Ist die Gewichtsfunktion g konstant, d.h. gilt g(t) = X fiir alle t € R, spricht man von
einem homogenen Poissonprozess. Dann gilt G(t) = Mt fiir t € R™. Dies fiihrt zu der folgenden

Definition 1.3. Ein stochastischer Prozess (Xi)i>0 mit kontinuierlicher Zeit heifit homo-

gener Poissonprozess mit Parameter A\ > 0, wenn gilt:
(a) P(Xo=0)=1
(b) fir0 < sy < sz <...<sysinddie Zuwichse X, , Xsy—Xs,, ..., Xs, —Xs,_, unabhdngig
(¢) fiir s <t hat X; — X die P(\(t — s))- Verteilung
Im weiteren Verlauf der Arbeit wird nur mit homogenen Poissonprozessen gearbeitet.

Definition 1.4. Unter Zwischenankunftszeiten versteht man die Zeiten zwischen aufein-
ander folgenden Schadensfillen bzw. die Zeiten, die zwischen den Schadensmeldungen liegen,
vorausgesetzt die Versicherungsnehmer melden Schiden gleich nach Eintritt bei der Versi-

cherung.

Dies ermoglicht eine andere Beschreibung von homogenen Poissonprozessen. Zuvor ist je-

doch noch folgender Hilfssatz notwendig:

Hilfssatz 1.1. Gegeben seien die beiden Zufallsvektoren V. = (V1,Va,..., V,) und
U= (Ul,UQ,...,Un), wobel U1 == Vl, U2 == ‘/2 - ‘/1, ceey Un == Vn - Vn,1 1st.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) V hat den Wertebereich D = {(y1,...,yn) € R" : 0 < y1 < y2 < ... < yn} und die
Wahrscheinlichkeitsdichte g(yi, ..., yn) = e N2\ wobei g : D — [0, 00).

(b) U hat den Wertebereich (0,00)™ und die Wahrscheinlichkeitsdichte
f(z1,. .. z,) = e M@Erttm) A yobe; (0, 00)™ = [0,00).

Fir den Beweis braucht man die Transformationsformel fiir Wahrscheinlichkeitsdichten.
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Satz 1.1. Sei W C R"™ offen, v : W — R" eine injektive, stetig differenzierbare Funktion
mit det Dy(z) # 0, Yo € W. Weilers sei ein n-dimensionaler Zufallsvektor X mit Wahr-
scheinlichkeitsdichte h : R™ — [0,00) gegeben und h(z) = 0 fir x ¢ W. FirY = (X) ist

dann
k(@) = Lyw)(@)h(y ™ (z))] det Dy~ ()]
die Wahrscheinlichkeitsdichte des Zufallsvektors Y .
Beweis. Der Beweis kann in [8] nachgelesen werden. O
Damit ist der Hilfssatz leicht bewiesen:

Beweis. Um die Transformationsformel fiir Dichten anzuwenden, braucht man zun&chst

folgende Matrizen:

1 00 -+ 00 10 0 0
110 -+ 00 1 0 0
0 11 - 00 111 0 0
A= . |wmdAl= :
000 - 10 111 10
000 - 11 111 - 11

Damit kann man die lineare Transformation der Zufallsvektoren U und V' wie folgt beschrei-

ben:
U=AV und V = A~1U

(a) = (b) Angenommen, V hat den Wertebereich D und die Wahrscheinlichkeitsdichte g.
Dann hat U den Wertebereich

{Ay:y e D} ={(y1, %2 —¥1, Y3 — Y2, - - s Un — Yn—1) : 0 < y1 < ... < yn} = (0,00)".

Die Wahrscheinlichkeitsdichte von U ergibt sich aus der Transformationsformel, indem man
Y(z) = Az, W = (W) = (0,00)", 1 (x) = A~tw und Dy~ 1(x) = A1 setzt:

flx1, ..., o) = g(A 1z)|det(A71)| = e~ M@t tzn) \n

(b) = (a) Angenommen, U hat den Wertebereich (0, 00)" und die Wahrscheinlichkeitsdichte
f. Dann hat V' den Wertebereich

{A7 w2 € (0,00™)} = {(21,21 + 22,...:1; € (0,00),1 <i<n)}=D.

Auch hier folgt die Wahrscheinlichkeitsdichte von V' aus der Transformationsformel mit
P(y) = A7y, W = (W) = (0,00)", ¥~ (y) = Ay und Dy~ (y) = A:

g(ylv ... 7yn) - f(Ay)| det(A)] = e_Ayn,)\n_
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Vor dem zentralen Resultat {iber Zwischenankunftszeiten wird an dieser Stelle die Defini-

tion der Exponentialverteilung wiederholt:

Definition 1.5. Sei A\ > 0. Eine kontinuierliche Zufallsvariable X mit Wertebereich R
heifit Exponential- oder kurz E(\)-verteilt, falls die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir v € RT
durch

f(@) = A-e
gegeben ist.

Satz 1.2. Gegeben sei ein homogener Poissonprozess mit Parameter A > 0. Die Zufallsva-
riablen V;, wobet 1 < i < n, stellen jeweils die Wartezeit vom Zeitpunkt 0 bis zum FEintreffen
der i-ten Schadensmeldung dar.

Seien Uy =V, Uy = Vo —Vq, ..., Uy, =V, — Vo1 die ersten n Zwischenankunftszeiten.
Dann gilt: Die Zufallsvariablen U; mit 1 < i < n sind unabhingig und E(\)-verteilt.

Beweis. Es seien s1,...,8, > 0und t; = s1 + s2 + ...+ s; mit 1 < i < n. Weiters sei

0 < h < min(sy,...,s,), sodass gilt:
O<ti—h<ti<te—h<ta<...<tp—h<t,
Nun betrachtet man die Zerlegung des Intervalls (0, ¢,] in die folgenden 2n Teilintervalle:
(0,tn] = (0,81 — AU (t1 — hyt1] U ... U (tp-1,tn — h) U (t, — h, ty]

Seien Z1,Zs, ..., Zon_1, 2oy die Anzahlen an Schadensmeldungen, die in den Intervallen
(0,t1 — h], (t1 — h,t1],... (tn — h,t,] bei der Versicherung eintreffen.

Wie man leicht erkennen kann, sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) Esgilt: V; € (t; — hyt;] mit 1 <i<mn
(b) Esgilt: Z1:0, 22:1, Z3:O, Z4:17 ey Zgn,lz(), ZQn21

Aus der Definition von homogenen Poissonprozessen folgt, dass die Zuwéchse Z; mit
1 < j < 2n unabhéngig und P(Al)-verteilt sind, wobei [ fiir die Lénge des Intervalls steht.

Damit kann man weiters zeigen:

P(Vie (ti—ht],1<i<n)=P(Z,=0,Z0=1,23=0,Z4=1,...)
=P(Z1=0)-P(Za=1)-P(Z3=0)...P(Z2, > 1)
=P(Z1=0) P(Zy=1) P(Z3=0)...(1 - P(Z3, = 0))
o~ As1—h) | o= AR (AR) - e As2—h) = A(sn—h) (1- ef)\h%

da die Poisson-Wahrscheinlichkeiten durch P(X = k) = (’\kl!) FeN gegeben sind.
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Fasst man weiter zusammen, dann folgt:

= ()\h)"_l e~ (m=1)(Ah) | o=A(s1—h)=A(sa—h)—...=A(sn—h) , (1- e—Ah)
= (AR e (D) | mA(sitsattsnnh) (] =)y

= (\R)"L . e—(n=1)(Ah) | =A(tn—nh) (1— e_)‘h)

= (AR)" L. e ATt (n=h) () AR

= ()"t (1 e

= (AR)"L. (e Atnmh) _ Aty

= (AL / e Mndx,

:/ /)\" A Qg dan_t ... day

tn—h

/f Xly.e, Tp)dxy, ... doy,

wobei W = (t; — h,t1] X ... X (tn — h,tp) und f(x1,...,x,) = \le

Da0< Vi <V <...<V,,ist der Wertebereich des Zufallsvektors V = (V1,...,V},) durch
D={(y1,.--.,yn) ER": 0 < y1 <...<yn} gegeben. Es ist leicht zu erkennen, dass W C D.
Zusammenfassend wurde gezeigt, dass P(V € W) f f(z)dz fiir alle Wiirfel W mit W C D

gilt. Somit ist die Funktion f die Wahrschemhchkeltsdlchte von V.
Laut dem obigen Hilfssatz hat der Zufallsvektor U = (Uy,Us,...,U,) den Wertebereich
(0,00)™ und die Dichte

g(z1, 22, ..., 2p) = A\ AME1t. )
:)\.efACDI ')\'67)\1‘2...)\-67)\1‘71
Da die Dichte g(x) des Zufallsvektors in ein Produkt gi(x1) - ... gn(x,) zerfillt und fiir

jedes 1 <14 < n die Funktion g; die Wahrscheinlichkeitsdichte der Exponentialverteilung mit
Parameter A ist, folgt aus der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie:

Die Zufallsvariablen Uy, ..., U, sind unabhingig und fiir jedes 1 < ¢ < n besitzt U; die
E()\)-Verteilung. O]

10



KAPITEL 2

Kleine Forderungen

2.1 Grundlagen der Risikotheorie

Die grundlegende Idee einer Versicherung besteht in einem Risikotransfer vom Versicherungs-
nehmer an den Versicherer gegen Zahlung einer Pramie. Tritt nun ein versicherter Schadens-
fall ein, so kommt es zu Zahlungen seitens des Versicherungsunternehmens. Es wird ange-
nommen, dass die Zeitpunkte, zu denen die Schadensfille gemeldet werden, einen homogenen
Poissonprozess mit Parameter A > 0 bilden.

Um weitere Aussagen treffen zu kénnen, wird zunéchst die grundlegende Notation eingefiihrt:

e Fiir ¢t > 0 sei Ny die Anzahl der Forderungen im Zeitintervall (0,¢], d.h. (IV¢)¢>0 ist ein

homogener Poissonprozess mit Parameter A > 0.

e Die Zufallsvariablen U; stellen die Zwischenankunftszeiten in diesem Poissonprozess
dar, d.h. es wird die Zeit vom Eintreffen der (i — 1)-ten Forderung bis zum Eintreffen
der i-ten Forderung betrachtet.

Aus Satz 1.2. folgt, dass diese unabhéngig und E(\)-verteilt sind.

e Fiir ¢+ > 1 wird mit Y; die Hohe der i-ten Forderung bezeichnet. Die Forderungen
Y1,Ys,. .. seien unabhéngig und identisch verteilt, d.h. sie besitzen die gleiche Vertei-
lungsfunktion F'. Da Forderungen, insbesondere von Geldbetréigen, sicher positiv sind,
kann man von F'(0) = 0 ausgehen. Zu guter Letzt wird angenommen, dass die Zufalls-

variablen Y7, Y5, ... unabhingig vom Poissonprozess sind.

e Die Primieneinnahmen der Versicherung werden pro Zeiteinheit zusammengefasst und

mit ¢ > 0 bezeichnet.

e Nun ldsst sich der Gewinn der Versicherung in (0,¢] als Differenz der Einnahmen und

Ausgaben folgendermafen darstellen:

Nt
Xt:(ct)—ZYZ
i=1
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Kleine Forderungen

e Die Riicklagen bilden den ,Sicherheitspolster der Versicherung fiir Zeiten erhohter

Ausgaben. Dieser sei mit a bezeichnet.

Der Gewinn X; kann auch negativ sein und somit flir die Versicherung einen Verlust
darstellen. Fiir diesen Fall stellt sich die Frage, ob die Riicklagen a grofs genug sind, und mit
welcher Wahrscheinlichkeit die Ausgaben die Riicklagen iibersteigen.

Definition 2.1. Die folgende Wahrscheinlichkeit
U(a) =P(X; < —a fir eint > 0)

ist das Risiko, dass der Verlust die Riicklagen a der Versicherung zu irgendeinem Zeitpunkt
ibersteigt. Man kann ¥(a) auch als das Risiko des Versicherungsunternehmens, zu einem

Zeitpunkt t zahlungsunfihig zu werden, interpretieren.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird das Verhalten von W(a) untersucht. Doch zuvor sei
noch ein Resultat iiber den Prozess (X;):>0 angefiihrt. Berechnet wird der Erwartungswert
E(X¢), d.h. der durchschnittliche Gewinn im Intervall (0, t].

Der Erwartungswert der Verteilung F' - die durchschnittliche Hoéhe der Forderungen - sei mit

1 bezeichnet.
Satz 2.1. Seit > 0. Dann gilt: E(X;) = (¢ — Ap)t.

Bemerkung. Folgende FEigenschaft von Erwartungswerten wird im Beweis verwendet und
kann in [8] nachgelesen werden:
Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen X ldsst sich auch schreiben als
00 0
E(X)= [P(X >t)dt — [ P(X <t)dt.
0 —o00
Angenommen, die Zufallsvariable X besitzt einen Wertebereich in RT. Dann ist P(X <t) =0
oo
fiir t <0 und aus obiger Gleichung folgt, dass E(X) = [ P(X > t)dt gilt.
0
Beweis. Fiir t > 0 sei
Ny
> Y, wenn Ny >0
i=1

Zy =
0 wenn Ny =0

Dann gilt

P(Z > 2) Y STP(Z, > 2|N, = k) - P(N, = k)

P(Yy + Yo+ ...+ Y, > 2Ny = k) - P(N, = k)
k=0

2 PY1+ Yo+ ...+ Y, >z) P(N, = k),

k=0

12



Grundlagen der Risikotheorie

wobei in Gleichung (1) die Formel fiir die totale Wahrscheinlichkeit und in Gleichung (2) die
Unabhéngigkeit von Y} + Yo + ... 4+ Y3 und N; verwendet wurde. Da die Zufallsvariablen
Y1,Ys, ... und somit auch Z; positive Werte annehmen und daher einen Wertebereich in R

haben, kommt obige Bemerkung zum Tragen, und man erhélt folgende Gleichungen:

EYi+Yo+...4Y)= [ PYV1+Yo+...4+ Y, >2)dz und

E(Zt) = P(Zt > l’)d.%'

Ok~\\8 ©k~\\8

Weiters gilt, dass alle Summanden in der obigen Summe nichtnegativ sind. Daher kann man

obige Gleichung von 0 bis oo integrieren und anschliefsend Summe und Integral vertauschen:

]E(Zt) = P(Zt > I‘)dﬂi‘

Ok~\\8 Ok\\\8

> P+ Yo+ +Y,>a) PN, = k)da
k=0

Y EWi+Ya+...+Yi) PN, =k)
k=0

= kp-P(N, =k)=p Y k-P(N, =k)
k=0 k=0

= pE(Ny) = pAt

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass der Erwartungswert von N; gleich (At) ist. Dies
gilt, da N} die P(At)-Verteilung besitzt. Da X; = ¢t — Z;, folgt

E(X:) = ct —E(Z;) = ct — pAt = (¢ — Au)t.
O

Voraussetzung fiir das Uberleben des Versicherungsunternehmens ist ein positiver Durch-
schnittsgewinn, d.h. E(X;) soll groer Null sein. Daher wird angenommen, dass (¢ — Ap) > 0
gilt. Fiihrt man einen neuen Parameter p = /\—CM — 1 ein, so ist die Annahme dquivalent zu
p>0.

Fiir die folgende Untersuchung von W¥(a) miissen die oben eingefiithrten Notationen erweitert

werden:

e Man setzt V; = Y; — cU; fiir ¢ > 1. Das ist die Differenz zwischen der Hohe der i-ten

Forderung und den Pramieneinnahmen zwischen (i —1)-ter und i-ter Schadensmeldung.
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Kleine Forderungen

e Mit S wird die Summe der Vi, ..., V, bezeichnet:

k
Sk=>V;
i=0
Da es sich sowohl bei Y7,Y5,... als auch bei Uj,Us,... um unabhingige Zufallsvariablen
handelt, sind somit die Zufallsvariablen Vi, V3, ... als Funktion dieser auch unabhéngig.

Wie bereits oben erwihnt, sind alle Y;, mit ¢ > 1, identisch verteilt, d.h. sie haben eine
gemeinsame Verteilungsfunktion F. Dies gilt auch fiir die U;, mit ¢ > 1, wobei jedes U; die
E(XA)-Verteilung besitzt. Somit kann man auch fiir alle V1, Vs, ... eine gemeinsame Vertei-

lungsfunktion angeben, die in weiterer Folge mit G bezeichnet wird.

k
e Sei T, = > U; der Zeitpunkt der k-ten Forderung. Somit gilt fiir & > 1:
i=0

k
Xr,=cly— > Yi==>Vi=-8
i=1 ‘

Nimmt man vereinfachend an, dass die Forderungen der Versicherten sofort zu Auszahlungen
seitens des Versicherungsunternehmens fiihren, so nimmt der Prozess X; seine Minima in den

Zeitpunkten 17,75, ... an. Damit folgt:

V(a) =P(X7, < —a fiir ein k> 1)

P(Sy > a fiirein k > 1)

= P(sup S > a)
k>1

Sei K(a) =1 — ¥(a) die Gegenwahrscheinlichkeit, dann gilt:

K(a) =P(sup S < a)
k>1

2.2 Kleine Forderungen

Angenommen, die Verteilungsfunktion F' der Forderungen (Y;);>1 besitzt eine Wahrschein-
lichkeitsdichte, die in weiterer Folge mit f bezeichnet wird. Da Forderungen immer positiv
sind, ist f(x) = 0 fiir alle z < 0.

Definition 2.2. Man spricht von kleinen Forderungen, wenn ein v > 0 und ein d > 0
existieren, sodass f(x) < e™ V" fir jedes x > d gilt. Mit anderen Worten: Die Wahrschein-

lichkeit, dass grofie Forderungen bei der Versicherung eintreffen, ist gering.

Um Aussagen tiber das Verhalten von ¥(a) treffen zu konnen, braucht man die momenter-
zeugenden Funktionen der Zufallsvariablen Y;, U; und V; fiir ¢ > 1. Die allgemeine Definition

von momenterzeugenden Funktionen wird an dieser Stelle wiederholt:
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Kleine Forderungen

Definition 2.3. Fiir eine beliebige Zufallsvariable X sei folgende Menge gegeben:
Dy = {t € R : E(e!X) < oo}. Dabei handelt es sich um die Menge aller t € R, fiir die

E(e!X) existiert. Die momenterzeugende Funktion ist definiert durch:
mx : DX —R

mx (t) = E(e!)

Wenn X eine Dichte f besitzt, dann gilt mx(t) = [ € f(z)dz firt € Dx.

— 00

Da eine Wahrscheinlichkeitsdichte f vorausgesetzt wurde, ist die momenterzeugende Funk-
o

o
tion der Zufallsvariablen Y; fiir i > 1 durch mp(t) = E(e"") = [ e f(x)dz = [ e f(x)dz
—00 0
gegeben. Liegt ein v > 0 wie in Definition 2.2. vor, dann gilt:

00 d 00 d 00
mp(t) = [e®f(z)de < [ f(z)dz + [e®e dr = [ f(z)dz + [ *tV)dx
0 0 d 0 d

Da mp(t) endlich sein soll, ist nun die Summe der beiden Integrale in der obigen Ungleichung

d

zu betrachten. Fiir den ersten Summanden gilt: [ €' f(z)dz < co. Der zweite Summand ist
0

genau dann endlich, wenn x(t —v) < 0. Da z positive Werte annimmt, muss (¢t —v) < 0 oder

dquivalent ¢ < v sein. Damit ist mp(t) definiert fiir ¢ € (—o0,u), wobei 0 < u < oo.

Die Zufallsvariablen Uy, Us, ... sind E(\)-verteilt und besitzen somit die Wahrscheinlich-
keitsdichte f(z) = A -e ™ fiir # € R*. Die momenterzeugende Funktion ist daher laut
Definition durch

mp(t) = E(eVi) = Ofet“’)\e_mdx =A J e*(=Ndy = ﬁ

gegeben. Auch hier muss mg(t) endlich sein. Dies gilt genau dann, wenn (¢—\) < 0 oder dqui-
valent ¢ < \. Daraus folgt, dass mpg(t) fiir t € (—oo, \) definiert ist. Die momenterzeugende

Funktion der Zufallsvariablen Vi, Va, ... ist gegeben durch:

mg(t) = / edG(z) = E(e™V)
= E(etyi*CtUg = E(eth‘) . E(e*CtUi)
A

=mp(t) - mp(—ct) =mp(t) - o

fir t € (—%,u), wobei die Tatsache verwendet wurde, dass die Zufallsvariablen Y; und U;
unabhingig sind.
Die Gestalt der momenterzeugenden Funktion mg ldsst sich aber noch ndher bestimmen.

Dafiir wird folgender Satz aus der elementaren Wahrscheinlichkeitstheorie verwendet;:
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Kleine Forderungen

Satz 2.2. Sei X eine Zufallsvariable mit 0 € Dx. Dann gilt: B(X*) = mg?) fiir k> 1, d.h.

es existieren alle Momendte.

Fiir die Zufallsvariablen Vi, Va,...ist 0 € Dy, = (—%, w). Mit Satz 2.2. folgt nun:
(1) ma(0) = mp(0)3 = E(e") = 1

(2) mg(0) =E(V;) =E(Y;) — cE(Ui) =p— § = —pp <0

(3) my(t) = [ 22*dG(x) >0 fiirte (—%,u)

Daraus kann man schliefsen:
(1) m¢g geht durch den Punkt (0]1)
(2) mg hat in (0|1) negativen Anstieg

(3) mg ist konvex auf dem Intervall (—%, u)

Es existieren somit zwei Moglichkeiten, wie der Graph mg(t) aussehen kann. Diese sind
in der folgenden Abbildung 2.1. dargestellt.

me(t) ma(t)

Abbildung 2.1: Darstellungen von me(t)

Sei R = sup{r € (0,u) : mg(r) < 1}. Dieser Parameter existiert, da die Menge nicht leer ist.

Behauptung: Weiters ist R < co.
Fiir u < oo ist diese Aussage trivial.

Fiir u = oo folgt die Behauptung wegen tlim ma(t) = oo. Dies gilt, da es ein o > 0 mit
—00
F(a) < 1und 1 —G(0) = P(V; > 0) > P(Y; > a)P(U; < 2) = (1 — F(a))(1—e &) >0
gibt. Wegen G(0) < 1 existieren a und b aus RT mit 0 < @ < b und G(b) — G(a) > 0. Daraus
b
folgt, dass mq(t) > [e*dG(x) > €' (G(b) — G(a)). Mit tlim e!® = oo fiir z > 0 ergibt sich:
a —00

. . ta - _
tli)rgo ma(t) > tlggoe (G(b) — G(a)) = .

Mit Hilfe des Parameters R ist nun eine Abschitzung der Wahrscheinlichkeit ¥(a) moglich.
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Kleine Forderungen

Satz 2.3. Es gilt U(a) < e 1 fiir a > 0.

Beweis. Zunichst definiert man folgende Wahrscheinlichkeiten: ¥, (a) = P <11El,?§ Sy > a>
<k<n

fir n > 1. Da die Ereignisse {11213? Sk > a} fir n — oo monoton wachsend gegen das
SRS
Ereignis {sup Sk > a} streben, folgt aus dem Stetigkeitssatz: lim W, (a) = ¥(a). Daher ist
k>1 n—oo
es ausreichend, eine Abschéitzung fiir U, (a) zu geben.

Sei r € (0,u) mit mg(r) < 1. Fiir alle a > 0 erhilt man mit Hilfe der Markov-Ungleichung:
Ui(a) =P(S1 >a) =P(Vi >a) < LEE) =e " mg(r) <e ™

Die weiterfiithrende Idee besteht darin, einen Induktionsbeweis zu fithren. Daher wird ange-
nommen, dass ¥, (a) < e " fiir a > 0 gilt.
Fiir den Induktionsschritt ist ¥, 11(a) < e " zu zeigen. Dazu schreibt man ¥, 1(a) als

Summe

<n+1

Uyyi(a) =P(S; >a)+ P <51 <a, 2§1}£1<ax Sk > a)

und schitzt beide Summanden separat ab.

(1) Es gilt: P(S1 > a) =P(V; > a) = TdG ofo —r(@=2)dG(z). Die letzte Ungleichung
folgt daraus, dass e "(¢=%) > 1 fiir ; € la, o) 1;5.

(2) Fiir die Abschétzung des zweiten Summanden definiert man Sy, := i V; filr £ > 2 und
bezeichnet mit H die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable lrél]?é(_%k Angenommen
man bildet dieses Maximum aus den Zufallsvariablen Vo, V3, ..., V,41, so erhilt man
2<rl]€r1<a£<+1 Si. Da Vi, Vs, ... unabhéngige und gleichverteilte Zufallsvariablen sind, besitzt
auch 2<II£1<%JLT)L(H Sy die Verteilungsfunktion H.

Im n#chsten Schritt wird die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors <V1, 1%137)111 §k>
ermittelt. Da V7 und 0l Il?ar)L(Jrl Sy, voneinander unabhéngig sind, ist diese durch

(z,y) = G(z)H(y)

gegeben. Fiir B = {(z,y) € R? : # < a,y > a — o} erhélt man:

P(Slga, max Sk>a> :IP<V1<a Vi+ max Sk>a)
2<k<n+1 2<k<n+1

=P <<Vl,2<1]?3;<+1 §k> € B> = /a 7dH(y)dG(:n)

- /a P < max S > a — x) dG(z) = /a Vp(a —2)dG(z)

1<k<n
—0Q —0o0
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Kleine Forderungen

a

< / e AG(x),

—0o0
wobei in der letzten Ungleichung die Induktionsannahme verwendet wurde.

Mit Hilfe der beiden Abschitzungen kann man nun den Induktionsschritt zu Ende fithren:

a o0 oo

Uppr(a) < / e "M AG () 4 / e "M AG(z) = / e "M 4G(z)
=e ¢ / edG(z) = e " 'mg(r) <e ",

wobei auch hier verwendet wurde, dass mg(r) < 1 ist. Zusammenfassend wurde gezeigt, dass

Uy (a) < e " fiir a > 0 und alle n > 1 gilt.

Da laut Definition R = sup{r > 0 : mg(r) < 1} ist, folgt: ¥(a) = ILm U, (a) < e Ra, O
n—oo

Dieser Satz liefert eine gewiinschte Abschétzung fiir die Risikowahrscheinlichkeit. Er be-
sagt, dass W(a) bei einer Erhthung der Riicklagen a exponentiell abnimmt, wobei der Para-

meter R > 0 Einfluss auf die Geschwindigkeit der Abnahme hat.
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KAPITEL 3

Weitere Darstellungsarten der Wahrscheinlichkeit V(a)

3.1 Integralgleichung

Fiir die weitere Untersuchung der Risikowahrscheinlichkeit W(a) betrachtet man deren Ge-
genwahrscheinlichkeit K (a) = 1 — ¥(a). Definiert man M als das Supremum iiber alle Sy
mit k > 1, so gilt K(a) =P(M < a).

Nun kann das Problem auftreten, dass M als Supremum von unendlich vielen Zufallsva-
riablen selber den Wert oo annimmt. Da Vi, Vs, ... unabhéngige und gleich verteilte Zufalls-
variablen mit Erwartungswert u — £ = —pp < 0 sind, kommt das starke Gesetz der grofen

Zahl zur Anwendung:

P (kll)ngo %Sk = —p,u> =1

Da lim %Sk = —pp gilt, folgt somit lim Sy = —oo und daraus auch M = sup S, < oo.
k—o00 k—o0 k>1
Damit wurde gezeigt, dass P(M < co) = 1 gilt und M eine echte Zufallsvariable ist. K hat

daher die Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Der niéchste Satz beinhaltet eine Integralgleichung fiir die Verteilungsfunktion K.
Satz 3.1. Se:

i(l — F(z)) firxz>0
0 fir x <0

h(z) =

gegeben. Dann ist h eine Wahrscheinlichkeitsdichte und fir die Verteilungsfunktion K folgt:
Moo |
K@) =1L+ 28 [ K-y
0

fiir alle a > 0.
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Weitere Darstellungsarten der Wahrscheinlichkeit W (a)

Beweis. Da F eine Verteilungsfunktion ist, gilt 0 < F(z) < 1 und somit ist h grofer oder
gleich Null. Der Erwartungswert von F' ist wieder durch p gegeben, das heifst

= f (1- ))dz. Daraus folgt:

7 h(z)dz = 7h(:v)d:c . 7i(1 ~ F(@))de =1
—00 0 0

Die Funktion h erfiillt somit alle Bedingungen einer Wahrscheinlichkeitsdichte.

Fiir den niichsten Teil des Beweises definiert man S, = Vo + Vs + ... + V} fiir k > 2

und M = supSj. Da die Zufallsvariablen V5, V4, ... unabhiingig sind und alle die gleiche
E>2

Verteilung G haben, besitzt M = sup S, wie M = sup S, die Verteilungsfunktion K. Auf-
E>2 E>1

grund der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen M, Y] und U ist die Verteilungsfunktion des
Zufallsvektors (M, Yy, Uy) durch (z,y, 2) — K (x)F(y)L(z) gegeben, wobei L fiir die Vertei-
lungsfunktion der E()\)-Verteilung steht.

Mit u > 0 und B = {(z,y,2) € R? : y <u+ cz,2 < u—y+ cz} erhilt man:

K(u) =P(M < wu) :P(Sl Su,iligSk Su)

=P\ gu,V1+]\;I§u)
:P(Yl CU1<’LLY1—CU1+M§U)
P((M,Y1,U1) € B)

00 utcz u—y+cz

_ / / / dK (2)dF (y)dL(2)

00 Uu+cz
= / / K(u—y+ cz)dF(y)re *dz
0 0

Indem man eine neue Integrationsvariable t = u + cz einfiihrt, folgt weiter:

(e}

t
//Kt— )AF (y)he™ et wl _dt
u 0

Ap— 2 (t—u)
C

Definiert man nun fiir « > 0 und ¢ > 0 die Funktion g(u,t) = K(t—y)dF(y), so

o o

gilt:

= [g(u,t)dt
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Integralgleichung

Fiir s # 0 erhélt man:

o0 [e.9]

K(U+5)_K(u) — 1 /g(u—f—s,t)dt_/g(u?t)dt

S S

u+s u
00 u+s oo
1 1 1
= [outsndt—— [ glutstd—— [ glut)dt
] u+s 1 oo
=— / g(u+s,t)dt+S/(9(U+Sat)—9<uvt)>dt

Weiters besteht folgende Beziehung:

¢
glu+s,t) = (t“S/K (y)
0

:76 —lt-w+s S/Kt— )dF(y)

= e%sg(u,t)
Damit folgt
u+s u+s
/ g(u+s,t)dt = eet / g(u,t)dt
u u

und aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von ¢ — g(u,t) gilt

u+s 1 u+s
1
lim — / g(u+s,t)dt = lim et = / g(u,t)dt = g(u,u).
s—0 S s—0 S
u u

Man erhélt auch folgende Gleichung:

1 1/ a,
~(g(u+5,8) = glut) = < (79w t) — g(u,)
1 Ag
=5 (7 =1)gtu)
und somit
. ool ' 1 N o0 )\ o0
t [ (gt s.6) — gl ) de =l © (3~ 1) [gtuae=2 [ gutar
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Weitere Darstellungsarten der Wahrscheinlichkeit W (a)

Damit ist es moglich, die Ableitung der Funktion K an der Stelle u anzugeben:

/ K(u+s)— K(u)

) =y SO
1 u+s 1 o]
=lim [ —— / glu+s,t)dt + — / (g(u+s,t) — g(u,t))dt
5s—0 S S

=g+ [ glut)dt = ~g(u,) + 2K(w

u

Um die letzte Gleichung weiter zu vereinfachen, kann man g(u, u) partiell integrieren. Dafiir

wird wieder angenommen, dass F' eine Wahrscheinlichkeitsdichte f besitzt.

gl =2 [ K- y)ar()
0

0
= 2K(O0) (Fu) = ) = 2K () (FO) = D + 5 [ K'(w=9) (F@) - 1) dy
0
= 2K(0) (F(u) - 1)+ 5K () + > [ K (w-3) (Fy) - Dy

Im n#chsten Schritt setzt man dieses Ergebnis in die Ableitung der Verteilungsfunktion K
ein und ersetzt (F(y) — 1) durch —ph(y):

’

K (u) = —g(u,u) + %K(u)

= 2KO)ph(w) ~ 2K+ 5 [ K (w=puby)dy + 5 K(w)

0
=22 | K(0)h(u) + /K'(u —y)h(y)dy
0

Integriert man obige Gleichung von 0 bis a und vertauscht die Integrale im zweiten Sum-

manden, so ergibt sich:
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Integralgleichung

K(a) — K(0) = %" K(o)/h(u)du+//K’(u—y)h(y)dydu
0 0 0
= %“ K(O)/h(u)du+//K (u —y)duh(y)dy
0 0y
— %" K(O)/h(u)du+/(K(a—y) — K(0)) h(y)dy
0 0

= [ Kla— bty

Dieses Ergebnis entspricht im Wesentlichen der gesuchten Formel, jedoch muss noch der Wert
a
von K (0) bestimmt werden. Dazu wird lim [ K(a—y)h(y)dy berechnet. Dies erfolgt in zwei
a—r o0
0
Schritten:

e Abschitzung nach oben: Da K eine Verteilungsfunktion und somit K (z) < 1 fiir alle
x € R ist, gilt:

l/Kw—ymwmyg/ﬁ@myg/ﬁ@myzL
0 0 0

wobei die letzte Gleichung aus der Tatsache folgt, dass h eine Wahrscheinlichkeitsdichte

ist.

e Abschitzung nach unten: Die wesentliche Eigenschaft, die hier einfliefst, ist die Mono-

tonie der Verteilungsfunktion K:
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Weitere Darstellungsarten der Wahrscheinlichkeit W (a)

Da sowohl lim K(z) =1 als auch lim [ h(y)dy =1 gilt, folgt

T—00 T—00 0

e

lim [ K <9> h(y)dy = lim K (%) /h(y)dy —1

a—00 2 a—00
0 0

(SIS

und damit

a

lim [ K(a—y)h(y)dy > 1.

a—00
0

a

Zusammenfassend wurde gezeigt, dass lim [ K(a — y)h(y)dy = 1.
a—r00 0

Wenn man nun in obiger Gleichung a gegen oo gehen ldsst, erhédlt man 1 — K(0) = ’\7’” oder

dquivalent K(0) =1 — )‘7“, womit die gesuchte Formel bewiesen ist. O

3.2 Reihendarstellung

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe der Integralgleichung eine Reihendarstellung fiir K (a)

angegeben und anschliefend bewiesen.
Satz 3.2. Gegeben sei

i(l—F(x)) fir x>0
0 fiir x <0

h(z) =

und H(t) = j h(z)dz firt € R.

Setzt man Hy(t) = H(t) und Hyy1(t) = Hp * H(t) = [ H(t — y)dH(y) fir k > 1 und
t e R, dann gilt: B

K(a) = 2 <1 4 k; (lJrlp)ka(a)> mit a > 0.

L
1+p

q < 1. Weiters bezeichnet man die Wahrscheinlichkeitsdichten von Hj mit hg, wobei k > 1.

Bewets. Zunichst definiert man ¢ := = ’\7“ Da laut Voraussetzung p > 0 gilt, ist

Aufgrund der Tatsache, dass die Dichten fiir negative Werte gleich Null sind, folgt:

T

hiy1(z) = / hi(z — y)h(y)dy

0
x

= /hk(y)h(x —y)dy

0
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Reihendarstellung

Im né&chsten Schritt wird fiir @ > 0 per Induktion nach k folgende Gleichung gezeigt:
K(a) = (1= q)(1 + qHi(a) + ¢*Ha(a) + ... + ¢" ' Hy-1(a)) + ¢" / K(a—y)hi(y)dy (3.1)
Fiir kK = 1 ergibt der Induktionsanfang:

(1—%“ 1+61/K(a—y)h1(y)dy—(1—?H?/K(a—y)h(y)dy
= K(a),

wobei der letzte Schritt aus Satz 3.1. folgt.
Angenommen, die Gleichung wurde fiir k£ bereits gezeigt.

Um die Formel fiir k£ + 1 zu erhalten, muss zuerst Folgendes bewiesen werden:
[ K@= i)y = (1 - ) Hu@) + ¢ [ Kla= i (@)

Dafiir wird die Formel aus Satz 3.1. auf K(a — y) angewendet und das Ergebnis
a—y

Kla—y)=1-—q+q [ K(a—y— 2)h(z)dz eingesetzt:
0

a

/K a—y)hi(y )dy—/(l—q)hk dy—i—/ /K a—1y— z)h(z)dzhg(y)dy
0
Fiithrt man die neue Integrationsvariable x = z 4 y ein, so folgt weiter:
(-0 +q | [ K=o - ph)dedy
0y
Im né&chsten Schritt vertauscht man die Integrale:

:(1—q)Hk(a)+q/K(a—x/h y)dydz
0

— (1= ) Hi(a) + g | Ko~ ahups (@)
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Weitere Darstellungsarten der Wahrscheinlichkeit W (a)

Der Induktionsschritt erfolgt nun relativ schnell:

K(a)=(1—-q) <1+ZqH )+qk/K(a—y)hk(y)dy
0

=(1-4q) <1+ZqH )Jrq’“ (1—q)Hk(a)+q/K(a—$)hk+1($)dw

0
a

(1—-q) <1 + Zq Hi(a ) (1 - q)¢"Hi(a) + ¢ / K(a —z)hpi (z)de

0
=(1-9q) <1+ZqH )—l—qkﬂ/K(a—x)th(a:)dx
0

Da K eine Verteilungsfunktion und h eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, gilt weiters
folgende Abschétzung:

a

0< q’“/K(a — y)hy(y)dy < q’“/hk(y)dy <q"
0

und somit
hm /Ka— Yhr(y)dy | = 0.

Bildet man in Formel (3.1) den Limes fur k¥ — oo, so erhélt man:

K(a)=(1-q) <1—|—quHk )

3.3 Asymptotisches Verhalten der Wahrscheinlichkeit ¥(a)

In diesem Abschnitt wird das zentrale Resultat der Theorie iiber Erneuerungsprozesse, der
sogenannte ,Erneuerungssatz“, zu Hilfe gezogen, um eine Abschitzung fiir das asymptotische
Verhalten der Risikowahrscheinlichkeit ¥(a) anzugeben.

Unter Erneuerungsprozessen versteht man stochastische Prozesse, die die fortlaufende Er-
neuerung von Maschinen, Werkzeugen, Gliihbirnen etc. beschreiben. Die Zwischenankunfts-

zeiten (,,Lebensdauer”) sind unabhéngig und identisch verteilt.

Definition 3.1. FEine Verteilungsfunktion F bezeichnet man als Lebensdauerverteilung,
wenn F(t) =0 firt <0 und F(0) < 1.
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Asymptotisches Verhalten der Wahrscheinlichkeit W(a)

Sei (Z;)i>1 eine Folge von Zufallsvariablen, die unabhéngig sind und alle die Lebensdau-

erverteilung F' haben. Sie stellen somit die Zwischenankunftszeiten dar.

Weiters sei Yy =0 und Y,, = f: Z; fiir n > 1. Der Prozess (Y},),>0 heift Erneuerungspro-
zess mit Lebensdauervertle:illung F, wobei Y,, den n-ten Erneuerungszeitpunkt angibt.
Folgende Begriffe werden im Erneuerungssatz verwendet und werden daher an dieser Stelle
wiederholt:

Definition 3.2. Eine Funktion f heifit reguldr, wenn Elfyl f(x) und 15811%11 f(z) fir alle y exis-
tieren.

Eine Funktion f heifft linksreguldr, wenn zusdtzlich gilt: 1351%1 f(x) = f(y) fir alle y.

Eine Funktion f heiffit rechitsreguldr, wenn zusdtzlich gilt: laﬁIyl f(x) = f(y) fir alle y.

¢
Definition 3.3. Eine Gleichung der Form A(t) = a(t) + | A(t — z)dF(z) heifit Erneue-
—o0
rungsgletchung, wobei I’ eine Lebensdauerverteilung ist, und die Funktionen A und a auf
R* definiert sind.
Die letzte Definition, die fiir den Erneuerungssatz relevant ist, behandelt die Gittervertei-

lung:

Definition 3.4. Eine Verteilungsfunktion F nennt man Gittervertetlung, wenn ein

d >0 und ¢, >0 fiir n € Z ewistieren, sodass F(t) = Y caljng,00)(t) gilt. Dabei wird d als
nez
Gitterweite und ¢y, als Sprunghéhe im Punkt nd bezeichnet.

Satz 3.3 (Erneuerungssatz). Gegeben seien eine Lebensdauerverteilung F' mit

= 70 xdF(x) < oo und eine Funktion a : [0,00) — R, die eine endliche Linearkombination
o o0

von positiven, monoton fallenden, rechisrequliren Funktionen a; mit f a;(z)dx < oo ist.

Ist die Funktion A : [0,00) — R eine auf kompakten Intervallen beschmnkte Losung der

Erneuerungsgleichung A(t) = a(t) + ft A(t — z)dF(x), dann unterscheidet man folgende

2wet Félle: -

[e.@]
o Wenn F keine Gitterverteilung ist, dann gilt: tlim At) =+ [ a(z)da.
—00
0

1

m
oo

o Wenn F eine Gitterverteilung mit Gitterweite d ist, dann gilt: lim A(nd) = % Z a(id).
n—oo —

Der Beweis wird hier nicht angefithrt. Dieser findet sich zum Beispiel in [6], [7] und [9].
Um den Erneuerungssatz anwenden konnen, wird auf die Integraldarstellung der Verteilungs-

funktion K aus Satz 3.1. zuriickgegriffen:

K()—l—/\'u—F/Ka— y)dy

27



Weitere Darstellungsarten der Wahrscheinlichkeit W (a)

Daraus folgt fiir die Risikowahrscheinlichkeit:

V(a) =1—- K(a)

_1—1+M—A—” (1=¥(a—1y))h(y)dy

& C

M—M +/ a—1y dy

C

o0
Da h eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, gilt [ h(y)dy = 1. Somit kann man obige
0

Gleichung weiter umformulieren:

V(a) = Acu/h(y)dy 2 [ hyydy + 22 / V(a —y)h(y)dy
0 0 0
=2 [y + 2 [ wa - pht)ay
a 0

Im weiteren Verlauf wird der Fall der kleinen Forderungen behandelt. Es wird zusétzlich
angenommen, dass ein R > 0 mit mg(R) = 1 existiert. Dies ist dquivalent zu mg(R) =
m F(R)ﬁ =1 und damit mp(R) = M'TCR. Setzt man fiir die momenterzeugende Funktion
von F' weiter ein, so folgt:

[e.e]

A+cR
[ ey =24

0

Nun kann man mit Hilfe partieller Integration berechnen:

oo [e.0] R
/ReRy(l—F 1+/ e dF(y =
0 0
o0
wobei lim e®(1 — F(t)) = 0 wegen e (1 — < [efWdF(y) gilt.
—00 s

)‘T“eRyh(y) fiiry >0
0 fiir y <0

Als Néchstes definiert man die Funktion g(y) =
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Asymptotisches Verhalten der Wahrscheinlichkeit W(a)

Man kann zeigen, dass es sich dabei um eine Wahrscheinlichkeitsdichte handelt:

[ :Z
)\u7

Zr Ry
c

e (y))dy

‘:\H

0
o0
/ e (1 y))dy

=1

Q\>

Q\V

0
<
A

Fiir t > 0 sei weiters A(t) = ef*¥(t). Verwendet man die obige Gleichung fiir W(), so folgt:

[e.o]

A(t) = A/”Lel“z’f/h(y)dy + /A(t —y)g(y)dy,
0

c
t
womit eine Erneuerungsgleichung fiir A(¢) gefunden wurde. Der Erneuerungssatz besagt nun:

lim A(t) = ! /a(ac)da:,

t—o00 n

wobei a(z) = )‘TMeRx J h(y)dy und n = f yg(y)dy.

o0

Nun sollen die beiden Integrale [ a(z)dz und f yg(y)dy genauer berechnet werden:
0

e Indem man die Integrationsreihenfolge vertauscht und das innere Integral ausrechnet,
folgt:

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass es sich bei g und A um Wahrscheinlichkeits-
dichten handelt, kann man weiters schliefen:
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Weitere Darstellungsarten der Wahrscheinlichkeit W (a)

0\8
Q
0\8
=R
N
o,
<
|
Q| >
:U“&:
=
=
o,
<

e Fiir das nfichste Integral verwendet man die momenterzeugende Funktion

mp(z f e™dF (y) der Verteilungsfunktion F'. Laut Definition des Parameters R gilt

mp(R) = )‘J:\CR. Weiters wird angenommen, dass die Ableitung m(R) existiert und

oo
/ ye™dF(y)
0

Mit Hilfe der partiellen Integration folgt:

endlich ist. Somit gilt:

[e.o]

mip(R) = / M1+ Ry)(1 - F(y))dy,
0

o
wobei lim teftt(1 — F(t)) = 0 wegen tef'(1 — F(t)) < [ye™dF(y) gilt.
—00

t
Zieht man weiters die Defintion von ¢ zu Hilfe, so erhilt man:

%mIF(R) = /g(y)dy+R/yg(y)dy
0 0

Da g eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist und somit f g(y)dy = 1, kann man obige Glei-
chung folgendermafen umformen:

o

, 1

)dy = R)— —

/yg y mF()R
0

Zusammenfassend wurde fiir das asymptotische Verhalten der Wahrscheinlichkeit ¥(a) ge-

zeigt:

lim ¥ (a) = lim A(a) = ﬂ
a—00 a—00 )\mF(R) —c
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KAPITEL 4

Grofie Forderungen und subexponentielle Verteilungen

4.1 Grofse Forderungen

In diesem Kapitel werden die sogenannten grofsen Forderungen behandelt, d.h. die Ver-
teilungsfunktion der Forderungen strebt nun langsamer als exponentiell gegen Null. Ziel ist
es, weitere Aussagen liber das asymptotische Verhalten der Risikowahrscheinlichkeit ¥(a) zu

treffen. Dafiir braucht man jedoch eine Definition, die als Arbeitsgrundlage geeignet ist:

Definition 4.1. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F mit F(0) = 0. Man setzt
F1(t) = F(t) und definiert F,,(t) = F,—1 x F(t) fir n > 2.
F heifit subexponentiell, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

o F(z) <1 fir alle x € RT und

1—F>(z)

T—Fa) = 2

e limsup
T—r00

Hilfssatz 4.1. Gegeben sei eine subexponentielle Verteilungsfunktion F' und € > 0. Dann
existiert eine Konstante d > 0, sodass fiir alle x € RT und k > 1 folgende Abschditzung gilt:

1 — Fy(»)

m <d(1 +6)k

1—Fy (x)

Bewets. Man definiert o, = sup T—F(2)

x>0

fir n > 1. Wie man leicht erkennen kann, ist
a1 = 1.

Da F' laut Voraussetzung subexponentiell ist, gilt

) F(x) — Fy(z) . 1— Fy(x) — 1+ F(x)
1 7 ki 7
s’ T1-F(z) o 1-F(x)
. 1-— FQ("E)
=1 ——1<1.
P T F(z) =
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Groke Forderungen und subexponentielle Verteilungen

Damit existiert ein ¢ > 0, sodass %@2)(@ < (1 + ¢) fiir alle x > ¢. Zieht man nun die

Definition der Faltung von Verteilungsfunktionen zu Hilfe, so folgt weiters:

T

1—Foi(r)=1—-F(z)+ F(z) — Foy1(z) =1 — F(z) + / (1 - Fy(x—y))dF(y)
0

Dividiert man diese Gleichung durch (1 — F(z)), erhélt man

1— Foy(2) ml—Fn(x—y)
71_;&) :1+/1_F(m) dF(y).

Im néchsten Schritt bildet man das Supremum:

x T

1-—F, — 1 - F —y)1l— Flx —
o1 <1+ sup/ 1 n(@ —y n(@— ) @~ y)

)
0<z<e ) — F(x) AFy)+ legc)o/ 1-Flx—-y) 1-F(x) 4F )

Aufgrund der Monotonie von F, der Definition von «a,, und der Tatsache, dass F,(z —y) > 0
ist, folgt:

i 1 i 1—F(x—1y)

il <14 s —— _dF(y) +s Y qF
nt1 < oz‘i‘;co/ =W Z‘;E’/ T p@y LW
F(z) F(z) — Fy(x)
=1 s FQpsup — s
T TR T R

F(c)
<l4+ — n(l
< +1_F(C)—|—a( +e¢)

Indem man b =1+ 1+1(VC()) setzt, wurde ap+1 < b+ an(l +¢) fiir alle n > 1 gezeigt.

Per Induktion folgt nun fiir alle £ > 1

k—1 k
. 1 -1 b
akaE (1+€)z:b(1_:>€6)1§6(1+5)k'

Mit d = g hat man die gesuchte Ungleichung gefunden. O

Hilfssatz 4.2. Gegeben sei wieder eine subexponentielle Verteilungsfunktion F. Dann gilt
fir allen > 1

. 1= Fy(x)
mh_}rrolo T F(z) Fl) =n.

Bewets. Folgende Gleichung wurde im letzten Beweis gezeigt: % 1+f L(x)y)dF( ).

Diese wird in Folge verwendet, um die Aussage des Hilfssatzes per Induktlon zU zeigen.
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Grofe Forderungen

Fiir n = 2 gilt
1 - Fy(a) /Zl—m—y) il—F(w—y)
—— =1 —— = dF ——22dF(y).
e ) o W TR W
0 z
1-F(z—y) 1-F(z—y) 1-F(z—=2)

Da sowohl =) > 1 fiir y > 0 als auch =) > =) fir y > z gilt, folgt

1 — Fy(x) 1—F(x—=2)
—— 2 >1+4+F —(F(x) — F(2)).
Indem man z = x setzt, erhilt man 11__1;3((;)) > 1+ F(x) und damit lim inf 11__23((;)) > 2.

Zusammen mit der Voraussetzung ergibt sich :

1-F
lim 2(2)

22
z—300 1—F(x)

Das néchste Resultat wird im weiteren Verlauf des Beweises bendotigt:
Man wahlt z > 0 und = > z so grok, dass auch F(x) > F(z) gilt. Verwendet man obige
Ungleichungen, so folgt:

1—F(x—2) 1 — Fy(x) 1
1< < “1-F(2)) =
= "1-F@) ° < 1- F() @) ) 7oy = F )
Da lim =3 = 2, st lim 550 = 1 fiir alle z > 0.

Angenommen, die Aussage wurde fiir n bereits gezeigt, d.h. es gilt:

. 1—Fy (z)
AT )

=N

Fiir den Induktionsschritt sei ein € > 0 vorgegeben. Mittels der Induktionsannahme findet
man ein ¢ > 0, sodass fiir alle x > ¢

n—e< 11:%(%) <n+e

gilt. Des Weiteren definiert man fiir x > ¢

B ) FYY Ih By A C ot )
U) = / () und VY >—I_/C A ).

Betrachtet man zunéchst das zweite Integral, so kann man sehen, dass

xT

1 _ F(@)-F(z—c¢) 1-F(xz—c)
OSV(JC)S/I—F(aﬁ)dF(y)_ 1— F(x) 1 F(x) -1

r—cC

gilt. Daraus folgt mithilfe des oben gezeigten Grenzwertes: lim V(x) = 0.

T—00
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Groke Forderungen und subexponentielle Verteilungen

Fiir das erste Integral zieht man die zu Beginn des Beweises angefiihrte Gleichung zu Hilfe.

Somit ist fiir > ¢:

r—cC

1= Fp(z) 1= Fy(z—y)1— Fz —y) [1—Fplz—y)1-F(z—y)
e S TR R O [ R W

r—cC
Fir n = 1 erhalt man:

1-— FQ(.%’)

T e = U@ V@

Bildet man den Grenzwert fiir z — oo, so folgt lim U(z) = 1, da lim Lh@) _ 9 ynd
Tr—00

T—00 1=F(z)
lim V(z)=0.
T—r00

Da 1111;;‘((;’;:5) < 1_117(6) fiir z — ¢ <y < z ist und c entsprechend gewéhlt wurde, kann man

fiir alle © > ¢ folgende Abschétzung angeben:

1— Fn+1(l’) 1

1+(n—e)U(x) < = F2) <l+(n+¢eU(zx)+

Somit gilt:

1-F 1-F
lim inf ni1(®) >1+n—¢e und limsup ni1(7)

I L A AN |
z—oo 1 — F(x) t—oo 1 —F(z) — tnte

Da man € beliebig klein wahlen kann, ist lim Ihnia(@)

im ——Fry” =n + 1 gezeigt. 0

Satz 4.1. Gegeben sei

i(1 — F(x)) firz>0
0 fiir x <0

h(z) =

t
Dann ist h eine Wahrscheinlichkeitsdichte, und bei H(t) = [ h(x)dz handelt es sich um

eine Verteilungsfunktion, fir die H(0) =0 gilt.
Y@ _ 1

1-H(a) — p°

Ist H subexponentiell, so gilt lim

a— 00
Bewets. Wie bereits in Satz 3.1. gezeigt, erfiillt h die Figenschaften einer Wahrscheinlich-
keitsdichte.
Weiters ist H eine Verteilungsfunktion mit H(0) = 0, da h(x) = 0 fiir alle z < 0 gilt.
Um den letzten Teil des Satzes zu beweisen, zieht man die Aussage aus Satz 3.2. zu Hilfe.
Fiir a > 0 gilt

K(a) = piil <kZ:0 (l—i-lp)ka(a)> , wobei Hp(a) =1 ist.
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Grofe Forderungen

o0
Fiir die Reihe kZ::O ﬁ gilt

Somit gilt weiters

U(a) _ 1—-K(a)
1—H(a) 1—Hf(a)

__p 11— Hg(a)
T p 2 (Lt p)F 1-H(a)

Man wéhlt ein € € (0, p). Da die Bedingungen aus Hilfssatz 4.1. erfiillt sind, existiert eine
Konstante d > 0, sodass fiir alle a > 0 und k£ > 1

11__12;((3 <d(1+¢)*

oo
gilt. Da > Wd(l + €)¥ < oo ist, kann man Grenzwert und Summe vertauschen. Laut
k=1

Voraussetzung ist H subexponentiell und daher kann Hilfssatz 4.2. angewendet werden:

. Y(a) . P~ 1 1-Hya)
m ———~— =1

asoo 1 — Ha) ainéo<1+p;(1+p)k1—1{(a)
R 1 hml—Hk(a)
1—|—pk:1(1+p)ka—>ool—H(a)

[e.e]

P 1

1
L+p =" (1+pk  p

Die letzte Gleichung besitzt Giiltigkeit aufgrund folgender Tatsache:
o0 o0
Differenziert man - = /;o oF fiir |2] < 1, so erhilt man ﬁ = kzl kak—1. O
Im néchsten Schritt betrachtet man alle Forderungen, die innerhalb eines bestimmten Zeit-
intervalls bei einem Versicherungsunternehmen eintreffen und versucht, deren asymptotisches

Verhalten ndher zu beschreiben. Dafiir ist folgende Definition notwendig:
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Groke Forderungen und subexponentielle Verteilungen

Definition 4.2. Sei t > 0. Dann wird durch
Nt
Zy=3Y
i=1
die Summe aller Forderungen im Zeitintervall [0,t] definiert.
Der nichste Satz widmet sich dem asymptotischen Verhalten von P(Z; > z).
Satz 4.2. Gegeben sei eine subexponentielle Verteilungsfunktion F'. Dann gilt fiir alle t > 0:

P(Z
lim (%> )

z—o00 1 — F(x) = AL,

Beweis. Wie schon im Beweis von Satz 2.1. gezeigt wurde, gilt:

M8

P(Z, > x) = PY1+Yo+...+ Y, >z) P(N, = k)
k=1
=> (1= Fu(x)) ps,
k=1
wobei pp = %e‘”. Die Summe beginnt hier mit k = 1, da fiir £ = 0 der Summand wegfallt.

Das folgt aus der Tatsache, dass die leere Summe gleich 0 und somit nicht grofer als z ist.

Nun dividiert man in obiger Gleichung beide Seiten durch (1 — F(x)):

P(Zy > 1)  ~=1-— Fi(x)
1- F(z) _kzl 1— F(z) "

Da F' als subexponentiell vorausgesetzt wurde, kann man Hilfssatz 4.1. anwenden. Es existiert

daher eine Konstante d > 0 mit 117_12?(%) < d2F fiir alle k > 1 und z € RT.

Im néchsten Schritt sollen Grenzwert und Summe vertauscht werden. Dies ist moglich, da

N N ¢ ) LY
St a3 20,
=1 k=1

_ d€2>\t€_>\t — de)\t < 00,

d.h. endlich ist. Mit Hilfssatz 4.2. folgt fiir ¢t > 0:
. P(Zt >$) s = 1—Fk([13) . > . 1—Fk(1‘)
Jim ey = i (Z TR ) T2 Ty

> = (\)F > (A)k
— Z kpk: — Z k( ') 67/\15 — ()\t) ( ) ef)\t
k=1 k=1 ’

k

= MeMe M = )\t
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Subexponentielle Verteilungen

4.2 Subexponentielle Verteilungen

Im vorherigen Teil wurden subexponentielle Verteilungsfunktionen vorausgesetzt und unter-
sucht, welche Eigenschaften diese besitzen. Damit konnten auch weitere Aussagen iiber die
Risikowahrscheinlichkeit W(a) getroffen werden. Der néchste Schritt wird darin bestehen,
hinreichende Bedingungen dafiir zu finden, wann eine Verteilungsfunktion subexponentiell

ist.

Definition 4.3. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F mit
<1 firt>0
=0 firt<0

F(t)

Fiir s > 0 sei Fy(t) = %ﬁ;(é) definiert, und mit

. Fy(t)
s) = lim
g(s) =lim —
wird die Ausfallsrate zum Zeitpunkt s bezeichnet. Dabei wird vorausgesetzt, dass dieser Grenz-
wert existiert.

Besitzt F' eine Wahrscheinlichkeitsdichte f, so existiert der Wert g(s), wenn f in s stetig ist.

Dann gilt:
o E(@)
g(s) = lim —
o (F 0 = Fe) /b ()
10 1—F(s) 1—F(s)

Bemerkung. Ist die Ausfallsrate eine monoton wachsende Funktion, so kann man sagen,
dass das System altert”. Ist g(s) konstant in jedem Punkt s, ,altert” das System jedoch
nicht. In der Praxis besitzen somit realistische Verteilungsfunktionen eine monoton wachsende
Ausfallsrate.

Der néchste Satz gibt an, wie sich die Verteilungsfunktion bzw. die Wahrscheinlichkeits-
dichte mithilfe der Ausfallsrate berechnet lasst.

Satz 4.3. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F mit

<1 firt>0
=0 firt<oO

F(t)

Weiters wird angenommen, dass F eine Wahrscheinlichkeitsdichte f besitzt. Sei g(s) die

¢

Ausfallsrate und G(t) = [ g(s)ds.
0

Dann gilt firt >0

F(t)=1—¢%® und f(t) = G(t)e W,
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Groke Forderungen und subexponentielle Verteilungen

Beweis. Es gilt F'(0) =0, da es sich bei F' um eine Lebensdauerverteilung handelt, die eine
Dichte besitzt.

Im néchsten Schritt zieht man die Definition von G(t) zu Hilfe und setzt weiter ein:

) ¢ t £(s)
—/g( /1 F(s

0 0

—log(1 — F(t)) + log(1 — F(0))
—log(1 — F (1)),

woraus F(t) = 1 — e~ ¢® folgt.
Wenn man das letzte Resultat differenziert, erhilt man f(t) = g(t)e=¢®. O

Um die nachfolgenden Sitze beweisen zu konnen, ist folgende Uberlegung notwendig:
Sei Fy(t) = F = F(t) die Faltung zweier Verteilungsfunktionen. Nun verwendet man die im
Beweis von Hilfssatz 4.1. gezeigte Formel, und setzt fiir die Verteilungsfunktion F' und die
Wahrscheinlichkeitsdichte f ein:

1 — Fy(x)

T / y)) dF(y)
D [ =60 i)y
O/

_ / £G()~Gla—1) -G () dy
0

Satz 4.4. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F, die eine Wahrscheinlichkeitsdichte f be-
sitzt und die dazugehdrige Ausfallsrate g.
Wenn F subexponentiell ist und g(x) fir x — oo monoton fallend gegen Null konvergiert,

dann gilt

xT

lim eyg(””)f(y)dy = 1.

T—r00
0

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung, dass g(x) fiir x — oo eine monoton fallende Funktion

ist, kann man folgende Abschétzung machen:

xT x T

11__?(%) —1> O/eyg(””)‘G(y)g(y)dy > O/e‘G(y)g(y)dy = O/f(y)dy = F(z)
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Da F eine Verteilungsfunktion ist, gilt ja lim F(z) = 1. Berlicksichtigt man zusatzlich die
Tr—r00
1—F5(x)

Tatsache, dass F' subexponentiell und daher lim -— = 2 ist, folgt
z—o0 1—F(z)
x X
lim [ e¥9@=CWg()dy = lim [ V9@ f(y)dy = 1.
T—00 T—r00
0 0

Als Nichstes wird die Umkehrung dieses Satzes gezeigt.

Satz 4.5. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F' mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte f und
die dazugehdrige Ausfallsrate g.

Angenommen, es ezistiert eine Konstante d > 0, sodass g auf dem Intervall [d,00) monoton
€T
fallend ist und fiir © — oo gegen Null konvergiert. Gilt weiters lim [ eyg(x)f(y)dy =1, dann
T—00
0

ist F' subexponentiell.

Bewetis. Auch hier geht man wieder von folgender Gleichung aus:

T

1 — Fy() G(2)=Cla—y)—G

1= z)—G(z—y)=G(y) )

T~ F) /e 9(y)dy
0

Im néchsten Schritt wird der Integrationsbereich [0,z] in die Teilintervalle [0, 5] und [3, x]
zerteilt. Man erhilt dadurch

eG(z)fG(t)fG(xft)g(x - t)dt,

5

1-FB@) . [ cw-ca-n-cw

1— F(aj) 1= /e g(y)dy +
0

=)
[V

wobei im letzten Integral y durch x — ¢ substituiert wurde. Definiert man an dieser Stelle

ug(y) = e“OCEEW ()1 o (y) und vy (y) = eSOTEETITE W (@ — )1 L) (9),

2 2

so lasst sich die obige Gleichung schreiben als

1-B) [ 7
1_7172(:3)_1 _O/ux(y)dy—i-o/vz(y)dy.

Aus x> 2d und da 0 <y < 3§, folgt d < 5
dass 0 < G(z) — G(z —y) < yg(z —y) < yg(5) ist. Fiir diese Ungleichung wurde auch der

<z —y < z. Damit kann man weiters schlieffen,

Umstand beriicksichtigt, dass die Funktion g auf [d, o0) monoton fallend ist.
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Zusammenfassend kann man fiir z > 2d und 0 < y < % sehen:
T
0<G)—Glo—y) <9 (5)

Wie bereits aus Satz 4.3. bekannt ist, gilt f(y) = e~ “Wg(y). Damit lisst sich fiir u, (y) mit
x > 2d folgende Abschétzung geben:

T 10,5 W) < uoly) < G F) 2 ()

1) ’2

Daraus erhalt man weiters fiir x > 2d:

/ Ooux Ieyg(i)
0/ f(y)dyo/ )y < / f(y)dy

Nun bildet man die Grenzwerte des linken und rechten Integrals in dieser Ungleichungskette.
Da f eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, folgt

z

lim [ fy)dy = / Fl)dy = 1.
0 0

T—00

Laut Voraussetzung gilt weiters

[S1E

lim eyg(%)f(y)dy =1

T—+00
0

o0

Somit wurde gezeigt, dass lim [ u,(y)dy = 1.

T—00 0

o0
Sei ¢ > 0 gegeben. Man wihle ¢ > d so grok, dass [ f(y)dy < §. Mithilfe der obigen
(&

Abschétzung erhilt man fiir x > 2¢

Da g (%) fiir © — oo gegen Null konvergiert, gilt hm f ug(y)dy = f fy

Daraus kann man weiter folgern, dass lim f uz(y)dy =1 — ff y)dy = f f(y)dy
T—00 c 0 c
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Aufgrund obiger Ungleichung und der Tatsache, dass e‘G(y)]l[O .

8

)(y) < 1, kann man auch

N

eine Abschétzung fiir v, (y) angeben

Cc c

/vx(y)dy < /eyg(g)g(:ﬂ —y)dy < ce(B) g(z — o),

0 0

T—r00

o0
wobei > ¢+ d. Da [ f(y)dy < § und lim cecg(f)g(x —¢) =0 ist, gibt es ein xg, sodass
(&

/ux(y)dy < % und /vx(y)dy < %
c 0

fiir alle x > xg gelten. Fiir y > d kann man noch folgende Ungleichung angeben:

da g(z —y) < g(y) aus d <y < 5 und der Tatsache, dass g monoton fallend auf [d, co) ist,
folgt.

Zusammenfassend erhilt man fiir x > xg:

oo oo 4
e €
0< /vz(y)dy < /ux(y)dy + /vz(y)dy <gtgz=e
0 c 0
oo
Somit st lim of vz (y)dy = 0 gezeigt.
o o
Aus xli)rglo gﬂ uz(y)dy = 1 und xlgglo ({ vz (y)dy = 0 folgt
1-—F:
lim L@ o
rz—oo 1 — F(;p)
Damit wurde gezeigt, dass F' subexponentiell ist. O

Auch im néchsten Satz werden hinreichende Bedingungen an eine Verteilungsfunktion F
gestellt, um zu priifen, ob diese subexponentiell ist. Der Satz wird in der Literatur auch oft

als ,,Satz von Pitmann® bezeichnet.

Satz 4.6. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F' mit einer Wahrscheinlichkeitsdichte f und
die dazugehdrige Ausfallsrate g.

Angenommen, es existiert eine Konstante d > 0, sodass g auf dem Intervall [d, o0) monoton
fallend ist und fiir x — oo gegen Null konvergiert.

Besitzt die Funktion w : [0,00) — R, definiert duch w(z) = e®9®) f(x), endliches Integral,

so st F' subexponentiell.
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Beweis. Ziel ist es, Satz 4.5. anzuwenden. Dazu muss man lediglich zeigen, dass

x
lim feyg(‘”)f(y)dy = 1 ist. Sei ¢ > 0 gegeben. Man wihlt nun ein ¢ > d so, dass

T—00 0

[e.e]

oty < wa [y <

C

gilt. Da lim g(z) = 0 ist, gibt es ein xg > ¢ mit e9®) — 1 < 5 fiir 2 > xo. Es folgt

T—r00

xyg y)d oof )dy| < / W — 1) fy)dy + [ D fy)dy+ [ fly
0/6 Y- 0/ Yy /(e ) y)ay /e Yy /
< 9@ 1) f(y)dy + [ ¥ f(y)dy + =
O/(e ) y)ay C/e Yy)ay 3
<< [ fwdy+ [ wy)dy+ < <e.
30/ y)ay C/wy Y 3<5

x

o0

Somit wurde gezeigt, dass [e¥9@) f(y)dy = [ f(y)dy = 1. Aus Satz 4.5. folgt, dass F sub-
0 0

exponentiell ist. 0

Fiir den néchsten Satz wird angenommen, dass die Verteilungsfunktion F' mit F'(0) = 0
o0
einen endlichen Erwartungswert besitzt, d.h. p = [ (1 — F(z))dz < oo.
0
Gegeben sei die Wahrscheinlichkeitsdichte
%(1 —F(z)) furz>0

h(x) =
0 fiirx <0

t
und die dazugehorige Verteilungsfunktion H(t) = f h(z)dz. Nun soll gepriift werden, ob

H subexponentiell ist.
Satz 4.7. Gegeben sei eine Verteilungsfunktion F und die dazugehdorige Ausfallsrate g. An-

genommen, es existiert eine Konstante d > 0, sodass g auf dem Intervall [d,o0) monoton

fallend ist und ﬁ'ir x —> oo gegen Null konvergiert.
Weiters sei G(t fg )ds. Die Verteilungsfunktion H ist subexponentiell, wenn eine der

beiden Eigenschaften erfillt ist:

(a) Es existiert eine Konstante L > 0, sodass xg(x) < L fiir alle x > 0 gilt.

(b) Es ist sowohl lim xg(x) = oo als auch limsup G(( )) < 1 erfillt.

T—00 T—00
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Beweis. Da F(z) = 1 — e %@ ist, gilt h(z) = ie‘G(””) fiir x > 0. Fiir die Ausfallsrate g

von H erhilt man:

] ha) e @
g($) - l—H(iL') 'S}
[ h(y)dy
. eiG(I) - eiG(x)
[e-cwmay K@

Mithilfe dieser Ungleichung sieht man, dass

§(z) < g(x) und §'(z) = [((1;1;)2 <—g(x)e—G(z)K(x) n 6—2G(m)) <0

gilt. Das heift, g ist auf dem Intervall [d,00) ebenfalls monoton fallend und konvergiert fiir
x — oo gegen Null.

oo
Daher geniigt es laut Satz 4.6. zu zeigen, dass das Integral [ iemg(l’)e_G(x)dx endlich ist.
0

Angenommen, die Eigenschaft

(a) ist erfiillt, dann ist folgende Abschétzung giiltig:

/ L wa@) 6@ g, < /
" <

d d
d

Es ist auch [ ie”ﬁg(z)e_G(i)dx < o0, weil der Integrand iezg(f’:)e_G(z) stetig und daher
0

@0 4y < Lol i (d) < oo.
7

==

auf [0, d] beschrénkt ist.

o0
Fasst man nun zusammen, wurde [ %ezg("’”)e*G(z)dx < oo gezeigt.
0

(b) ist erfiillt. Es existiert daher ein € (0,1) und ein ¢ > d so, dass zg(z) < aG(z) fiir
x > c gilt.

Aufgrund der Voraussetzung ist lim = 0. Daher gibt es eine Konstante b > ¢

2
Y—00 (1_a)y9(y)
mit der Eigenschaft, dass % < (1 —a)g(y) fir alle y > b gilt.
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Im néchsten Schritt integriert man beide Seiten von b nach x und erhilt somit
2log(z) — 2log(b) < (1 — a)(G(z) — G(b)) fiir alle x > b.
Aquivalent dazu ist 2log(z) < (1 — a)G(z) + B, wobei B := 2log(b) — (1 — a)G(b).

Diese Resultate kann man verwenden, um zu zeigen, dass

/1 9 dg < /16_(1_0‘)G(x)dx < / ! eB2log(@) gy — 1 B/dx< Q.
[ [ e [
b b b
Auch hier ist f 1 e~¢@dg < oo, weil der Integrand stetig und daher auf [0, b]

beschrankt ist.

o
Zusammenfassend wurde [ %exg(x)e
0

~G@dr < oo gezeigt.



KAPITEL 5

Beispiele

Die Theorie iiber subexponentielle Verteilungen und deren Eigenschaften soll in diesem
Kapitel anhand von Beispielen verdeutlicht werden. Fiir verschiedene Verteilungsfunktionen
kann man mit Satz 4.6. iiberpriifen, ob sie subexponentiell sind. Satz 4.7. gibt Aufschluss
dariiber, ob die dazugehorige Funktion H subexponentiell ist. Mittels Satz 4.1. kann man
asymptotische Resultate fiir die Risikowahrscheinlichkeit ¥(a) geben, wie man im Beispiel

der Weibull- und der verallgemeinerten Paretoverteilung sehen kann.
5.1 Weibullverteilung
Die Weibullverteilung hat folgende Verteilungsfunktion:
Fz)=1-¢"",
wobei v > 0 ist und g8 € (0,1) angenommen wird. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist durch
f(@) =y’ te”
gegeben. Die Ausfallsrate berechnet sich wie folgt:

__f@) _ pafte” -1
S 1-F(z) 1-(1-e ) '

9()

Da von 8 € (0, 1) ausgegangen wurde, ist die Funktion g monoton fallend und h_}m g(z) =0.
€T oo

Um Satz 4.6. anwenden zu kénnen, muss man noch zeigen, dass das Integral der Funktion
w(z) = ") f(z)

endlich ist.
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Es gilt:
o [e.e] e}
/exg(m)f(x)dx = /emgzﬁlyﬁmﬁ_le_wﬁdx = /yﬁmﬂ_lewwﬁ_wﬂdx
0 0 0

Damit folgt, dass die Weibullverteilung fiir v > 0 und g € (0, 1) subexponentiell ist.

Weiters soll gezeigt werden, dass die Verteilungsfunktion H ebenfalls subexponentiell ist.

Dazu kann man Satz 4.7.(b) verwenden. Es wird iiberpriift, ob die Eigenschaften

xlggo zg(z) = oo und hg}solip o <1 erfilllt sind:

e Da zg(x) = yB2” mit B € (0,1) ist, folgt lim xg(z) = occ.
T—r00

e Als Nichstes betrachtet man limsup 222 Aus Satz 4.3. ist bekannt, dass

T—00 Glz)

G(z) = —log (1 — F(x)) = —log (e*'”ﬁ)

= —(—y2?) = 7’
gilt und somit
B
lim sup 753; =limsupf =6 <1.
r—oo YT T—00

Da H subexponentiell ist, findet Satz 4.1. Anwendung. Fiir Forderungen, die eine Weibull-

verteilung mit v > 0 und S € (0,1) haben, besagt dieser, dass li_}m 1?1(;(),1) = % ist. Jedoch

lésst sich H in diesem Fall nicht genau berechnen.

5.2 Verallgemeinerte Paretoverteilung

Die verallgemeinerte Paretoverteilung besitzt die Verteilungsfunktion

1

Flx)=1- (1 +’yozxﬁ>
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und die Dichtefunktion

. (1+a)

f(z) = yBz"" (1 + '70zx6>

wobei a, 8,y > 0 sind. Somit ergibt sich flir die Ausfallsrate g:

o fle) vBzP~1 (1 + yaz?) ™ e
1 F(z)

g9(z)

1
(1 +yazb) = 1+ yaz?

Um die Monotonie von g zu untersuchen, berechnet man die Ableitung g/ mithilfe der Quo-

tientenregel:

: v8(B — 1)aP~2(1 + yaaP) — yBzPtyapaP !

9 (@)= (14 yaz?)?
B(8 = D)aP72(1 + yaxf) — 4?21
- (1 + yaxh)?
1822572 — B2 — 2B
- (1 + yaxh)?
'yﬁxﬁ_Q (B —-1- 'y(m:ﬂ)
- (1 + yazB)?

Nun unterscheidet man zwei Falle:

e Fir f <1 setzt man d = 0.

1
e Fiir 8 > 1 setzt man d = (%)6.

Somit ist ¢'(z) < 0 fiir # > d und die Ausfallsrate g daher auf [d, c0) monoton fallend.

. . . N . _ ~pzf B ¢
Weiters sieht man, dass xlgglo g(x) = 0 ist. Mit zg(z) = THaw? < o firalle z > 0, folgt

/exg(x)f(w)dw < /egf(x)dx = eg < 0.
0 0

Aus Satz 4.6. folgt, dass die verallgemeinerte Paretoverteilung subexponentiell ist.
Um zu zeigen, dass die Verteilungsfunktion H subexponentiell ist, geniigt es Eigenschaft (a)
aus Satz 4.7. zu verwenden. Das heifst, man sucht eine Konstante L > 0 mit zg(z) < L fiir

alle x > 0. Wie bereits oben gezeigt wurde, gilt

B

B
rgla) = 0 <2,

= <
1+ yaxb

Yo > 0.

Man setzt L = g > 0 und daraus folgt, dass H subexponentiell ist.
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Die verallgemeinerte Paretoverteilung ist auch ein gutes Beispiel dafiir, wie man mithilfe
von Satz 4.1. das asymptotische Verhalten von ¥(a) beschreiben kann.

Fir o € (0, 1) berechnet man den Erwartungswert wie folgt:

p= [ Q-F@)de= [ (1+~az) =«da
/

1 (1+ )Lfl
v(a—1)

o 1

T y1-a)

Damit ergibt sich weiter fiir x > 0

@) = (1 = F(a)) = 7(1 = a)(1 +90z) %

und daraus
¢ ¢
:/h(l‘)d v(1 - «) / 1+’yam7édx:17(1+'yat)f%
0 0

Man sieht, dass es sich bei H ebenfalls um eine verallgemeinerte Paretoverteilung handelt.
Da bereits gezeigt wurde, dass verallgemeinerte Paretoverteilungen subexponentiell sind, gilt
dies auch fiir H.

Satz 4.1. besagt nun, dass

. \I’(G) . l-a 1
BT A ek @A =

gilt. Betrachtet man den Fall o = %, so folgt daraus

. 7_1
Jfim ¥ (14 50) =

d.h. ¥(a) konvergiert fiir a — oo wie m gegen Null. Die Konvergenzgeschwindigkeit ist

langsamer als bei einer Exponentialfunktion.

5.3 Benktanderverteilung

Fiir die Benktanderverteilung ist die Verteilungsfunktion fiir > 1 gegeben durch

(o7 D(fEﬁ
1—efx~ B 5 firz>1

0 firx<1
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und die Wahrscheinlichkeitsdichte durch

« &16
fa) = esgp~(1=PFle™ 5 (xloig + %) firz>1

0 firzx <1

wobei @ > 0 und § € (0,1). Die Ausfallsrate g berechnet sich wie folgt:

f(z) _ (xffﬁ + %) fir x > 1

9(z) = ————
1—F(x) 0 firx <1

Die Funktion g ist somit auf dem Intervall [1, o) monoton fallend und konvergiert fiir z — oo

gegen Null. Um Satz 4.6. anwenden zu konnen, bendtigt man fiir x > 1

zg(x) = (ozxﬁ +(1- ﬁ))

und berechnet damit

£29(2) () = (00 +(1-8) 4~ (1-8) = 5 ( @  1- 5)

a —a(1-p)af —
— Bl B < < —I-il B) .

2228 T p2-B

Mithilfe einer geeigneten Konstante k& kann man folgende Abschétzung machen:

—a(l—ﬁ)zﬁ
e (1) < ke T
woraus folgt, dass

o0

/emg(x)f(x)dx < 00,

0

d.h. endlich ist. Satz 4.6. besagt nun, dass die Benktanderverteilung subexponentiell ist.
An dieser Stelle stellt sich wieder die Frage, ob die Verteilungsfunktion H ebenfalls subex-

ponentiell ist. Dazu verwendet man Satz 4.7.(b) und iiberpriift die beiden Eigenschaften:

e Wie bereits oben gezeigt wurde, gilt zg(z) = (az” + (1 — B)).
Daraus folgt: lim zg(z) = lim (az® + (1 —8)) = co.
T—r00 T—r00
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e Als Nichstes mdchte man lim sup 92?(%) < 1 zeigen. Dazu berechnet man zuerst:

T—r00

<& amB
G(z) = —log (1 — F(x)) = —log (esxume : )

OZIL‘B

Es folgt weiters

zg(x) _ az® + (1 - B)
G(z)  §(zf —1)+log(al7F)
azf + (1 - B)
Pt I S s

=TS

Fir x — oo erhilt man

) axﬂ—k(l—ﬁ)_ . azP (1-0)
TSP oT) ek (g@ﬂ By RY Ty

< pa’ n 5(1—5)>

Damit wurde lim sup %(f)) < B < 1 gezeigt.

T—00

Aus Satz 4.7. folgt, dass H subexponentiell ist.

5.4 Loggammaverteilung

Die Loggammaverteilung hat den Wertebereich (1,00) und besitzt folgende Wahrscheinlich-
keitsdichte:

Fa) = % (logz)’tz—o!  firz>1

0 flir z < 1

wobei « > 0 und 8 > 1. Die Ausfallsrate ldsst sich wie folgt berechnen:

IJ;((Q;) firxz>1
0

~

g(w) =
fuirz <1

, wobei K(x):/f(y)dy.
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Fiir x > 1 gilt:

Im n&chsten Schritt leitet man sowohl die Ausfallsrate g als auch die Dichtefunktion f ab:

o (f@E@+ r@?)
g (x) = K(@)? und
/ aﬂ
f(z) = T(3) <(ﬁ - 1)% (logz)? 2271 4 (log )’ (—a — 1) 3:_0‘_2>
0 (B Gognf et
- T(B) ( x (log x) (@ +1) - (logz)
o’ 1 (Jog )51 B-1 a+l
- T(B) (log z) (xlogx T >
B—-1 a+1

= /(@) <3:logw 2 ) '

Setzt man d = ¢?~1, so ist f () < 0 fiir alle z > d und

. (f@E@ + f@?)
T Ky
_(fwar@ +s@p)
- K(x)?
(1) (Fas — 22) £/ @) + f@?)
N K(x)?

Cf@? (B-1 a+l
- K(x)2 <alogx_ a +1><0’

d.h. die Ausfallsrate g ist monoton fallend auf [d, c0). Weiters gilt die folgende Abschétzung
fir z > 1:
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Aus diesem Ergebnis folgt, dass lim g(z) = 0 und
T—00

@ f(2)de = [ €@ f(a)da < [ e f(z)dz = e < oo.
[ [tz |

Satz 4.6. besagt nun, dass die Loggammaverteilung subexponentiell ist.

Um zu zeigen, dass die Verteilungsfunktion H auch subexponentiell ist, verwendet man
Satz 4.7.(a). Gesucht ist eine Konstante L > 0 mit zg(xz) < L fiir alle x > 0. Wie bereits oben
bewiesen wurde, gilt xg(z) < « fiir alle z > 1, wobei a > 0 ist. Indem man die Konstante

L = « wihlt, ist die Voraussetzung von Satz 4.7. erfiillt, und H ist subexponentiell.
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KAPITEL 6

Die drei Extremwertverteilungen

6.1 Grundlagen

Sei X1, Xo,... eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten - kurz i.i.d. (engl: inde-
pendent and identically distributed) - Zufallsvariablen mit einer gemeinsamen Verteilungs-
funktion F.

Definition 6.1. Das Mazimum der ersten n Zufollsvariablen wird mit
M, = max{X;, Xo,..., X,,}

bezeichnet, wobei n € N.

Weiters kann man relativ leicht die Verteilungsfunktion von M, angeben, die im Folgenden

mit Fly, bezeichnet wird.
Lemma 6.1. Fir jedes n € N gilt
Fy, (z) = F"(z) VzreR.

Beweis. Es gilt fiir jedes z € R:

Bei (1) verwendet man die Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen und bei (2) die Tatsache,
dass P (X; <z) = F(z) fir jedesz € Rund ¢ € {1,...,n}. O
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Die zentrale Frage in diesem Kapitel ist jene nach der Grenzwertverteilung von M,.

Dazu sind noch folgende Definitionen wichtig:

Definition 6.2. Der rechte Randpunkt einer Verteilung F ist definiert als
xr = sup{z| F(z) < 1} (< 00).

Das heifst: F(x) <1 fir alle x < xg und F(z) =1 fir alle z > zg.

Definition 6.3. Gegeben seien die Zufallsvariablen X, fir n > 1 und X mit den
Verteilungsfunktionen F, und F. Die Folge X,, konvergiert in Verteilung gegen X, folls

lim F,(z) = F(z)

n—o0

fiir alle x € R gilt, in denen F stetig ist.
Ohne eine Skalierung der M, ist das Grenzwertverhalten leicht festzustellen.
Fir z < xp folgt

lim P(M, <z)= lim F"(z)=0.

n—oo n—oo

Wenn xr < oo folgt fiir > zg
P(M, <z)=F"(z)=1.
Somit gilt:

) 0 wenn r < TR
lim P(M, <zx)=
n—oo 1 wenn = > Ip
Das heikt, die Folge (M,,),>1 konvergiert in Verteilung gegen die Konstante xp < co. Das
ist dquivalent zur Konvergenz von M,, gegen xgr in Wahrscheinlichkeit, d.h. fiir jedes ¢ > 0
gilt:
lim P(|M,, —zg| >¢)=0

n—oo

Da die Folge (M,,)n>1 monoton wachsend ist, folgt auch die fast sichere Konvergenz von M,,:

P(lim anwR)zl

n—oo

Dies bietet aber noch nicht genug Information, daher versucht man Aussagen iiber normierte

und zentrierte Maxima zu treffen.
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Grundlagen

Die Problemstellung lautet daher wie folgt:

Unter welchen Bedingungen und geeigneten Folgen (ay,),>1 in (0,00) und (by)n>1 in R gilt

i P (=0 <o) —6(a)

n—oo

fiir jedes = € R, in dem G stetig ist?

Mit Hilfe des obigen Lemmas kann man dies noch umformulieren:
M, —b
P <(nn> < CL‘) =P (M, <apz+b)
Gnp

= F"(apx + by)

Das heifst, es sind Folgen (an)p>1 in (0,00) und (b,)n>1 in R und eine Verteilungsfunktion

G gesucht, sodass

lim F" (apx + by) = G(x)

n—oo
fiir alle Stetigkeitspunkte x € R von G gilt.

Bemerkung. Der Einfachheit halber wird in weiterer Folge die Menge der Stetigkeitspunkte
einer Verteilungsfunktion H mit C(H) bezeichnet.

Da in diesem Kapitel die nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion eine wichtige Rolle spielt,

wird deren Definition an dieser Stelle wiederholt:

Definition 6.4. Fine Verteilungsfunktion F heifit ausgeartet, wenn ein a € R existiert mit
F(z) = 1jg00)(7), Vo € R. Das heift, die zugrunde liegende Zufallsvariable nimmt genau
einen Wert an.

Gilt dies nicht, so spricht man von einer nicht-ausgearteten Verteilungsfunktion.
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Die drei Extremwertverteilungen

6.2 Satz von Khintchine

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die Formulierung und der Beweis des Satzes von Khintchine.

Dieser Satz spielt eine wichtige Rolle, um das Fisher-Tippett-Theorem beweisen zu kdnnen.

Satz 6.1 (von Khintchine). Sei (F),),>1 eine Folge von Verteilungsfunktionen und G eine
nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion. Es seien (an)n>1 bzw. (bn)n>1 Folgen in (0,00) bzw.
in R, sodass Folgendes gilt:

lim F,(anx +by) = G(x) VzeC(G) (6.1)

n—o0

Fiir eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion G und Folgen (omp)n>1 in (0,00) und (Bp)n>1

i R sind dann dquivalent:
(a) ILm Fo(anx + Brn) = Gi(x), fiir alle Stetigkeitspunkte x von Giy.

(b) Es existieren Konstanten a € (0,00) und b € R mit lim * = a und lim ’B"G;b" =b.
n—oo “n n—o0 n

Weiters gilt:
G«(x) =G(ax +b) VzeR. (6.2)

Mithilfe dieses Satzes lassen sich in Abh#ngigkeit von bereits bekannten Konstantenfolgen

(an)n>1 und (by)n>1 alle weiteren Folgen (ay,)n>1 in (0, 00) und (by,)n>1 in R bestimmen, fiir

die F,(anx —1—%) gegen eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion konvergiert.

Um diesen Satz zu beweisen, sind noch einige Resultate iiber inverse Funktionen nétig.

Definition 6.5. Sei ¢ : R — R eine (nicht notwendig streng) monoton wachsende, rechts-
seitig stetige Funktion. Auf dem offenen Intervall (inf ¢, sup @) sei die inverse Funktion
definiert durch

¢~ 1(y) := inf My,
wobei M, gegeben ist durch M, = {u| p(u) > y} fir jedes y € (inf , sup ).

Bemerkung. Der Definitionsbereich von ¢~' kann auch ein halboffenes oder abgeschlossenes
Intervall sein, je nachdem, ob inf{p(x)} oder sup{¢(x)} fir ein endliches x € R angenommen

wird.
Hilfssatz 6.1. Sei ¢ : R — R (nicht notwendig streng) monoton wachsend und rechtsseitig
stetig und M, wie in Definition 1.5. Dann gilt: M, = [infM,, c0).

Beweis. Da ¢ monoton wachsend ist, ist M, ein nach oben unbeschrinktes Intervall.

Es existieren u, € M, mit u, | inf M. Wegen u,, € M, gilt ¢(u,) > y, und da ¢ rechtsseitig
stetig ist, folgt, dass auch ¢(inf M,) > y, also inf M, € M,

Damit ergibt sich: M, = [inf M, c0). O
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Satz von Khintchine

Einige wichtige Eigenschaften von inversen Funktionen werden zusammengefasst im fol-

genden

Lemma 6.2. Sei ¢ : R — R eine (nicht notwendig streng) monoton wachsende, rechtsseitig

stetige Funktion.

(i) Fir Konstanten a >0, b und ¢ aus R und H(z) = ¢ (ax +b) — ¢ gilt
H(y)=a™" (¢ (y+0c) - D)

(ii) Fiir o= wie oben definiert, gilt:
o vl (p(x) <o Vamitp(r) € (inf{px)}, sup{p(z)})
o v(p'(y) 2y Vymitye (inf{p(z)}, sup{p(z)})

(iii) Wenn @1 stetig ist, dann ist o=' (p(x)) = x fiir jedes © € R.

(iv) Sei G eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion, dann existieren y1 und yo mit

y1 < y2, sodass gilt:
GHy) <G (y2).
Beweis. (i) Die inverse Funktion ist gegeben durch:

H™'(y) = mf{z| p(az +b) — ¢ > y}
=a~! (inf{(az 4+ b)| p(az +b) >y +c} —b)
=a ! (inf{2] (2) > y +c} —b)
=a (¢ (y+ec)-b)

1

(ii) Es sei ¢~ wie oben definiert.

o Wegen ¢(z) > ¢(z) gilt © € M, und daher ¢! (p(x)) = inf My, < .
e Sei z = ¢ l(y), dh. z = inf M. Laut Hilfssatz 6.1. gilt = € M, und somit
p(2) 2y

(iii) Aus (ii) ist bereits ¢! (p(7)) < x bekannt.
Angenommen, es gilt strikte Ungleichung: ¢! (¢(x)) < z, d.h. inf M) < . Daher
existiert ein z € M) mit 2 < x und ¢(2) > ¢(x). Da ¢ monoton wachsend ist, folgt
Gleichheit: p(z) = ¢(z).
Fiir y = p(2) = ¢(z) gilt 2 € M, und somit ¢~ 1(y) < z.
Fiir y > ¢(2) = p(z) gilt ¢ M,. Aus dem Hilfssatz 6.1. folgt = < inf M, = ¢~1(y). Da

1

z < x, hat ¢~ eine Sprungstelle in ¢(z). Das ist aber ein Widerspruch zur Stetigkeit

von o~ !, Daraus folgt nun die behauptete Gleichheit: =1 (p(z)) = z.
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Die drei Extremwertverteilungen

(iv) Da G nicht-ausgeartet ist, existieren 1 und Zo mit T < 9, sodass 0 < G(z1) = y1 <
G(73) = y2 < 1. Seien z1 = G~ Y(y1) und 22 = G~ (y2).
Wegen xo = inf M,, und z; ¢ M,, folgt aus dem Hilfssatz 6.1., dass 71 < 2 ist, und
dies ist dquivalent zu 73 < G~ 1(y2).
Aus (i) folgt 71 > G7Y(G(F1)) = G~Y(y1). Damit ist G™1 (y1) < G~ (y2) gezeigt.
]

Hilfssatz 6.2. Ist H eine Verteilungsfunktion, dann ist H héchstens in abzdhlbar wvielen

Punkten unstetig.

Beweis. Sei U, die Menge aller Punkte = € R mit (H(z) — H(z—)) > %, d.h. alle Punkte

o0
mit Sprunghéhe > %, wobei n € N. Da H monoton wachsend ist, ist |J U, die Menge aller
n=1
Unstetigkeitsstellen von H. Jede Menge U, kann maximal n Elemente enthalten und ist somit

abzihlbar. Daraus folgt, dass auch die Vereinigung abzihlbar ist. O

Hilfssatz 6.3. Sind Hy und Hy Verteilungsfunktionen, sodass Hi(x) = Ha(z) fir alle x € R
gilt, in denen sowohl Hy als auch Hy stetig sind, dann gilt Hy(x) = Ha(x) bereits fiir alle
x € R.

Bewets. Seien Uy und Us die Unstetigkeitsstellen von Hy bzw. Hy. Dann ist U; UUy abzéhl-
bar.
Sei nun z € R beliebig. Es gibt x,, ¢ Uy U Us mit x,, | x. Damit folgt

Hy(z) = lim Hi(x,) = lim Hy(z,) = Ha(z).

n—oo n—o0

Korollar 6.1. Wenn G eine nichi-ausgeartete Verteilungsfunktion ist und a > 0, a > 0,
b und 5 Konstanten aus R sind, sodass G(ax+b) = G(ax + ) fir alle x € R gilt, dann folgt

a=a undb=pj.

Beweis. Man wihle y; < ys und —o0o < 21 < z9 < oo nach Lemma 6.2.(iv) so, dass
71 = G~ l(y1) und 29 = G~ 1(y2) gilt. Mithilfe Punkt (i) des obigen Lemmas kann man nun
die Inversen von G(ax + b) und G(ax + () bilden:

aH (GTHy) —b) =a (G y) - B).-
Wendet man dies auf y; und yo an, erhilt man folgende Gleichungen:
D) a= M1 = b) = a (a1 — B) fir y =y

(I1) o '(z2 —b) = a ' (z2 — B) fir y = yo
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Satz von Khintchine

Durch weitere Umformung ergibt sich:
(1) a 'z —ab=a"tlz; —a™1p
(M) alze —a b =a"tzg — a3

Subtraktion der Gleichung (IT) von Gleichung (I) fiihrt zu:
-1 _ -1
a (r1 —x2) = a " (z1 — x2).
Da (z1 — z2) # 0 ist, siecht man mittels Division, dass

a=c«a und b=p.

Ein weiteres Lemma ist fiir den Beweis des Satzes von Khintchine hilfreich.

Lemma 6.3. Seien F,, fir n > 1 und G Verteilungsfunktionen, sodass fiir alle Stetigkeits-
punkte x von G gilt

lim F,(z) = G(z).

n—oo

Wenn lim vy, =y gilt, dann g¢ilt auch
n—oo

lim F(yn) = G(y)

n—oo

fir alle Punkte y € C(G).

Beweis. Sei ¢ > 0. Da G in y stetig ist, existiert ein 6 > 0 mit G(y + J) — G(y) < € und
G(y) —G(y — ) <e. Selen u € [y — d,y) und v € (y,y + J] Stetigkeitspunkte von G.

Es gilt G(v) — G(y) <e < G(v) < G(y) + € und G(y) — G(u) < e & G(u) > G(y) — ¢,

da G monoton wachsend ist.

Wegen nh_>ngo F,(u) = G(u) und nh_)rgo F,(v) = G(v) existiert ein n; € N, sodass

F,(u) > G(y) — e und F,(v) < G(y) + ¢ fiir alle n > ny.

Da u < y < v, existiert ein ny € N mit y,, € (u,v) fir n > na.

Sei ng := max (n1,ng). Fir n > ng gilt:
Fo(yn) < Fr(v) < G(y) +e und Fy(yn) > Fu(u) > G(y) — ¢

d.h. |F,(yn) — G(y)| < € und somit li_>m F.(yn) = G(y). O

Mit diesen Resultaten kann man nun den Satz von Khintchine beweisen.
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Die drei Extremwertverteilungen

Bewets von Satz 6.1. Man setzt folgende Abkiirzungen

a/n.:% 0
Qn
/ n_bn
Bn:—ﬁ eR
%9

Somit kann man (6.1) schreiben als

lim F(z) = G(z), (6.3)
die Aussage (a) als
lim F(ap + B,) = Gule), (6.4)

da F, (apz + Bn) = F, (a;anx + B;lan + bn) =F, (an (04;1:1: + ﬂ;) + bn> = F,; (a/nzv + 6,/1)
und die Aussage (b) als

lim a, =a und lim g, = b. (6.5)

n—oo n—oo

(b) = (a) Angenommen es gibt Konstanten a € (0,00) und b € R, sodass o, — a und
B, — b. Nach Voraussetzung gilt auch (6.1) oder in der vereinfachten Notation (6.3):

lim F(z) = G(z) Vxel(G)
Mit y,, = oz;lx + 5;1 und y := ax + b sind die Bedingungen von Lemma 6.3. erfiillt, und es
ergibt sich:
lim F, (o, + 8,) = Glaz + b) =: G, ()

n—o0

fiir alle Punkte = € C(G.). Somit erhilt man sowohl Aussage (a) als auch (6.2):

Gy (z) = G(ax + b) fiir alle x € C(G,) bzw. fur alle (az +b) € C(G).

Aus Hilfssatz 6.3. folgt mit Hy(z) = G.(x) und Ha(z) = G(ax +b), dass G«(x) = G(ax + b)
fiir alle x € R gilt.

(a) = (b) Laut Voraussetzung gilt nun Aussage (a) bzw. mittels einfacher Notation:

lim F(a,z + 8,) = Gu(x)

n—oo

fiir alle Punkte z € C(Gx). Da G, nicht-ausgeartet ist, gibt es ein Intervall (u,v) mit
0 < Gi(x) < 1 fiir u < z < v. Man wihlt zwei Punkte z; und =3 in (u,v) mit z; # x9,

sodass G, in x1 und s stetig ist.
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Satz von Khintchine

Behauptung:
Die Folge (a;lxl + 6;) . ist beschrankt.
nz

Angenommen diese Aussage gilt nicht. Dann wiirde eine Folge (ny)ren existieren, sodass
klirn (a;kxl + ﬁ;k) = Fo00. Sei Gy(z1) < @ <1 und w € R so, dass G(w) > o und G in w
—00

stetig ist. Es gibt ein ng so, dass F,,(w) > a fiir n > ng. Dies folgt aus (6.3).
Weiters sei kg so, dass a;%xl + 5;% > u fiir k > ko und ko auch so grofs, dass ng, > no.
Dann gilt fiir alle k& > kq:

/

Dies ist aber ein Widerspruch zu:

lim F,(apz + B,) = Gu(21) < @

n—oo

Auf gleiche Weise kann man zeigen, dass (()&;1.%2 + ﬁ;) - beschrankt ist.
n>

Somit ist auch die Folge ((o/nxl +8,) — (a0 + ﬁ;)) = (a;@(azl - 3:2)) beschrinkt. Daraus
folgt die Beschrinktheit von (a,,),>1. Da (oz;@arl + ﬁ;) beschriinkt ist, muss es auch (3],)n>1

sein.

Der Satz von Bolzano-Weierstrall besagt, dass es Konstanten a und b aus R sowie eine
Folge (ng)ken gibt mit

! !/
lim o, = a und lim =b.
k—o0 Tk k—o0 5”’“

Es folgt wieder aus Lemma 6.3. fiir alle Punkte (ax 4 b) € C(G), dass

kh_}n()l() F,, (a, z+ B, ) =G(ax +b).
Da nach (6.4) G(z) = G(az + b) eine Verteilungsfunktion ist, muss a > 0 sein. Sonst wire
G, konstant oder entartet.
Es bleibt noch zu zeigen, dass lim «a,, = a und lim 8, = b.
n—oo

n—o0
/

. . . . / ’ . ’
Angenommen, es gibe eine andere Folge (my)ken mit klgrolo Q,, = a und klirgo B, = b

Dann wiirde man
Gla'z+1b) = G.(z) = Glaz +b)
erhalten. Nach Korollar 6.1. ist ' = und b = b.
Daher ist 1i_>m a,, = a und 1i_>m B, = b, und es gilt Aussage (6.2): G.(z) = G(ax + b) fiir
alle x € R. 0
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Die drei Extremwertverteilungen

6.3 Max-stabile Verteilungen

Das zentrale Resultat in diesem Abschnitt ist der Satz, der die moglichen Grenzwertverteilun-

gen fiir Maxima von i.i.d. Folgen charakterisiert. Ausgangspunkt sind folgende Definitionen:

Definition 6.6. Sei G eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion. Diese heifit maz-stabil,

falls fiir jedes n = 2,3,... Konstanten a, > 0 und b, aus R existieren, sodass
G"(anx + by) = G(x) VreR
gilt.
Definition 6.7. Eine Verteilungsfunktion F' gehdrt zum mazimalen Anziehungsbereich

einer Verteilungsfunktion G, wenn Konstanten a, > 0 und b, € R existieren, sodass

lim F" (apx + by) = G(x) Vz € C(G) (6.6)

n—00

gilt. Man schreibt dann F € D(G).

In dem folgenden Theorem wird unter anderem gezeigt, dass die Grenzwertverteilungen

G, die in (6.6) auftreten, mit der Klasse der max-stabilen Verteilungen iibereinstimmen.

Theorem 6.1. (i) Eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion G ist maz-stabil genau dann,
wenn es eine Folge (F,)p>1 von Verteilungsfunktionen und Folgen (an)n>1 in (0,00)

und (bp)n>1 in R gibt, sodass

lim F, (ankz + buy) = GF (z), (6.7)

n—oo
fiir jedes k =1,2,... und z € C(G).

(1) Wenn G nicht-ausgeartet ist, ist D(G) genau dann nicht leer, wenn G max-stabil ist.
Dann folgt: G € D(G). Insbesondere stimmt die Klasse von Verteilungsfunktionen, die
als Grenzwert in (6.7) auftreten, mit der Klasse der maz-stabilen Verteilungsfunktionen

tiberein.

Beweis. (i) (=) Sei nun G max-stabil, das heift G" (a,x + b,) = G(z) fiir alle n > 1 und
x € R, wobei a,, > 0 und b,, Konstanten aus R sind. Mit F}, := G gilt

1

Damit folgt auch schon die Aussage, dass

lim F, (ape + b)) = Gk (z)  fiir alle k € N,

n—o0
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Max-stabile Verteilungen

(<) Es wird vorausgesetzt, dass G nicht-ausgeartet ist. Dann ist es auch Gr fir k€ N
nicht. Laut Voraussetzung gilt fiir alle £ > 1 und z € C(G)

Fir k = 1 erhalt man:

lim F, (apz + by) = G(z),

n—o0

wobei z € C(G). Setzt man nun ¢, = ap, dp := by, und G := GYk dann folgt fiir
x € C(Gy):

lim F, (cpz + dy) = Gi(x).

n—o0

Somit sind die Bedingungen des Satzes von Khintchine erfiillt, und es folgt fiir geeignete

Konstanten aj > 0 und (i aus R, dass fiir alle z € R

Bl

Gi(z) = Gk (z) = G(agz + B).

Da somit G(z) = G*(apz + B) gilt, ist G max-stabil.

(ii) (=) Sei D(G) # 0 und F eine Verteilungsfunktion mit F' € D(G). Es gilt:

lim F" (apx + by) = G(x)

n—o0

fiir geeignete Konstanten a,, > 0 und b,, aus R und = € C(G). Damit folgt bereits

lim F™ (appx + bui) = G(x)

n—o0

und somit

lim F" (ang + bay) = G¥ ().

n—o0

Man sieht, dass die Bedingung (6.7) fiir F,, := F"™ erfiillt ist, und daher ist G nach (i)
max-stabil.
(<) Angenommen, G ist max-stabil, d.h. G" (apx +b,) = G(z) fiir alle n > 1 und

x € R, wobei a, > 0 und b aus R Konstanten sind. Dann folgt sofort, dass

lim G" (apx + b,) = G(x)

n—0o0

fiir x € R gilt und somit ist G € D(G).
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Die drei Extremwertverteilungen

Korollar 6.2. Sei G eine maz-stabile Verteilungsfunktion. Dann existieren reelle Funktionen

a:RT - RT

b:RT - R,
mit G*(a(s)z + b(s)) = G(x) fir s >0 und x € R.
Beweis. Da G max-stabil ist, existieren Konstanten a, in (0,00) und b, aus R, sodass

G" (anx + by) = G(x), fiir alle n > 1.
Im Folgenden wird mit [.] die obere Gauf-Klammer bezeichnet. Somit gilt auch:
GMS1 (afnslx + b[ns}) = G(x)

fiir alle z € R, n € Nund s > 0.

Aufgrund der Konvergenz

folgt

Fir s =1 und z € R erhilt man:

lim G" (apx + b,) = G(x)

n—o0
Setzt man nun ay, 1= afng), Bn = brpg) und Gy = G%, dann folgt Vo € R:

lim G" (apz + fpn) = Gi(x)

n—oo
Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von Khintchine erfiillt, und es existieren in Ab-
héngigkeit von s geeignete Konstanten a(s) € (0,00) und b(s) € R mit

. a(ns] . . b[ns'\ —bn —
nh_)ngo —t = a(s) und nh_)rrolo e =b(s).
Daraus ergeben sich die folgenden Funktionen
a:RT 5 R, s a(s) = lim 2l und b: RT > R, s+ b(s) = lim 2l

n—oo n n—oo n

die der gewiinschten Bedingung G (a(s)x + b(s)) = G%(x) < G*(a(s)x + b(s)) = G(x) fir

jedes x aus R und s > 0 entsprechen. O
Folgende Definition ist im Bereich der Extremwerttheorie weit verbreitet:

Definition 6.8. Seien Hy und Ho Verteilungsfunktionen. Man sagt, Hy und Hs sind vom

selben Typ, falls geeignete Konstanten a > 0 und b aus R existieren mit

Hy(z) = Hi(ax +b), VzeR
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Max-stabile Verteilungen

Bemerkung. (i) Mit dieser Definition kann man maz-stabile Verteilungsfunktionen auch
folgendermafen charakterisieren:
Eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion G heifit maz-stabil, wenn die Verteilungs-

funktion G™ fiir jedes n = 2,3, ... vom selben Typ ist wie G.

(1) Aus dem Satz von Khintchine kann man weiters folgern:

Sei (Fy)n>1 eine Folge von Verteilungsfunktionen und gilt sowohl
nh_)rgo F, (anz +by) = Gi(x), VzeC(Gy)
als auch
nh_}rr;o F, (apz + Bn) = Ga(z), Vx € C(G2)

fiir nicht-ausgeartete Verteilungsfunktionen G1 und Go, dann sind G1 und Gy vom sel-
ben Typ.

Damit ist die Grenzwertverteilung von normierten und zentrierten Mazima, d.h. von
(M’;li;b"> fiir n — oo, eindeutig bestimmi bis auf ,Typ-Gleichheit” - sofern diese exis-

tiert.

Korollar 6.3. Seien Hi und Hs zwei nicht-ausgeartete Verteilungsfunktionen. Dann sind

folgende Aussagen dquivalent:
(i) Hy und Hs sind vom selben Typ.
(ii) Es gilt: D(H;) = D(H2).

Beweis. (i) = (i11): Da Hy und Hy vom selben Typ sind, existieren Konstanten a > 0 und
b aus R, sodass Ha(x) = Hi(ax +b), Vo € R, gilt. Sei nun F' € D(H;). Das heifit:

lim F"(apz + by) = Hi(z), Vx € C(Hp).

n—oo

Indem man oy, := i und 3, = % + b, setzt, ist die Aussage (b) des Satzes von Khintchine

erfiillt, und daraus folgt:

lim F"(anz + Bn) = Ha(x), Ve C(Ha),

n—oo
wobei Ha(xz) = Hi(azx + b) ist. Somit gilt: F' € D(Ha).
Analog kann man zeigen, dass F' € D(H») die Aussage F' € D(H;) impliziert.
(1) = (i): Sei F € D(Hy) und F € D(Hz). Das heiftt, es gibt geeignete Konstanten a,, > 0,
an > 0, b, und B, aus R, sodass gilt:

lim F"(apz + by) = Hi(z) und lim F™(anx + 5,) = Ha(x).
n—00 n—00

Aus dem Satz von Khintchine folgt, dass Ha(x) = Hi(ax +b), Vo € R, und somit sind H;
und Hy vom selben Typ. O
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6.4 Fisher-Tippett-Theorem

Mit Hilfe des Fisher-Tippett-Theorems kann man die ,Extremwertverteilungen”, d.h. die
nicht-ausgearteten Verteilungen G, die als Grenzwert in

lim F™"(apz + by) = G(z), Yz € C(G)

n—oo

fiir geeignete Folgen (ay)n>1 in (0,00) und (b,),>1 in R auftreten, genau beschreiben.
Der Satz besagt, dass Extremwertverteilungen bis auf Typgleichheit die Form der Fréchet-,
Gumbel- oder Weibull-Verteilung haben.

Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Der erste Schritt wurde bereits im obigen Abschnitt
gezeigt: Aus Theorem 6.1. ist bekannt, dass die Extremwertverteilungen genau die max-
stabilen Verteilungen sind.

Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass jede max-stabile Verteilung bis auf Typgleichheit
mit einer von drei moglichen Verteilungen iibereinstimmt. Dies wird bereits im néchsten Satz
bewiesen.

Dafiir ist jedoch noch folgender Hilfssatz nétig:

Hilfssatz 6.4. Sei G eine nichi-ausgeartete, maz-stabile Verteilungsfunktion. Gegeben sei

folgende Funktion:
P:D =R,
x — —log(—log G(x))

mit dem Definitionsbereich D = {x € R: G(z) € (0,1)}. Dann besitzl diese eine inverse
Funktion =" im Sinne der Definition 6.5. auf R.

Beweis. Damit eine inverse Funktion geméf Definition 6.5. existiert, muss ¢ drei Eigen-

schaften erfiillen:
(1) v muss (nicht notwendig streng) monoton wachsend sein
(2) 1 muss eine rechtsseitig stetige Funktion sein

(3) o inf ofx) = —o0

e sup Y(z) = o0
zeD

Nun ist nachzuweisen, dass 1 die obigen Figenschaften besitzt:

(1) G ist als nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion monoton wachsend. Die Logarithmus-
Funktion ist selbst streng monoton wachsend. Somit ist ¢ (nicht notwendig) streng mo-

noton wachsend.
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(2) G ist rechtsseitig stetig und der Logarithmus sogar stetig. Damit ist ¢ als Verkniipfung

(3)

rechtsseitig stetig.

e Die Aussage ingw(x) = —oo ist bewiesen, sobald gezeigt ist, dass es kein kleinstes
re

Element Z in D gibt mit G(Z) > 0. Dann folgt sofort:
inf G(z) =0 und it inf = —00.
nf (x) und somi éng(@ 00
Angenommen, es existiert ein & € D mit G(Z) > 0, sodass fiir Folgen (x,,),>1 mit
zn T 7 gilt: lim G(z,) =0.
n—oo
Da G max-stabil ist, folgt fiir n = 2 und geeignete Konstanten a > 0 und b aus R:
G*(az +b) = G(z), VzeR
Nun werden drei Fille unterschieden:
Fir az + b < z gilt
0<G(%)=G?*(az+b) =0,
und somit liegt ein Widerspruch vor.
Fir ai +b> 7 < & > 22 gilt

0<G(F)=G*(a- L2 +b) =G (5£2) =0.

a

Auch hier gibt es einen Widerspruch.
Fir az + b = 7 gilt:

G%*(%) = G*(az + b) = G() > 0.
Damit diese Gleichung giiltig ist, miisste G(Z) = 1 und somit ausgeartet sein. Auch
dies ist ein Widerspruch.
Daher kann D kein kleinstes Element & mit den oben geforderten Eigenschaften
enthalten, und die Aussage in£ G(z) = 0 ist gezeigt.

TE

Um sup ¢ (x) = oo zu zeigen, geht man analog vor. Es wird bewiesen, dass
z€D

sup G(z) = 1 und damit sup ¢ (z) = oo gilt.
z€D z€D

Angenommen, es existiert ein z’ ¢ D mit G(x/) = 1, sodass fiir Folgen (z,)p>1 mit
zn, 1 gilt: lim G(z,) < 1.
n—oo
Aufgrund der Max-Stabilitdt gilt wieder:
G*(ax +b) = G(z), Vo eR
Auch hier werden drei Falle unterschieden:
Fiir ax’ +b < gilt
1=G(z') = G*az' +b) <1,

und somit liegt ein Widerspruch vor.
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/
xz —b
a

1=GXr) =G (a2t +b) =G (£2) <1,

Firaz’ +b>2 <2 >

gilt

und auch diese Gleichung stellt einen Widerspruch dar.

Fiir az’ + b = 2’ withlt man eine Folge z,, mit z,, 1 2" und es folgt

lim G?(x,) = lim G*(ax, +b) = lim G(z,) < 1.
n—00 n—00 n—00

Auch hier miisste G ausgeartet sein, was aber erneut einen Widerspruch zur Vor-

aussetzung darstellt.

Somit kann die Menge D kein groftes Element &' mit den obigen Eigenschaften

enthalten, und daher gilt sup G(z) = 1.
zeD

Zusammenfassend wurde gezeigt, dass 1 auf R eine inverse Funktion ¢ ~! besitzt. O

Satz 6.2. Sei G eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent:
(a) G ist maz-stabil

(b) G hat bis auf Typ-Gleichheit die Gestalt von einer der drei folgenden Verteilungsfunktio-
nen:
(i) Gumbel-Verteilung:
A(x) = exp(—e™"), fir x € (—o0,00)
(ii) Fréchet- Vertetlung: Fir o > 0 ist
0 wenn T < 0
O, (z) = exp(—x_o‘).]l(o’oo)(a:) =
exp(—z~%) wenn x > 0
(14i) Weibull- Verteilung: Fir o > 0 ist
exp(—(—z)%) wenn x < 0

Vo (r) = exp(—(—2)%). 1 (_o0,0)(2)+1[p,00) () =
1 wenn x > 0

Beweis. (b)=(a): In diesem Schritt ist zu zeigen, dass die Gumbel-, Fréchet- und Weibull-
Verteilung max-stabil sind, d.h. fiir jedes n = 2,3, - soll es Konstanten a, > 0 und b, aus

R geben mit
G"(anx +b,) = G(z), VzeR.

ad (i): Wahlt man fiir die Konstanten a,, = 1 und b,, = log(n), so gilt Vx € R, Vn > 2:
n

A (z +log(n))" = (exp(—e‘x_log(")))n = (exp (—e;f)) = (exp(—e7)) = A(x).

Das heifit, die Gumbel-Verteilung ist max-stabil.
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ad (u7): Wahlt man in diesem Fall fiir die Konstanten a, = na und by, = 0, so gilt Vo € R
und Vn > 2:

D, (nl/o‘x>n = (exp(—(nl/o‘x)*a»n 1 0,00) (n'/*z)

- <exp (—T) > ' L0,00)(2)

= (exp(=27)) L(g,00) () = Pa(2)

Somit ist auch die Fréchet-Verteilung max-stabil.
ad (441): Hier wiahlt man fiir die Konstanten a,, = n~# und b, = 0. Dann gilt Vo € R, Vn > 2:

Wa(n™ow)" = (exp (~(=(n7722))*) )" 1 (an0)(n70) + L o) (0 V/02)
= (exp (—((=2)*)n™"))" L (oo 0) (@) + Ljg 0 (7)
= (ex (—(=2)")) 1 oc0)(#) + Tp.00)(2) = Wa(2)

Auch die Weibull-Verteilung ist max-stabil.

(a)=(b): In diesem Beweisschritt wird auf die Funktionalgleichung von Korollar 6.2.
G*(a(s)x +b(s)) = G(x), s >0
fiir reelle Funktionen
a:Rt =Rt und b:RT >R

zuriickgegriffen und gezeigt, dass die einzige Losung dieser Gleichung zum Typ der Gumbel-,
Fréchet- oder Weibull-Verteilung gehort. Dazu geht man von der bereits oben erwihnten

Funktion aus:
P : D — R,
x +— —log(—log G(x))
mit dem Definitionsbereich D = {z € R: G(z) € (0,1)}.

Laut Hilfssatz 6.4. besitzt die Funktion 1 eine inverse Funktion ¢~ auf R. Um die Funktion

¥~ genauer zu beschreiben, nimmt man die Funktionalgleichung
G*(als) + b(s)) = G(x)
von Korollar 6.2. und setzt diese in ¢ (z) ein:
P(x) = —log(—log G(x))
= —log(—log G®(a(s)x + b(s)))

= —log(—log(G(a(s)x + b(s)).s))
= Y(a(s)z + b(s)) — log(s)
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Daraus ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.2.(i) fiir a = a(s), b = b(s) und ¢ = log(s):
Y y) = o5 (@ (y +1log(s)) — b(s)), Yy € R und s > 0.
Fiir y = 0 erhélt man daraus
Y7H(0) = ;i (" (log(s)) — b(s)), fiir s > 0.
Subtrahiert man nun die Gleichung 1 ~1(0) von 1 ~1(y), so folgt:

U7 ) = 0) = 5 (7 0+ Tom(5) = () = 15 (6 oe(s) — b(s)
- (6 os() — 7 (05(5)

Durch Umformung erhilt man
a(s) (v~ (y) =¥ 71(0)) = (¥~ (y + log(s)) — ¥~ ' (log(s))).

Indem man die Abkiirzungen z := log(s), a(z) := a(e®) und f(y) := ¥ ~(y) — ¥ ~1(0) setzt,
folgt:

Q

=

fly+2)—f(z) = fly)a(z), Vy,zeR (6.8)

Von dieser Gleichung werden nun die Losungen gesucht, wobei man auch hier eine Fallunter-

scheidung machen muss:
1LFall: a(z)=1

Dann vereinfacht sich Gleichung (6.8) zu: f(y + z) — f(2) = f(y), Vy,z € R. Die einzige

monoton wachsende Losung ist bis auf Konstanten eindeutig und hat die Form
f(y) = ey, fiir eine Konstante ¢ > 0.

Die Konstante ¢ muss grofer Null sein, da sonst f(y) = 0 und somit ¢~! konstant und G
daher entartet wire.
Da laut Definition f(y) =¥~ 1(y) — ¥ ~1(0) ist, sieht man mittels Umformung, dass

v (y) = cy +971(0)
gilt und ¢! stetig ist. In weiterer Folge definiert man d := ¢ ~!(0). Nun kann man

Lemma 6.2.(iii) anwenden und erhilt:

2= 0 (W(x)) = () +
Daraus folgt

Man setzt dieses Ergebnis gleich mit ¢(x) = — log(— log G(x)):

x—d _ _ log(— log G(l’))
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& exp(—=4) = —log G(x)

C

z—d

S exp(—e” ¢ ) =G(x)

& exp(—e 2 F) = G(2)

1

mit o = < und 3 = %. Man sieht, dass G vom Typ der Gumbel-Verteilung ist.

2.Fall: a(z) # 1, d.h. 32p € R, sodass a(zp) # 1.

Vertauscht man in (6.8) y und z, so erhélt man

flz+y) = fly) = f(zlaly), Yy,zeR.

Nun zieht man dieses Ergebnis von Gleichung (6.8) ab:
fly) = f(2) = fy)a(z) — f(z)aly)

Fiir 2 = zp und d := 1{%?02)0) ergibt sich:
1) = 122 (1~ () = 41 - aly) (6.9
a(zo)

Dabei ist d # 0, da sonst f(y) = 0,Vy € R und G somit entartet wire. Wenn man Gleichung
(6.9) in Gleichung (6.8) einsetzt, dann folgt:

d(1—a(y+2)) —d(1-a(z)) =d(1 - a(y)) a(z)
Im n&chsten Schritt dividiert man durch d # 0:
(1 —aly+2)) - (1 —a(z)) = (1 —a(y)) a(z)
& a(z) —aly + z) = a(z) — a(y)a(z)
s aly+z) =a(y)a(z), Vy,z € R

Da die Funktion a(z) = a(e*) nur positive Werte annimmt, kann man in obiger Gleichung

beide Seiten logarithmieren:
log(a(y + z)) = log(a(y)) + log(a(z))
Als Losung dieser Gleichung erhélt man:
log(a(y)) = cy, VyeR
mit ¢ = log(a(1)) = log(a®). Durch Anwendung der Exponentialfunktion erhélt man:
a(y) = exp(cy), Vy€R,

wobei ¢ # 0, da sonst a = 1 ein Widerspruch zur Voraussetzung wire.
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Die Gleichung (6.9) kann man nun folgendermafen umformulieren:

¢~ (y) = a+d(1 — exp(cy)),

mit a := 1 ~1(0). Da ¢(z) = — log(— log G(x)) monoton wachsend ist, gilt dies auch fiir ¢y ~!.
Daher folgt:

e Fiir ¢ > 0 muss d < 0 sein.
e Umgekehrt: fiir ¢ < 0 muss d > 0 sein.

Da 1)~ ! eine stetige Funktion ist, kann an dieser Stelle Lemma, 6.2.(iii) angewendet werden,

und fir die Funktion ¢ (x) wird deren Definition eingesetzt:

=y ((x)) = a+d (1 —exp(cy(z)))
=a+d(1-(~logG(x))™)

Diese Gleichung kann man weiter umformen:

G(x) = exp <—(1 - %)*%>

Das gilt fiir alle z mit G(z) € (0,1). Nun wird wieder unterschieden:

e Fiir ¢ > 0 setzt man ~ := % > 0. Mit a0 := —é >0 und B := 1+ § ergibt sich:
G(z) = exp (—(ax + B)77), fiir alle x € R mit 0 < G(x) < 1.

Diese Bedingung ist fiir jene x € R erfiillt, fiir die ax + 8 > 0 gilt.

Da G monoton wachsend ist, erhélt man folgendes Resultat:

G(z) = exp (—(az + B)77) L(g,00) (az + B)
Somit ist G vom Typ der Fréchet-Verteilung.

e Fiirc<Oseinun §:=—21>0. Mit a:=2%>0und 8:=—(1+%) folgt:
G(z) = exp (—(—(az + B)?)), fiir alle z € R, fiir die 0 < G(z) < 1.

Diese Bedingung ist fiir jene x € R erfiillt, fiir die ax + 8 < 0 gilt.

Da G monoton wachsend ist, folgt:

G(x) = exp (—(—(az + B)°)) L(_ac0)(ax + B) + Lig o) (e + 3)

In diesem Fall ist G vom Typ der Weibull-Verteilung.
Damit lasst sich nun das Fisher-Tippett-Theorem leicht beweisen.
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Satz 6.3 (Fisher-Tippett-Theorem). Fir n € N sei M,, = max{X1, Xo,..., X, }, wobei
(Xi)1<i<n i.9.d. Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilungsfunktion F' sind. Fir eine nichi-

ausgeartete Verteilungsfunktion G sind dquivalent:

(a) G ist eine Extremwertverteilung, d.h. es existieren Folgen (an)n>1 1 (0,00) und (by)n>1
in R, sodass

lim P <M < :L‘) = lim F"(anx + by) = G(x)

n—00 an n—00
fir jedes x € C(Q) gilt.
(b) G ist vom Typ der Gumbel-, Fréchet- oder Weibull-Verteilung.

Beweis. Sei G eine nicht-ausgeartete Verteilungsfunktion. Nach Theorem 6.1.(ii) ist der
Anziehungsbereich von G genau dann nicht leer, wenn G max-stabil ist. Laut obigem Satz ist
G genau dann max-stabil, wenn G vom Typ der Gumbel-, Fréchet-, oder Weibull-Verteilung
ist. U

Bemerkung. (1) Die Gumbel-, Fréchet- und Weibull-Verteilung werden hdufig als ,die drei

Extremwertverteilungen® bezeichnet.

(2) Wie aus dem Fisher-Tippett- Theorem hervorgeht, sind die drei Eztremwertverteilungen
(Gumbel-, Fréchet- und Weibull-Verteilung) selbst stetig. Daher braucht in weiterer Folge
bei der Konvergenz in Verteilung nicht mehr auf Stetigkeitspunkte der Grenzwertvertei-

lung geachtet werden.

(Myp—by)

n

Im Fisher-Tippett-Theorem wird davon ausgegangen, dass < )n>1 in Verteilung
gegen eine nicht-ausgeartete Grenzwertverteilung G konvergiert. Von dieser Grenzwertver-
teilung G wird dann gezeigt, von welchem Typ sie ist.

Jedoch liegt nicht jede beliebige Verteilungsfunktion im Anziehungsbereich einer nicht aus-

gearteten Extremwertverteilung, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel. Sei F' eine Verteilungsfunktion mit dem rechten Randpunkt xp < co. Fxistiert ein

p < 1 und eine Folge (xy)n>1 mit z, T xR, sodass nl;rgo F(zy) = p, dann kann F nicht im

Anziehungsbereich der Gumbel-, Fréchet- oder Weibull-Verteilung sein.

Angenommen, dies ware aber der Fall. Dann wiirde eine nichit-ausgeartete Verteilungsfunktion

G mit F € D(QG) existieren, d.h. fir geeignete Konstanten a, > 0 und by, aus R wiirde gelten:
lim F"(apz + by) = G(2) Vo € R.

n—oo

Da F rechtsseitig stetig ist, gilt F(zg) = 1, und somit wirde fir alle n € N folgen:

TR—bn

=1 wenn r >
an

F™"(apz + by)

—b
< pn wenn x < A=
n
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Wegen F' € D(G) wiirde somit fiir jedes x € R gelten:

1 wenn r > lim “"”Ra;b"
lim F"(apz +by) = nree "b
oo 0 wenn x < lim ZE—=n
n

n—oo

Daher wdre G entartet, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

6.5 Anwendungen des Fisher-Tippett-Theorems

In diesem Abschnitt werden zwei Beispiele dafiir gegeben, wie man das Fisher-Tippett-
Theorem anwenden kann.
6.5.1 Beispiel 1

Es seien X1, X2, ... unabhingige und N (0, 1)-verteilte Zufallsvariablen. Die Dichtefunktion

der Standardnormalverteilung ist gegeben durch

Fiir n > 1 bildet man die Konstantenfolge

ol

a, = (2log(n) — log (4w log(n)))™ 2,

wobei (an)n>1 € (0, 00) ist. Weiter setzt man b,, = é In diesem Beispiel besitzt (i‘f—: — é)

n
die Verteilungsfunktion ® (ant + é) . Nun méchte man den Grenzwert

M, —b 1\"
lim P <(n") < t) = lim ® <ant+ >
n—oo anp, n—o00 Qn,
berechnen. Dazu sei

r(z) := —2log(x) — log(4m) — log (— log(z)) .

1
Fir z = 1 ist an:r(%)fé ul’ld(b(ant+aln>n:(b<\/%+ r(x))z =: H(x).

In weiterer Folge braucht man das folgende Resultat:

log(47) + log (—log())
2log(z) ))

I
3

limr(x) = h?ol (—210g(x) <1 +

z]0

wobel

) log(4m)  log (—log(x)) B
la;w <210g(w) + 2log(x) > =0
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Dies sieht man, indem man y = — log(x) setzt und die Regel von de I’'Hospital anwendet:

1
h_)m—wzlim—%:lim——:O.
Y—+00

Um den Grenzwert von log (H(z)) = ilog@( E_ 4 r(:n)) zu erhalten, wendet man

auch hier die Regel von de ’Hospital an:

4 tr/ T r/ T
® ( :cr) * T(x)) (27"@()3)/2 + zr<a§>1)/2>
linol log (H(z)) = 11151
: B )

)

wobei in (1) eingegangen ist, dass lim ® < 7o +\/r ) = 1 ist, und in (2), dass
(T

z/0

limr(x) = oo gilt. Nun ist ja

z0
/ t (z _ 1 e—%(%+2t+r(:p)>
(i) -7
und
/ 2 1
rie)= “x xlog(z)

Man setzt diese Ergebnisse oben ein

2 1
1 -1 <T<z> +2t+r(x)) <_x " zlog(x) )

limlog (H(z)) = li
lim log (H () = lim —-—e¢ 20 ()12

und logarithmiert ein zweites Mal

: _ _ 1 ( ) 2 1 _ 3
195101 log (—log(H(z))) = 111]8 (log <m> 2r(a:) + log (x + Ilog(z)) log (2r(:c)2>>
. _ . . 2 L.
Da 1@}?8 r(z) = oo und lﬁlg log(z) = —oo gilt, folgt lin 5 = 0 und Bﬁ)ll 2y = 0 und somit:
= lifg (—% log(2m) — t — @ +log(2) + log (1) — log(2) — %log(r(x))>
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Man kiirzt log(2) und setzt r(x) ein:

= lim (-% log(27) — t + log(x) + U™ 1 11og (~log(z)) + log (%)) -

T log(47)+log(— log(x))
5 lggrol < 2log(x) (1 + 2log(z) ))

Da log (%) = —log(z) ist, kann man log(z) und log (1) kiirzen.

Weiters kann man zusammenfassen: —3 log(2m) + 3 log(4m) = £ log(2).
= hﬁ)l (31log(2) — t + S log (—log(z)) — 1 log(2) — & log (— log(z))) —

1. log(4m)+log(— log(z))
- blpios (1 + e )

. log(4) log(—log(z))\ __ .
Der letzte Summand geht gegen Null, da 1:518 (210g(z) + T oTog(a) ) = 0. Wie zu erkennen

ist, kiirzen sich alle Terme bis auf —t weg. Es folgt
limlog (—log (H(x))) = —t
x0

und somit

lim (— log (H(z))) = e *

z]0
lim (log (H(x))) = —e™*
z]0
lim H(z) = e
xlﬁ)l (x)=e

—t

1
x — n
Das heift, hﬂ)lq) ( L 4 7“(33)> = ¢ ¢ oder lim (ant + ai) =e°
Z. n

r(x) n—o00
n
Damit wurde gezeigt, dass die Grenzwertverteilung von ® (ant + i) zum Typ der Gumbel-

Verteilung gehort.

6.5.2 Beispiel 2

In diesem Beispiel geht man wieder von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsvaria-
blen X1, Xa, ... aus. Die gemeinsame Verteilungsfunktion F' besitzt eine Wahrscheinlichkeits-
dichte f mit folgender Eigenschaft:

lim f(z)z*t! = ¢, wobei k > 0 ist.
T—00
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Fir ¢t > 0 betrachtet man

1
. t @ o1 t
B?&IOg <F <xl/k) ) = Efol;log <F (W))

wobei hier wieder die Regel von de I'Hospital verwendet wurde. Da liﬂr)lF (xltﬁ) = 1 gilt,
Z

¢ b O\KFL / k1 R ;
=limf | —= - -z N
zJ0 zl/k zl/k t Ly (k+1)/k

folgt weiter:

= lﬁ{}c (‘ Ltk | D)k
AR
a0\ ki
Ci—k
=t
k

Somit ist:

8=

. t _ cp—k

Setzt man x = %, dann ergibt sich:

lim F (nl/kt)n =e gt

n—o0

bzw.
1/ \™ _
lim F<<nc> t) — et
n—o00 k
1
Das heifst, wihlt man in diesem Beispiel fiir n > 1 die Konstantenfolgen a,, = (n . %)E mit

k > 0 und b, = 0 und berechnet 1i_>m F ((n %)Uk t)n, so sieht man, dass die Grenzwert-

verteilung zum Typ der Fréchet-Verteilung gehort.
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Zusammenfassung

Stochastische Prozesse dienen als grundlegendes mathematisches Konzept, um Folgen von
Zufallsexperimenten beschreiben zu kénnen. Ausgehend davon, nach welchen Regeln ein sto-
chastischer Prozess ablduft, kann man verschiedene Typen unterscheiden, wie zum Beispiel
Poisson- oder Erneuerungsprozesse. Dementsprechend ist die Anwendung stochastischer Pro-
zesse in der Praxis auch breit gestreut. In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie stochas-
tische Prozesse sowohl diskreter als auch kontinuierlicher Zeit im Bereich der Versicherungs-
mathematik zum Einsatz kommen koénnen.

Der erste Teil beschiftigt sich mit der Risikotheorie. Man geht von der vereinfachten An-
nahme aus, dass ein Versicherungsunternehmen Einnahmen in Form von Pramien und Aus-
gaben fiir Leistungen aus versicherten Schadensfillen, sogenannte Forderungen, hat. Das
Verhalten der Risikowahrscheinlichkeit, d.h. der Wahrscheinlichkeit einer Versicherung, zah-
lungsunfihig zu werden, soll genauer untersucht werden. Dazu wird angenommen, dass die
Anzahl der Forderungen, die in einem bestimmten Zeitintervall eintreffen, einen stochas-
tischen Prozess kontinuierlicher Zeit bilden. Zunéchst wird gezeigt, dass der Poissonprozess
dieses Modell am besten beschreibt. Da man verschiedene Verteilungsfunktionen fiir die Héhe
der Forderungen verwenden kann, unterscheidet man zwischen kleinen und grofsen Forderun-
gen. In beiden Féllen werden Resultate fiir das asymptotische Verhalten der Risikowahr-
scheinlichkeit dargelegt.

Der zweite Teil setzt sich mit der Extremwerttheorie auseinander. Diese fiir eine Versi-
cherung wichtige Fragestellung versucht, Antwort zu geben, wie hiufig sogenannte ,extreme
Ereignisse”, wie Erdbeben oder Uberflutungen, eintreten konnen. Gegeben sei dazu eine Folge
von Ereignissen, d.h. ein stochastischer Prozess diskreter Zeit. Im n#chsten Schritt bildet man
fiir jedes n € N das Maximum M, der ersten n Zufallsvariablen und versucht, eine Beschrei-
bung der Verteilungsfunktion zu finden. Das zentrale Resultat, das Fisher-Tippett-Theorem,
besagt, dass die Verteilungsfunktion der Maxima gegen drei mogliche Verteilungstypen kon-

vergiert. Dies wird anhand von Beispielen belegt.
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