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4 INHALTSVERZEICHNIS

Beim Cauchyproblem 1. Ordnung handelt es sich um ein Anfangswert-
problem fiir gewthnliche oder partielle Differentialgleichungen, das im allge-
meinen von folgender Form ist:

Au:=0w+ Pu=f
u(0) =g

Hierbei ist A : D(A) C X — X ein nicht notwendigerweise linearer Operator
erster Ordnung in einem Banachraum X und D(A) sein Definitionsbereich.
Die Gleichung soll giiltig sein in einem Zeitintervall ¢ € [0,7] fir T" > 0, f
und g werden als die Daten der Differentialgleichung bezeichnet. In dieser
Arbeit wird es sich beim Operator A um einen hyperbolischen Pseudodiffe-
rentialoperator erster Ordnung handeln. Welche Voraussetzungen dafiir an
A gemacht werden miissen erfahrt man im Abschnitt 2.1. Als Banachraume
fungieren die Sobolevraume H*(R"™) bzw. die Colombeaualgebra G2 im ver-
allgemeinerten Fall.

Im ersten Kapitel werden alle fiir die weitere Arbeit wichtigen Definitionen
und Hilfssdtze abgehandelt. Insbesondere wird kurz auf die Theorie der Sobo-
levraume und Pseudodifferentialoperatoren eingegangen und fiir die weiteren
Kapitel relevante Fakten zusammengestellt, wobei in einigen Féllen der Be-
weis nicht gefiithrt wird, sondern lediglich eine Referenz gegeben wird. Dabei
wird auf die Ausfithrungen von [2] und [5] zuriickgegriffen.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit dem Cauchyproblem mit Sobolevda-
ten (d.h. f und g sind Funktionen in einem Sobolevraum), wie es in [6], Kap.
23.1 behandelt wird. Neben einer Energieabschétzung wird ein Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir die Losbarkeit bewiesen.

Das dritte Kapitel gibt eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Colombeau-
algebren, wie sie z.B. in [3] oder [1] vorzufinden ist.

Darauf aufbauend, wird sich das vierte Kapitel mit dem Cauchyproblem fiir
Colombeaudaten beschéftigen, dabei wird in erster Linie auf [4], Kap. 2 und 3,
zuriickgegriffen. Neben einer Energieabschétzung wird ein Existenz- und Ein-
deutigkeitsatz fiir das verallgemeinerte Cauchyproblem bewiesen. Dariiber-
hinaus wird auch auf die Regularitéit der Losung eingegangen.

Der Operator A kann im Allgemeinen auch von hoherer Ordnung als 1 sein.
Das bekannteste Cauchyproblem ist wohl die klassische Wellengleichung. Der
Wellenoperator O := 9 — ¢2A ist ein Operator der Ordnung 2. Deshalb sind
in diesem Fall fiir die Eindeutigkeit der Losung zwei Anfangsbedingungen
notwendig, namlich «(0) und d;u(0). In dieser Arbeit wird jedoch auf Ope-
ratoren hoherer Ordnung nicht eingegangen.
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The first order Cauchy problem is an initial value problem for ordinary
or partial differential equations given by

Au:= 0w+ Pu=f
u(0) =g

The operator A : D(A) C X — X is a first order operator with domain D(A)
in some Banach space X, not necessarily linear. The equation is required to
hold for some time interval ¢ € [0,7]. The functions f and g are called the
data of the differential equation. This paper will deal with a hyperbolic ope-
rator A. Section 2.1 will tell about the necessary assumptions to make this
operator hyperbolic. The Banach spaces will be the Sobolev spaces H*(R™)
respectively the Colombeau Algebra G2 in the generalized case.

The first chapter will be a summary about the theory of Sobolev spaces and
pseudodifferential operators. Important facts and theorems, which are rele-
vant for the further chapters, will be stated. In some cases the proves will be
omitted. For references [2] and [5] will be recommended.

The second chapter will deal with the Cauchy problem for data in some So-
bolov space as done in [6], chapter 23.1. Besides an energy estimate there
will be given an existence and uniqueness theorem for solvability including a
proof.

The third chapter will present a short introduction into the theory of Co-
lombeau Algebras as stated in [3] or [1]. This will be the base for the last
chapter.

The last chapter will deal with the generalized Cauchy problem as stated
in [4], chapter 2 and 3. Again an existence and uniqueness theorem and, in
addition, a regularity theorem will be proved.

A hyperbolic operator can have higher order than 1. For example the d'-
Alembertoperator of the wave equation O := 97 — ¢*A has order 2. Therefore
one needs two initial conditions, namely u(0) and d;u(0) to establish uni-
queness. This paper will not deal with operator of higher order.
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Kapitel 1

Einleitung

Das erste Kapitel wird eine Einfithrung in die Thematik geben. Aufbauend
auf eine Behandlung der Sobolevrdume wird eine Definition von Pseudodif-
ferentialsymbolen und Pseudodifferentialoperatoren gegeben und es werden
deren wichtigste Eigenschaften erldautert. Auf diese wird in den Folgekapiteln
zuriickgegriffen. Fiir weiterfithrende Literatur sei vor allem auf [5], [2] sowie
auf [9] verwiesen.

1.1 Sobolevraume
1.1 Definition:

Der Raum der rasch fallenden Funktionen (Schwartzraum) S wird durch

S(R") := {f € C®(R"): VaVB € NI x NI':  sup |2°0°f(x)| < oo}

zeR™

definiert. Mit Hilfe der Halbnormen

|[flk == sup sup |270°f(z)|
|a+B|<k z€R™

wird S zu einem Frechetraum. Die Schwartzfunktionen bilden den Grund-
raum fur die Fouriertransformation.

1.2 Definition:
Die Abbildung F': S — S mit
Fu(é) :=u(&) = /e_ifxu(x)das

Rn
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heifit Fouriertransformierte von u. Es gibt in der Literatur abweichende De-
finitionen der Fouriertransformation, die jedoch die Theorie nichts dndern.
Aus der Definition ist zu erkennen, dass auch die Fouriertransformierte einer
rasch fallenden Funktion selbst rasch fallend sein muss.

1.3 Beispiele:

x 2 n 2
(i) Sel u(x) = ¢~ . Dann ist u(§) = (2m)ze -5 Denn es gilt
ﬁ(ﬁ) — /ezéaz dac _ /eifx”fdx quadgzt.E. /6%(|x+i§2|§|2)d1‘
Rn R” Rn

r=x+ie €2 ER n _le?
THE = 2 dz=(2m)2e” 2.

R

(ii) Aufgrund der Substitutionsregel folgt aulerdem fiir £ € R und wuy(z) =

ife) = [ euan = [ F G0 = ach)

R™ R™

1.4 Satz:

(i) Die Fouriertransformation ist Vu € S(R™) invertierbar und die inverse
Fouriertransformation F'~! ist gegeben durch

Flu(z) = (2m)™ / T (€)dE. (1.1)

R

(ii) Fir f € S(R") und g € S(R") gilt die Formel von Parseval

(£.9) = @ {f.9). (1.2)

(iii) Fiir die Fouriertransformierte einer Ableitung gilt

F(Dju)(§) = &u(s).
Beweis: (i) Seien f € S(R™) und g € S(R") sowie g.(z) := g(ex). Berechne

fiir e > 0
/@f 4@(/ /ﬁw Jo(e€)dyde "
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// i) £ (1)) g (e€) didy—/f )iy — ) dy T

R” R”
- /f(x + e6)ge(e€)endz L /f(l“ + €€)g(§)dg. (%)
Rn Rn

Geht man zum Grenzwert € — 0 iiber, so ergit sich aus (*)

[ et - /f

R

2

Wé&hlt man nun g(z) = 6_%, ergibt sich wegen ¢(0) = 1 und 1.3 (i) die
Inversionsformel (1.1):

ix ¢ oo _le? n
[ ewias = @) [emie ¥ de = @nr ),
R" R"
(ii) Das folgt direkt durch Rechnen mit dem komplexen inneren Produkt:

(.4) /f gi¢ = [ [ e (@)@ dode -

R™ R™

[ [ t@emi@aic o / f(@)g(@)dz = (27)" (f.9)

R™ R™

(iii) Unter Verwendung partieller Integration ergibt sich

F(Du)(©) = [ ¢ Dgu(a)da ™" / ~ge ula)do = a(6).
Rn
Die Fouriertransformation kann mithilfe der Definition < u, ¢ > = < ﬁ,gg >
V¢ € S auf S erweitert werden. Dabei ist @(z) = u(—x) und S" der topologi-
sche Dualraum von S, genannt Raum der temperierten Distributionen. Satz
1.4 sowie andere grundlegende Eigenschaften bleiben giiltig. Ausfiihrlichere

Informationen zur Fouriertransformation im allgemeinen als auch in S" sind
in [13] zu finden.

1.5 Definition:
(i) Die Funktion A : R® — R ist definiert durch

AE) = v1+ ¢
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Diese Funktion ist fiir alle £ € R™ definiert und beliebig oft differenzierbar.
(ii) Die Sobolevrdume H*(R") fiir s € R sind definiert durch

H(R™) = {u e S'(R™) : \(€)%a € L2}

(iii) Die Norm
l[ulls := (QW)_Z(/A(S)Qslﬂ(f)IQdﬁ)Z = (2m) 2 [|A ()%l (1.3)
RTL
wird als Sobolevnorm bezeichnet.

1.6 Bemerkungen:

(i) Da ||u||s fiir jede Schwartzfunktion und fiir jedes s € R endlich ist, gilt
S C H* C §' Vs € R, die letzte Inklusion gilt nach Definition. So gesehen,
sind die Sobolevriaume ,zwischen S und S* “ einzuordnen.

(i) Mit dieser Norm werden alle H* zu Banachrédumen (es handelt sich sogar
um Hilbertriume), speziell gilt nach Definition H° = L.

(iii) Wegen A(&)* < A(§)' Vs < t folgt HY(R™) C H*(R") Vs < t. Damit
léssen sich

H>*(R") := (), H® sowie H~*(R") :=|J, H® definieren.

(iv) Es gilt u € H*(R") < D% € H*"1*I(R™) (vergleiche 1.32 in [5])
Beweis: (iv) Aus Satz 1.4 (iv) folgt

!A(ﬁ)s’lﬁ(é)!%rz IME) T F(Dju)()|* = M(é)s’lﬁ(é)l%rz M) u()” =
= (L4 [E)IME) T U = AME*IAE) al* = [M&) al*.
Damit gilt

n
D Dl = [lull? = [ul2-y,
j=1

womit die Behauptung fiir die ersten Ableitungen bewiesen ist. Durch erneu-
tes Anwenden derselben Rechnung fiir Dju erhélt man die Aussage auch fiir
hohere Ableitungsordnungen. O
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1.7 Satz:
Seien f € H*(R") und g € H*(R™) fiir ein s € R. Dann gilt:

[ | < 11l lgl]-s- (1.4)

Hierbei ist (f,g) = [ f(x dx das L*-Skalarprodukt. Die Aussage ist ins-
Rn
besondere fiir Schwartzfunktionen giiltig. Aus dem Satz ldsst sich folgern,

dass der Dualraum zu H*(R"™) der Raum H*(R") ist.
Beweis: Aufgrund der Parsevalschen Gleichung (1.4(ii)) folgt durch Anwen-
dung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz

[(F9) = @mI(F.9) | = @07 X F A5 > | < 1711 lgl -0
€L? eL?

1.8 Beispiel

Die Funktion f(z) = 75 ist eine H>°(R)-Funktion, da f € L? und auch

alle Ableitungen, welche pro Differentiation um eine Ordnung in x niedriger
werden, quadratisch integrierbar sind, weshalb auch \(£)%f(€) € L*(R sein
muss. Jedoch gilt f ¢ S, da lim z* f(z) fiir k > 2 nicht mehr konvergent ist.

Das bedeutet, dass S eine echte Teilmenge der Sobolevraume ist.

1.2 Pseudodifferentialsymbole

Unter einem Pseudodifferentialsymbol (kurz WDS) versteht man eine glatte
Funktion, deren Ableitungen sich mithilfe von A global abschétzen lassen,
genauer:

1.9 Definition:

Sei p: R” x R™ — C eine glatte Funktion mit folgender Eigenschaft:

Va¥(3 Je >0, so dass: ])\(f)(w M)(?ga?p(:v,g)\ <c VaV&€ e R"  (1.5)
Dann heifit p ein Pseudodifferentialsymbol der Ordnung m, kurz p € S™.
(1.5) bedeutet, dass sdmtliche Ableitungen durch entsprechende Potenzen
von £ abgeschétzt werden kénnen, wobei die Konstante ¢ nur von den Ablei-
tungsordnungen « und S abhéngt.
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1.10 Bemerkungen:

(i) Da sich (14 |¢[?)% asymptotisch wie (1 + |£])™ verhélt

(dh. Jim VA Jim ALK, = 1), ist folgende Abschiitzung zu (1.5)

dquivalent:

050 p(a, €)] < eA(©)™ W (1.6)

Diese Form der Definition eines Symbols wird beispielsweise in [2] und [4]
verwendet.

(ii) Da A(¢) in [¢] streng monoton wachsend ist, gilt S™ C S™ genau dann,
wenn m < n.

(iii) wegen (ii) kann man S :=(J, S™ sowie S™° := (), 5™ definieren.
(iv) Es gilt € C S7>° C §*° C (€, somit sind Pseudodifferentialsymbole
zwischen Testfunktionen und glatten Funktionen einzuordnen.

(v) Summen und Produkte von Symbolen sind selbst Symbole. Seien dazu
p € S™ und ¢ € S™. Dann folgt p 4+ g € S™(™") und pg € S™H".

Beweis: (v) Die Ableitungen der Ausdriicke werden abgeschétzt:

N N N (1.5) m—|8| n—18|
0202 (p+ @) <020l +10202al < (L+1€7) 2 + (1 +¢f*) 2

sowie

maz(m,n)—|8|

< (14 [¢P) ™=

o eibniz ﬁ « o _
0200 ()| "= YN <5> (J@Zagpam "0,

0<B v<a

m n—|B8|+|s| m+n—|8|

—19]
< PB4 ) 1+ )T <1+ ¢ T O
1.11 Beispiele:

(i) Ein einfaches Symbol der Ordnung m € R ist p(z,£) = A(§)™ (m € R)
selbst: Aus 92A™ = 0 und 9, A(§)™ = m&A™ 2 = O((1+[¢])™ ) folgt unter
Verwendung von Ketten- und Produktregel, dass

0(A™)] < eAmIAlL

(i) Fir ¢ € C ist auch p(z,£) = p(@)A\E)™ € 9™, da in diesem Fall
09p(x, &) = MN&)"0%p(x) in x global beschriankt bleibt.

1
(iii) Sei p(z,&) = e 17 V(z,&) € R™ x R™\ {0}. Aus der Kettenregel folgt

19,p(, )| = 126516 | < 20¢) 7 = O\ )

<1
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Alle weiteren ¢-Ableitungen werden um genau eine Ordnung niedriger (je-
doch nicht um 3, da neben der Kettenregel nun auch die Produktregel ins

Spiel kommt). Daher sind alle Ableitungen von der Form q(%)e_ﬁ, wobei
q(§) ein Polynom ist. Damit ist (1.5) V& # 0 erfiillt. p(z, &) lasst sich glatt
1

durch p(z,0) = 0 Vo € R™ fortsetzen, da %im elé? = 0 und sich durch Mul-

—0

tiplikation von Polynomen in % nicht verédndert, weil nach der Regel von |

“Hospital bei einem unbestimmten Ausdruck das Konvergenzverhalten von
Exponentialfunktionen gegeniiber dem von Polynomfunktionen dominiert.
Damit wird durch glatte Fortsetzung p(x, &) zu einem Symbol der Ordnung
0.

1.12 Satz:

Sei p € S™(R"), m € R, u € S(R"). Dann ist
() [ e<p(, E)(€)de € 5.

R
(ii) 3l € N, sodass

| [ e plr a€)dele < el lulers VE € No. (1.7
Rﬂ
Hierbei ist |ul, := sup |2*0%u| die ,,Schwartznorm®.
T ERM
la+BI<k

Beweis: Der Beweis orientiert sich an [5], Theorem 3.2. Es reicht aus, (ii) zu
zeigen, da (i) unmittelbar daraus folgt. Das Integral in (1.7) ist wegen u € S
absolut konvergent. Wir beginnen mit k£ = 0.

| [ ept i)l < [ 10O " pla Ol O™ (Ol M) de
R R™ ng el
S Cl|ﬁ|m+2n S c|u|m+4n-

Die letzte Ungleichung folgt aus der Stetigkeit der Fouriertransformation,
welche in [5], Theorem 1.16 (i) bewiesen wird.

Sei nun k£ > 0. Dann folgt durch Differentiation unter dem Integral sowie der
Produktregel

@Q?%M@m&msz%@m@+@ﬂ%mu&m

R7 R™

< [ eupw.a(©de + [ plr.FOuO)E

R™ Rn
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Das erste Integral lésst sich nach der gleichen Methode wie oben abschétzen,
da lediglich p eine x-Ableitung hinzubekommen hat und deshalb 0, p(z,§)

immer noch ein Symbol der Ordnung m ist. Wegen (9;u(€)) = —ifu()
(1.4(iii) gilt fir das zweite Integral

|/ei§xp(x,§)F(aju)(§)df| < C|a|2n+m+1 < Cl|u|4n+m+1~
R7l
Damit folgt [0,( [ ¢<=p(, €)i(€)dE)] < Clulammn.
Rn

Mit den x-Faktoren lésst sich nach partieller Integration dhnlich verfahren:

zj / ¢p(@, £)u(8)ds = R/ (—ide, €’ )p(x, €)a(€)de "

Rn

[ e @ p(a. (6) + e )0, 1(6))de.

Analog zu vorher lassen sich beide Teile des Integrals mit |u|4,1m+1 abschétzen,
weil |0, p(x, &) < esA™ 1 und [0, 0(€)] < calt|ontmi1 gelten.
Fiir |a| > 1 bzw. || > 1 ergibt sich somit induktiv die Ungleichung

@°0%) [ ¢l )al€)delu < cfulan, woves 1 = dn+m.
Rn
Damit ist die Behauptung (ii) bewiesen und f(z) = [ €““p(z,&)a(£)dE ist
RTL

ein Element aus S. O

1.3 Pseudodifferentialoperatoren

1.13 Adjungierte eines Symbols:

Definiere fiir p € S™(R™) und D := —i0 den linearen Operator P : S(R") —
S(R™) durch

pl. D)u == (2m)" / ¢ (i, €)iu(€)de. (18)

In Satz 1.12 wurde gezeigt, dass ein solcher Operator den Raum S(R") in
sich iiberfiihrt. Diese Definition kann mit Hilfe des Adjungierten Operators
auf S'(R") ausdehnt werden. Der Adjungierte Operator P* soll wie iiblich
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Die Gleichung (p(z, D)u, @) = (u,p*(z,D)p) Yu € S und Vo € S erfiillen.

P* lisst sich folgendermafen berechnen (siehe auch [2], Lemma 8.35).

< ple, D), p >= / pla, D)u(x)p(@)dz

=) [ [ e it

R" R™
(2m)~ // Loz, € (/ e Sy (y)dy)déde. (1.9)
R" R™
Die Integralfunktion G(§) := f erp(z, €)(x)dz ist eine Schwartzfunktion,
da

€g(e)] = | / 0 (e ) p(ar, € pl)ida] "™ | / ¢ 9 (p(, €) (@) d]|

7>

B<a

()af’ (2,€) 2 75@) | < Cloljatim < 0.
<eA™m (=)

Damit wird 1.9 zu einem konvergenten Integral, sodass auch der Satz von
Fubini angewandt werden kann (siehe [5], 2.21 (iv)). Es ergibt sich

pl(e, Dyu, o >= (21)" / / / 5 p(e. €)uly) (@) dydede

R?» R™ R™

= a7 [ [ [ ety dydsds

R?» R™ R™

welches sich durch Tauschen der Variablen x und y auch in der Form

en [ [ [ uto)d g dedsay

R®» R™ R™

schreiben léasst. Deshalb gilt

p(@, D) u(z) = (27)- // €0 uly)dyde.  (1.10)

Der Operator P* hat also das Symbol p*(z,y, &) = p(y,§), welches von der
selben Ordnung wie p(z, §) ist.O
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1.14 Definition:

Eine lineare Abbildung P : S'(R") — S'(R"), die durch die Gleichung (1.8)
gegeben ist, wird als Pseudodifferentialoperator bezeichnet und p(z,§)
als sein zugehdoriges Symbol. Ist p € S™(R"), so nennt man P einen Pseu-
dodifferentialoperator der Ordnung m und schreibt kurz P € U™,

In Satz 1.12 wurde gezeigt, dass jedes P € U™ S in S abbildet. Da wegen
1.13 auch P* € U™ ist mithilfe der Definition

{p(z, D)u, ) := {u, p*(z, D)p) der Operator P auch in S'(R") definierbar.

1.15 Beispiel:

Sei p(x, D) ein Differentialoperator mit glatten Koeffizienten, d.h.
p(x,D) = > po(x)D* mit p,(x) € H*(R™) Yo € Nj. Dann ist p(z, D) €
la|<m

U™, Wegen F(DYu) = £%u gilt

pl, Dyu(x) = (~27) ™" / ¢ 3 pa(w)Eade,
R loe|<m

also p(z,€) = > pa(x)£*. Das ist ein Polynom von Grad m, also glatt und

laj<m

klarerweise ist \8?8?p(x, &) = o(\m~llely. Also ist p € S™ = P € U™,
1.16 Lemma:

Sei A™(D) der Operator, dessen Symbol A(€) = (1 + |£]?)% ist. Dann ist
A™(D) ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung m und es gilt

vm € R und Vn € R sowie Vu € S'(R") und Vo € S(R")

() FO™(D)u(€)) = A™(€)ile).

(ii) A™(D)N"(D)u = A™(D)u.

(iii) [[A™(D)ulls—m = [lulls Yu € H*(R").

(iv) < A™(D)u, p >=< u, \"™(D)yp >.

Die Aussage (iii) bedeutet, dass u € H*(R") < A™(D)u € H*~™(R").
Beweis: Nach Definition ist A™(D)u = (27)™™ [ e®*A™(&)a(€)dE. Aus dem

R
Inversionssatz fiir die Fouriertransformation (1.4(i)) folgt (i) unmittelbar.

(ii) Direkte Rechnung ergibt

D)D) = [P D) Y [ e xm e
Rn Rn
Also ist X T(€) das Symbol von A™(D)\"(D) = (ii) (iii) Auch das folgt aus
():

X (D)l [sm = [IAE)* ™ (™ (D)w)[lo 2 [INME) allo = [Jul|s.
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(iv) Mittels der Parsevalschen Gleichung (1.4(ii)) ergibt sich
(A"(D)u, o) = 2m) " (F(A"(D)u), ¢) = (2m)~" (A0, @) =

= (2m)7" (@, \"¢) = (2m) " (4, F(A" (D)) = (u, A" (D)g) .0

Die folgenden zwei Resultate werden hier nicht bewiesen, jedoch in weiterer
Folge benotigt.

1.17 Saitz von Calderon-Vaillancourt

Sei p € S°(R™). Dann ist der zugehorige Operator P(z, D) stetig. Ein Beweis
dieses Satzes befindet sich z.B. in [8], Theorem 1.1.

1.18 Satz:

Jeder Pseudodifferentialoperator der Ordnung m bildet H*(R") in H*~"(R")
ab, genauer:
Sei p € S™(R™). Dann gibt es fiir jedes reelle s eine positive Konstante c;,

sodass
|lp(z, D)ulls—m < csllulls Vu € H*(R") (1.11)

Beweise dieses Satz finden sich beispielsweise in [5], Theorem 3.12, sowie in
[6], Theorem 18.1.11 (Stetigkeit) bzw. 18.1.15 (Giiltigkeit von (1.11)).

1.19 Komposition von Pseudodifferentialoperatoren:

Seien P € U™ und ) € ¥" sowie ihre zugehorigen Symbole p und . Dann
gilt fiir die Komposition QP nach Definition

4(x, D)p(z, Dyu(z) = (2m) ™" / e g(z, ) F(p(, D)u)) (n)dn.

Rn

Wegen

F(p(e, Dyu)(n) = / e~ ™p(y, Dyu(y)dy = / / eIp(y. €)a(€)dedy

R

_ / / S Mp(y, €)a(€)dgdy
R® R™

folgt, dass

o(z, D)p(x, Dyu(x) = (2m) ™" / ez, ) / / e Mp(y €)a(€)dedydy =

Rn R™ R™
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= en [ [ e eyt pt. gaedsdyarn.

Mittels der linearen Variablentransformation z — y — y sowie & —n — 7
dndert sich der Exponent von e von i(ny + £z — &y) auf

(€ =)@ —y) + & = &(z —y)) = i(§x —n(r —y)) — i(§x —ny). Damit
kann (*) in folgender Gestalt geschrieben werden:

/ / / (2m) e e Mg(x, & — n)p(z — y, §)a(§)dEdydn.
R” R R™

Damit muss das Symbol der Komposition gegeben sein durch die Gleichung

r(z,€) = (2m)" / / e My(z,€ —n)p(e — y, €)dydn. (1.12)

In [5] wird im Beweis von Theorem 2.23 gezeigt, dass alle in der Rechnung
beteiligten Integrale im oszillatorischen Sinn konvergieren, also obige Rech-
nung rechtfertigen. Die Abschédtzungen (1.5) fiir p und q werden durch das
Integral nicht beinflufit und deshalb ist r ein Symbol der Ordnung m+n. O

1.20 Definition:

Sei P ein Pseudodifferentialoperator, P : S'(R") — S'(R") und sei weiters
K: R" x R®" — C eine Distribution mit

(Pu,p) = (K,p®@u), (1.13)

wobei ¢ @ u := @(x)u(y) das Tensorprodukt darstellt. Hierbei ist u € S (R")
sowie ¢ € S(R™). Dann heifit K(x,y) der Kern des Operators P. In [2] auf
Seite 271/272 wird eine allgemeinere Definition des Integralkerns gegeben.
Der in (1.13) definierte Kern K(x,y) lasst sich folgendermaflen berechnen:

(bl D)u, ) = (2m)" <R/ e p(r, €)(€)de, go> -

n

en [ [ e ptaoa@ st

R R™

= (27r)_”///eig(x_y)p(:v,i)u(y)go(x)dydfda: =< K,pu>.

R™» R™ R™
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Daher hat K(x,y) die Integraldarstellung

K(e.y) = (2n)" / ¢S (i, €)de (1.14)

R

Dieser Kern sowie das folgende Lemma werden beim Beweis der Energie-
abschétzung fiir das Cauchyproblem mit Colombeaudaten benétigt. Die For-
mulierung des Lemmas entspricht derjenigen von [5], Lemma 3.13.

1.21 Lemma von Schur:

Sei K(x,y) eine auf R™ x R™ messbare Funktion mit folgenden Eigenschaften:

3C > 0, sodass /\K(x,y)\dx < C und /]K(x,y)|dy <C (1.1p)

Dann ist V¥ € L? die Funktion ®(z f K(z,y)¥(y)dy quadratisch inte-
grierbar und es gilt die Abschéttzung
@2 < O[]

Beweis: Nach der binomischen Formel ist |¥(y)¥(z)| < 1 (U (y) P+ 12 (2) ).
Dabher ist die Funktion f(x,y,z) := K(z,y)¥(y) K (z, z)\If( ) L'-integrierbar
auf R™ x R™ x R™. Durch Berechnung erhélt man

ol = ([ K@iy [ K9G
F“”“”///K 2,9)(y) K (z, )V (2)dadydz <

R7 R? R™

<5 [ [ [ 1KoKy +

R? R™ R”

w3 [ [ 1K@l @) v Pdudyds

R7 R? R™

Fubini ///|K v, 2)|d2| K (2, y)|da [0 () Pdy+

R" R” R"

SCQ
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R?» R® R™

w5 [ 1Kl e e i) i

<(C?

< 5C%2/|9|[L: = C?|| 9]0

N | —

1.22 Die strikte Garding-Ungleichung:

Sei p € S*™+1(R™) ein Symbol, mit nach unten beschrinktem Realteil. Dann
gibt es eine positive Konstante C, sodass

R (p(z, D)u,u) > —=C||ul|m Yu e S (1.16)

Diese Formulierung der starken Garding-Ungleichung entspricht der Versi-
on von [6], Theorem 18.1.14, wo sie auch bewiesen wird. Es gibt weitere
(schwéchere) Formulierungen der Garding-Ungleichung, welche z.B. in [2],
Theorem 8.40 zu finden ist.



Kapitel 2

Das klassische Cauchyproblem

Dieser Abschnitt widmet sich dem klassischen Cauchyproblem fiir einen hy-
perbolischen Pseudodifferentialoperator 1. Ordnung. Im ersten Abschnitt
wird klargestellt, was unter einem hyperbolischen Operator zu verstehen
ist, in den anderen Abschnitten wird eine Energieabschiatzung und, darauf
aufbauend, ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das Cauchyproblem 1.
Ordnung mit Daten aus einem Sobolevraum bewiesen. Dieser wird fiir das
vierte Kapitel von Bedeutung sein, wo vom klassischen in das verallgemei-
nerte Cauchyproblem iibergegangen wird. Die gewédhlten Notationen und die
Beweismethoden orientieren sich stark nach [6], Kapitel 23.1. Operatoren
héherer Ordnung werden hier nicht bearbeitet.

2.1 Hyperbolische Operatoren 1.0rdnung
2.1 Definition:
Sei py(x, &) = p(t, z,£) eine Funktion mit folgenden Eigenschaten:
(i) pe(x,€) € S™(R™ x R™) Vt € [0, T]
(ii) Fiir jedes positive T ist die Abbildung
0,T] 3t — pr € C°(R" x R")

stetig und die Menge {p; : t € [0,T]} ist beschrankt in S™(R" x R™).

Dann wird p(¢,z,£) ein glattes Symbol der Ordnung m mit Parameter t
genannt. Kurz schreibt man p € C*°([0,77, S™). In den Anwendungen steht
die Variable t meist fiir die Zeit.

21
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2.2 Satz und Definition:

Sei p(t, z,&) € C*([0,T],S"). Dann sind folgende drei Aussagen gleichwertig:
(i) p kann in einen reellen und einen beschriankten Teil zerlegt werden, d.h.
es gibt ein reellwertiges Symbol p (¢, z,£) € C*([0,T],S') und ein Symbol
po € C*([0,T7, S°), sodass

p(t,l‘,f) :pl(tvxvé) +p0(t,l’,£) (21>

(i) p(t, z, D) — p(t,x, D)* € W°
(iii) p hat beschrinkten Imaginérteil, also

Je>0: :Qp(t,z,§) <c (2.2)

Im Falle der Giiltigkeit von (i) bis (iii) wird 0; + ip(¢, z, D) ein hyperboli-
scher Pseudodifferentialoperator 1.Ordnung genannt.

Beweis: (i) = (ii): Wie in 1.13 berechnet wurde, hat p(¢,z, D)* die Sym-
boldarstellung p(t, z, ), also hat wegen der Linearitét p(t, z, D) — p(t, x, D)*
die Symboldarstellung

pl(taxaf) +p0(t7‘r’€) _pl(tax7£> —pg(t,x,f) = 2p0(t,l’,€)

und letzteres ist nach Voraussetzung ein Symbol der Ordnung 0.

(i) = (iii) Ist p(x,t, &) — p(z,t,€) = 23p(t, x, &) ein Symbol der Ordnung 0 ,
so muss wegen Definition 1.9 Sp(t, z, £) beschrinkt sein, was (iii) impliziert.
(i) = (i) Da p ein komplexwertiges Symbol ist, kann es in der Form p =
ay +iag geschrieben werden. Wegen ag(t, z, &) < cist ap € C*°([0,T], S°) und
somit (i) gezeigt. O

2.3 Bemerkung:

Sei d; + P mit P € ! hyperbolisch und A := iP. Dann muss wegen R(iz) =
—3z der Operator A ein Symbol a(t, z,£) besitzen, dessen Realteil nach
unten beschrankt ist.

2.4 Beispiele:

(i) Jedes reellwertige Symbol 1. Ordnung erzeugt einen hyperbolischen Pseu-
dodifferentialoperator. So erzeugt beispielsweise der Lambdaoperator \(D)
aus Lemma 1.16, dessen Symbol p(t,z,£) = A(§) ist, einen hyperbolischen
Operator.

(ii) Sei f:[0,T] x R" — C mit f(t,z) € C*([0,T] x R™) sowie

0% f(t,x) € L>([0,T] x R") Vt € [0,T)Va € Nj. Dann erzeugt auch
p(t,x, &) = f(t,x) + A(&) einen hyperbolischen Pseudodifferentialoperator
1. Ordnung



2.1. HYPERBOLISCHE OPERATOREN 1.ORDNUNG 23

2.5 Warnung:

Der hyperbolische Operator ) := 9, + iP mit P € U! ist im allgemeinen
selbst kein Pseudodifferentialoperator. Ware Q nédmlich ein Pseudodifferen-
tialoperator 1. Ordnung, miisste das zugehorige Symbol ¢(¢, 7, x, £) folgende
Form haben: Sei dazu u(t,z) € D(R™*1).

(0 +iP(t,x, D))u(t,x) = iDyu(t, x) + P(t,z, D)u(x,t) L.4i#)

(2m)" / e E T (i 4 p(t, @, ))a(T, £)d(7, €).

Rn+1

Also miisste q(t,7,x,&) = it + p(t,x,€) gelten (p sei das Symbol von P),
welches zu ST(R™"! x R™*1) gehoren miisste. Fiir v = (41, @) sowie
0 = (Bn+1, §) miisste daher folgen:

Vy € NgT'W6 e Ni™ e, 5 >0

. 1-15]
‘8&,36)6?775)@7—_'—1?(257$7£)>’ < C%(;)\(T, 5) 2

Wéhlt man speziell ¥ = (0,0) und 6 = (0, 3) mit 3 # 0, so ergibt sich

V(t,x,7,€) € R"T xR (2.3)

100, )00 (i + (8,2, )| = 10 p(t, 2,7, €)].

Fiir |B| > 2 ist der Exponent I—TMI negativ. Das hat zur Folge, dass fiir
|T| — oo die Funktion A\(7, £) fiir festes & gegen 0 streben muss. Soll Gleichung
(2.3) richtig bleiben, ist es daher notwendig, dass

O¢p(t, 2, =0 V|B] > 2 V(t,2,§) € R x R" x R".

Das bedeutet, dass alle £&-Ableitungen, deren Ordnung hoher als 1 ist, ver-
schwinden miissen. Daraus folgt, dass p beziiglich aller Komponenten linear
in ¢ sein muss. Deshalb muss es komplexwertige Funktionen ¢(¢, x) € C und
d(t,z) € C" geben, sodass

p(t,x, &) = c(t,x)€ + d(t, x).

Damit muss p das Symbol eines partiellen Differentialoperator 1.0Ordnung
sein. Daher kann Q nur dann ein Pseudodifferentialoperator auf R"*! sein,
wenn P fiir jedes fixe t € R ein partieller Differentialoperator 1. Ordnung
ist.O0
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2.2 Eine Energieabschitzung
2.6 Motwation:

Das Ziel dieses und des néichsten Abschnittes ist es, die Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung fiir das folgende Cauchyproblem zu finden:

Owwu+iPu= fin (0,7) x R"
u(0) =g

Dabei ist 0;+i P ein hyperbolischer Pseudodifferentialoperator der Ordnung 1
im Sinne der Definition 2.2. Fiir die Daten f und g soll f € L'((0,T), H*(R")
(das bedeutet: f soll fiir ¢ € (0,7) integrierbar und beziiglich x in H*(R")
sein) und g € H*(R") fiir ein beliebiges s € R gelten. Es wird spéter
gezeigt werden, dass unter diesen Voraussetzungen eine eindeutige Losung
u € C([0,T], H*(R™)) existiert. Zur Vorbereitung muss noch eine ,,Energie-
abschiatzung“ bewiesen werden.

(2.4)

2.7 Satz:

Sei P € ¥! und Q := 9, + iP ein hyperbolischer Pseudodifferentialoperator.
Sei weiters u € C([0,T], H**1) N C*([0, T], H®) mit s € Rbeliebig, aber fest.
Dann gibt es eine positive Konstante k, sodass folgende Energieabschétzung
gilt:

T
sup e fu(®)]ls < [[u(0)]], + 2 / e[ Qul |t (2.5)
0

te[0,7T)

Setzt man u(0) := g sowie Qu := f, so ldsst sich Gleichung (2.5) vereinfacht
in der Form

t€[0,T7]

T
sup e~ [u(t)]]s < HgHs+2/e“Hstdt (2.6)
0

darstellen.
Beweis: Sei zu Beginn s = 0. Die Sobolevnorm ||u(t)||o 1dsst sich folgender-
maflen ableiten.

%IIU(@HS = (Gru(t), u(t)) + (u(t), du(t)) = 2Re (Gu(t), u(t)) .

Damit folgt unter Verwendung der Produktregel
PR((F(), u(®)))e 2 =" 2R((Dyu(t), u(t)))e 2+
+2R((ip(t, z, D)ult), u(t)))e™
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= %Hu(t)l\%e‘?’“ + 2R((ip(t, x, D)u(t), u(t)))e

jt(l [u(®)ll5e™*) + 2k [Ju(t)]§ + 2R((ip(t, 2, D)u(t), u(t)))e ",

Nach Voraussetzung ist R(ip(t,z,&)) = —S(p(t, x,&) > —c fiir ein positi-
ves c. Daher folgt wegen der strikten Gardingungleichung (Satz 1.22), dass
Re({ip(t,z, D)u(t),u(t))) > —c||u(t)||?. Damit gilt

2R((f (1), u(t)))e™ > d(|IU()II2 )+ (2 = o)l [u(D)]]5.

Wihlt man k > 7, so ergibt sich daraus

2R((f (1), u(t)))e™" > dt(llﬂ( )ll5e™*). (2.7)

Integriert man die Ungleichung (2.7) von 0 bis t, so erhélt man mit Hilfe der
Ungleichung von Cauchy-Schwarz

t t
[ U@ olar)lo dr 2 [ 2657 R( 1), ur)ar
0 0
t
@5 d 2, —2kT —2kt 2 2
= [ Sl e = (o)l [
0
Oder, anders geschrieben
t

e u(t)]]§ < IIU(O)II?)+/26"”I|f(7)llo e Mu()l]o dr. (2.8)

0

Da diese Abschétzung fiir beliebiges ¢ € (0,7T) gilt, muss sie auch fiir das
Supremum gelten.

t

sup (e~ [Ju(7)|[7) < \IU(0)||3+2/6_'”||f(7)||o sup (¢~*"[[u(r)[o)dr

T€0,t] " T€[0,t]

Zur Abschiitzung dieses Supremums setze M (t) := sup (e *"||u(7)||o). Dann
T€[0,t]

folgt
t

M?(t) < IIu(O)H%Jr?M(t)/e'”Hf(T)Ho dr

0
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und durch Umformung

t

M*(t) —2M(t)/6_'”||f(7)|lo dr < |[u(0)[[3.

0

Hierbei handelt es sich um eine quadratische Ungleichung fiir M(t). Durch
quadratisches Ergidnzen erhélt man

t t

M) - [0 ) < O + ([ s dr)®

0 0

Da auf der rechten Seite beide Summanden positiv sind, folgt aus der bino-
mischen Formel

t t

M - [0 ) < (Ol + [ dr)*

0 0

Hier kann ohne Fallunterscheidung auf beiden Seiten die Quadratwurzel ge-
zogen werden und es ergibt sich

t t

M(t) - / ()0 dr < [[u(0)]lo + / e F ()0 dr

und damit insgesamt

t

e M[u®)llo < M(#) < [[u(0)]lo +2/e’”|\f(7)\|o dr.

Daraus folgt die Richtigkeit von (2.6) fiir den Fall s = 0 unmittelbar.

Sei nun s € R beliebig. Definiere den Operator

r(t,z, D) := \(D)p(t, z, D)A\~*(D). Wie in 1.19 nachgerechnet, muss R(t,x,D)
ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung s+1—s = 1 mit Parameter t sein.

Wegen Lemma 1.16 (i) muss dessen Symbol r(t,z, &) = A(&)p(t, , E)A°(€)

lauten. Weiters muss r (¢, z, ) ebenfalls die Hyperbolitzitéitsbedingungen von

Satz 2.2 erfiillen, da A(§) eine reellwertige Funktion ist (z.B. (iii) Imaginérteil

bleibt beschrénkt). Daher muss auch 0, + ir(t, z, D) ein hyperbolischer Ope-

rator sein. Wegen Lemma 1.16 (iii) gilt

u € C([0,T); HTHNC ([0, T); H®) < A (D)u € C([0,T]; H')NC* ([0, T]; HY).
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Daher muss die Abschétzung (2.6) auch fiir A(D)*u giiltig bleiben. Wegen
(O + ir(t,z, D)X (D)u = X°(D)0wu(t) + i (D)p(t, z, D)A"*(D)N*(D)u(t)

— X(D)(@uult) + ip(t, =, DYult)) = X(D)(s + ipt, 2, D))u(t)
folgt aus (2.6)

sup e~™||A*(D)u(t)[o < [|A(D)u(0)]o+

te[0,7)
T
2 / e HIX(D) (9, + ip(t, x, D))u(t) o dt.
0 —F(t)

Wegen Lemma 1.16 (iii) ist obige Ungleichung gleichbedeutend mit

T
sup ¥ u(®)l < )l +2 [ Y.
te[0,7) ,

und das war die Behauptung.O

2.3 Das klassische L6sungstheorem

Gegeben sei das Cauchyproblem fiir die Pseudodifferentialgleichung

Owu+ip(t,x, D)u = fin Xy :=(0,7) x R"

o) — g (2.9)

Hierbei sei p € C*°([0,T7], S') ein Symbol, das sich zerlegen lasse in
p = p1 + po mit reellwertigem p; € C*([0,7T],S*) und py € C>([0,T],S)
(d.h. 0; + P ist ein hyperbolischer Pseudodifferentialoperator).

2.8 Theorem:

Das Cauchyproblem (2.9) hat fiir jedes f € L'((0,T), H*(R") und jedes g €
H*(R") eine eindeutige Losung v € C([0,7], H*(R™). Diese Losung erfiillt
die Energieabschétzung (2.6).
Beweis: Eindeutigkeit: Sei dazu f = 0 und g = 0. Es ist zu zeigen, dass dann
auch v = 0 ist. Wegen Satz 1.18 folgt fiir beliebiges v € C([0,T], H*(R"),
dass

Opu '’ —ip(t,x, D)yu € C([0,T], H* ' (R").
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Daher ist u € C'([0,T], H*~'(R™) N C([0,T], H*(R™) und die Voraussetzun-
gen fiir die Energieabschétzung (2.6) sind erfiillt. Also folgt

T
sup e |[u(t)|s <0+ 2/6_kt 0dt =0=u=0.
te[0,7 ,

Existenz:. Sei v € D(R x R™) mit supp v € {(¢,x) : t <T'}. Dann muss fiir
jedes u € D' (R x R™), welches Losung des Cauchyproblems (2.4) ist, gelten:

/<f(t), /atu ) +ip(t, z, D)u(t),v(t)) dt =

T

/ Out), v(t)) + (ult), ip*(t, 2, DYo(t) dt,

wobei p*(t, x, D) den zu p(t,x,D) adjungierten Operator bezeichnet. Der erste
Teil 1asst sich mittels partieller Integration umformen zu

T T

/(@u(t),v(t» dt = <u<T),@> - <@,v(0)> - / (u(t), Byu(t)) dt

T
/ at/U
0

(f(1),0(t)) dt + (g,v(0))

Damit folgt

St~

- / (Orult), v(t)) + (ult), ip* (£, DYo(t)) dt + (g,0(0)

_ / (u(t), = (t) + ip*(t, =, D)o(t)) dt. (2.10)

0
Setze jetzt w(t) :=v(T —t) = w(0) = v(T) = 0.
Sei s(t,xz, D) := p*(T —t,z, D). Dann folgt

Oyw(t) +is(t,x, D)w(t) = —0w(T —t) +ip" (T — t,z, D)v(T —t).
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Nach Voraussetzung ist w € D C C*°([0,7T], H*(R")) Vs und geniigt daher
den Voraussetzungen fiir die Energieabschétzung (2.6). Also gilt

sup e "||v(t)|| s = sup e *[[w ()]
te[0,7) t€[0,7]

T
<0+ 2/ekt\|8tw(t) ir(t, 2, DYw(t)]| _udt
0
T
_ 2/6“\\(—@@@) b ip (T — t, 2, DYo(t))dt
0
0
Ty [0t - i (0., D)ot |-o(a)
T

=2 [ e || — Ow(t) +ip*(t, z, D)v(t)||_.dt
0 <€kT

<2 /H—ﬁtv)ﬂp(t:rD) J|_odt = /||h )|,

wobei h(t) :== —0w(t) + ip*(t,x, D)v(t). Da v € D(R™™), sind alle beteilig-
ten Integrale endlich. Also ldsst sich v(t) durch eine Sobolevnorm von h(t)
abschétzen. Das bedeutet

sup [[o()]|—s < 267 / R(0)]] . (2.11)

te[0;7T)

T
Auch [ (u(t), h(t)) dt ldsst sich ebenfalls durch eine Sobolevnorm derselben
0

Ordnung von h(t) abschétzen:

I/T 1)) dt] = I/T t)) dt + (g,v(0)) |

1§7/Hf(t)\ls\|v(1f)|!sdt+\LqHsHv(O)Hs
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< sup (fo(o)|-.) /W°Hm+mn 212

te[0,7]

Der Ubergang zum Supremum ist moglich, da v einen kompakten Tréiger hat
und die Abbildung t — ||v(t)||_s stetig ist.

Da nach Voraussetzung f € L'((0;t), H*(R")) und g € H*(R") sind, muss
T

J11f(®)]]sdt + ||g]|s durch eine positive von s abhéingige Konstante ¢ nach

0
oben beschrankt sein. Daraus folgt

|/ wwcwpn|h<<c/m e
te(0, T

wobei C' = ce?FT,

Betrachte nun das Funktional 7, das auf dem Bildraum B von 0, +ip(t, x, D)
folgendermaflen definiert sei:

B C LY(0;T), H*(R") — C

h— n(h / B) dt + (g, v(0))

7 ist wohldefiniert, denn

7 ist additiv, da sowohl innere Produkte als auch Integrale additiv sind. Des-
weiteren gilt wegen (2.10) n(uh) = mn(h). Wegen (2.12) ist auBlerdem |n(h)|
durch eine Sobolevnorm beschrankt. Also ist 1 ein stetiges konjugiert linea-
res Funktional. Damit sind die Voraussetzungen fiir den Fortsetzungssatz von
Hahn-Banach erfiillt. Eine Formulierung sowie ein Beweis hierzu finden sich
in [7], Satz 36.1. Daraus lésst sich schlussfolgern, dass sich das Funktional
n, das auf einem Teilraum des normierten Raumes L' definiert ist, auf ganz
L' erweiterbar ist. Dabei bleibt Abschitzung 2.11 giiltig. Der Dualraum von
L'(R™) ist der Raum L*°(R™), und der Dualraum von H*(R") ist wegen Satz
1.7 der Raum H*(R"). In [12], Theorem 8.20 wird allgemein bewiesen, dass
dann (L*((0,T), H=*(R")) = L*=((0,T), H*(R") gefolgert werden kann. Also

Ju € (L'(0;T), H*(R")) = L*((0;T), H*(R"): n(h) =/<U(t)ah(t)>dt~
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Geht man die im Beginn des Beweises vollzogenen Rechnungen noch einmal
durch, so sieht man unmittelbar, dass dieses u die Pseudodifferentialgleichung
(2.9) im distributionellen Sinn 16st, also

/(&u(t) +ip(t,x, D)u(t),v(t)) dt = / (f(t),v(t))dt Yv e D([0,T] x R™).
Das bedeutet

dyu+ ip(t,z,D)u= f in D'((0;T) x R").

Damit sind nur noch die im Theorem angegebenen Regularitéiten zu zeigen.
Sei dazu vorldufig f € S(R™™!) C L'((0,T), H*(R")). Nach Satz 1.18 impli-
ziert u € L>((0,T), H*(R™)), dass p(t,z, D)u € L>((0,T), H*~(R")) gelten
muss Deshalb folgt wegen S C L>((0,T), H*~'(R"))
O = f —ip(t,z, D)u € L=((0,T), H* 1 (R™)).
~————
eLe
In [16], Theorem 9, wird gezeigt, dass daraus v € C([0,T], H*~}(R")) folgt.
Das bedeutet aber wegen Satz 1.18 wiederum p(t, z, D)u € C([0,T], H*2(R")).
Daher ist dyu € C([0,T], H**(R")) und somit u € C'([0, T], H*"*(R")).
Damit muss u auch die Energieabschitzung (2.6) erfiillen (ersetze dort s
durch s+2).
Wiéhle nun fiir beliebiges f € L'((0,T), H*(R")) 2 S(R"™') und g € H*(R") D
S(R™ zwei Folgen f, € S(R"™!) bzw. g, € S(R"), sodass

T
/ 1£(E) — fult)]]sdt — 0 sowie [lg — gulls. — 0 (1 — oo)
0

Zu jedem f, € S(R"*) bzw. g, € S(R™) erhélt man ein u,, € C*([0, T], H*™(R")),
welches das Cauchyproblem
atun + Zp(tu xz, D)un = fn
un(0) = gn.

16st. Fiir zwei beliebige hinreichend grofie natiirliche Zahlen m und n gilt
daher

(2.13)

O (un — um) + ip(t, 2, D) (tn = tm)|| = |[fn = frl] = 0
[|1n(0) = um (0)|| — 0.
Wegen der Energieabschiitzung (2.6) muss u, eine Cauchyfolge im vollstéandi-

gen Raum C([0, 7], H*(R") sein. Der Grenzwert u dieser Folge ist die gesuchte
Losung. O
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2.9 Korollar:

Falls im Cauchyproblem (2.4) die Daten f = 0 und g € H>*(R"™) gegeben
sind, ist die Lésung uw € C*([0,T), H*®(R"). Fiir festes t € [0,7] ist daher
u(t,-) € C*(R")

Beweis: Da nach Voraussetzung fiir jedes s € R die Energieabschétzung (2.6)
gelten muss, folgt

sup e *[u(t)||s <|lglls Vs € R
te[0,7

Daher ist nach Theorem 2.8 u € C([0,7], H*(R") und wegen f = 0 folgt
aus Satz 1.18

O = —ip(t,x, D)u € C([0,T), H*(R™)) = u € C'([0,T], H>*(R™)).O



Kapitel 3

Colombeau-Algebren

Dieses Kapitel gibt eine kurz gehaltene Einfithrung in die Theorie der Colombeau-
Algebren. Der Grund fiir die Einfithrung dieser Funktionenalgebra war, dass
bei der Multiplikation von Distributionen Widerspriiche entstehen, wie ein
Beispiel spéater zeigen wird, und daher eine Algebra etabliert werden muss-

te, in der die Multiplikation den {iiblichen Regeln einer Differentialalgebra
gehorcht und andererseits Distributionen darin eingebettet werden konnen.

In dieser Arbeit wird nur auf die Definition und grundlegende Eigenschaf-
ten eingegangen, fiir weitere Informationen ist beispielsweise [1] oder [11] zu
empfehlen.

3.1 Die Colombeaualgebra
3.1 Definition:

Eine Differentialalgebra A ist eine Algebra von glatten Funktionen, auf der
sich ein Differentialoperator 9 mit folgenden Eigenschaften definieren lésst:
Fiir jedes a € Njj und f € A sowie g € A gilt:

(i)o“fe A

(ii) 0*(kf) = ko*f VkE € R

(iii) 0“(f 4+ g) = 0“f + 0%g (Summenregel)

(iv) 0*(fg) = >_ (g)@ﬁf - 0°7Pg (Leibnizregel)

Bla
Das folgende Beispiel soll zeigen, dass die Distributionenrdume S" und D" kei-
ne kommutative Differentialalgebra im Sinne der Definition 3.1 sein kénnen.

33
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3.2 Beispiel:

Betrachte in R die beiden temperierten Distributionen

H(z) ::{1fura:>0

. (Heavisidedistribution)
Oftirz<O

0:5—=R, (0,p) =p(0) Vo € S (Deltadistributon).

Sei ¢ € S. Aus der Definition der Ableitung von Distributionen folgt (hier
kann das reelle Skalarprodukt verwendet werden)

[e.o]

(H.)=~(H¢) == [ ¢ @itz =@l = 0(0) = (5.0).

0

Damit gilt H = ¢ im distributionellen Sinn.
Multipliziert man H(x) € L*>°(R) punktweise mit sich selbst, so ergibt sich
H™ = H VYn € N. Daher folgt unter Anwendung der Leibnizregel

§=H = (H* =2HH =2H§ = 2H6=9§
und ebenso
2HS = (H*) = (H®) =3H?H =3H?)=3H§ = HJ=0.

Bei Anwendung der iiblichen Regeln fiir Differentiation und Multiplikation
von L*°(R)-Funktionen miisste damit 6 = 0 gelten, was aber nicht der Fall
ist. Daher konnen in S" und analog in D’ nicht alle Axiome einer Differen-
tialalgebra gleichzeitig giiltig sein. Dieses und einige weitere Beispiele finden
sich in [3], Kapitel 1.

Dasselbe Problem bekommt man auch in H~>°(R). Es gilt 1 = §, weil

<L@L@”@¢%—/@@Me—/é“ﬂoﬁ—wm%%&w.

Wegen des Inversionssatzes 1.4 (i) muss 0 = (27)" sein. Daraus folgt § €
H*(R) Vs < —3, da \(€)* € L? Vs < —3. Wegen Bemerkung 1.6 (iv) muss
daher H € H*(R) Vs < % sein. Also sind H und § jedenfalls H~°°(R)-

2
Distributionen. O
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3.3 Definition:

Seien u. € H*(Xrp) Ve € I := (0,1] mit Xr := (0,7] x R™.

(i) Ein Netz (u.)e solcher H*-Funktionen heifit Regularisierung. (Grundle-
gendes iiber Netze findet der Leser beispielsweise in [14], Seite 249ff.)

(ii) Die Menge Eyz2(Xr) der moderaten L*-Regularisierungen ist definiert
durch

Enrp2(Xr) = {(ue)e € (H®)" :Va € Ny Ip > 0: [[0%4|lo = O(e P)(e — 0)} .

Hierbei handelt es sich um jene Regularisierungen, die beziiglich der L*-
Normen mitsamt ihren Ableitungen hochstens polynomial divergieren. Dabei
darf p von der Ableitungsordnung a abhéngen.

(iii) Die Menge Np2(X7) der L?-Nullregularisierungen ist definiert durch

Np2(X7) = {(ue)e € Epr2(Xr) : Vg >0 Vo € N§ @ |0%||o = O(e?)(e — 0)}.

Die Nullregularisierungen sind also jene moderaten Regularisierungen, die
zusammen mit ihren Ableitungen beziiglich der L?-Norm schneller als jedes
Polynom gegen 0 gehen.

3.4 Definition:

Sei A eine Algebra und J eine Teilmenge von A, welche eine additve Unter-
gruppe von A bildet. J heifit ein Differentialideal in A, wenn zusétzlich gilt:
(i) Va € AVj e J folgt aj € J (Ideal)

(ii) 0%j € J Vj € J Abseits von Differentialoperatoren konnen Ideale auch
iber Ringe definiert werden. Da mithilfe von (i) bereits eine Multiplikation
in J definiert ist, muss ein Ideal in einer Algebra muss bereits selbst eine
Algebra sein.

3.5 Satz:

Definitert man alle Operationen in Ejy2(Xr) und Np2(Xr) komponenten
weise fiir jedes €,s0 wird

(i) Earz2(Xr) zu einer kommutativen Teildifferentialalgebra von H>(Xr)?
(ii) Nz2(X7) zu einem Differentialideal in Eyy r2(X7).

Beweis: (i) Die Giiltigkeit von Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivge-
setzen fiir Addition und Mulitplikation ist offensichtlich. Weiters iibertragen
sich alle Eigenschaften aus Definition 3.1 direkt durch deren Giiltigkeit fiir
H-Distributionen. Daher bleibt lediglich zu zeigen, dass die Moderatheits-
abschétzungen auch fiir Summen und Produkte giiltig sind.
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Seien dazu (uc). € Eyp2(Xr) und (ve)e € Enz2(Xr). Es folgt
(ue)e + (Ue)e € EM,L2 (XT)7 weil

10%(ue +vo)llo < [10%uello +110%vello = O(77) + O(e77) = O(e™ ™).

Fiir die Multiplikation gilt

o eibniz 04 —
110%(ueve) |0 “= || > (6)6%58 Pvello <

B

Z (a) 110%uc]|o ||0° P vcl[g = O(e7P7).

pra =0(er)  =0(c1)

Die letzte Abschitzung gilt V3 < «, damit ist (ue)e(ve)e € Enrr2(Xr), was
(i) beweist.

(i) Sei (ue)e € Enrr2(Xr) sowie (ve)e € Np2(Xr). Es folgt direkt aus Defi-
nition 3.3, dass auch 0%(v.)e € Ni2(Xr) Va € Nj. Eine leichte Modifikation
obiger Rechnung ergibt

10wy < 3 (O‘) 16%u,[o [0 Pelo = O(e ).
B) —~———

fa —O(e-?)  =O(e4)¥q

Diese Abschitzung muss von einem beliebigen nichtnegativen p und von allen
nichtnegativen q erfiillt werden. Deshalb kann die Zahl —p-+ ¢ alle natiirlichen
Zahlen annehmen (wéhle einfach ¢ = p+k, um das Resultat fiir eine beliebige
Ordnung k € Ny zu beweisen). Somit ist (ii) gezeigt. O

3.6 Beispiele:

(i) Sei € € (0,1]. Das Netz (uc)e mit ue = % f(¢,z) fiir k> 0 und
0 # f € H®(Xr) ist eine moderate Regularisierung, jedoch keine Nullregu-
lariserung. Es gibt ein C' > 0, sodass

C
10zucllo < 5 = O(e™) (e —0).

Damit erfiillt u. die Moderatheitsabschiatzungen. Offensichtlich ist fiir positi-
ves k lim e = 0o, womit es sich um keine Nullregularisierung handeln kann.

(ii) Sei ue = e« f(t,x) (f(t,,) wie vorher), dann ist u, eine Nullregularisie-
rung. Denn es gilt
1
[|0%ucllo < Ce™ <.
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Um zu zeigen, dass e« schneller als jedes Polynom konvergiert, kann man
die Regel von 1'Hospital verwenden. Sei dazu ¢ € Ny. Dann ist

e

o=

1 — x4 q!
lim lim = lim — = lim — =0.
e—0 €4 z—oo 14 r—o00 % r—o00 e’

T=€"

Desweiteren erfiillt u. die Moderatheitsabschétzungen fiir £y 12, da

=

€

. e
lim
e—0 ¢ P

Das ist richtig, weil der Zahler des Bruches gegen 0 und der Nenner gegen oo
strebt. Also ist (uc). € Npe.

3.7 Definition: (Colombeau-Algebra)

Der Quotientenraum
Gr2(Xr) = Enr2(Xr)/Nr2(Xr) (3.1)

wird als L?-Colombeaualgebra bezeichnet. Die Objekte dieses Raums hei-
Ben verallgemeinerte Funktionen. Die in Gleichung (3.1) gegebene Definition
stammt aus [4] und ist eine Abwandlung der urspriinglichen Definition der
Colmbeaualgebra, wie sie beispielsweise in [1] gegeben wird. Zwei verallge-
meinerte Funktionen werden als gleich angesehen, falls ihre Differenz eine
Nullregularisierung ist. Formal:

Vu € Gr2(Xr) Yo € Gr2(Xr) git u=v < wu—v € Npe.

Jede Klasse solcherart gleicher verallgemeinerter Funktionen ist eine Aqui-
valenzklasse und wird in der Form [(uc)] geschrieben. Ein Vertreter einer
Aquivalenzklasse nennt man einen Représentanten.

3.8 Bemerkungen:

(i) Da fiir jedes Netz (uc). € Eprr2(Xr) auch ue € C*(R™ x [0, T) (Glattheit
im abgeschlossenen Zeitintervall) ist, folgt, wie in [15] erldutert wird, dass
(ue(0,-))e ein wohldefiniertes Element in E)y r2(R™) ist.

(ii) Sei p € S(R™) ein Glattungskern (englisch: mollifier) mit

/p(x)dx =1, /a:kp(x)dx =0 Vk > 0.

Rn Rn
Sei weiters p(z) := e "p(%). Dann kann mittels der Faltung

t(w) = [(w * (pe))e], wobei w € H™(R") (3.2)
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der Distributionenraum H~*°(R") als Teilraum in G2(R") eingebettet wer-
den. Diese Einbettung macht H>°(R") zu einer Teilalgebra von G2(R"), d.h
f € H*(R™) kann als Représentant von [(f).] angesehen werden. Dieses Re-
sultat wird in [15], Theorem 2.7(ii) bewiesen. Dasselbe funktioniert genauso
fir X statt R™.

3.9 Definition:

Unter einer regulédren verallgemeinerten Funktion v = [(u).| versteht man
eine verallgemeinerte Funktion, deren Représentanten zusétzlich folgende Ei-
genschaft besitzen:

dp >0 Vae Ny : ||0fucllo=0(?) (¢ —0). (3.3)

Die Menge aller reguliren verallgemeinerten Funktionen wird mit G5 be-
zichnet. Es ist zu beachten, dass diese Definition nicht identisch mit der
Definition von E,; ;2 ist, die Stellung von p und « ist vertauscht.

Ist ue = w * p, fir ein v € H*®, so erfillt u. wegen 0%u, = 0%v * p. die
Abschéatzung (3.3) fiir p = 0.

3.2 Verallgemeinerte
Pseudodifferentialsymbole

3.10 Notation:

Sei p e C®(R" x R"), m € R, A(§) = /1 + [£]2 und (o, ) € N2". Definiere
nun folgende Halbnormen:

cng(p) = sup  AE)|020lp(x, )| (3.4)
(z,§)ER?™

m = max ¢ . 3.5

Qk,z(P) \a|§k,|)ﬁ(\§l a,ﬁ(p) (3.5)

Diese Halbnormen sind endlich, falls p ein Symbol der Ordnung m ist. Han-
delt es sich ferner um ein in der Zeitvariable glattes Symbol, also p(t,z, )
mit p € C*(]0,7T],S™), so definiere die Halbnormen

™ (p) := max sup ¢y (p(t,-,-)). 3.6
Fualp) = o s Ol ) (3

Diese Halbnormen werden im vierten Kapitel abgeschétzt.
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3.11 Definition:

Sei € € (0, 1]. Unter einem verallgemeinerten Symbol der Ordnung m versteht
man ein Netz (p.). mit p. € S™(R") und

Vk € NoVl € Ny 3N € Ny, sodass gy (p.) = O(e ™) (e — 0). (3.7)

Ein verallgemeinertes Symbol mit Parameter t ist eine Familie (p.(¢,z,&)).
mit p. € C*°([0, 7], 5™), deren Halbnormen die Moderatheitsabschatzungen

Vj € NoVk € NoVl € Ny 3N € Ny, sodass Q7% (p.) = O(e ™) (¢ — 0)

erfiillen.

Ein Beispiel dieser Symbolklasse erhilt man leicht, indem man p, = Z (tf,g)
fiir ein beliebiges p € C*°([0,T7], S™) wéhlt, da (3. 8) direkt aus der Symbol—
definition folgt.

3.12 Definition:
Sei (ue)e € Enr2(Xr) sowie p. € C([0,77,5™). Die lineare Abbildung

P:Gr:(Xr) — Gr2(X7)
(u6>6 - (pe@,l‘, D)Ue)e

wird als verallgemeinerter Pseudodifferentialoperator der Ordnung m mit
dem zugehorigen verallgemeinertem Symbol (p.(t, z, £)). bezeichnet. Fiir fes-
tes € € (0,1] entspricht dieser Operator dem in Kapitel 1, Definition 1.14
definierten klassischen Pseudodifferentialoperator. Wegen Satz 1.18 und auf-
grund der Glattheit in t gilt fiir jedes feste € € (0, 1]

de>0: ||pe(t, z, D)uello < cel[te] | m-

Die Konstante c, ist selbst moderat, falls (p(t, z,&)). moderat ist. Das lésst
sich beispielsweise durch eine Analyse des Beweises von [9], Satz 2.7 verfizie-
ren. Damit folgt fiir die Operatornormen von p(t, x, D)

30, k,1) € Ny [10;07pe(t, z, D)llop < QFi(pe)-

Daher iibertragen sich die Moderatheitsabschéatzungen direkt von u, auf p.u..
Das bedeutet, dass sowohl moderate Regularisierungen in moderate Regula-
risierungen als auch Nullregularisierungen in Nullregularisierungen abgebil-
det werden. Damit ist der zugehorige Operator P auf jeder Aquivalenzklasse
[(ue)e] wohldefiniert.
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Kapitel 4

Das verallgemeinerte
Cauchyproblem

Analog zu Kapitel 2 wird es erneut um das Cauchyproblem fiir einen hy-
perbolischen Operator erster Ordnung gehen, diesmal allerdings in verallge-
meinerter Form. Konkret widmet sich dieses Kapitel dem folgenden Problem,
welches ebenso wie der Existenzsatz fiir die Losbarkeit in [4] zu finden ist. Die
dortigen Beweismethoden haben wesentlichen Einfluss auf die Bearbeitung
dieses Kapitels.
8tu+zPu:f1nXT:R”><(O,T] (41)
u(0) = g. '
Hierbei ist
P GLQ(XT) — GLQ (XT)
[(ue)e] — [(ipe(t, z, D)ue) -
ein verallgemeinerter Pseudodifferentialoperator 1. Ordnung, dessen verallge-
meinertes Symbol (1. Ordnung) mit Parameter ¢ € [0, T] durch (p.(t,z, D)),
gegeben ist. Die Daten sind f € Gr2(X7r) sowie g € GL2(R").
Damit es sich bei @ := J; + i P um einen verallgemeinerten hyperbolischen

Operator handelt, muss analog zu Definition 2.2 zusétzlich angenommen wer-
den, dass 3p; . € C*([0,T], S?) reellwertig und Ipy,. € C>°([0,T7], S°) mit

Pe = P1e + Poe Ve € (0,1]. (4.2)

Unter der Annahme der Stetigkeit in der Zeitvariable t ldsst sich die Be-
rechnung des adjungierten Operators in Abschnitt 1.13 analog fiir p.(t, x, D)
durchfithren. Wegen p; . = P ist (4.2) in Analogie zur Definition 2.2 dqui-
valent zu der Annahme

pe(t,x, D) — p(t,x, D)* € C*°([0,T7], S°). (4.3)

41
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Bevor Aussagen iiber die Losbarkeit von (4.1) gemacht werden kénnen, muss
zur Vorbereitung eine zum Ergebnis in Kapitel 2 &hnliche Energieabschitzung
gezeigt werden. Zur Vorbereitung darauf werden zwei Ungleichungen, die im
folgenden gebraucht werden, bewiesen.

4.1 Lemma: (Ungleichung von Peetre)

1+ |z/?

Ve e R" Vy € R" Vt € R gilt (1_Hy|2

)t < 201+ [z — gy

Beweis: Durch Setzen von z — y = z ist diese Ungleichung dquivalent zu

1+ |y + z|?

) <2

(

AuBerdem muss wegen |z —y| = |y — x| die Ungleichung richtig bleiben, wenn
man auf der linken Seite den Kehrwert bildet. Die Anwendung elementarer
Rechenregeln sowie der Ungleichung von Cauchy-Schwarz liefert

L+ y+zP =14y + 2P +2 <y, 2 >< 1+ [yl + |2 + 2|y]|]
<142y + 2|2 < 24 20yl* + 22> + 2ly| 2> = 201 + |y*) (1 + |z]?).

Durch Umformung und Riicksubstitution x = y + 2 ergibt sich

1+|x|2 9
<2(1+ |z — .

Fir t > 0 kann wegen der Monotonie der Potenzfunktion direkt auf die
Giiltigkeit der Ungleichung geschlossen werden. Fiir ¢t < 0 ist [t| = —t > 0
und es folgt

1+ |z|?
1+ [yl?

1+ |yl
1+ |z)?

( )t = ( )—t < 2\t|(1 + |z — y|2)|”.D
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4.2 Ungleichung von Gronwall:

Seien [a,b] C R, u,v : [a,b] — R sowie w : [a,b] — R* stetig, sodass
t

u(t) <wv(t) + /w(s)u(s)ds.

Dann folgt V¢ € [a, 0]
t t
u(t) < w(t) + /v(s)w(s) exp(/w(a)da)ds. (4.4)
Ist zusétzlich v monoton wachsend, verschérft sich die Ungleichung zu
t
u(t) < v(t) exp( / w(o)do). (4.5)

t t
Beweis: Setze y(t) = exp(— [w(o)do) [w(s)u(s)ds. Diese Funktion ist als

Parameterintegral differenzierbar. Nach Verwendung von Kettenregel, Pro-
duktregel und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

t t t

/

y (1) :exp(—/w(a)da)(—w(t))/w(s)u(s)ds—l—w(t)u(t) exp(—/w(a)da)

<u(t)
Nun wird die entstandene Ungleichung von a bis t integriert, wobei das Re-
lationszeichen erhalten bleibt.

t t s

/y’(s)ds = y(t) —y(a) < /v(s)w(s) exp(—/w(a)da)ds (*) .
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t s t t t
(%)

< [ e [w@do)ess( [ wie)do) = [ vlopuis)exp( [ w(o)do),

a a a a S

was (4.4) beweist. Sei nun v eine monoton wachsende Funktion, d.h.
v(s) < w(t) Vs < t. Dann folgt

t t
(4.4)

u(t) < v(t) —|—/v\(f_)/w(s) exp(/w(a)da)ds
a <o) s

t t

<o)+ [ ws)exp( [ wio)do)is

=o(t)(1 — exp(/w(a)da) + exp(/w(a)do)) = v(t) exp(/w(a)da).

t a a

Damit ist auch (4.5) gezeigt. O

4.1 Die Energieabschitzung

4.3 Satz:

Sei Q := 0, + ip(t,x, D) mit p € C*([0,T], S'). Dariiberhinaus erfiille fiir
e € (0, 1] das zugehorige Symbol p(t, x, &) die Hyperbolizitdtsannahme (4.2)
bzw. (4.3). Sei weiters v € C([0,T], H'(R")) N C*([0, T], H°(R™)). Dann ist
f = Qu € C([0,T], H°(R™)) und es gibt ein positives C , sodass die Ener-
gieabschéatzung

@G < Nu(OIE+ [ dr+ C(1+ Qs (o)
0 (4.6)

t
+Qé,kn,ln(p1)0f lu()II§ dr

gilt. Die Konstanten C, k,,l,, k.l sind unabhiingig von u und hingen nur

ny'"mor¥n

von der Dimension n ab. Im Detail kann, wie sich im Beweis herausstellen

wird,
e e Komi e 2

1
2 J+
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gewahlt werden.
4.4 Bemerkung:
Falls p(t,z,£) € R, kann der Term Q()k 7

Beweis (4.3): Zerlege den reellwertigen Anteil in p; = 2 1+p e Y S p ==L, Der erste
Summand ist daher selbstajdungiert. Fiir die Ableitung der Sobolevnorm gilt

d
Zllu®)llg = 25 (Dpu(?), u(t)) =

. (po) in (4.6) weggelassen werden.

— 2R (f(1), u(t)) — 2R (ip(t, x, Dyu(t), u(t)) " ="
— 2R (f(1), ult)) + 25 (p(t, z, D)u(t), u(t))
= 2R (f(t),u(t)) + 23 {po(t, x, D)u(t), u(t)) +

S ((p1 + p1)(t @, D)u(t), u(t)) + S ((p1r — pi)(t; @, D)u(t), u(t)) ).
Da fiir reellwertiges p(t, z, €) klarerweise S (po(t, x, D)u(t), u(t)) = 0 ist, ist
damit Bemerkung (4.4) erledigt.
Da weiters fiir selbstadjungierte Operatoren A die quadratische Form (Az, x)
stets reellwertig ist (siche [7], Satz 29.4), ist
S{(p1 + py)(t, z, D)u(t),u(t)) = 0. Durch Anwenden der binomischen For-
mel auf den ersten Term und der Ungleichung von Cauchy-Schwarz auf die
restlichen Terme von (*) ergibt sich die folgende Abschitzung;:

d
@IS < [1F@1G + [u®Ig + 2llpo(t, 2, D)llopllu(®)]]g
H|(pr = p)(t 2, D)llop|[u(t)][5 =
d

Il < 1 Oll6+ (1 +2llpo(, 2, D)llop +11(p1 = p1)(E 2, D)llop)l|u(®)] 5.
(4.7)
Hierbei ist mit || ||o, die L?-Operatornorm gemeint. Die beiden oben auftre-
tenden Operatornormen sind endlich, da ihre Symbole nach Voraussetzung
bzw. Annahme (4.3) Ordnung 0 haben. Ein allgemeiner Beweis hierzu findet
sich in [6], Theorem 18.1.11.
Als néchstes werden diese Operatornormen abgeschétzt. Sei dazu
bi(t,x, D) = pi(t,z, D) — p1(t, z, D)*. In weiterer Folge wird auf die explizi-
te Angabe der Zeitabhéngigkeit verzichtet, da aufgrund der Stetigkeit in der
Zeit fir jedes t € [0, 7] eine gleichméfige Abschitzung gilt. Laut Abschnitt
1.13 hat die Adjungierte pi(t,z, D) die Form

pi(z, D)u (2m)” // " py (y, n)uly)dydn

R™ R®
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= (2m) " / / / MYy (y, m)a(€) dE dydn.
R" R® R®
Dieses Integral ist im oszillatorischen Sinne konvergent (siehe [5], Theorem
2.23) und kann nach Anwendung des Satzes von Fubini mit Hilfe der Trans-
formation n — 1 + £ in der Form

(2m) " / e a(€) (2m) " / / M0 (g T &) dydn dé

R™ R® R™

J

~~

=pi (,€)
geschrieben werden. Nach dem Satz von Taylor mit dem Restglied in Inte-
gralform mit dem Entwicklungsmittelpunkt £ ist
1

p(y,§+n) =my.&+ /n(?gpl(y, L&+ On)do.

0

Damit folgt

(27)"pi(w,&) = (2m)™" / / e Wp, (y,n + &)dydn

R™ R™

/ / @y, €)dydn + / / / (=) ndepy (y, € + On)dydnd

R R™ R” R

Taylor+Fubini

- / e F(p1(y, €))(n)dn + / / / i0, (e ) epy (y, , € + On)dydndd

= (2m) pl(x &)+ (2m)~ ///2(9 e 8§p1(y,,§+9n)dydnd9

0 Rn Rn
Integriert man den letzten Term partiell nach der ersten Variable, so ergibt
sich

1
pi(x, &) = pi(x,§) + (2m) " / / / e""@‘”axagpl (y, € + On)dydndd ymzhy

0 R™ Rn®

1
=pi(@, &) + (2m) " / / / e~ 0,0:p1 (x + y, € + On)dydn db.

0 R™ Rn»

-~

=Te (t,:E,&)
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Also hat das Symbol des Operators by (¢, z, D) wegen py (¢, z,£)—p1(t,x,&) =0

die Darstellung
1

bi(t,z,€) = —i/rg(t,x,g)de (4.8)

Zur Abschétzung von ry bendtigen wir folgende Regel:
4.5 Lemma:
n n . 1 - AU —1 —1
Vy e R" Vn e R" Vu €N gilt (-——2) (e ") ="
1+ 1yl
Beweis:
Ay(e™™) = V(Vy(e™™)) = V(e ™(=iy)) = e ™ (=[y|*) . =
(L=Ap)Ee™) =1 +[y*)e™) . =

(1= Ap)(e™™) = (14 [y[*)"(e™™™).

Division durch den von 7 unabhéngigen Faktor (1+]|y|?) liefert das gewiinsch-
te Ergebnis. O
Wegen Lemma 4.5 lésst sich r¢(¢, x, &) in der Form

m) [ [ e L ) (= A 0.0+ 9 € Om) dud

J

-~

R™ R™ =59 (t,2,£;y,m)

schreiben, wobei sy fiir 4 > % L'-integrierbar ist. Nun gilt V¢ € [0, 7]

10507 s0(t, 2, & y.m)| = 070 [(L+1y[*) (1= Ag)* (0:0epi (8,2 + y. €+ I)]I-

= (L4 [y ™05 (1 = Ay)Y'pult.a + g, € + 6.

Die hochsten vorkommenden Ableitungsordnungen sind || 4+ 1 in der ersten
und wegen des Laplace-Operators |3| + 1 + 2u in der zweiten Variable. Da
nach Voraussetzung p;(t,z,€) € SY(R") Vt € [0, T] und keine t-Ableitungen
vorkommen, ergibt sich fiir sy hinsichtlich der Definition der Q-Halbnormen
in 3.10 die Abschétzung

1-1-[g|—2p

1020250] < a3 Qb japrrsisrion (1) (L + [y (L4 [€ +n2) =

n
p>5>0 _ 18l
2 .

< napQojape a2 (PO + 1Y) (A + €+ 0n)) (4.9)
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Die Konstante ¢, 4 ist unabhéngig von 6 € [0, 1]. Zur Abschitzung von
ro(t, x,&) wird das Integral in 2 Teile zerlegt, wobei sich der erste Teil leicht zu
behandeln ist und beim zweiten Teil partielle Integration und die Ungleichung
von Peetre verwendet wird. Also schreibe

0 ro(t, 2, €) = (2m) 7" / / e ML s (t, x, & y, m)dydn

R 1€l
|77‘§7

-I—/ / e_i"y@f@gs@(t,x,f;y,n)dydn) =1+ I,

R 2] 15!
Falls || < 4, folgt fiir jedes 6 € [0,1]
& _I€
€+ 0] > €] — Bln] > 1] — In| > [€] - !2\ %

Damit folgt aus Gleichung (4.9) wegen des negativen Exponenten von
1+ |€ + On|? unter Beriicksichtigung, dass |e™""¥| = 1,

€]

'““2”)_"/ / Qb ppsrsan) L+ o) (0 BE) Sy
R™ <) &L
2u>n

< Cna ﬁQo laf+1, |ﬁ|+2+n(P1))\(f)7ﬂ-

Wegen Lemma 4.5 ist (A,)%(e™) = (—i)%n/**(e~™¥). Damit ergibt sich
durch 2d-fache partielle Integration

-n (Ay)d —iny a nf part.Int.
|| < (2) W(e 070 so(t, x5 y,m)|dydn ™ =
R > Ll

=1

n le™"] d(Aanb (49)
= (2m) [(A,) (050 so(t, x, & y,m))|dydn <

||
R \nlzlg—‘
B

1—|—|§+97]|)5 4.1

Cron 81 Q0 o 41424, 8141424 (P1) / e dydn <
Sl
2
2‘%‘

rens@ansaagon®) | (I F 1+ i)

1]
|77|27
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Damit das letzte Integral endlich ist, muss 2d > n + || sein. In diesem Fall
ergibt sich

L] < €0 8Q0 o) +18142 1081240 (P1AE) T
Fasst man die letzten Rechnungen zusammen, so ist ry mitsamt allen Ab-
leitungen gleichmiiflig in # € [0,1] abgeschitzt und es folgt V(a, 3) € N2»
Ve € Ny

|3f(9§3?7"9 (t,z,8)] < Cc,a,,@Qi,\an\+2+n,|,8|+2+n(pl))‘(f)_lﬂl‘

Beachtet man noch, dass nach Definition der Q-Seminormen |o| < k und
|B] <1 sein muss, ldsst sich obige Zeile in der Form

101(t, 2, D)|[op < Ck,lQ(l),k+l+2+n,lc+2+n(p1) (4.10)

fiir ein positives Cy,; schreiben.

Zur Abschétzung von pg ldsst sich der Satz von Calderon-Vaillancourt in der
Version, wie er in [10], Chapter 3, Corollary 1.3 formuliert wird, heranziehen.
Dort wird gezeigt, dass

[Ipol| < C;Qg{gjﬂ,[ J+1(P0)- (4.11)

3
Betrachtet man (4.7), (4.10) und (4.11) und die Tatsache, dass aufgrund der

Voraussetzungen an b; und py

Q0 k1(b1 +2p0) < CraQopsrrosnirorn(P1) +2Q0 11 (Po)

gelten muss, so sieht man, dass als Mindestordnungen k = [ = EJ +1 gewéhlt
werden kénnen. Wie man sich durch elementares Rechnen {iberzeugen kann,
ist
n n n
n+2+2(bJ +1)<2(n+2) sowie n+2+ bJ +1< 3(§+1).

Zusammenfassend ergibt das
1+2||po(t, 2, D)llop+|(p1=p7) (t, 2, D)llop < Ca(14+Qg s (0)+Qp1, 1, (P1))

wobei k, =1, = [2] +1 und k, = 2n +4, I, = 3(% + 1) gewihlt werden
konnen. Durch Integration der Ungleichung (4.7) von 0 bis t erhdlt man

[u(®)][2 - [u(0)]2 < / ()| Bdr+

t
O+ Q1 () + Qb (00) [ (),
0

was nichts anderes als das zu zeigende Resultat ist. O
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4.6 Satz:

Seien Q und u wie in Satz 4.3. Zusétzlich sei das Symbol p fiir grofle x
konstant, d.h. 3r > 0, sodass p(t,z,&) = h(t,£) V|z| > r. Dann kann in der
Energieabschitzung (4.6) k, =n+2,1, =1, k, =n+1und [, = 0 gewihlt
werden.

Beweis: Sei x € D(R") eine Abschneidefunktion (englisch: cut-off) mit

0 < x <1und x(z) =1 fiir |z|] < r. Derartige Funktionen gibt es, in [3],
0.31 wird eine Konstruktionsanleitung gegeben. Dann gilt

P(tflf’f) —p<t,$,€) :po(t,l',f) _pO(twrag) =

— (@) (polt,2,€) — polt,2,) +(1 — x(2)) (h(t, ) — AL, E))..
=bo(t2.€) =ho(L€)
Diese Darstellung ist korrekt, da fiir |x| < r nur der erste Term auftritt
und fiir |z| > r sich die Terme, an denen x(x) beteiligt ist, aufheben. Nach
Voraussetzung gilt hy € S°(R™). Damit ist die L>-Operatornorm des zweiten

Terms beschrankt und es folgt

(1 =x(@))ho(t; D)llop < [[1 = x(@)[lz [[hol[ze < 2l|pol[z~-
N——————

<1

Der letzte Teil der Ungleichung folgt aus der Dreiecksungleichung.

Das Symbol by ist ebenfalls von Ordnung 0. Sei By := by(t,z, D) und sei
By := F o Byo F!, wobei F die Fouriertransformierte und F~! ihre Inverse
ist. Aufgrund des Inversionssatzes 1.4 (i) gilt ||Bo||op = (27)~%|| Bo||op- Nun
wird der Kern dieses ,, fouriertransformierten“ Operators berechnet. Sei dazu
f e S’ Es folgt

Bof(t.€) = Fo Bo Ff(t,¢) = F((2m)™" / e b (t, 2, m) F(F 1) (n)dn)

R’I’L
= F(2n) " [ e tttan) s = @0 [ ey w0 fodnds,
R™ R” Rn
was nach dem Satz von Fubini umgeformt werden kann zu

= (2n) [ ([ ety )i
R" R®
Daher hat der Integralkern K die Form
Ko(t,€,m) = (27T)_”/6_i(£_”)zbo(t,w,n)dﬂc = 2m) " F(bo(t, -, m))(§ — ).

- (4.12)
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Weil supp (b) nach Voraussetzung kompakt ist, ist Ky € C°([0, 7] x R?").
Betrachte nun den im Beweies von Satz 4.3 definierten Term 7y, dieser war

7‘9('[5, xz, 5) = /\/e_myaxagpl (t, T+ Yy, 6 + gn)d'yd?’] x—l—%:z

R® R

= / / e e 0,0ep1(t, z, & + On) dzdn = / e F(c(t, -, & +nd)(n)dn.

~~
R™ R 5:C(t727§+97]) R7

Damit lasst sich ry schreiben in der Form

ro(t, @,6) = F Lo (Fle(t, -, € +10))(n)). (4.13)
Nach Voraussetzung hat auch ¢(t, z,{) mit { := £ + 0n seinen Tréger in
{z 1 |2| < r}. Definiere analog zu vorher die Operatoren Ry := ry(t,z, D)

sowie Ry := F o Ryo F~!. Der Schwartzkern dieses Operators berechnet sich
auf genau dieselbe Weise wie in (4.12) und das Ergebnis lautet

(4.13),1.4(3)

Ko(t, &) = (2m) " F(ro(t, -, m)(€ =)
(2m) = F(e(t, - n + 00§ —m))(E —n).

Aus den Gleichungen (4.12) und (4.14) erkennt man, dass die Symbole by
und c jeweils einen glatten Kern von der gleichen Struktur besitzen. Damit
lassen sich beide Integralkerne und damit die Operatoren By und Ry simultan
abschétzen. Dazu schreibe

K(t,€&,n) = (2m) "F(d(t, -, f(&m))(E —n).

Hierbei ist d ein glattes Symbol von Ordnung 0 mit Parameter t sowie kom-
paktem Triiger und f : R*® — R" eine in £ und 7 lineare Abbildung. K (¢,&,7n)
ist L'-integrierbar und es gilt

(4.14)

1R emlds = @m [ 1Bt fem)ie - mlg T

— (2m)" / F(d(t, - F(€ +n.0))(E)]de < (2m)" / sup [F (.-, 0)(€)ld¢

/ R (€, m)ldn SE (2m) / F(d(t, - F(E,€ — n))(m)ldn
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<(2n) [ sup|Fd(t. ) wldn. (4.15
g
Sei D := d(t,z,D) der zum Symbol d gehérige Operator, also Dg(t,§) =
K(t,&,m)g9(n)dn Yg € S C L?. Dann folgt aus dem Lemma von Schur 1.21

[1Dgllo < (QW)_”/SFCPIF(CZ(E-,C))(M)dullgllo

R

1Dlloy < (2)™ [ sup [P(a(t.-, )
gn
Um den Beweis zu vervollstidndigen, ist es noch notwendig, den Ausdruck
(4.15) abzuschétzen. Dies geschieht durch eine Vorgangsweise, welche zum
Beweis von [6], Theorem 18.1.11" durchgefiihrt wird. Da supp(d)C {z € R™ : |z| < r},

z|<r

|
de, >0: VB e N /lagd(t,x,f)]d:v < epr™|0gd(t, -, E)|| L = C(r,n).

R’ﬂ
Fiir v € S berechnet man

F(d(t,z,D))u(t,n) = (27?)_”/6_”79”/eigrd(t,x,ﬁ)ﬂ(f)dfdx

R" R

= (271')7" //ei(gn)xd(t, x,£)ﬂ(£)d£dw 5—77;—77

R® R

(2m)" / ( / e (¢, 2, €)dr)i(€)dE = (2m) " / At €, m)i(€)de.

R® Rn R

Fiir den Integralkern A(t, £, n) ergibt sich mittels (n+1)-facher partieller In-
tegration

A& ) =1 [ e d(t, x€)da| = | T ot €)da
I [ e

1 N C(n,r)
< / gt )da] < S
Rn

J/

<C(n,r)



4.2. DER EXISTENZSATZ 93

Aufgrund dieser Abschitzung ist A(t, £, n) beziiglich n L'-integrierbar. Tauscht
man in der obigen Rechnung ¢ und 7 gegeneinander aus, so lasst sich das
gleiche auch beziiglich ¢ folgern. In obiger Rechnung fielen auf das Symbol
d(t,z€) (n+1) Ableitungen in x. Durch erneutes Anwenden von Lemma 1.21
erhéalt man

|1F(d(t, 2, D))ullo < ¢ (n,7)Q4 i1 o(Dllallo =

|F(d(t,z,D))||op < ¢ (n, 7)Q0 ns1,0(d) und daher ebenso
?ug ‘F(d(tv L, 5))‘ é C(n7 T)Qg,n-i-l,o(d)
t,

Erinnert man sich, dass d(t, z, ) stellvertretend fiir die Symbole by(t, z, &)
bzw c(t, z, () stand, und beachtet ferner, dass in c(t, z, () jeweils eine zusétz-
liche Ableitung sowohl in x als auch in £ vorkommt, so erkennt man, dass die
Energicabschitzung (4.6) fiir die Konstanten k, =n+2, 1, =1, k, =n+1,
und I, = 0 bewiesen ist. O

4.2 Der Existenzsatz

Betrachte erneut das Cauchyproblem (4.1), das war

O+ iPu=f in Xy :=R" x (0,7
u(0) =g

mit f € Gp2(Xr) und g € Gr2(R") (wie dort) und einem verallgemeiner-
ten Pseudodifferentialoperator 1. Ordnung P. Fiir € € (0, 1] sei (ipe(t, z, D)),

ein Représentant seines verallgemeinertes Symbols. Wie sich im Beweis des
néchsten Satzes herausstellen wird, muss wegen der Form der Energieabschatzung
(4.6), die nun von € abhéngt, eine zusétzlich Annahme fiir (p.). vorausgesetzt
werden, welche nachfolgend definiert wird.

(4.16)

4.7 Definition:

Ein verallgemeinertes Symbol (p). von der Ordnung m heifit logarithmisch
wachsend (engl. log-type) bis zur Ordnung (k,1), falls

Qoru(pe) = O(log(l)) fiir € — 0. (4.17)

€
Da logarithmisches Wachstum langsamer als polynomiales Wachstum ist,
sind Polynome in € beispielsweise nicht ,log-type®.
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4.8 Theorem:

Sei P ein verallgemeinerter Pseudodifferentialoperator, (p.). sein zugehoriges
Symbol (e € (0,1]) mit Paramter ¢t € [0, T]. Weiters gelte die Hyperbolizitéts-
annahme (4.2), also p. = p1¢ + po.. Sei ferner (p;)e logarithmisch wachsend
bis zur Ordnung (2n + 5,3(5 + 1)) sowie (po,). logarithmisch wachsend bis
zur Ordnung (| 2] + 1, [2] +1).

Dann hat das verallgemeinerte Cauchyproblem (4.16) fiir alle f € Gr2(Xr)
bzw. g € G12(R") eine eindeutige Losung u € Grz(Xr).

Falls das Symbol p. reellwertig ist, sind keine ,, log-type“-Voraussetzungen an
Do, notwendig.

Beweis: Sei (e € (0,1]) fest und seien (f.). und (g.). Repridsentanten von
f und g, also f., g. € H>®(Xr). Das fiir diese Reprisentanten betrachtete
(klassische) Cauchyproblem

atue + ipe(ta xz, D>ue = fe
’LLE(O) = Je

hat fiir jedes ¢ € (0,1] eine eindeutige Losung u. € C*([0,T], H*(R"),
wie in Theorem 2.8 gezeigt wurde. Jetzt muss gezeigt werden, dass dieser
Losungskandidat (u.). € Epyr2(Xr) erfiillt. Wegen Korollar 2.9 muss fiir u,
die Energieabschitzung (4.6) gelten.

Definiere C. := C(1 + ngk“;(po,e) + Qb.x,0, (1)), wobei C, kn, k1, und

I, so wie in (4.6) zu wihlen sind. Setzt man nun in der Ungleichung von

¢
Gronwall (4.5) u(t) = ||uc(t)[15, v(t) = |gellg + [ |1 fe(T)||3dT, w(t) = C. sowie
0

(4.18)

a = 0, so folgt aus der Energieabschétzung (4.6) und der Tatsache, dass v(t)
streng monoton steigend ist,

luc®)Il < (|Ige||§+/||fe(T)|I3dT)€CEt, (4.19)
0

t

da klarerweise f Cedo = Cit.
0

Eindeutigkeit: Da nach Voraussetzung C, = O(log(1)) = ¢! = O(2)

€

Vt € [0, 7] fur € — 0 gilt, muss jede Nullabschétzung im Sinne der Definition
3.3, welche fiir f. und g. Giiltigkeit hat, ebenso fiir u,. gelten. Das bedeutet:
Vg € No: ([[fello = O(e”) A lgello = O(e”)) = [[ucllo = O(e?) (e —0).

Damit ist u nach Definition der Colombeaualgebra eindeutig.
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Existenz: Aufgrund der Moderatheit von f, und g, gibt es wegen (4.19)
ein N € Ny, so dass |u||r2(xp) < T sup ||ue(t)]lo = O(e™Y). Damit miissen
te[0,7
die Moderatheitsabschétzungen nur noch fiir die Ableitungen von u, gezeigt

werden.

x-Ableitungen: Sei o € N™\ {0}. Dann folgt aus (4.16)

09 0ue + 105 (pe(t, T, D)ue) = 0 fe.

Daraus ergibt sich unter Verwendung der Leibnizregel, der Moglichkeit, die
Reihenfolge mehrfacher Ableitungen zu vertauschen (Satz von Schwarz) und
der Zerlegung p. = p1.c + po.e

ata(;ue + Zl)g(t’ Z, D)a?uE + [ Z aa:jpl,e(tv x, D)ag_ejue +

j=1
aj;éO
N 7
TV

::Fs,a

+ Y Dupoc(t,x, D) uc+ ) (a)afpe(t, z, D)3 ue = 0 fe.

j=1 Bla ﬁ
ozj;ﬁO 181>2
Also ist
= . a o
Foo=00fc= Y Oupoc(t,r, D)ISuc— Y ( 3 )afpg(t,x,D)az Pu.

j=1 n<a
;70 [81>2

(4.20)
Hierbei ist e; der j-te Standardbasisvektor des R". Wegen Ungleichung (1.11)
fir s =m =1 gilt

107 pe(t, x, D) uc(t)||o < C1]|05pe(t, z, D)||op||08 uc(t)||x
peest 1BI>2
C1Q0 (2P0 Puc®)|ly < C1Qg 4, 1, (00 ma‘x|l|8;ue(t)llo'

IvI<|e
(4.21)
(Es ist zu beachten, dass x-Ableitungen an der Ordnung eines Symbols nichts
dndern). Der letzte Teil der Ungleichung stimmt wegen (1.11), wenn man die
Ableitungsordnung um eins vermindert. Fiir py . gilt analog

3sz0,5650

||8$]-p0,e(tvx; D)a?_ejueHO S C2Q8’L%+1J’L%+1J (8$].p0,e)||8§‘_efue(t)||o

< C;ngtgﬂjﬂtgﬂj (0z,P0.c) m<a|§‘ 107 ue(t)fo- (4.22)

o]
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Die Konstanten Oy, C}, Cy und Cy héingen nur von n ab.

Setzt man die Giiltigkeit der Moderatheitsabschétzungen von 9Yu.(t) fiir
|7| < || voraus (fiir v = 0 folgt deren Richtigkeit schon aus der Ungleichung
von Gronwall), also

AN >0 [[7uct)llo = O(e™) (e —0),

so folgt wegen den Ungleichungen (4.21) und (4.22) sowie der Tatsache, dass
102 fe|lo = O(e™) nach Voraussetzung gilt, sofort aus (4.20), dass

HFe,aHO <n Hafpe(t,x, D)@‘Z*ﬁue!lo +2le Haa:jp0,6<t7$a D)0y “ucllo + |05 fello

:O(th) =0(e—N) =0(e)

= 3N >0, sodass ||F. 4|0 = O(c ) Va € NI (e — 0).

Betrache nun die Pseudodifferentialgleichung

0; 05 ue + ipe(t, x, D)0 ue + i Z O, P1,e(t, x, D)OY ue = Fq.

Jj=1

a;#0
Setzt man nun v, := 0%u, sowie v.(0) = 9%u.(0) = 03¢, so ergibt sich das
Anfangswertproblem

e + ipe(t,x, D)ve +i > Oppre(t,z, D)07 “ue = F.q
a0 (4.23)
ve(0) = 02ge.

Ahnlich wie im Beginn des Beweises von Satz 4.3 rechnet man

d 2 _
10 DI[E = 2R (Gre(t), vel®))

= 2R <F€,a —ipe(t, z, D)ve(t) — i Z O, D1,(t, , D)@;"_ejug(t),ve(t)>
=

= 2R (F, 0, 0e(t)) + 23 (pe(t, z, D)v (1), ve(t))

+23 < > Oupre(t,z, D) (), U6<t)> .

j=1
ozj?ﬁO

e+t _ pretpi .

Mittels der Zerlegung p. = #5F= + ’%’)Z bzw. p1 e = =5+ pl‘;pie kommt

man analog zum Beweis von Satz 4.3 unter Verwendung der Ungleichung von
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P1,et+D .

5, selbstad-

Cauchy-Schwarz und der Tatsache, dass I%p: ebenso wie
jungiert sind, zur Abschétzung

d x
@I < 1FeaIls + lloc @Il + |lp(t, 2, D) = pe(t, 2, D)llopllvc()][5

+ 3 110,12, D) = (0,1, (2, D) [lopl 108 e (B2 + [l (®)] 3
=

(4.24)

Definiere nun G(0yp1.)(t) := > ||0:p1.e(t, x, D) — 0yp1.(t, x, D)*||0p. Dann
i=1
sieht (4.24) so aus:
d 2 2 a—e; 2
100 < [[Fea®llo + G0apre)(t) |07 uc()llg +
—_———

< max Hﬁgue(t)H%
[vI<lal

(1 +lpe(t, =, D) = pe(t, z, D)*|lop + G(0zpr.e) (1))l [ve(t)]]5-

Wie bereits gezeigt wurde, ist ||F..(t)]lo0 = O(e™Y) sowie [|0Ju.(t)]lo =
O(eN). Weiters ist, wie im Beweis von Satz 4.3 berechnet wurde,

G(O:p1e)(t) < Cp > Qakmln(@gjpl,e) = O(log(%)), da 9,p;. € S'(R™). Eben-
=1

falls im Beweis von Satz 4.3 wurde berechnet, dass, wenn man p. = py .+ po.

schreibt, sich die Abschétzung |[pc(t, z, D)—pc(t, z, D)*||op < C;L(Qg o (Doe)+
Qb.x,.1, (P1,c)) ergibt. Die Konstanten ki, I,,, k und [, sind wie in Ungleichung

(4.6) zu wéhlen. Zusammenfassend bedeutet das, dass fiir € — 0

AN 20 Healt) = |[Fea(®)llg + G(0apr.0) (1) max [10uc )15

vI<led

—0(e M)+ O(log(%))O((—:_N) —0(e ™) = moderat

sowie 3C' > 0 mit 1+ ||p(t, z, D) — pc(t,z, D)*|| + G(0up1.e)(t)

<1+C(Q) y (P0.0) + Qbs, P1) + Y Qb (2ep1)) 1= Ce
_— T/
=0O(log(1)) =0(log(¢)) —0(log(1))

Aufgrund der im Satz gemachten Voraussetzungen ist daher C. logarithmisch
wachsend. Hier zeigt sich auch, warum es notwendig war, vorauszusetzen,
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dass (p1.e)e beziiglich der x-Ableitungen bis zu einer Ordnung hoher logarith-
misch beschréankt als in der Energieabschétzung vorgegeben sei.
Setzt man wieder v, = 0“u,, so erhélt man

d fo ~ a
pril u(t)][5 < Healt) + Cef [0%uc(t)|[5.

Integration von 0 bis t liefert

t

t
10%uc (D)2 < [107uc (0% + / H, o (v)dr + / C.l|0%u.(r)|12dr.
0

0

Durch erneutes Anwenden der Ungleichung von Gronwall (4.5) erhdlt man
analog zu (4.19) Vt € [0, T]

€ €

0701 < (1070 O + [ Hoalr)dr)e®T = Oltog(2))0(7) = O ).

Damit gelten die Moderatheitsabschéitzungen fiir beliebige x-Ableitungen
gleichméfBig Vvt € [0, 7.
t-Ableitungen: Es muss ||9;0%u.(t)|lo = O(¢~)(*) fiir ein passendes N € N
gelten, da alle anderen Terme in Gleichung (4.20) die Moderatheitsabschétzun-
gen erfiillen. Durch Differentiation des Cauchyproblems (4.18) erhdlt man
nach der Produktregel

OPue +i(Ope(t, 2, D))ue + ip (t, x, D)Oyue = O, f..

Da die t-Ableitung nichts an der Ordnung der Symbole und daher an den
Voraussetzungen fiir die Moderatheit dndert, miissen, wie zuletzt bewiesen,

1@epe(t, 2, D))ucllo = O(e™), |lpe(t, z, D)Opucllo = O(e™™) siehe (*),

und |[0, f|lo = O(e™)

fiir ein geeignetes N € N sein. Deshalb ist auch [|02u.(t)||o = O(e™"). Durch
erneutes Differenzieren von (4.18) sieht man sukzessive, dass

IN e N: ||d/uc(t)]lo = O(e™) Vj € Ny.

Bei gemischten Ableitungen treten keine unbewiesenen Félle mehr auf, also
folgt (ue)e € Enrr2, was zu zeigen war.

Aus dem Beweis ist unmittelbar ersichtlich, dass fiir reellwertige Symbole
keine Voraussetzungen an py . notwendig sind. O
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4.9 Korollar:

Falls es ein 7 > 0 gibt, sodass p.(t,z,§) = h(t,§) fir alle x mit |z| > r, so
reicht es aus, dass in Satz 4.8 (py.¢) bis zur Ordnung (n+2,2) sowie (po.).
bis zur Ordnung (n+1,0) logarithmisch beschrankt ist.

Beweis: Diese Aussage folgt direkt aus Satz 4.6. O

4.10 Korollar:

Sei p ein glattes Symbol 1. Ordnung mit Parameter t, d.h. p € C*([0, T]; S1),
also p. = p Ve € (0, 1].

Fiir f € H*(Xr) und g € H>*(R"™) ist die Losung des Cauchyproblems (4.16)
gleich der klassischen Losung.

Beweis: Fiir f unf g kénnen die konstanten Netze (f). und (g). als Représen-
tanten in G2 herangezogen werden. Dann muss aber auch die klassische
Losung u, ein Reprasentant der verallgemeinerten Losung u sein. O

4.11 Definition:
(i) Ein Netz (r¢)e € C heifit schwach skaliert (englisch: slow scale), wenn

1
Vp>0: |r? =0(=) (e —0).
€
(ii) Ein Netz (s¢). heifit logarithmisch schwach skaliert (englisch: slow scale
log type), falls es ein reellwertiges schwach skaliertes Netz (r.) mit r. > 1

gibt, sodass
|se| = O(log(r.)) (e — 0).

4.12 Beispiel:

Ein Beispiel eines schwach skalierten Netzes ist (re)e mit 7. = log(+). Damit

1
re[” = O(log (%)) gilt, reicht es aus, dass lim %

e—0 €

= 0. Der Nachweis erfolgt
mit der Regel von 1'Hospital. Es gilt

_ log? (%) . loglx
lim — =1 )
e—0 < r—00 X
1 1 log?
p=1 lim ngzlimﬁzo = lim ng—OVp<1
r—oo I z—o00 | T—00 €x
1 2 2logx oben log?
p=2: lim 2% — Jim 2 ) lim 22 x:O‘v’p<2
T—00 x T—00 1 Tr—00 X

Weil nach der Kettenregel (log” z)" = ’%Aﬁ gilt, folgt induktiv, dass der
Grenzwert fiir jedes positive p null ergibt. Damit ist
llog(1)? = O(1) ¥p € R*. O
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4.13 Satz:

Betrachte erneut das Cauchyproblem (4.16) mit folgenden &nderungen in
den Voraussetzungen: Seien die Daten f € G%%(Xr) und g € G%3(R") beide
logarithmisch schwach skaliert. Sei weiters das Symbol p. schwach skaliert in
allen Ableitungen, d.-h. Qj; ,(p.) = O(rc), wobei (r¢). ein schwach skaliertes
Netz positiver reeller Zahlen ist.

Dann ist die Losung u ebenfalls in G7%(X7)

Beweis: Da f € G%%(Xr) und g € G%(R™), gibt es eine positive Zahl M,
sodass

1070% f.]|o = O(e™™) und ||0%g||o = O(e ™) Vj € Ny Yo € NI Ve € (0, 1].

Weil Qj.,(pc) = O(r) angenommen wurde, produzieren die im Beweis von
Theorem 4.8 durch Q-Seminormen vorgenommenen Symbolabschétzungen
von p. nur schwach skalierte Faktoren. Daher lasst sich der dortige Beweis
adaptieren und es folgt induktiv, dass

11600%u,]| = O(ree ™) *MH O(eM-1) vj € Ny Ya € NI (e — 0).

Wihlt man N = M + 1, so sicht man, dass v € G75. O

Die Bedeutung des Satz 4.13 liegt darin, dass man unter den oben genannten
Voraussetzungen aus regulédren Daten und einem regulidren Symbol auch eine
regulére Losung erhélt.
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