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Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Einfiihrung

Eine Markovkette ist ein stochastischer Prozess — wir bewegen uns also in einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F, Py) und einem messbaren Raum (E, £), dem — im einfachsten
Fall endlichen oder abzéhlbaren — Zustandsraum. Zufallsvariablen (X,,), -, bilden zu
jedem Zeitpunkt n > 0 ersteren auf letzteren ab. In welchem Zustand « € E man sich zu
Beginn des Prozesses befindet, ist durch eine Startverteilung gegeben. Die Wahrschein-
lichkeit, von z in eine Menge A € £ zu gelangen, wird durch einen Kern ausgedriickt.

Der Raum reellwertiger £-Br-messbarer Funktionen wird ebenso wie die o-Algebra
selber mit € bezeichnet. M (FE) sei der Raum der nichttrivialen Mafe auf E.

1.2 Kerne

Die folgenden grundlegenden Definitionen und Aussagen finden sich in dieser oder &hn-
licher Form etwa in Revuz [1984], S. 8 ff. oder Nummelin [1984], S. 1 {.

Definition. Unter einem Kern auf FE verstehen wir eine Abbildung k : Ex & — [0, 00]
mit den Eigenschaften

a) (., A) ist messbar VA € £ und
b) k(z,.) ist ein Mak Vz € E.

Ein Kern heift substochastisch oder eine Ubergangswahrscheinlichkeit, wenn
k(z,E)<1Vx € FE
und stochastisch oder Markovkern, wenn

k(z,E)=1Vx € E

Ein Kern s und eine nichtnegative messbare Funktion f definieren eine weitere nicht-
negative messbare Funktion durch

wf(z) = é (. dy) £ (4)
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Das heiltt, x wirkt als Operator auf £;, dem Raum der nichtnegativen messbharen
Funktionen — und ebenso erhélt man aus einem Mak p auf £ durch

i (A) = /E (e, A) plde)

wieder ein Mak. Entspricht f einem Kern ks (., A) bzw. p einem Kern & (z,.), dann
ist das Produkt zweier (stochastischer) Kerne

K1 I{Q(JJ,A) = /’il($7dy)l{’2(ya A)
E

wieder ein (stochastischer) Kern. Die Potenzen eines Kerns sind iterativ definiert durch
K" = k"I Vn > 1und £° (2, A) = T (z,A) = 14 (z)

Thre Summe ist der Potenzialkern' G = >"°° ™.

Im folgenden werden oft die Potenzen einer Ubergangswahrscheinlichkeit P betrachtet
und dann mit P, statt P™ bezeichnet.

1.3 Wiederholung aus Mafitheorie
Definition. Mafe ;1 und v auf (E, ) heifen zueinander singulér?, wenn E = A U B,
ANB =0, p(A) =0 und v (B) = 0. Schreibweise: u L v.

Satz 1.3.1 (Lebesgue-Zerlegung®). Sind p,v zwei o-endliche Mafe, dann kann man
v eindeutig zerlegen in o-endliche Mafle p und o mit p < p und o L . Analog, wenn
v ein signiertes Maf ist.

Die folgenden Konvergenzbegriffe fiir Mafte werden in Herndndez-Lerma und Lasserre
[2003], S. 24, eingefiihrt:

Definition. Sei {u,} eine Folge in M (E). {u,} konvergiert mengenweise gegen pu,
wenn

fn (A) = p(A) VAEE

Definition. Die Totalvariation ||.||, eines signierten Makes p auf (E,E) ist gegeben
durch ||pllqy, = (0" + p7) (E), wobei u' (A) = sup{u(B)|B C A} und p~ (4) =
—inf {u (B) |B C A}.

Bemerkung. Die Totalvariation ist eine Norm.

! Nummelin [1984], S. 9
2 Elstrodt [2005], S. 273
® Elstrodt [2005], S. 285
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Markovketten — Definition und
grundlegende Eigenschaften

2.1 Definition/Konstruktion einer Markovkette

Markovketten konnen auf verschiedene Arten definiert werden. Zunéchst als Folge von
Zufallsvariablen mit einer gewissen Eigenschaft, der (elementaren) Markoveigenschaft?:

Definition. Sei (Xp),>, eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F, Py) mit Werten im messbaren Raum (E,&). (X,,) heift Markovkette,
wenn

Py (Xnt1 € A[Xo, ..., Xpn) = Py (Xpt1 € A[X,) (2.1)
und homogen, wenn diese Wahrscheinlichkeit nicht von n abhéngt.

Im folgenden werden wir ausschlieflich homogene Markovketten betrachten.

Durch
P(z,A) =Py (Xny1 € AlX,, =x)

ist ein stochastischer Kern auf FE gegeben, da die bedingte Wahrscheinlichkeit
Py (.| X,, = x) die entsprechenden Eigenschaften erfiillt. Die Markovkette wird also be-
schrieben durch ihren Ubergangskern — und ihr Startmaf, das Wahrscheinlichkeitsmaf

v (A) = Py (Xo € A)

Man kann aber auch ,den Spief umdrehen* und von einem stochastischen Kern P auf
(E, &) ausgehend eine Markovkette konstruieren.> Als Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F)
wihlen wir den unendlichen Produktraum Q = [[>7 E mit der Produkt-o-Algebra
F = Q),>0 - Unsere Folge von Zufallsvariablen seien die Koordinatenprojektionen
Xn(w) = wy. Gewiinscht ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, F), das diese Folge zur
Markovkette macht.

* Hernandez-Lerma und Lasserre [2003], S. 22
® vgl. Revuz [1984], S. 16 ff.
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Werfen wir einen genaueren Blick auf die Mengensysteme auf : Fiir alle n enthilt
F = o (Xo, X1,...) die o-Algebra F, := o (Xy,...,X,) der in den ersten n Projek-
tionen enthaltenen Informationen und daher auch deren Vereinigung A = U2 (F,,, die
Informationen aus endlich vielen Projektionen.

A ist eine Algebra (wie man einfach nachrechnet), aber keine o-Algebra — so ist etwa
fiir ein beliebiges A € £ die Menge

{X,, € A cooft} =Np>1 Upsp {Xm € A}
N —

€EFmCA

nicht in A enthalten. Die von A erzeugte o-Algebra ist schon F, denn einerseits ist
A C F und somit o (A) C o (F) = F. Die umgekehrte Inklusion ist ebenfalls leicht zu
zeigen:
X, 'ECF CAVE =
UpsoX, '€ CA =
o (UkZOXlzlg) Co(A)
—_——
f

Schlieklich ist in A der Halbring der messbaren Rechtecke
n o0
S=qAcF:3neN:A=J4x ] El4 €€
=0 j=n+1
enthalten.
Satz 2.1.1. Fir alle © € E existiert ein eindeutig bestimmies Wahrscheinlichkeits-

maf® P, auf (Q,F), sodass fiir beliebige Rechtecke A = [T—0 45 x T[[241 B gilt:

P, (A) =14,(z) A P(x, dml)/A P(xy,dxs). ..
! ? (2.2)

/ P(l'nf?,dmnfl)P(xnfla An)
Anfl

Beweis. Die Mengenfunktion P, entspricht, auf den messbaren Rechtecken der Dimen-
sion n betrachtet, den in Klenke [2008] definierten Produkten”

n
€ ® ®P
i=1

und nach Korollar 14.24 (ebd.) ist dieses Produkt ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf dem
endlichen Produktraum ([, E, Qi &). Letzteres ist also die eindeutig bestimmte

® Revuz [1984], S. 17, Theorem 2.8
" Klenke [2008], Satz 14.22 sowie Korollar 14.23
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Fortsetzung® von ngn) = P, auf die Produkt-o-Algebra F,, = Q" &, welche ja auch
von den messbaren Rechtecken erzeugt wird. Die Familie dieser Mafe ist konsistent,
das heifst P£"+1)| F, = P™. Somit ist P, auf ganz A eindeutig festgelegt.

Fortsetzungssatz und Eindeutigkeitssatz? garantieren, dass ein o-endliches Pramaf auf
einem Halbring eindeutig auf die erzeugte o-Algebra (hier o (A) = F) fortgesetzt wer-
den kann.

Zuerst definieren wir, analog zu P, die Mengenfunktion P(’;‘( auf dem zu (2 iso-

)7---7x'm)
morphen Raum Q") = [1,2,, E. Fiir eine A-Menge A mit einem festgelegten Anfangs-
stiick

A(xo, ..., Tpm—1) i= {w(m) e Qm . (950, A J:m,l,w(m)) € A}

ist ngo ) definiert durch
P{;O’..'vmm) (A (I‘O, R ,.%'m_l)) = 5(3307'”71,7”) X (P ®...Q P) (A)

Falls A ein messbares Rechteck ist, lasst sich P, (A) schreiben als

Po(4) = 1ay(s) [

P(x,dxq) / P(xl,dwg).../ P(xp—1,dz,) =
A1 A2 n

S———
Jp P(x,dz1)1a, (z1) (2.3)

_ / P (2, dz1) P, (A())
E

Fiir A € A beliebig gilt diese Identitét ebenfalls: A ist dann in einer o-Algebra F,, ent-
halten. Die linke Seite in (2.3), P, (A), ist wie bereits erwéhnt fiir beliebiges x ein Mafs
auf F,,, ebenso die rechte Seite, was sich dank der o-Additivitit von P(lx 1) leicht nach-

weisen ldsst. Auf den messbaren Rechtecken {H?:o Ajx[I52, 1 B A €€ } stimmen
diese Mengenfunktionen {iberein, also auch auf der erzeugten o-Algebra F,,.

Es bleibt die o-Additivitét von P, auf A zu zeigen. Im Fall einer Algebra mit einer
endlich additiven Mengenfunktion, die dem ganzen Raum einen endlichen Wert zuweist,
wird die o-Additivitit der Mengenfunktion durch ihre Stetigkeit in () charakterisiert.!©

Wir nehmen nun eine Folge (4;) in A mit (A;) \, 0 und Grenzwert lim; P,(A;) > 0
an. Wegen (2.3) und aufgrund des Lemmas von Fatou gilt

0 < lim P, (4;) = nm/P(ac,d:cl)P1 ) (4;(2))
J J JE

(z,21

< [ Plde)im Pl (4@)
—_——

€[0,1]

8 siehe z.B. Elstrodt [2005], S. 61
9 ebd.
10 Elstrodt [2005], S. 32, Satz 1.10
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woraus wir schlieffen, dass es ein 77 € E gibt mit

ln Pl o) (4;(2)) = inf Pl o) (4 (2)) > 0

die Mengen Aj(z) also fiir alle j nicht leer sind. Auf dieselbe Weise kénnen wir zu
P(lx’ﬁ) (Aj(x)) ein T3 finden mit lim; P(Z:B,H,H) (Aj(x,71)) > 0. So konstruieren wir eine
Folge (71,72, T3, ...) mit

Aj(l’,xil,@,ﬁ, v 7%) ;é @ \V/] vn
das heifst
Vi 3wt e QY (2 5, T3, T3, .. Ty, w™TY) € A4

Die Mengen A; stammen aus der Algebra A und héngen daher nur von endlich vielen
Ereignissen ab. Das bewirkt, dass fiir jedes j > 1 ab einem gewissen Index k; alle
Folgen (z,771,73, T3, . . .xT;].,w(kJ“)) in A; liegen. Daher ist (z,71,72,73,...Tn,...) in
allen Aj; enthalten — ein Widerspruch zur Annahme, der Schnitt der Folge (A;) wére
leer. O

Satz 2.1.2. Die Abbildung x — P, (A) ist E-messbar fiir alle A € F.!

Beweis. Fiir den Beweis niitzen wir den Satz {iber monotone Klassen. Die Menge
B:={A€F:z+ P,(A) messbar} ist eine solche!? und damit identisch mit der von
ihr erzeugten monotonen Klasse S(B).

Messbare Rechtecke A = J[7_;A; x [[52, 1 F sind in der monotonen Klasse B, :=
{A € F,: 2 P;(A) messbar} enthalten. Offensichtlich ist B,, C F,,. Umgekehrt ist
nach dem Satz iiber monotone Klassen'®> — und aufgrund der Durchschnittstabilitsit
der messbaren Rechtecke — die von ihnen erzeugte o-Algebra F,, gleich der erzeugten
monotonen Klasse. Deshalb gilt auch F,, C B, fiir alle n und somit A4 C B.

Da A durchschnittstabil ist, kénnen wir nochmals den Satz iiber monotone Klassen
anwenden und erhalten

Zusammenfassend erhalten wir folgenden

Satz 2.1.3. Sei (E,&) ein messbarer Raum mit einem stochastischen Kern P und
einem Wahrscheinlichkeitsmafl v. Dann existiert auf dem unendlichen Produktraum

' Revuz [1984], S. 17, Theorem 2.8
'2 Die definierenden Eigenschaften aus Revuz [1984], S. 4, Def. 3.1, sind einfach nachzuweisen.
13 Revuz [1984], S. 4, Satz 3.2



2.1 Definition/Konstruktion einer Markovkette

Q = [,y E mit der Produki-o-Algebra F eine homogene Markovkette, die eindeu-
tig bestimmte kanonische Markovkette’ mit Ubergangswahrscheinlichkeit P und Start-
mafl v.

Beweis. Die gewlinschte Markovkette erhalten wir, indem wir fiir v ein — wegen Satz
2.1.2 wohldefiniertes — Mafs P, auf () festlegen durch

P,(A) = /1pr (A) v (dx)

denn beztglich P, erfiillt die Folge der Koordinatenprojektionen (X,,) die Markovei-
genschaft

P, (Xn+1 S An+1|X0, R ,Xn) =P, (Xn+1 S An+1|Xn)

-~

Eu[La,  (Xns1)|Fn] Eu[1a, ; (Xn41)lo(Xn)]
Um dies zu beweisen, zeigen wir erst
P, (Xpn41 € Apt1|Xo, ..., Xpn) = P (20, Apt1)
O.B.d.A. sei P, = Py, fiir ein 2o € E. Fiir messbare Rechtecke gilt

n+1
Pxo (Ao X ... X An+1) = (6350 ®®P> (AO X ... X An+1) =
=1

/ <6x0®®P) (dxo,...,dzn) P ((xo,...,xn), Apt1) =
A0><...><An

i—1
t P(w7L7An+1)

/ P, (dxo, ..., dzy) P (x, Apy1) =
AgX...XxApn
[P o) Py ()
A

wobei A = Ag x...x A, € F, ein messbares Rechteck und x = (zo, ..., z,) ist. Anders
ausgedriickt, haben wir

/Al{Xn+1€An+1}dP$0 = /Ap(xmAan) dP:JcO

PQCO (A0><...><An+1)

Mittels des Fortsetzungssatzes kann man diese Eigenschaft auf beliebige A € F, iiber-
tragen. Da P (z,, An+1) auch messbar beziiglich F,, ist, erfiillt es die Eigenschaften der
bedingten Erwartung, und die Behauptung ist bewiesen.

4 Revuz [1984], S. 18, Proposition 2.10
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Nun ist P (zp, An+1) sogar messbar beziiglich o (X,,), und

/A]'{Xn.t,.1€An+1}dP$o = /AP(-rnaAn—QJ) dPxO

gilt insbesondere fiir A € o (X,,) C F,,. Daraus folgt
P (Z’n, An-l—l) = Pa:g (Xn+1 S An—&-l‘Xn)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist wie gewiinscht durch den Kern gegeben und die
Markovkette homogen.

Schlieklich gilt noch

Py (X € Ao) = /E P, (o) v (dx) = v (4o)

1a, (z)

O

'3 und ist

Eine alternative Definition einer Markovkette findet sich in Revuz [1984
dquivalent zu (2.1)'6:

Definition. Der stochastische Prozess X = (X),,>( heifit Markovkette, wenn fiir alle
Ae F,=0(X1,...,X,) und alle B€ o (X,,: m>n)

Py (AmB‘Xn) =P (A’Xn) Py (B‘Xn)

fast sicher (f.s.) gilt — also die vergangene und die zukiinftige Entwicklung der Kette
unabhéngig voneinander sind.

Schlieflich kénnen Markovketten wie in Hernandez-Lerma und Lasserre [2003]'7 iiber
eine Zustandsgleichung definiert werden:

Definition. Eine Markovkette X = (Xp),-, ist ein dynamisches System, das eine
zeithomogene Zustandsgleichung

Xn+1 =F (Xnﬂ/)n)

erfiillt. Hier ist F': E x Y — E messbar und {t,} eine Folge unabhingiger, identisch
verteilter Y-wertiger Zufallsvariablen, unabhéngig vom Anfangszustand Xy, auf einem
messbaren Raum Y.

Beispiel.  a) Ein einfaches Beispiel fiir eine Markovkette ist ein Prozess mit Werten
in einem abzdhlbaren Raum'® E, dessen Ubergangswahrscheinlichkeiten durch
eine Matrix (p (x,y))gegeben sind: P (z,{y}) = p(x,y).

5 Revuz [1984], S. 14, Definition 2.1

6 Athreya und Lahiri [2006], Proposition 14.2.1
17 Hernandez-Lerma und Lasserre [2003], S. 23
'8 siehe Kapitel 3



2.2 Varianten der Markov-Eigenschaft

b) Sei (z,) eine Familie von endlichen, unabhingigen, identisch verteilten Zufalls-
variablen und Zj eine von (z,) unabhingige, endliche Zufallsvariable. Der durch
Zn = Zo+ Y p_y 2, definierte Prozess (Z,) wird eine Irrfahrt genannt und ist
ebenfalls eine homogene Markovkette.

Bemerkung (Definition beziiglich allgemeiner Filtration). Sei (G,,) eine aufsteigende
Folge von Teil-o-Algebren von F. Dann definiert X = (X,,) mit den Eigenschaften

a) X ist adaptiert an (G,) und
b) Py (Xn+1 € AlGn) = Py (Xnt1 € A|Xy)
eine Markovkette beziiglich (G,).**

Bemerkung. Ist die Ubergangswahrscheinlichkeit P nicht stochastisch auf E, so erwei-
tert man F um den ,Friedhofspunkt* A ¢ E und setzt?°

P(,{A})= 1-P(z,E) VacE
P(A{AY) = 1

wodurch P zu einem stochastischen Kern auf (Ea,€A) = (EU{A}, 0 (E,{A})) wird.

2.2 Varianten der Markov-Eigenschaft

Definition. Der Shift-Operator?! ist die Abbildung 6 : Q — Q mit (wp,w1,...) =
(w1, w3, ...). Wir schreiben 6, fiir fo...06.
——

nmal

Satz 2.2.1 (Markov-Eigenschaft, zweite Version). Sei Z eine nichinegative Zufallsva-
riable auf (Q, F). Dann gilt**

E, [Z 0 0,|F,] = Ex, [Z] P,-fs.

Bemerkung. Wie schon im Beweis von Satz 2.1.3 verwenden wir die Schreibweise E,

fiir den Erwartungswert beziiglich P,, insbesondere E;, fiir den Erwartungswert beziig-
lich P,.

Beweis. Falls Z von der Form Z = 1(x ca,....XmcA,,} ist, gilt der Satz. Von diesen
Zufallsvariablen kann man das Ergebnis leicht auf Treppenfunktionen erweitern und
allgemeine nichtnegative messbare Funktionen wie iiblich durch letztere approximieren.

O

Definition. Eine Zufallszeit ist eine Zufallsvariable T' : Q@ — N U {oco}. Unter einer
Stoppzeit fir die Markovkette (X,,) versteht man eine Zufallszeit mit {T'=n} € F,
fiir alle n.23

19 Nummelin [1984], Definition 1.2

%0 Nummelin [1984], S. 6

2! Revuz [1984], S. 19, Definition 2.12
22 Revuz [1984], S. 20, Proposition 2.13
3 Nummelin [1984], S. 31
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Zu T definieren wir?4

a) die o-Algebra Fr:={A € F: An{T =n} € F, Vn}.

b) die Zufallsvariable X, die die Position zur Zeit T angibt:
| Xp(w) fallsT (w)=n

X (w) = { A falls T (w) = oo

0, (w) falls T (w) = n
wa ={AA, ...} falls T (w) = o0

c) den zufilligen Pfad 0p: 07 (w) = {

Beispiel. Fir A € Eist Ty =inf{n > 1: X,, € A}, die Eintrittszeit in A, eine Stoppzeit
(Konvention: inf () = o0).

Satz 2.2.2 (Starke Markoveigenschaft?®). Sei T eine Stoppzeit fiir (X,,), Z eine nicht-
negative Zufallsvariable. Dann gilt

E, [Z o 0r|Fr] = Ex, [Z] P,-fs.
auf {T < co}.

Beweis. Fiir alle A € Fr soll

/ Z o GT . l{XT7£A}dP = / EXT {Z] dPl,
A A

oder dquivalent

Zo0r 1(x,.p)dP, = / Ex, [Z]dP,
;AO{T:n} 7;) AN{T=n}

gelten. Da A € Fp, liegt AN{T = n} in F,, und es geniigt zu zeigen, dass fiir beliebige
Be F,

/Zoen-l{xneE}dPyz/EXn [Z]dP, ¥n >0
B B

was genau der Markoveigenschaft aus Satz 2.2.1 entspricht. O

24 Revuz [1984], S. 23 f.
5 Revuz [1984], S. 24, Theorem 3.5

10
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Diskrete Markovketten

In diesem Abschnitt halten wir einige Resultate iber Markovketten mit endlichem oder
abzihlbarem Zustandsraum E fest.?

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten entsprechen den Eintréigen einer Matrix P = (pij),
wobei ¢ und j Zustidnde in F sind.
Bemerkung.  a) Die Eintrage der Matrix P sind Wahrscheinlichkeiten, also nichtne-
gativ. Die Zeilensummen ergeben 1, denn ), ppi; = P (i, Ujer {j}) = P (i, E).
Eine Matrix mit diesen Eigenschaften wird als stochastische Matriz bezeichnet.
b) Es gilt P, (i,{j}) = pg?, dem entsprechenden Eintrag der Matrix P™.

Beispiel.  a) Sei E = N mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

[ firj=i—1
Pii =1 0 sonst

fiir alle ¢ > 1 und p1; gegeben durch eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung
(plj)j>1. Die Markovkette springt von 1 in einen Zustand j € N4 und wandert
in Einserschritten schlieflich wieder nach 1 zuriick.

b) (Irrfahrt auf Z). Sei (pgj)jez eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die

Ubergangswahrscheinlichkeiten

Pbij = Po,j—i

beschreiben eine Irrfahrt, dh. die Summe von unabhéingigen, identisch (geméfs
(poj)) verteilten Zufallsvariablen.

Definition. Der Zustand j heift vom Zustand i aus erreichbar (symbolisch i — j),
wenn In > 1 : pl(?) > 0. Gelten i — j und j — 4, so kommunizieren ¢ und j. Eine
abgeschlossene Teilmenge F ist eine nichtleere £-Menge mit ¢ - j fiir alle i € F, j € F°.
Wenn ein abgeschlossenes F' keine echte abgeschlossene Teilmenge enthélt, spricht man

von einer minimalen Menge.

Mit der Irreduzibilitdt einer diskreten Markovkette ist gemeint, dass alle 4, j € E kom-
munizieren, somit E die einzige abgeschlossene Menge ist. Dies entspricht Irreduzibilitit

26 Die hier verwendete Notation und grundlegende Definitionen finden sich in Hofbauer [2002], Athreya
und Lahiri [2006] bzw. Hernandez-Lerma und Lasserre [2003].
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

beziiglich des Zahlmales geméal Abschnitt 4.1.

Die Periode d; eines Zustands ¢ ist der grofste gemeinsame Teiler der Menge

{n >1: pgl) > 0}. Alle Zusténde einer minimalen Teilmenge haben die gleiche Periode,

insbesondere haben alle Zustiinde die gleiche Periode d, wenn P irreduzibel ist.2”

Die Besuchszeiten im Zustand ¢ werden bezeichnet mit
T, =T =inf{n>0: X, =i} bzw.

T.(k) = inf {n > Ti(kfl) X, = z} ,Tl(o) =0

(2 3

die Anzahl der Besuche bis zum Zeitpunkt n mit
No() = #{k:0<k<n:Xp=i)
und die Gesamtanzahl als N (i) = >, - 1) (Xn).
Weiters definieren wir f" = Py (Xp = j, Xn-1 #j...., X1 # j|Xo =) und deren

Summe f;; = anl i(]m. Dies sind die Wahrscheinlichkeiten, von ¢ ausgehend zum

Zeitpunkt n das erste Mal bzw. zu irgendeinem Zeitpunkt n in j zu landen — das heift,
dass T < oo ist.

3.1 Rekurrenz und Transienz

Definition. Der Zustand i heift rekurrent, wenn f; = 1 und transient, wenn f; < 1.
Aquivalent dazu kann man > >0 pgln ) E? ) < oo fiir

Transienz verlangen.

= oo fiir Rekurrenz bzw. > ~,p

Ein rekurrenter Zustand i heift nullrekurrent, wenn E; [T;] = oo und positiv rekurrent,
wenn E; [T;] < oco.

Bemerkung. Die in der Definition erwihnte Aquivalenz wird in Satz 3.1.2 mithilfe der
folgenden Proposition bewiesen. Die Summe anopgl)

zahl an Besuchen in i bei Start in :2%

B[NV ()] = Y Bi [1gy (Xa)] = > i

n>0 n>0

entspricht der erwarteten An-

Proposition 3.1.1. Fir beliebige i und j in E gilt?®
k _
P (1) < o0) = fuff ! ez

Beweis. Fiir k = 1 gilt die Aussage nach Definition von f;;. Unter Verwendung der

27 Hofbauer [2002], S. 13, Satz 15
%8 vgl. Hernandez-Lerma und Lasserre [2003], S. 43
29 Klenke [2008], Satz 17.29
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3.1 Rekurrenz und Transienz

starken Markoveigenschaft und der Induktionsannahme fiir £ — 1 zeigen wir den Induk-
tionsschritt nach k:

P <Tj(k) < OO) =E; I:l{T;k)<00}] =E; I:l{T;k_l)<oo} . 1{Tj(k)<oo}:| =
/{Tj(kl)<00} I{Tj(k)<oo}dpi = /{T]-(kl)<oo} E; [1{T]§k)<oo} |fT;k—1):| dp; =

/{T<k1)<oo} . |:1{TJ(1)<OO} ° eTJ'(k_l)’ TJ'(k_l):| ik /{T(k1)<oo} P] (T7 <o0)dh,
J J —f—‘_f“
=Jijj

P

k-1 ~
fij - B (TJ( ) < OO) = fz'jffj !

fi £5572
O

Satz 3.1.2. Ein i € E ist rekurrent genau dann®’, wenn anopg?) = oo, folglich

(n)

. n
transient genau dann, wenn Zn>0 Dy~ < 0.

Bewetis. Wie schon fiir den Fall ¢ = j erwédhnt gibt > pg-l) die erwartete Gesamtan-
zahl der Besuche in j bei Start in ¢ an:

S =B D1 (X)) =3P D1 (X 2k =

n>0 n>0 E>1 n>0
;21 (PZ' <Z = j,Tj(k_l) < oo,Tj(k) = oo) + P (TJ(k) < oo)) =
s o (0 <) {19 =) | S (<) -
Q
Ly + 2P (17 < 00) =
k>1
Ly + ) fuffi

k>1

wobeil im letzten Schritt die vorangegangene Proposition beniitzt wurde. Falls ¢ = j,

30 Klenke [2008], Satz 17.34
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

ergibt sich

n 1

n>0 k>1

und mit der Konvention % := oo folgt die Aussage. O

Proposition 3.1.3 (Solidaritdtseigenschaft). Sei i rekurrent und ¢ — j. Dann ist
fji = 1 und j ebenfalls rekurrent.

Beweis. Siehe Athreya und Lahiri [2006], Proposition 14.1.7. O

Satz 3.1.4. a) In einer minimalen Teilmenge kommunizieren alle Zustinde.>!

b) Kommunizierende Zustande haben die gleiche Klassifikation (transient, null- oder
positiv rekurrent).

¢) Minimale Teilmengen sind entweder paarweise disjunkt oder gleich.>?

d) Liegt ein Zustand in keiner minimalen Teilmenge, so ist er transient.”’

Beweis. Fiir den Beweis setzen wir E (i) := {j € E:i — j}. Diese Menge ist abge-
schlossen, denn wére i — j und j — k fiir ein k ¢ E (i), dann gilt widerspriichlicher-
weise auch ¢ — k. Liegt i in einer abgeschlossenen Menge F', dann sind alle j € F (i)
auch in F' enthalten (sonst i — j), also ist F (i) die kleinste abgeschlossene Men-
ge, die ¢ enthélt. Fiir Zustdnde 7 und j in einer minimalen Teilmenge F' impliziert
E(i)=F = E(j), dass i — j und vice versa.

Wegen der Solidaritdtseigenschaft (Proposition 3.1.3) sind zwei kommunizierende Zu-
stdnde beide rekurrent oder beide transient. Die entsprechende Aussage iiber Null- bzw.
positive Rekurrenz folgt aus Proposition 3.2.5 unten.

Nehmen wir zwei minimale Teilmengen F; und F5 mit einem ¢ € F} N Fb an. Dann
gilt E (i) C F1 N F;, da der Schnitt ebenfalls eine abgeschlossene Menge ist. Wegen der
Minimalitét gilt aber auch Fy C E (i) und Fy C E (i), also Gleichheit.

Wenn ein Zustand ¢ in keiner minimalen Teilmenge liegt, gibt es eine abgeschlossene
echte Teilmenge F' C E (i) mit i ¢ F. Fiir j € F beliebig gilt i — j wegen F' C E (3)
(n)

und j - ¢, weil F' abgeschlossen ist. Deshalb sind alle f](-?) < pj? = 0, daraus folgt

fji = 0. Aufgrund der Solidaritétseigenschaft ist ¢ transient. O

Man kann den Zustandsraum also in disjunkte minimale Teilmengen (jeweils transient,
positiv rekurrent oder nullrekurrent) sowie transiente Zustiande aufserhalb minimaler
Teilmengen einteilen.

Im Spezialfall einer irreduziblen Markovkette mit einem positiv rekurrenten Zustand
sind alle Zustande positiv rekurrent; man nennt die Markovkette dann ergodisch. Ist

3! Hofbauer [2002], S. 8, Satz 8
32 Hofbauer [2002], S. 8, Satz 9
3% Hofbauer [2002], S. 12, Satz 14
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3.2 Langzeitverhalten

der Zustandsraum endlich, so existiert zumindest ein positiv rekurrenter Zustand.3*
Eine irreduzible Markovkette auf einem endlichen Zustandsraum ist daher ergodisch.

3.2 Langzeitverhalten

Definition. Wir fassen die Projektionen zwischen den Besuchszeiten in einem Zustand
1 zusammen und bezeichnen die Mengen

me={ X T <n <Y -1}

als Zyklen oder Ezkursionen.

Satz 3.2.1. Sei i rekurrent. Unter dem Maff P; sind die Zyklen (”k)kzo unabhdngige
und identisch verteilte Zufallsvektoren mit zufilliger Linge.>®> Das bedeutet fiir beliebige
Vektoren (21, ..., Tkm,, M) in E™ x N fir allen € N

Py (= @ras i) T =T = g0 <k <) =
n

H F)’L (7]0 = (xklv ce axk’mk) aT‘Z'(l) = mk‘)
k=0

Beweis. Sei n € N beliebig. Unterteilen wir die Markovkette in den Teil vor und nach
der n. Besuchszeit in ¢ und setzen

A= {nk = (xw) N ,T.(k+1) — Ti(k) =mpfir0<k<n-— 1} sowie

(2

Z = 1{X0:mn17-~~:an—1:wnmn »an :i}

Da A € ]:T_<n>, folgt mit der starken Markoveigenschaft

)

P; (ﬁk = (zp) 2 ,Tl-(kﬂ) 7% = mg,0<k<n

)
P ({Un = (xnl);inl 7Tz‘(n+1) - T'(n) - mn} N A> B

1

/ Z00,mdP; = / E;[Z]dP; =
A i A
Py (0 = (s T = ma) - P4
Genauso verfahrt man mit A bzw. mit allen weiteren Besuchszeiten vor n. O

Satz 3.2.1 ermdéglicht es, aus den Zyklen Schliisse iiber das Verhalten der gesamten
Markovkette zu ziehen: Da diese unabhiingig und identisch verteilt sind, steht uns das

34 ygl. Hofbauer [2002], S. 18, Satz 19
35 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.3
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

Starke Gesetz der Grofen Zahl zur Verfiigung. Ein Beispiel fiir eine solche Anwendung
zeigt der folgende Satz aus Athreya und Lahiri [2006]%:

Satz 3.2.2. Sei i positiv rekurrent und Py (Xo = i) = 1. Der Anteil der Besuche in j

bis zur Zeit n sei Ly, (j) := Lf;jr({) Dann gilt fast sicher
, E; [N1,-1 (5)]
L — =L =

Beweis. Betrachten wir eine beliebige Realisierung der Markovkette, so konnen wir zu
jeder natiirlichen Zahl n angeben, wie oft ¢ bis zum Zeitpunkt n besucht wurde:

¥ 3k = k(n) : T < n < T, Klarerweise ist N (7) < Ni (j) < Npaeon (7).
Nun zahlen wir mit & die Anzahl der Besuche in j withrend des . Zyklus und formu-
lieren die Ungleichung als

k—1 k
DEEND D &
r=0 r=0
bzw.
k—1 . k
k1 N,(j) _k+1 1
r2 < < g 3.1
nkrzogf n ~ n k—&—lrzzog (3.1)

Wir berechnen die Limiten von % Z’:;é & und @:
Mengen der Form {&,. = [} lassen sich schreiben als
{57' = l’f’} = U#{fcv‘sl Trs=J, ISSSH’LT}:H {’r/r = ('rT‘1> e ’xrmr)}

Aus Satz 3.2.1 folgt, dass die Zufallsvariablen (&) unter P; unabhéingig und identisch
verteilt sind. Da der Erwartungswert

Ei o] = Ei [N1,-1 ()] < Ei [Ti] < o0

ist, gilt nach dem starken Gesetz der Grofen Zahl

1 k(n)—1
o) Y & —Eil&] fs.
r=0

Das starke Gesetz der Grofen Zahl impliziert auch fiir die nach Satz 3.2.1 unab-

(1) _ 70

héngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen T mit Erwartungswert

36 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.9
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3.2 Langzeitverhalten

E; [Tf” - TA(O)} = E;[T}] < c0), dass

(2

k(n)—1
(T;l“) - TZ.(“) S E [T fs.

IR o
k) 5

k)

und wegen Ti(k) <n< Ti(kﬂ) konvergiert auch % gegen E; [T;].

Mittels (3.1) sieht man, dass

L n Ny(j) E;[&] _
Ln(])—n+1 n HEZ'[TZ']—W” f.s.

O

Satz 3.2.3. a) Die Aussage von Satz 3.2.2 gilt auch fir eine beliebige Anfangsver-
teilung p mit P, (T; < co) = 1.

b) Die Aussage von Satz 3.2.2 gilt auch fir nullrekurrentes i und P, wie soeben, in
diesem Fall ist E; [N1,_1 ()] < o0 und lim L, (j) = 0 fast sicher.5”

Beweis. Der Beweis von Satz 3.2.1 funktioniert analog fiir ein P, wie angegeben. Daher
gilt

k k
P,u (nk:(xkla'--akak)vj—;;( +1)_1—1@():mk70§k§n) =
n

H Pz (’I’]O = (xkla . ,kak) 71';'(1) — mk,’)
k=0

Insbesondere sind die Zufallsvariablen (&) auch unter P, unabhéngig und identisch
verteilt mit E, (§) = E; (§o) < oo, und die Aussage kann wie fiir P; bewiesen werden.

Falls i nullrekurrent ist, benttigen wir eine andere Form des Starken Gesetzes der
Grofsen Zahl und behaupten:

Fiir eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (Xj)j21 mit
X; > 0 und E [Xj] = oo gilt fast sicher lim, o £ > i1 Xj = oo

Dazu wihlen wir ein N > 1 sowie ein M > 0 beliebig und betrachten die integrier-
baren Zufallsvariablen Yj(M) = min (X;, M). Wie (Xj) ist (13(M)) o eine Folge un-
abhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen. L&sst man M gejgén unendlich ge-
hen, dann wéchst Yl(M) gegen X71; aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt
E {Yl(M)] S E[X] = oo fiir M — oo. Daher findet man ein M mit E {Yl(M)] > N.

37 Theorem 14.1.11 in Athreya und Lahiri [2006] enthlt a) und b).
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

Aufgrund der Definition von Yj(M) gilt fiir alle n

1 n 1 n ( )
M
L2 Xz )Y
7=1 7j=1

und nach dem Starken Gesetz der Grofien Zahl fast sicher

n n

. 1 . 1 2 : (M) (M)
- E . > - A — >
lim inf n X lim n Y; =E |:Yv1 :| N

J=1 Jj=1

Da N beliebig gewdhlt war, folgt die Behauptung.

(k(n))
Nun kann man wie im Beweis von Satz 3.2.2 schliefen, dass fast sicher TZW gegen

E; [T;] bzw. ﬁ gegen 0 konvergiert. Beniitzen wir dies im Fall j = i: Zu jedem n ist

k (n) so gewahlt, dass Tl-(k) <n< Ti(kﬂ) und deshalb % < fck) — 0. Andererseits ist
T,
Ny, (1) = k und daher (fs.)

i

Ny, (i) k
0<L,(i)=—"+ = 0
< Ln () n+1 n+1
was insbesondere mit m; = Ei []];[Tfﬁ(l)] = E%T'] ubereinstimmyt.

Sei j beliebig. Nach Voraussetzung ist P, (7; < oo) = 1. Der (endliche) Anteil der
Besuche in j vor T; wirkt sich auf den Grenzwert von L, (j) nicht aus; es geniigt, die
Markovkette ab dem Zeitpunkt T; zu betrachten.

Der Zustand ¢ ist nach Voraussetzung nullrekurrent und liegt in einer minimalen Teil-
menge F'. Ist j kein Element der abgeschlossenen Teilmenge F', so wird j von ¢ ausge-
hend nicht mehr besucht und

E; [Nr,—1(j)]

fast sicher. Hingegen ist ein j € F ebenfalls nullrekurrent, und wie soeben gezeigt gilt

E; [Nr,—1 (j)]

L, (j) — =0
E; [Tj]
Es bleibt zu zeigen, dass auch % =0 ist:

Definieren wir die Menge A := {i, 7} und deren Besuchszeiten

T =0, TV =inf{n > 0: X, € A}, T4 =inf {n > T X, € 4}

wie fiir einzelne Zustédnde. Ebenso wie (X,) ist (ZL) = (XT(n>
n>0 A

) eine Markov-
2 n>0
kette — aber auf einem endlichen Zustandsraum. Nun sind ¢ und j positiv rekurrent,

18



3.2 Langzeitverhalten

wie man einfach nachrechnet. Die Anzahl Np,_; (j) verdndert sich in der neuen Mar-
kovkette jedoch nicht, und deren Erwartungswert ist E; [N7,_1 (j)] < E; [Ti] < co. Mit

der Nullrekurrenz von i in (X,,) gilt E; [T;] = oo und w =0.
Korollar 3.2.4. Sei i rekurrent und P, (T; < c0) = 1. Es folgt?®
1 n
A g 2 P (X =) = fig, B ()] =
Bewets. Der Erwartungswert E, [Ly, (j)] ist gleich
N, (5) 1 < R ,
E, [n—i—l = kZOEM (107 (Xi)] = — kZOPM(Xk =)

|L, (j) | <1 ermdoglicht, den Satz von der dominierten Konvergenz zu beniitzen:

n—oo n—o0

lim E,[L,(j)] = lim [ L, (j)dP, = / h_)m Ly, (§)dP, = mj
n o

=Tij

Mit der folgenden Proposition ist Satz 3.1.4 vollstindig bewiesen:

Proposition 3.2.5. Sei i rekurrent.

a) i ist positiv rekurrent genau dann, wenn’®’

limp o0 Ej [Ly ()] = limp 00 % EZ:O pz(f) > 0.

O]

b) Wenn i positiv rekurrent und j von i aus erreichbar ist, folgt, dass auch j positiv

rekurrent ist.4Y

Beweis. Nach Korollar 3.2.4 ist lim,, o0 E; [Ly, ()] = ﬁ Dieser Wert ist genau dann

groker als 0, wenn E; [T;] < oo, also i positiv rekurrent ist.

Im zweiten Teil impliziert die Solidarititseigenschaft erstens die Rekurrenz von j, zwei-

tens P;j (T; < oo) = 1. Wir verwenden wieder Korollar 3.2.4 und erhalten einerseits

lim E; [L, (j)] = m; = E: Egj

n—oo

Andererseits gilt, da auch j rekurrent ist,

lim E; [L, (j)] = 7jj = —
L i [Ln (§)] = ) E; [T}

38 Athreya und Lahiri [2006], Korollar 14.1.13
39 Athreya und Lahiri [2006], Korollar 14.1.10(iii)
0 Athreya und Lahiri [2006], S. 451
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Dieser Grenzwert ist grofer als 0: Da j von ¢ aus erreichbar ist, gibt es ein n mit

pl(-;z) > 0, und so gilt

0<>S p=E NG =Y Eil&] =) Eilé] = E:l&] >0

n>0 r>0 r>0

Der Nenner erfiillt E; [T;] < co aufgrund der positiven Rekurrenz von . Aus 7E_%T_] >0
VA
folgt, dass j positiv rekurrent ist.

Definition. Eine stationdre Verteilung bzw. ein invariantes Maj§ fiir eine Markovkette
ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (Wj)j cp it folgender Eigenschaft: Tst Xo geméf
(7)) ;e verteilt, dann auch alle X, (n > 1).

Lemma 3.2.6. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (Wj)jeE ist ein invariantes Maf

genau dann, wenn m; = Y. pmip;; fir alle j.

Beweis. («): Fiir die Startverteilung 7 = (7;) ist

i€l

ZTH Z Diiq Z Divig - - - Z Din_1j =

i€l WeEE 2€E in—1€E

Z Z Zﬂ'ipihphb“'pinfm:”': Uy

in—1€E i1ER IER

T{'il

TFiQ

(=): Wenn (7;) die Verteilung von X ist, dann auch von X; =
T =P (X1 =j)=> ()P (X1=j) =Y mpi
i€E i€k
O

Satz 3.2.7. Sei i positiv rekurrent und m; == m;; fir alle j € E. Dann ist (7;),cp eine
stationdre Verteilung.

Beweis. Siehe Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.14. O

Wir fassen zusammen:*!
Satz 3.2.8. Sei i positiv rekurrent, p eine Startverteilung mit P, (T; < co) =1, j ein

Ei[Nr,_1(j)]

beliebiger Zustand und 7; wie bisher gegeben durch m; = Ei{T]

a) (;);cp ist ein invariantes Maf.

1 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.15
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3.2 Langzeitverhalten

b) Ln (j) = ]&:{) — mj (Py-fast sicher)
¢) 1 Lo Pu (Xk = j) = 7

Bemerkung. Falls j =i und P, = P;, bedeutet c)

1 n ) 1
k
E Dl =M=
n—l—lk 0 w ! EZ[Zl]

Der folgende Satz geht auf den Spezialfall einer ergodischen Markovkette ein.4?
Satz 3.2.9. Sei (X,,) eine irreduzible Markovkette mit einem positiv rekurrenten Zu-
stand.

a) Alle Zustande sind positiv rekurrent.

b) (7j) ep 15t das eindeutig bestimmie invariante Mafs, wobei m; = ﬁ
I

_ Na(9)
T n+l

¢) Fiir alle j und ein beliebiges Startmaf p gelten Ly, (j)
(P,-fast sicher) und

d) 727 Yo Pu (X = j) = m;

— T

Beweis. Punkt a) gilt wegen der Irreduzibilitit und Satz 3.1.4. Alle Zustinde kom-
munizieren, daher ist fiir beliebige p und ¢ die Wahrscheinlichkeit P, (T; < o0) = 1.
Nach Satz 3.2.7 ist (7;) invariant, nach Satz 3.2.8 die (eindeutige) Grenzverteilung von
n%rl Y i—o Pu (Xy = j) sowie der Grenzwert von L, (j). O

Beispiel. Auf einer reduziblen Markovkette kann es mehrere invariante Mafe geben,
auch wenn alle Zustinde positiv rekurrent sind: Sei E = {A, B, a,b, c} mit den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten pap = ppa = Pab = Pbe = Pea = 1 gegeben. Der Zustands-
raum kann in die minimalen Teilmengen {A, B} und {a,b, c} zerlegt werden; alle Zu-
stande sind offensichtlich positiv rekurrent. Jedoch sind alle Wahrscheinlichkeitsmafse
der Form

T=qr' +(1—-q¢)7" 0<q<1
wobei 7 = (64 + 0p) - 3 und 7" = (6, + 6 + &) - 3, invariant: Fiir jedes j € E ist

N4 l1—q
T(J) =5 L+ 5 Labe

gleich ), mipij, denn in dieser Summe hat nur ein 7 positive Ubergangswahrschein-
lichkeit p;; = 1 und nimmt unter 7w den gleichen Wert wie j an.

Umgekehrt zu Satz 3.2.9 zeigen wir®3

2 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.16
3 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.18
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

Satz 3.2.10. Sei (Xy) eine irreduzible Markovkette und (7;), .y eine stationdre Ver-
teilung. Dann gelten die Aussagen a) bis d) aus Satz 3.2.9.

Beweis. Nach Lemma 3.2.6 gilt 7; = >, p mpy; und daher

=3 mpap; =Y 7ripz(]?)

leE icE ieE

bzw. induktiv m; = >, 5 mp( ) fiir alle k > 0. Es folgt fiir alle n

1 1 n
ﬂj:n—i—lz i n_A'_lZZTFZpU _Z Z<n+1ng’€)> (3.2)

k=0i€FE 1€ER k=0

Wenn j transient ist, gilt fiir eine beliebige Startverteilung i, dass P, (N (j) < o0) = 1.
Somit konvergiert Ly, (j) = ]anﬁ) fast sicher gegen 0, und mit dem Satz von der domi-
nierten Konvergenz (wie im Beweis von Korollar 3.2.4) auch E; [L,, (j)] fiir ein beliebiges

i. Nochmalige Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz liefert

1
szqgi)n;o;m< +1 2 > Zm 0=0

i€eR

=E; [Ln (J)]

Ist m; > 0, dann ist j also rekurrent, und zwar positiv rekurrent:

Die Rekursion ng § = Of” p]] gllt klarerweise. Wegen > k>0 Zj ‘ = fij < o
(k)
P . .

und limy, 00 Y 5y n]+]1 = limy, 00 Ej [Ly, ()] = W < 00 ist

n (k=)
: Py _
J;H;onHpr JLH;OZ@funH)—

k=0 \I[=0

n
) ) 1 1 k) _ p 1
nlg’élogfﬁ nlglgonﬂkzopﬁ =iy E; [T}]

Mit der Formel aus (3.2) und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

e
i€E k=0 i€ER
>0

Somit ist g [ ]>0undE [T}] < oo.

Wegen ) m; = 1 gibt es ein 7; > 0, und wir kénnen alle Aussagen aus Satz 3.2.9
folgern. O
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Kapitel 4

Markovketten auf allgemeineren Raumen

4.1 TIrreduzibilitat

Sei (E,E) ein beliebiger messbarer Raum. Zusétzlich nehmen wir einen abzihlbaren
Erzeuger der o-Algebra € an (dh. (E, ) ist separabel®?).

Definition. Eine Menge A € £ ist vom Zustand x € E aus erreichbar®®, wenn
In>1:P,(x,A) > 0 (Schreibweise: © — A, andernfalls z - A).

Gilt - F° fiir alle Elemente x einer nichtleeren £-Menge F', so heiflt F' abgeschlos-
46
sen”®.

Definition (p-Trreduzibilitiit?”). Sei ¢ ein o-endliches Maf in M*(E) und B € £ mit
¢ (B) > 0. B heift p-kommunizierend, wenn von beliebigem x € B ausgehend jede
Teilmenge A C B mit ¢ (A) > 0 erreichbar ist. Falls B = E, wird der Kern P als
p-irreduzibel bezeichnet. Ist P @-irreduzibel fiir ein Maf ¢, so heiftt P irreduzibel und
@ ein Irreduzibilitdtsmaf fir P.

Mit ¢ ist auch jedes absolutstetige Mak p < ¢ ein Irreduzibilititsmak*® denn p (4) > 0
impliziert ¢ (A) > 0 und damit die gewiinschte Bedingung. Mithilfe der folgenden
Lemmata koénnen wir zeigen, dass ein maximales Irreduzibilitdtsmafs 1 existiert: Damit
ist gemeint, dass alle Irreduzibilitdtsmafe absolutstetig beziiglich v sind.

Lemma 4.1.1. pP < ¢ impliziert fiir den Potenzialkern G, dass oG ~ .47
Beweis. (oG < ¢): Mittels vollstandiger Induktion zeigt man pP, < ¢ fiir alle n > 0.

Fiir n = 0 gilt dies trivial, fiir n = 1 nach Voraussetzung. Sei pP, < ¢ erfiillt und
¢ (A) = 0. Dann gilt wegen

0Py (A) = / o (dz) Py (2. A) = 0

4 Hernandez-Lerma und Lasserre [2003], S. 47
5 Nummelin [1984], S. 8

% ebd.

47 Nummelin [1984], S. 11

8 Nummelin [1984], S. 13

9 Nummelin [1984], Lemma 2.2 (i)
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Kapitel 4 Markovketten auf allgemeineren Riumen

dass die Menge {z : P, (x, A) > 0} eine - und daher nach Voraussetzung auch eine
pP-Nullmenge ist. Wir schlieffen

0P (4) = / (oP) (dz) P, (2, A) = 0

Somit ist fiir ¢-Nullmengen A auch das Maf

PG (A) = [ ) Pl ) = Y0P (4) =0

n>0 n>0

(¢ < p@): Aus der letzten Gleichung sieht man, dass im Fall pG (A) = 0 auch alle
©P,, (A) = 0 sind, insbesondere fiir n = 0. O

Lemma 4.1.2. Fiir jedes nichitriviale, o-endliche Maf ¢ auf & gibt es ein dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmafl $ ~ .50

Beweis. Da ¢ o-endlich ist, kann man eine Zerlegung von E = U,>1E, mit jeweils
0 < ¢ (Fn) < oo wihlen. Die Summe von Mafen

—n o L p(ANE)
SO(A)_;;I% @ (Ex)

ist wieder ein Maf, das die gleichen Nullmengen wie ¢ besitzt und

~ 1 E, 1
@(E):ZW@EEni :Zﬁzl

n>1

©

erfiillt. O

Satz 4.1.3. Sei P p-irreduzibel. Dann existiert ein mazimales Irreduzibilitdtsmaf 1,
charakterisiert durch P < 1 und eindeutig bis auf Aquivalenz von Mafen.>!

Beweis. Erst zeigen wir, dass ein Irreduzibilitdtsmafs ¢ genau dann maximal ist, wenn

YP L.
(«<): Nach Voraussetzung ist ¢ ein beliebiges Irreduzibilitatsmaf fir P. Wir zeigen
o LY

w(A)>0=2z—>AVze E<Vz3n: P,(z,A) >0=

/w(da:)ZPn(x,A):wG(A) >0=¢(4) >0

n>0

Die letzte Implikation gilt, da nach Lemma 4.1.1 ¥ G absolutstetig beziiglich ) ist.

%0 ygl. Nummelin [1984], Lemma 2.1
5! Nummelin [1984], Proposition 2.4
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4.1 Irreduzibilitat

(=): Mit ¢ ist auch ¥ P ein Irreduzibilitatsmalk:

0<yP(A /w (dx) P (z,A) ¢ |[{zreE:P(z,A) >0} | >0=
=B
y—>BVYyeE v—>AVee B=y—> AVye FE

Wegen der Maximalitat gilt v P < .

Es bleibt die Existenz von ¥ zu beweisen. Das Irreduzibilitdtsmaf

w _ 22—(n+1) @P
n=0

wobel @ ~ ¢ ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, erfiillt ¥ P < 1 und ist somit maximal.

Dass 9 ein Irreduzibilitdtsmaf ist, siecht man folgendermafen:

P (A)>0&
In: 27D G P (A

)
)
In . 2D / o (dz) Py, (z,A) >0&
E
)
)

p({reFE: Py(x,A)>0}) >0«

o({zxeFE: Py(x,A)>0})>0=

VyeE: y—>{zxeFE: P,(z,A) >0} =
Vye E: y— A

Fiir die Absolutstetigkeit ¥ P < ¢ wihlen wir eine Menge A mit

=) 2" "+1/ (dz) Py (z,A) &V n: P,(,A) =0 @fs.

n>0

Dann ist auch

22 ”+1/ (dz) Ppyq (z,A) = 0

=0f.s.
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4.2 Minorisierung

Sei P irreduzibel mit dem maximalen Irreduzibilitdtsmal .

Definition. £1 bezeichnet die Teilmenge von Funktionen®” f in £, mit f fdy > 0.

P erfiillt die Minorisierungsbedingung®® M (mg, 3, s,V), wenn es eine natiirliche Zahl
mo > 1, eine reelle Konstante 8 > 0, eine Funktion s € £ sowie ein Maf v € M™(E)
gibt, sodass

Py (x,A) > Bs(x)v(A) Yre EVA€E
Dann heifst s eine kleine Funktion, v ein kleines Maff und C' € £ im Fall s = 1¢ eine

kleine Menge. Die Menge der kleinen Funktionen wird mit S* bezeichnet.

Bemerkung (Zur Minorisierungsbedingung). 54

a) Jedes kleine Mafs v ist auch ein Irreduzibilitatsmaf, denn fiir beliebiges x € E
und v-positives A € & gilt

P (,4) = B s(z)v(A)
~—~—~— ——
>0 >0

Ist s (z) > 0, so gilt offensichtlich x — A. Ansonsten beniitzt man die Eigenschaft
s € £1 und die 1)-Irreduzibilitit, um von x in die ¥-positive Menge {s > 0} zu
gelangen (und von dort nach A).

b) Insbesondere ist v absolutstetig beziiglich 1.
¢) Meist kann man annehmen, dass [ s dv > 0.

d) O.B.d.A. kann man 8 = 1 annehmen.
Nach Nummelin [1984], Theorem 2.1, gilt:
Satz 4.2.1. Fiir einen irreduziblen Kern P ist die Menge ST nichtleer.

Der Beweis erfordert einige Voriiberlegungen und mehrere Lemmata:

Wir haben vorausgesetzt, dass £ abzihlbar erzeugt werden kann, etwa durch
G = {G1,Gy,...} mit G; C E. Daraus konstruieren wir eine Folge von endlichen
Partitionen des Zustandsraums F mittels

& ={G1,GY}

& ={G2NG1,G2NGY,GY NG1,GS NGY}

52 Nummelin [1984], S. 14
%3 Nummelin [1984], Definition 2.3
5 Nummelin [1984], Bemerkung 2.1
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4.2 Minorisierung

Fiir die Partition &, werden also G} und Gg mit allen & _1-Mengen geschnitten, da-
durch werden die Partitionen immer feiner, und es gilt o (&) C o (&41) fiir alle 3.
Auferdem ist o (U;j>1&) = 0 (G) = €. Fiir alle z € E und beliebiges ¢ > 1 liegt z in
einem eindeutig bestimmten Teil der Partition &;, den wir mit E bezeichnen.5®

Wir bendtigen den folgenden Differentiationssatz fiir Mafe. Seien ab nun A und ¢
endliche Mafe auf F und A = A\, + \s die Lebesgue-Zerlegung von A beziiglich ¢ (mit
Ao K @ und Ag L ¢).

Lemma 4.2.2.
A (E;) dAg

(e(BL>0 iy ~ g &)

lim 1
1—00

fiir p-fast alle v € E.%°

Beweis. Das Lemma wird in Doob [1990], S. 343 ff., mit Hilfe von Martingaltheorie
bewiesen. 0

Fiir beliebig fixes = ist das Maf P (z,.) o-endlich und besitzt somit eine Lebesgue-
Zerlegung beziiglich ¢:

P (1‘,14) = g (A> + Uy (A>

wobei v, L ¢ und p, < @. Aufgrund der Absolutstetigkeit existiert eine Radon-

Nikodym-Ableitung k (z,y) = ddL;:

P(x,A>=/Ak<x,y>so<dy>+ux (A)

Beispiel. Eine kleine Funktion existiert, falls auf Mengen X und Y positiven Mafes die
Dichte k (z,y) grofer oder gleich einer Konstanten ¢ > 0 ist:

P(z,A) 2/

ba) o)z [ kel = pAny) voe X
A ANY

= P(z,A) >c-1x (z)- ¢ (ANY)
Lemma 4.2.3. Die Dichte k kann nichinegativ und £ ® E-messbar gewdhlt werden.””

Beweis. Die Funktionen

P (z,E})
i (2:9) = Lo(m3)>0) 5 (B7)

5 Nummelin [1984], S. 16
36 Nummelin [1984], Lemma 2.4
7 Nummelin [1984], Lemma 2.5
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Kapitel 4 Markovketten auf allgemeineren Riumen

sind nichtnegativ und als Produkt bzw. Quotient von £ ® £-messbaren Funktionen
selber messbar. Beispielsweise ist das Urbild einer Menge B € Br unter der Funktion
(z,y) — P (3:, E;)

{(z,y): P (a,E}) € B} = U (z,y):x € P(,E) ' (B)p =
y:3o:P(z,E})e€B —AyeE
U {4y x E;}
Eé:ﬂx:P(a},Eé)EB € ERE

in £ ® £ enthalten. Insgesamt ist auch der Limes fiir ¢ — oo nichtnegativ und messbar,
und nach dem Differentiationssatz von soeben entspricht er der Dichte k. O

Ebenso konnen wir fiir die Kerne P, — bzw. deren absolutstetigen Teil — nichtnegative,
messbare Versionen der Dichten k(™) finden, die zusitzlich die folgende Ungleichung
erfiillen:

Lemma 4.2.4.
K (2,2 > [ Py K (2) 2 [ KO () K (0,2) 6 ()
fiir alle m,n > 1 und z,z € E.%%

Beweis. Sei fiir alle n und beliebig gewéhltes x
Py (2, A) = u" (A) + v (A)

die Lebesgue-Zerlegung von P, (z,.). Wie im vorigen Lemma gibt es fiir alle ,ug(cn) ()

(n)

eine nichtnegative, £ ® £-messbare Dichte k:on . Die iterativ definierten Funktionen

KD = Y

E") = max (ké“ (2,2), max / P (2, dy) K™ (y, z)) Wn > 2
bilden ebenfalls eine Dichte:

Fiir k1) = k(()l) ist dies klar. Nehmen wir an, dass alle k(=™ Dichten fiir Mé"‘m) ()
sind. O.B.d.A. sei k(™ = max (k’én),kin)), wobei k™ = [ Py (2, dy) K"=™) (y, 2) fiir
ein m < n. Wir definieren nun das Maf Q, (4) = [, ¢ (dz) k(M (z,2), welches wir

8 Nummelin [1984], Lemma 2.6
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4.2 Minorisierung

mithilfe des Satzes von Fubini folgendermafsen abschétzen kénnen:
@ (4) = [ (@)K (,) =
[ @) [ P dy) b (3.2 =
A

E
/ By (2, dy) / o (dz) K™ (y,2) < Py (2, 4)
E A

<Pn-m(y,A)

Aus der Definition von @, (.) ist ersichtlich, dass @, < ¢. Hingegen ist ,u;(,;n) in der
Lebesgue-Zerlegung genau der maximale beziiglich ¢ absolutstetige Anteil von P, (z,.),
deshalb gilt @, < MEJ‘). Damit ist auch das Integral von k(™ kleiner oder gleich dem

Mak u(xn):

/ v (dz) k() (z,2) =
A

v (dz) k() (z,2) + / (dz) k() (z,2) =

Am{ké”)<ki")} 4

d2) k™ (2, /
/Aﬂ{ké")zk&”}(p( ko (@ 2)+ Am{kgnkki")}@

= W (An 2K < 1 (anfre <k}

/Am{kg")zki")}

Umgekehrt ist

/ o (d2) k) (z, 2) > / o (d2) K (2, 2) = pl (A)
A A

und insgesamt k(™ wie behauptet eine Dichte des absolutstetigen Teils von P, (z,.).

Alle £ erfiillen k(™ > 0 und die gewiinschten Ungleichungen — die erste per defini-
tionem. Die zweite ergibt sich mit der Lebesgue-Zerlegung von P, (z,.) beziiglich ¢:

Py (1, A) = /A K (2,) 0 (dy) + Vs (A) =

/ Pon (20, dy) K (3, 2) > / K (2,1) K (3, 2) o (dy)

Die £ ® E-Messbarkeit von k(™ ist mittels vollstindiger Induktion etwas aufwindiger
zu beweisen:

Die Funktion k(!) = kr(()l) ist £ ® E-messbar. Nehmen wir induktiv an, dass fiir alle
m < n — 1 die Funktionen k"™ € £ ® & sind. Wir zeigen®, dass das Integral einer

39 analog zum Beweis von Lemma 14.20 in Klenke [2008]
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Kapitel 4 Markovketten auf allgemeineren Riumen

nichtnegativen, £ ® £-messbaren Funktion fbeziiglich eines stochastischen Kerns P
faz) = [ Py Fo.2)

messbar ist beziiglich £ ® €. Aufgrund der Induktionsannahme ist dann k() das Ma-
ximum messbarer Funktionen, also selber £ ® £-messbar.

Ist f: 14, x4, die Indikatorfunktion eines messbaren Rechtecks, dann gilt die Behaup-
tung:

ﬂ%@=/Pmﬂwﬂ%@=/Puﬂmumw¢@uwﬂ%mm»uxa

Messbare Rechtecke liegen also in der Menge

D= {A€5®€:/P(x,dy)1A(y,z)ES@E}

D ist ein Dynkin-System:

E x E liegt in D, da alle (z,z) auf [ P (z,dy) 1pxg (y,2) = P(z,E) = 1 abgebildet
werden. Fiir A € Dist f (x,z) = P (x, Az (z)) messbar, wobei Az (2) ={y: (y,2) € A}
der z-Schnitt von A ist. Daher ist auch A° ein Element von D, denn

P(x,(A%), (2)) = P(2,(A2(2))°) =1 = P (x, A2 (2))

ist £ ® E-messbar. Schlieklich liegt die Vereinigung disjunkter A,, € D wieder in D, was
man mit 1,4, = > 14, und der Linearitdt des Integrals einfach nachweist.

Die messbaren Rechtecke der Dimension 2 sind ein durchschnittstabiler Erzeuger von D.
Nach dem 7-A-Theorem® stimmt die von ihnen erzeugte o-Algebra £ @ & mit dem
erzeugten Dynkin-System {iberein. Daher gilt £QE C D, und die Integrale aller f =14
sind £ ® E-messbar.

Fiir Treppenfunktionen folgt die Messbarkeit von f (z, z) mit der Linearitét des Inte-
grals. Allgemeine messbare nichtnegative Funktionen kann man durch Treppenfunktio-
nen approximieren; f (x, z) ist dann als Limes messbarer Funktionen messbar. O

Definition. Seien A und B Elemente aus £ ® £. Wir schreiben fiir die SchnitteS!
Ai(z)={yeE:(z,y) € A} ,Ba(z):={y € E: (y,2) € B}

und fiir die Zusammensetzung®?
AoB:=(AXE)N(Ex B)={(z,y,2) e EXxXE X E:(x,y) € A, (y,2) € B}

Weiters sei ™ das n-fache Produktmaft ¢ x ... X .

59 Elstrodt [2005], S. 25, Satz 6.7
! Nummelin [1984], S. 17
% Nummelin [1984], S. 18
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4.2 Minorisierung

Lemma 4.2.5. Sei ¢® (Ao B) > 0. Dann gibt es @-positive Mengen C und D in &,
sodass®®

v = xeg,lfeDw (A1 (z)NBay(z)) >0

Beweis. Betrachte die Mafe
Fis @*(ANF) und F — ©? (F)

auf € x €. Es ist ©? (AN .) absolutstetig beziiglich 2. Die Lebesgue-Zerlegung besteht
dann aus ©? (AN .) selber und dem Maf, das trivial den Wert 0 annimmt. Die Radon-
Nikodym-Ableitung beziiglich ¢? ist offensichtlich 1 4.

Nach Voraussetzung gilt ¢® (40 B) > 0, dh. es gibt ein (z,y,2) mit (z,y) € A und
(y,z) € B. Setzen wir nun E;,y = E! x E;, dann gilt nach Lemma 4.2.2

2 %
. ¥ (A N Eazy) _
B N0y ) Ay

fiir p2-fast alle (x,7). Somit gibt es eine p?-Nullmenge N7 mit

(AnE,)
i—00 @2 (E;ay)

fiir alle (z,y) in A\ Ny.
Auf die gleiche Art zeigt man die Existenz einer p?-Nullmenge N, die

2 B Ez
lim AE Pyz) (2 ﬂ' y’z) =
i—soo (E?ZJ’Z)

fiir alle (y, z) in B \ Ny erfiillt. Wir wahlen (u,v,w) aus der nichtleeren Menge
(A\ N1) o (B\ N2). Sei j grok genug, dass

o? (A N E&) o? (B N E{,’,w)
@ (i) @ (Elu)

gelten. Die linke Ungleichung ist dquivalent zu

> — und >

e~ w
=~

_ 3 _
[ely: @ eanElNae@ =] [¢({y: @) € L)o@
und dies bedeutet, dass auf einer p-positiven Teilmenge von E

o (A1 (@) N E]) > o (B])

>~ w

%3 Nummelin [1984], Lemma 2.7
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gilt. Auf diese Weise erhalten wir die gesuchten Mengen

o(2)]

o

C:{xEEi:gp(Al(az)ﬂEg)Z

D:{zEE{;:go(Bz(Z)ﬂEg)ZgSD(EZ)}

4
fiir deren Elemente x € C' und z € D gilt:
¢ (B)) 2 ¢ (BIN (A1 (@) UB3 (2))) =
(Al()ﬂE{,)+go(Bg(z)ﬂEf))—<p(A1()ﬂBg NE]) >
2o (B) 45 o (H) ¢ (A (0)N By ()N BY) &
5@ (B) <o (4 @) B ()N ) =
0 < p(Ar(@NBa(2))

0 <@ (A (z)N By (2))

Nun konnen wir Satz 4.2.1 beweisen:

Beweis. Sei 1 das maximale Irreduzibilitdtsmaf fiir P und 0.B.d.A. ein Wahrschein-
lichkeitsmafs. Aufgrund der Irreduzibilitét ist fiir beliebige € E und fiir ¢-fast alle
y € E die Summe

i k™) (2

m=1

Daher gibt es m; und mg mit

/ / / KO (2, ) K (y, 2) o (d)ed (dy)os (d2) > 0
FEJEJE

Wir kénnen nun ein § > 0 klein genug wahlen, dass die Zusammensetzung der Mengen
A= {(2,y) : k"™ (2,y) > 0} und B = {(y,2) : k"2 (y, 2) > 6}

¥* (Ao B) >0

erfiillt. Nach Lemma 4.2.5 existieren Mengen C' und D, fiir deren Elemente z € C und
z € D wegen der Ungleichungen aus Lemma 4.2.4 und Lemma 4.2.5

ROmme) (g, 2) > R ) K (5,26 () >
E

> / E(m1) (z,y) E(m2) (y, 2) 1 (dy) > 752
A1 (z)NB2(z)
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4.3 Periodizitat

gilt. P erfiillt somit fiir alle x € C
Prytm, (2, A4) 2 / K2 (2, 2) dy (2) >
A
= / Ktma) (o 2y dip () > 46% (AN D)
AND

also die Minorisierungsbedingung M (m1 +ma,y6%, 1,9 (. N D)) O

4.3 Periodizitat

Sei P ein irreduzibler Kern mit maximalem Irreduzibilitdtsmalfs v, der die Minorisie-
rungsbedingung M (mq, 3, s, v) erfiillt (nach Satz 4.2.1 existiert eine kleine Funktion).

Definition. Ein Zyklus®* der Linge m ist eine Folge disjunkter nichtleerer £-Mengen
(Eo, ..., Em—1), sodass

VeeEi: P(x,Ef)=0

wobei j =i+ 1 (mod m) und 0 < i <m — 1.

Bemerkung.  a) Von z in E; sind also nur Zustande in E;; (mod m) erreichbar. Die
Vereinigung Uﬁ_olEi ist abgeschlossen, ihr Komplement muss wegen der Irredu-
zibilitit eine ¥-Nullmenge sein.%®

b) Fiir die Kerne P, und x aus E; ergibt sich P, (ac, E;:) = 0 mit j = i+n (mod m),
insbesondere Py, (z, EY) = 0.

Sei I die Menge der Indizes, fiir die die Minorisierungsbedingung gilt:
I:={m>1:M(m,Bm,s,v) fir ein 3, > 0}

und d ihr grofiter gemeinsamer Teiler. Unter den angegebenen Umstinden mit der
Zusatzannahme [ s dv > 0 gilt:%7

Satz 4.3.1. Zum Kern P gibt es einen d-Zyklus (Ey, ..., Eq_1). Die Zahl d hangt nicht
von der Wahl von s und v ab. Gibt es einen weiteren Zyklus (E(’), .. .,E&,fl), so teilt
d' die Zahl d, und die Mengen E! sind Vereinigungen der E;.

Die Mengen E; werden zyklische Mengen genannt, d die Periode von P. Falls d = 1,
heilst P aperiodisch, ansonsten periodisch.

Bemerkung. ,Beschleunigt® man die Kette, indem man nur Vielfache eines gewissen
m > 1 betrachtet, so erhélt man eine Markovkette (X,;),~, mit Ubergangswahr-
scheinlichkeit P,,. Je nachdem, in welcher Zyklusmenge gestartet wird, ergeben sich

4 Nummelin [1984], S. 20

65 ebd.

% ebd.

7 Nummelin [1984], Theorem 2.2
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Kapitel 4 Markovketten auf allgemeineren Riumen

cm = ggT {m,d} verschiedene Zustandsrdume, in jedem Fall existiert ein Zyklus der
Lénge %.68

4.4 Rekurrenz und Harris-Rekurrenz

Wir erinnern uns an die Definition von T4 als Eintrittszeit in eine Menge A € £. Wie

)

fur diskrete Markovketten bezeichnen wir die k. Besuchszeit in A mit TXg und die

Anzahl der Besuche mit N (A) =3+, 14 (Xy).
-Irreduzibilitét bedeutet, dass fiir p-positive Mengen A und fiir alle z ein P, (z, A) > 0
ist, also auch E; [N (A)] =3, 5 Po (2, A) > 0.

Definition (Rekurrenz). Eine Markovkette heift rekurrent®®, wenn sie p-irreduzibel
ist und

0(A)>0=E;[N(4)] =00
fir alle z € E, A € & erfiillt.

Definition (Harris-Rekurrenz). Eine irreduzible Markovkette (X,,) mit maximalem
Irreduzibilititsmak ¢ ist Harris-rekurrent™, wenn

Y(A)>0= P, (Ty<ox)=1Vz € E (4.1)

Bemerkung.  a) Alternativ kann man die Eigenschaft (4.1) fiir alle Irreduzibilitéts-
mafke fordern:™' Gilt sie fiir alle, dann insbesondere fiir ¢). Sei umgekehrt ¢ ein
beliebiges Irreduzibilitdtsmafs, ¢ (A) > 0. Dann ist die gewiinschte Implikation
erfiillt, weil ¢ < .

b) Eine weitere Moglichkeit ist, P, (T4 < co) = 1 durch P, (N (4) =o0) = 1 zu

ersetzen. >

Proposition 4.4.1. P, (Ty <oo)=1Vz € E & P, (N(A)=00)=1Vz e E.

Beweis. (=): Nach Voraussetzung gilt P, (T4 < oo) = 1 fiir alle z € E. Nehmen wir
dies auch fiir T’ Xc_l) — die (k — 1). Besuchszeit in A — an, dann folgt mit der starken

% Nummelin [1984], S. 22

% Hernandez-Lerma und Lasserre [2003], Definition 4.2.9

0 vgl. Athreya und Lahiri [2006], S. 463

™ Tatséchlich ist das Irreduzibilititsma®f in der Definition von Athreya und Lahiri [2006], S. 463,
beliebig.

™ Nummelin [1984], Definition 3.5., oder Hernandez-Lerma und Lasserre [2003], Definition 4.2.10
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Markoveigenschaft

E, |:1{T£1k><oo}“FTA:| =E; |:1{T1gk1)<oo} © HTA‘FTA:| =

k—1
= EXTA |:1{T£1k_1)<oo}:| = PXTA (ngl )

= P, (Tjgk) < oo) :/El{TfAk)<oo}dPx :/]51de = 1

Somit wird die Menge A fast sicher unendlich oft besucht.
(<): Klar. O

<oo>: 1

Proposition 4.4.2. Ist (X;,) Harris-rekurrent, dann auch (Xnn,),>o fir ein ng > 1.
Beweis. Siehe Nummelin [1984], Proposition 3.14. O

Die Eigenschaft der Harris-Rekurrenz ist hilfreich, um Ergebnisse iiber das Langzeit-
verhalten von diskreten Markovketten auf allgemeine Markovketten zu {ibertragen. Im
diskreten Fall sind die Ausfliige zwischen den Riickkehrzeiten in einen Zustand 7 unab-
hingig und identisch verteilt, wodurch man das Starke Gesetz der Grofien Zahl niitzen
kann, um Konvergenzaussagen zu erzielen. Fiir die Riickkehrzeiten in eine Menge A
muss dies nicht erfiillt sein. Jedoch findet man fiir Harris-rekurrente Markovketten ,,gu-
te“ Riickkehrzeiten, sodass man ebenfalls das Starke Gesetz der Grofen Zahl anwenden
kann.

Zu Beginn zeigen wir die Existenz von unabhéngigen, identisch verteilten Zyklen unter

speziellen Voraussetzungen:

Satz 4.4.3. Sei (X,,) eine Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeit P und Zu-
standsraum (E,E). Angenommen, es gibt eine Menge Ao in € sowie eine Konstante
0 < a < 1 und ein Wahrscheinlichkeitsmafl v auf &€, sodass

a) P(x,A) > av(A) Ve € Ag VA€ &
b) Pp(Tay <o0)=1VzxeE

Dann existiert zu jeder Startverteilung u eine Folge von Zufallszeiten (Ti)z’zp sodass
die Zyklen i, = {X, : T, <1 < Tj41} unter P, unabhdingig und identisch verteilt und
alle X1, gemdf$ v verteilt sind.

Das heifit fir beliebige Ag; € £, my, € N und fiir alle n € N
Py (Thyr — T = mp, X111 € A, 0 < U<y, 1 <k <n) =

n
H P, (To =T = my, X1 € Ap, 0 < T <my,)
k=1

3 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.6
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Bemerkung. Unabhéngige und identisch verteilte Zyklen sind genau durch (4.2) defi-
niert, wobei im allgemeinen auf beiden Seiten das gleiche Wahrscheinlichkeitsmafs P
auftritt™ (hier soll die zusétzliche Bedingung X1, ~ v erfiillt sein). Ein stochastischer
Prozess auf (2, F, P), der eine solche Folge von Zufallszeiten besitzt, heifit regenerativ.

Beweis. Zuerst definiert man fiir beliebiges = € Ay das Mab Q (z,.) auf £ durch

P(z,.)—av()
-«

Q(:Bv ) =

Mit P (x,.) und v ist auch Q (z,.) o-additiv und wegen @ (x, E) = 1 ein Wahrschein-
lichkeitsmals.

Fiir beliebiges « € Ay und Startmaf p gilt natiirlich P, (X,41 € Al X, =) = P (z, A).
Betrachtet man hingegen unabhéngige Zufallsvariable

n+1 mit Pu (77H+1 € A) =V (A)
On+1 Bernoulli-verteilt mit Parameter o
Yot mit P, (Yop1.€A)=Q(x,A)

und setzt

X _ Mn+1 fir 5n+1 =1
ntl YTL-i-l,SC fir 677,-{-1 =0

so erhilt man die gleiche Ubergangswahrscheinlichkeit von x nach A:

P,u (Xn+1 € A‘Xn = ZC) =
P‘LL (’I?n+1 S A, 5n+1 = 1) + PH (Yn+1,:p S A, 5n+1 = O) =
v(A)a+Q@,A)(1-a)= P(z,A)

Dabher ist die Position der Kette nach einem Besuch in Ag mit einer Wahrscheinlichkeit
von o gemdl v verteilt — unabhingig von der Vergangenheit.

Fiir alle = € F gilt nach Voraussetzung P, (T4, < 00) = 1, und nach Proposition 4.4.1
finden P,-fast sicher unendlich viele Besuche in Ag statt — dann auch P,-fast sicher.
Bezeichnen wir die Besuchszeiten mit 71,72, ..., so besitzen die Zufallsvariablen X,
mit Wahrscheinlichkeit a > 0 die Verteilung v. Die Folge (0,41);,~, entspricht einer
Folge von Miinzwiirfen mit Erfolgswahrscheinlichkeit o. -

P, (3@0 X1~ 1/) =P, (32’0 Gy 41 = 1) -

ZPH (6Tj+1 =0 Vj < Z.767'1'—5-1 = 1) =
i>1

™ siehe Gleichung (4.3) unten
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4.4 Rekurrenz und Harris-Rekurrenz

(Xn) beginnt also fast sicher zum Zeitpunkt 7;, + 1 mit Anfangsverteilung v neu und
unabhéngig von den vorigen Zeitpunkten zu laufen. Wir setzen 7' := T3 := 7, + 1 und
berechnen

PH(X]‘GA]‘:R—FlngTL—i—k’XjEAjZOSjSﬂ,T:n-Fl):
P, (XjeAj:n+1<j<n+k|X,€cA,T=n+1)=
1

P,(X,€ A, T=n+1)

(Xn€AONAp, Xpi1~v)
1
dﬂ? 1A An €T / v dl‘n .
e @ Ty e @ [ v

/ P(37n+17d35n+2)-~-/ P (pyr—1,dTnqr) =
An+2 A7L+k

Py(XjeAjin<j<n+kT=n+1)=

1 (AN Ay) / / /

—_— " v dxo P (IJ(),dCCl P Th— ,da:k, =

N (AO m An) An+1 ( ) An+2 ( ) An+k ( 2 1)
P, (Xo € Apy1,. - X1 € Anp)

Somit gilt

P.(Xj€Aj:0<j<n+kT=n+1)=
P(X;E€A;j:0<j<nT=n+1)-

P,(XjeAj:n+1<j<n+k|X;€4;:0<j<n,T=n+1)=
P,(Xj€Aj:0<j<nT=n+1)-P,(Xo€ Apnt1,... X1 € Apyi)

Durch Beginn zur Zeit 77 und wiederholtes Anwenden im Fall y = v folgt die Behaup-
tung. 0

Korollar 4.4.4. Wir nehmen (X,,), Ao, a und v wie in Satz 4.4.3 an und andern die
Bedingung a) in

dng >1: Py (x,A) > av(A) und P, (3n > 1: Xpp, € Ag) =1V € AgVAEE

Fiir (Y,) = (Xnny) und beliebiges pn bzw. P, gibt es dann Zufallszeiten (1;);5, mit

unabhdngigen, identisch verteilten Zyklen und mit Y7, ~ v.7°

Beweis. Sei p eine Startverteilung mit p (Ag) = 1. Die Voraussetzungen von 4.4.3 sind
fiir (Y,,) mit der Ubergangswahrscheinlichkeit P, erfiillt und das Resultat bewiesen.

Ansonsten folgt aus der Voraussetzung P, (T4, < oo) = 1 fiir alle x € E, dass auch
P, (T4, < o00) = 1. Betrachtet man die Markovkette ab dem Zeitpunkt T4,, so gilt
wieder der erste Fall, und man findet Zufallszeiten (7;), die (4.2) erfiillen. O

Fiir (Y,,) = (Xun,) haben wir nun unabhingige, identisch verteilte Zyklen. Die im

5 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.7
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vollstédndigen Zyklus m, = {Xj; : ngT) < j < noTy41} enthaltenen Y, (T, <n < Tjy1)
sind also identisch verteilt fiir alle Zyklen, ebenso die Linge der Zyklen. Die Stellen
X, wobei j # nng, kénnen wir geméf der bedingten Verteilung

Py (Xpno+t € Aty 1 <1 <m0 Xpng = T, X (g 1yng = ¥) =
P, (X € Ap, 1 <1l <nolXo=2,Xp, =y)

auffiillen.” Daher sind die Zyklen (7j;,) identisch verteilt.

Unabhéngig sind sie nicht: Die Verteilung von 7y ist von X,,7, ,, abhéngig, und dieser
Wert gehort zum Zyklus 7g1. Daher sind aufeinander folgende Zyklen abhéngig, alle
anderen aber wegen der Markoveigenschaft unabhingig.””

Diese Resultate erhalten wir insbesondere fiir Harris-rekurrente Markovketten:’®

Satz 4.4.5. Sei (X,,) eine -irreduzible, Harris-rekurrente Markovkette auf einem se-
parablen Zustandsraum (E,E). Dann existieren Zufallszeiten (T;),~, und ein ng > 1,
sodass die Zyklen 7y, identisch verteilt sind. Aufeinander folgende Zyklen sind abhingig,
alle anderen Kombinationen von Zyklen unabhdngig.

Beweis. Wir iiberpriifen die Voraussetzungen von Korollar 4.4.4:

Nach Satz 4.2.1 existieren eine Funktion s = 14, ein ng > 1, o > 0 und ein Maf v,
sodass

P, (x,A) > as(x)v(A) Ve € EVA€E bzw.

P, (x,A) > av(A) Yz € AyVA €&

Es gilt ¢ (Ag) > 0 und daher wegen der Harris-Rekurrenz P, (T4, < oo) = 1 fiir alle
x € E. Nach Proposition 4.4.2 ist auch (Xmlo)nzo Harris-rekurrent und daher die

Eintrittszeit in Ag beziiglich der Ubergangswahrscheinlichkeit P, fast sicher endlich,
das heifst

Px(zlnzl:XnnOEAo):1V$€A0

O

Nun untersuchen wir noch das Langzeitverhalten von regenerativen Prozessen. Wie be-
reits in der Bemerkung nach Satz 4.4.3 angedeutet, sind diese folgendermafien definiert:

Definition. Ein stochastischer Prozess (X,,) auf (Q, F, P) heift regenerativ™®, wenn

6 Athreya und Lahiri [2006], S. 466

"7 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.8
™ Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.9
™ Athreya und Lahiri [2006], Definition 14.2.7
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4.4 Rekurrenz und Harris-Rekurrenz

es eine Folge von Zufallszeiten (Tk),~, (Erneuerungszeiten) gibt mit
P (Tyq1 — T = mp, X711 € A, 0 < T <my, 1 <k <n) =
n
H P (Ty — Ty = mp, X741 € Ay, 0 <1 < my)
k=1
flir beliebige Ag; € £, my € N und fiir alle n € N.

Beispiel.  a) Eine irreduzible und rekurrente Markovkette auf einem diskretem Zu-
standsraum.

b) (X,,) sei Harris-rekurrent und erfiille Bedingung a) in Satz 4.4.3.

Satz 4.4.6. (X,,),~( sei ein regenerativer Prozess mit Erneuerungszeiten (1;),~,. Die
Mafe 7 und 7 auf (E,E) seien definiert durch

To—1 ~
];1 14(X;)| und w(A) = ;Eg

unter der Zusatzannahme, dass 7 (E) = E [Ty — T1] < co. Dann folgt®°
a) P(%Z Lrx; —>ffd7r) =1 Vfe L' (BEn)
b) pn () := %Z?;& P(X; €.) — m(.) mengenweise und beziiglich |||

Beweis. a) Sei 0.B.d.A. f > 0 (sonst betrachte fT, f~). Fiir jedes n existiert ein
k = N,, sodass T, <n < Ty (setze Tp := 0). Definiert man Yy = ZTl LF(X;)

und Y; = Zj:ﬁ Lr( X;), dann gilt

k
(YwZY) Zf % (YwZYi) (4.4)

Die (Y;,) sind unabhéngig und identisch verteilt. Mit dem Starken Gesetz der
Grofen Zahl kénnen wir schliefen, dass %Zf;f Y; und %Zle Y; gegen E[Y1]
konvergieren. Dieser Grenzwert entspricht, wenn f eine Treppenfunktion ist,

Tr—1
/der—/ZallAdTr—Zam Zaz Z]‘Ai(Xj) =
Jj=T
Tr—1 Ty—1
=E|> > aila(X)| =E| > f(X))| =E[V]]
j=T1 i j=Ty
F(X;5)

80 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.10
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was natiirlich durch den Satz von der monotonen Konvergenz ebenso fiir allgemei-
ne messbare Funktionen gilt. Weiters berechnen wir mithilfe des Starken Gesetzes

der Grofen Zahl, dass % — m: Wie im Beweis von Satz 3.2.2 argumentiert

man mit T}, < n < Ty und 173 = L SV 0 (T — T3) — E [Tz — Ti). Insgesamt
folgt wegen (4.4)

15y Evi] _ [fdF _
ng)f(X])—)E[Tz—Tﬂ - T (B) _/fdﬂf's.

Da |fn| <1, impliziert der Satz von der dominierten Konvergenz

n—1

1
MQD:zy%XﬁHD:/ﬁMP—%/WMMW:WQ@
n
j=0
Der Beweis der Konvergenz beziiglich der Totalvariations-Norm verlangt starke
funktionalanalytische Argumente. Hier sei auf Nummelin [1984], Kapitel 6, ver-

wiesen.

O]

Bemerkung. Der Satz gilt auch, wenn die Zyklen m-abhdngig sind (wobei 1 < m < 00),
dh. dass fiir beliebige k& € N die Mengen {n1,...,m} und {Nk1m41,...} unabhéngig
sind.8! Das Starke Gesetz der Grofen Zahl in der allgemeinen Form des Ergodensatzes
lasst sich in diesem Fall ebenso anwenden.

Definition. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf 7 auf (E, &) heikt stationdr®? fiir die Uber-
gangswahrscheinlichkeit P, wenn fiir alle A € £

M@:/P@AMM@

Bemerkung. Aus der Definition folgt induktiv X,, ~ « fiir alle n > 1, wenn Xg ~ 7 —
daher die Bezeichnung ,stationér”.

Satz 4.4.7. Sei (X,,) eine Harris-rekurrente Markovkette auf einem separablen Zu-
standsraum (E,E) mit Ubergangswahrscheinlichkeit P. Angenommen, es gibt ein sta-
tiondres Wahrscheinlichkeitsmafl m fiir P. Dann ist m eindeutig bestimmt, und es gelten

8! vgl. Athreya und Lahiri [2006], Definition 16.2.3
82 Athreya und Lahiri [2006], Definition 14.2.8
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4.4 Rekurrenz und Harris-Rekurrenz

die folgenden Konvergenzaussagen fiir alle x € E:5%

n—1

Vfe L' (B &) : ! Zf(XJ) — /fdﬂ' P,-fast sicher
n
=0
1 n—1
— ZPx (Xj€.)=pnaz () — () mengenweise
n
=0

fine () —> 7 (.) beziglich ||.|| v

Beweis. Wir werden beweisen, dass ein beliebiges stationdres Maf genau von der Form
des Mafies 7 im Satz 4.4.6 ist. Damit steht einerseits die Eindeutigkeit fest, andererseits
folgen die Konvergenzaussagen.

Wie fiir Satz 4.4.5 gezeigt, haben wir eine Menge Ag € £, ein ng > 1, a > 0 und ein
Mafl v mit

P, (x,A) > av(A) Ve € AgVA €&

und P, (T4, < oo0) = 1 fiir alle x € E. O.B.d.A. sei nyp = 1 (ansonsten betrachtet
man die Ubergangswahrscheinlichkeit P, ). Wie friiher definiert man die unabhiingigen
Zufallsvariablen (1), (65) und (Y}, ;) und findet Zufallszeiten

7' = min{n:n>0,X,_1 € Ap,d, =1}
Tiy1= min{n:n>T;, X,—1 € Ag,0, =1}

wobei die X7, — unabhéngig von der Vergangenheit — geméf v verteilt sind. Wieder
wahlen wir fiir jedes n > 1 die Zufallsvariable k = N, mit T < n < Ty41 (Tp := 0).

Nach Proposition 4.4.1 gilt N (Ag) = oo P,-fast sicher fiir beliebiges x € E. Weiters
hat J,, = 1 die positive Wahrscheinlichkeit «; somit ist P, (N, — oo) = 1 fiir alle z.
Mit dem Starken Gesetz der Grofien Zahl folgert man wie im Beweis von Satz 3.2.2,

dass lim % = ﬁ P,-fast sicher. Da ‘%‘ < 1, liefert der Satz von der dominierten
Konvergenz
Ny, 1
E,|—| —
: [ n ] E, [T1]

Andererseits ist

N, 1
“[2)-1
n n

n 1 n
kz l{kE{Ti}i>1}] = E Z Pw (Xk_]_ (= AO) o
=1

k=1

83 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.11
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und daher konvergiert fiir alle € F, inshesondere m-fast iiberall,

n—1
fo (@) = %ZPI (X; € Ag) = éEx H"] s aEl[Tﬂ (4.5)
j=0 v

FEin stationires Mak 7 erfiillt fiir alle j > 0

7 (Ag) = Pr (X € Ag) = / (dx) Py (X € Ap)

und somit fiir beliebiges n

n—1
7 (Ag) :/ZPJ,, (X, € Ag) 7 (dx)
j=0

Wegen der Irreduzibilitit der Markovkette und da 1 (Ag) > 0, existiert fiir alle z € E
einn: P, (X, € Ag) > 0. Aus der letzten Gleichung ist nun ersichtlich, dass 7 (4g) > 0
ist. Dividiert man beide Seiten durch n und lasst n gegen unendlich gehen, so folgt mit
|fn| <1, Gleichung (4.5) und dem Satz von der dominierten Konvergenz

0<m(Ay) = hm/ ZP (X; € Ag)m (dx) =

n—o0

[T1] (4.6)

fn(2)

Somit ist E, [T1] < oo, und die Voraussetzungen von Satz 4.4.6 sind erfiillt (mit
E [T — T1] = E, [T1]). Wie im Beweis von Punkt b) des genannten Satzes gilt

n-1 E, X504 (X))
.1 v | £aj=0 J
nlggon;g (X, € A) = B, T VAc& Yo e E

Nun braucht man nur noch beziiglich 7 zu integrieren und wie in (4.6) den Satz von
der dominierten Konvergenz anzuwenden:

erial 14 (X;)
nhﬁn;()/ ZP X; e A)m(dx) = E, [T1]

Hiermit ist gezeigt, dass das zunichst beliebig gewihlte stationire Mak 7 genau das
Ma#k aus Satz 4.4.6 ist. Die Konvergenzaussagen entsprechen nun genau Punkt a) und
b) in Satz 4.4.6. m
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Anhang A
Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit homogenen Markovketten, einer bedeutenden Klasse
stochastischer Prozesse. Charakterisiert sind diese dadurch, dass die Wahrscheinlich-
keit, von einem Zustand in eine gewisse Menge zu gelangen, nicht von der Vergangenheit
abhéngt und fiir alle Zeitpunkte gleich ist.

Ist der Zustandsraum abzahlbar, so ldsst sich das Langzeitverhalten des Prozesses sehr
genau vorhersagen: Die Zusténde konnen als transient, nullrekurrent oder positiv re-
kurrent klassifiziert werden, und je nachdem entwickeln sich die Wahrscheinlichkeit,
in einen Zustand zuriickzukehren, die durchschnittliche Anzahl der Besuche etc. Die
zentrale Frage ist, welche der Konvergenzaussagen (unter welchen zusétzlichen Voraus-
setzungen) auf Markovketten mit iiberabzihlbarem Zustandsraum iibertragen werden
kénnen.

Im ersten Kapitel werden Grundbegriffe gekldrt und eine Notation festgelegt. Grund-
sitzlich sind Kenntnisse der Mafstheorie vorausgesetzt, wenige wesentliche Ergebnisse
werden wiederholt.

Zu Beginn des Abschnitts 2 steht die Definition von homogenen Markovketten. Diese
kann auf verschiedene Arten erfolgen; unter anderem wird die Existenz der kanonischen
Markovkette, ausgehend von einer Startverteilung und einem stochastischen Kern, ge-
zeigt. Weiters wird die Markoveigenschaft in verschiedenen Varianten erldutert; die
wichtigste davon ist die starke Markoveigenschaft.

Kapitel 3 geht auf den Spezialfall diskreter Markovketten ein. Im ersten Teil werden
Begriffe wie Erreichbarkeit von Zusténden und Irreduzibilitit der Markovkette defi-
niert. Der Zustandsraum enthélt disjunkte minimale Teilmengen, Zustinde kdnnen als
rekurrent oder transient eingeteilt werden. Dies wird im zweiten Teil beniitzt, um das
Langzeitverhalten der Markovkette zu untersuchen. Da die Markovkette in einen re-
kurrenten Zustand fast sicher zuriickkehrt, kann man sie in die Zyklen zwischen den
Besuchszeiten aufspalten. Dank der starken Markoveigenschaft stellt sich heraus, dass
diese Zyklen eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen sind, und so
lassen sich Schliisse iiber das Langzeitverhalten der ganzen Markovkette ziehen. Unter
anderem wird die Existenz eines invarianten Mafes, sowie die Eindeutigkeit im irredu-
ziblen Fall, fiir eine Markovkette mit einem positiv rekurrenten Zustand gezeigt. Dieses
Maf ist der Grenzwert sowohl der durchschnittlichen Anzahl der Besuche in einem ge-
wissen Zustand als auch des {iber die Zeit gemittelten Wahrscheinlichkeitsmafses, diesen
Zustand aufzusuchen.
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Anhang A Zusammenfassung

Nach dieser eingehenden Abhandlung diskreter Markovketten wird im vierten Kapitel
der Zustandsraum allgemeiner als messbarer Raum angenommen. Dies bendtigt eine
allgemeinere Definition von Irreduzibilitét, nun beziiglich verschiedener Mafse, wobei die
Existenz eines maximalen Irreduzibilitdtsmafes bewiesen wird. In Abschnitt 4.2 wird
die Minorisierungsbedingung eingefiihrt und in einem aufwindigen Beweis gezeigt, dass
jede irreduzible Markovkette eine solche erfiillt. Teil 4.3 geht kurz auf Periodizitdt ein.

Das Herzstiick dieser Arbeit ist Abschnitt 4.4 mit der Untersuchung Harris-rekurrenter
Markovketten. Da diese per definitionem irreduzibel sind, kann man unter anderem
die Minorisierungsbedingung verwenden, um identisch verteilte, eins-abhéngige Zyklen
zu finden. Mit Hilfe eines Satzes {iber regenerative Prozesse folgen schliefllich Konver-
genzaussagen iiber Harris-rekurrente Markovketten mit einem stationdren Wahrschein-
lichkeitsmafs.
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