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Kapitel 1

Grundbegri�e

1.1 Einführung

Eine Markovkette ist ein stochastischer Prozess � wir bewegen uns also in einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Ω,F , P0) und einem messbaren Raum (E, E), dem � im einfachsten
Fall endlichen oder abzählbaren � Zustandsraum. Zufallsvariablen (Xn)n≥0 bilden zu
jedem Zeitpunkt n ≥ 0 ersteren auf letzteren ab. In welchem Zustand x ∈ E man sich zu
Beginn des Prozesses be�ndet, ist durch eine Startverteilung gegeben. Die Wahrschein-
lichkeit, von x in eine Menge A ∈ E zu gelangen, wird durch einen Kern ausgedrückt.

Der Raum reellwertiger E-BR-messbarer Funktionen wird ebenso wie die σ-Algebra
selber mit E bezeichnet.M+(E) sei der Raum der nichttrivialen Maÿe auf E.

1.2 Kerne

Die folgenden grundlegenden De�nitionen und Aussagen �nden sich in dieser oder ähn-
licher Form etwa in Revuz [1984], S. 8 �. oder Nummelin [1984], S. 1 f.

De�nition. Unter einem Kern auf E verstehen wir eine Abbildung κ : E×E → [0,∞]
mit den Eigenschaften

a) κ (., A) ist messbar ∀A ∈ E und

b) κ (x, .) ist ein Maÿ ∀x ∈ E.
Ein Kern heiÿt substochastisch oder eine Übergangswahrscheinlichkeit, wenn

κ(x,E) ≤ 1 ∀x ∈ E

und stochastisch oder Markovkern, wenn

κ(x,E) = 1 ∀x ∈ E

Ein Kern κ und eine nichtnegative messbare Funktion f de�nieren eine weitere nicht-
negative messbare Funktion durch

κf(x) =

∫
E
κ(x, dy)f(y)
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Kapitel 1 Grundbegri�e

Das heiÿt, κ wirkt als Operator auf E+, dem Raum der nichtnegativen messbaren
Funktionen � und ebenso erhält man aus einem Maÿ µ auf E durch

µκ(A) =

∫
E
κ(x,A)µ(dx)

wieder ein Maÿ. Entspricht f einem Kern κ2 (., A) bzw. µ einem Kern κ1 (x, .), dann
ist das Produkt zweier (stochastischer) Kerne

κ1 κ2(x,A) =

∫
E

κ1(x, dy)κ2(y,A)

wieder ein (stochastischer) Kern. Die Potenzen eines Kerns sind iterativ de�niert durch

κn = κκn−1 ∀ n ≥ 1 und κ0 (x,A) = I (x,A) = 1A (x)

Ihre Summe ist der Potenzialkern1 G =
∑∞

n=0 κ
n.

Im folgenden werden oft die Potenzen einer Übergangswahrscheinlichkeit P betrachtet
und dann mit Pn statt Pn bezeichnet.

1.3 Wiederholung aus Maÿtheorie

De�nition. Maÿe µ und ν auf (E, E) heiÿen zueinander singulär2, wenn E = A ∪ B,
A ∩B = ∅, µ (A) = 0 und ν (B) = 0. Schreibweise: µ ⊥ ν.

Satz 1.3.1 (Lebesgue-Zerlegung3). Sind µ, ν zwei σ-endliche Maÿe, dann kann man
ν eindeutig zerlegen in σ-endliche Maÿe ρ und σ mit ρ� µ und σ ⊥ µ. Analog, wenn
ν ein signiertes Maÿ ist.

Die folgenden Konvergenzbegri�e für Maÿe werden in Hernández-Lerma und Lasserre
[2003], S. 2�4, eingeführt:

De�nition. Sei {µn} eine Folge in M+(E). {µn} konvergiert mengenweise gegen µ,
wenn

µn (A) → µ (A) ∀A ∈ E

De�nition. Die Totalvariation ‖.‖TV eines signierten Maÿes µ auf (E, E) ist gegeben
durch ‖µ‖TV = (µ+ + µ−) (E), wobei µ+ (A) = sup {µ (B) |B ⊆ A} und µ− (A) =
− inf {µ (B) |B ⊆ A}.

Bemerkung. Die Totalvariation ist eine Norm.

1 Nummelin [1984], S. 9
2 Elstrodt [2005], S. 273
3 Elstrodt [2005], S. 285
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Kapitel 2

Markovketten � De�nition und

grundlegende Eigenschaften

2.1 De�nition/Konstruktion einer Markovkette

Markovketten können auf verschiedene Arten de�niert werden. Zunächst als Folge von
Zufallsvariablen mit einer gewissen Eigenschaft, der (elementaren) Markoveigenschaft4:

De�nition. Sei (Xn)n≥0 eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Ω,F , P0) mit Werten im messbaren Raum (E, E). (Xn) heiÿt Markovkette,
wenn

P0 (Xn+1 ∈ A|X0, . . . , Xn) = P0 (Xn+1 ∈ A|Xn) (2.1)

und homogen, wenn diese Wahrscheinlichkeit nicht von n abhängt.

Im folgenden werden wir ausschlieÿlich homogene Markovketten betrachten.

Durch

P (x,A) := P0 (Xn+1 ∈ A|Xn = x)

ist ein stochastischer Kern auf E gegeben, da die bedingte Wahrscheinlichkeit
P0 (.|Xn = x) die entsprechenden Eigenschaften erfüllt. Die Markovkette wird also be-
schrieben durch ihren Übergangskern � und ihr Startmaÿ, das Wahrscheinlichkeitsmaÿ

ν (A) := P0 (X0 ∈ A)

Man kann aber auch �den Spieÿ umdrehen� und von einem stochastischen Kern P auf
(E, E) ausgehend eine Markovkette konstruieren.5 Als Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F)
wählen wir den unendlichen Produktraum Ω =

∏∞
n=0E mit der Produkt-σ-Algebra

F =
⊗

n≥0 E . Unsere Folge von Zufallsvariablen seien die Koordinatenprojektionen
Xn(ω) = ωn. Gewünscht ist ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf (Ω,F), das diese Folge zur
Markovkette macht.

4 Hernández-Lerma und Lasserre [2003], S. 22
5 vgl. Revuz [1984], S. 16 �.
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Kapitel 2 Markovketten � De�nition und grundlegende Eigenschaften

Werfen wir einen genaueren Blick auf die Mengensysteme auf Ω: Für alle n enthält
F = σ (X0, X1, . . .) die σ-Algebra Fn := σ (X0, . . . , Xn) der in den ersten n Projek-
tionen enthaltenen Informationen und daher auch deren Vereinigung A = ∪∞n=0Fn, die
Informationen aus endlich vielen Projektionen.
A ist eine Algebra (wie man einfach nachrechnet), aber keine σ-Algebra � so ist etwa
für ein beliebiges A ∈ E die Menge

{Xn ∈ A ∞ oft} = ∩n≥1 ∪m≥n {Xm ∈ A}︸ ︷︷ ︸
∈Fm⊆A

nicht in A enthalten. Die von A erzeugte σ-Algebra ist schon F , denn einerseits ist
A ⊆ F und somit σ (A) ⊆ σ (F) = F . Die umgekehrte Inklusion ist ebenfalls leicht zu
zeigen:

X−1
k E ⊆ Fk ⊆ A ∀k ⇒
∪k≥0X

−1
k E ⊆ A ⇒

σ
(
∪k≥0X

−1
k E

)︸ ︷︷ ︸
F

⊆ σ (A)

Schlieÿlich ist in A der Halbring der messbaren Rechtecke

S =

A ∈ F : ∃n ∈ N : A =
n∏
j=0

Aj ×
∞∏

j=n+1

E |Aj ∈ E


enthalten.

Satz 2.1.1. Für alle x ∈ E existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeits-
maÿ6 Px auf (Ω,F), sodass für beliebige Rechtecke A =

∏n
j=0Aj ×

∏∞
j=n+1E gilt:

Px (A) = 1A0(x)

∫
A1

P (x, dx1)

∫
A2

P (x1, dx2) . . .∫
An−1

P (xn−2, dxn−1)P (xn−1, An)

(2.2)

Beweis. Die Mengenfunktion Px entspricht, auf den messbaren Rechtecken der Dimen-
sion n betrachtet, den in Klenke [2008] de�nierten Produkten7

εx ⊗
n⊗
i=1

P

und nach Korollar 14.24 (ebd.) ist dieses Produkt ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ auf dem
endlichen Produktraum (

∏n
i=0E,

⊗n
i=0 E). Letzteres ist also die eindeutig bestimmte

6 Revuz [1984], S. 17, Theorem 2.8
7 Klenke [2008], Satz 14.22 sowie Korollar 14.23
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2.1 De�nition/Konstruktion einer Markovkette

Fortsetzung8 von P (n)
x ≡ Px auf die Produkt-σ-Algebra Fn =

⊗n
i=0 E , welche ja auch

von den messbaren Rechtecken erzeugt wird. Die Familie dieser Maÿe ist konsistent,
das heiÿt P (n+1)

x |Fn = P
(n)
x . Somit ist Px auf ganz A eindeutig festgelegt.

Fortsetzungssatz und Eindeutigkeitssatz9 garantieren, dass ein σ-endliches Prämaÿ auf
einem Halbring eindeutig auf die erzeugte σ-Algebra (hier σ (A) = F) fortgesetzt wer-
den kann.

Zuerst de�nieren wir, analog zu Px, die Mengenfunktion Pm(x0,...,xm) auf dem zu Ω iso-

morphen Raum Ω(m) =
∏∞
k=mE. Für eine A-Menge A mit einem festgelegten Anfangs-

stück

A (x0, . . . , xm−1) :=
{
ω(m) ∈ Ω(m) :

(
x0, . . . , xm−1, ω

(m)
)
∈ A

}
ist Pm(x0,...,xm) de�niert durch

Pm(x0,...,xm) (A (x0, . . . , xm−1)) = δ(x0,...,xm) ⊗ (P ⊗ . . .⊗ P ) (A)

Falls A ein messbares Rechteck ist, lässt sich Px (A) schreiben als

Px (A) = 1A0(x)

∫
A1

P (x, dx1)︸ ︷︷ ︸∫
E P (x,dx1)1A1

(x1)

∫
A2

P (x1, dx2) . . .

∫
An

P (xn−1, dxn) =

=

∫
E
P (x, dx1)P 1

(x,x1) (A(x))

(2.3)

Für A ∈ A beliebig gilt diese Identität ebenfalls: A ist dann in einer σ-Algebra Fn ent-
halten. Die linke Seite in (2.3), Px (A), ist wie bereits erwähnt für beliebiges x ein Maÿ
auf Fn, ebenso die rechte Seite, was sich dank der σ-Additivität von P 1

(x,x1) leicht nach-

weisen lässt. Auf den messbaren Rechtecken
{∏n

j=0Aj ×
∏∞
j=n+1E : Aj ∈ E

}
stimmen

diese Mengenfunktionen überein, also auch auf der erzeugten σ-Algebra Fn.
Es bleibt die σ-Additivität von Px auf A zu zeigen. Im Fall einer Algebra mit einer
endlich additiven Mengenfunktion, die dem ganzen Raum einen endlichen Wert zuweist,
wird die σ-Additivität der Mengenfunktion durch ihre Stetigkeit in ∅ charakterisiert.10

Wir nehmen nun eine Folge (Aj) in A mit (Aj) ↘ ∅ und Grenzwert limj Px(Aj) > 0
an. Wegen (2.3) und aufgrund des Lemmas von Fatou gilt

0 < lim
j
Px(Aj) = lim

j

∫
E
P (x, dx1)P 1

(x,x1) (Aj(x))

≤
∫
E
P (x, dx1) lim

j
P 1

(x,x1) (Aj(x))︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

8 siehe z.B. Elstrodt [2005], S. 61
9 ebd.

10 Elstrodt [2005], S. 32, Satz 1.10
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Kapitel 2 Markovketten � De�nition und grundlegende Eigenschaften

woraus wir schlieÿen, dass es ein x1 ∈ E gibt mit

lim
j
P 1

(x,x1) (Aj(x)) = inf
j
P 1

(x,x1) (Aj(x)) > 0

die Mengen Aj(x) also für alle j nicht leer sind. Auf dieselbe Weise können wir zu
P 1

(x,x1) (Aj(x)) ein x2 �nden mit limj P
2
(x,x1,x2) (Aj(x, x1)) > 0. So konstruieren wir eine

Folge (x1, x2, x3, . . .) mit

Aj(x, x1, x2, x3, . . . , xn) 6= ∅ ∀j ∀n

das heiÿt

∀j ∃ ω(n+1) ∈ Ω(n+1) : (x, x1, x2, x3, . . . xn, ω
(n+1)) ∈ Aj

Die Mengen Aj stammen aus der Algebra A und hängen daher nur von endlich vielen
Ereignissen ab. Das bewirkt, dass für jedes j ≥ 1 ab einem gewissen Index kj alle
Folgen (x, x1, x2, x3, . . . xkj , ω

(kj+1)) in Aj liegen. Daher ist (x, x1, x2, x3, . . . xn, . . .) in
allen Aj enthalten � ein Widerspruch zur Annahme, der Schnitt der Folge (Aj) wäre
leer.

Satz 2.1.2. Die Abbildung x 7→ Px (A) ist E-messbar für alle A ∈ F .11

Beweis. Für den Beweis nützen wir den Satz über monotone Klassen. Die Menge
B := {A ∈ F : x 7→ Px (A) messbar} ist eine solche12 und damit identisch mit der von
ihr erzeugten monotonen Klasse S(B).

Messbare Rechtecke A =
∏n
j=0Aj ×

∏∞
j=n+1E sind in der monotonen Klasse Bn :=

{A ∈ Fn : x 7→ Px (A) messbar} enthalten. O�ensichtlich ist Bn ⊆ Fn. Umgekehrt ist
nach dem Satz über monotone Klassen13 � und aufgrund der Durchschnittstabilität
der messbaren Rechtecke � die von ihnen erzeugte σ-Algebra Fn gleich der erzeugten
monotonen Klasse. Deshalb gilt auch Fn ⊆ Bn für alle n und somit A ⊆ B.
Da A durchschnittstabil ist, können wir nochmals den Satz über monotone Klassen
anwenden und erhalten

F = σ(A) = S(A) ⊆ S(B) = B

Zusammenfassend erhalten wir folgenden

Satz 2.1.3. Sei (E, E) ein messbarer Raum mit einem stochastischen Kern P und
einem Wahrscheinlichkeitsmaÿ ν. Dann existiert auf dem unendlichen Produktraum

11 Revuz [1984], S. 17, Theorem 2.8
12 Die de�nierenden Eigenschaften aus Revuz [1984], S. 4, Def. 3.1, sind einfach nachzuweisen.
13 Revuz [1984], S. 4, Satz 3.2
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2.1 De�nition/Konstruktion einer Markovkette

Ω =
∏∞
n=0E mit der Produkt-σ-Algebra F eine homogene Markovkette, die eindeu-

tig bestimmte kanonische Markovkette14 mit Übergangswahrscheinlichkeit P und Start-
maÿ ν.

Beweis. Die gewünschte Markovkette erhalten wir, indem wir für ν ein � wegen Satz
2.1.2 wohlde�niertes � Maÿ Pν auf Ω festlegen durch

Pν (A) =

∫
E
Px (A) ν (dx)

denn bezüglich Pν erfüllt die Folge der Koordinatenprojektionen (Xn) die Markovei-
genschaft

Pν (Xn+1 ∈ An+1|X0, . . . , Xn)︸ ︷︷ ︸
Eν[1An+1

(Xn+1)|Fn]

= Pν (Xn+1 ∈ An+1|Xn)︸ ︷︷ ︸
Eν[1An+1

(Xn+1)|σ(Xn)]

Um dies zu beweisen, zeigen wir erst

Pν (Xn+1 ∈ An+1|X0, . . . , Xn) = P (xn, An+1)

O.B.d.A. sei Pν = Px0 für ein x0 ∈ E. Für messbare Rechtecke gilt

Px0 (A0 × . . .×An+1) =

(
εx0 ⊗

n+1⊗
i=1

P

)
(A0 × . . .×An+1) =

∫
A0×...×An

(
εx0 ⊗

n⊗
i=1

P

)
(dx0, . . . , dxn)P ((x0, . . . , xn) , An+1)︸ ︷︷ ︸

P (xn,An+1)

=

∫
A0×...×An

Px0 (dx0, . . . , dxn)P (xn, An+1) =∫
A
P (xn, An+1)Px0 (dx)

wobei A = A0× . . .×An ∈ Fn ein messbares Rechteck und x = (x0, . . . , xn) ist. Anders
ausgedrückt, haben wir∫

A
1{Xn+1∈An+1}dPx0︸ ︷︷ ︸
Px0 (A0×...×An+1)

=

∫
A
P (xn, An+1) dPx0

Mittels des Fortsetzungssatzes kann man diese Eigenschaft auf beliebige A ∈ Fn über-
tragen. Da P (xn, An+1) auch messbar bezüglich Fn ist, erfüllt es die Eigenschaften der
bedingten Erwartung, und die Behauptung ist bewiesen.

14 Revuz [1984], S. 18, Proposition 2.10
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Kapitel 2 Markovketten � De�nition und grundlegende Eigenschaften

Nun ist P (xn, An+1) sogar messbar bezüglich σ (Xn), und∫
A
1{Xn+1∈An+1}dPx0 =

∫
A
P (xn, An+1) dPx0

gilt insbesondere für A ∈ σ (Xn) ⊆ Fn. Daraus folgt

P (xn, An+1) = Px0 (Xn+1 ∈ An+1|Xn)

Die Übergangswahrscheinlichkeit ist wie gewünscht durch den Kern gegeben und die
Markovkette homogen.

Schlieÿlich gilt noch

Pν (X0 ∈ A0) =

∫
E
Px (A0)︸ ︷︷ ︸
1A0

(x)

ν (dx) = ν (A0)

Eine alternative De�nition einer Markovkette �ndet sich in Revuz [1984]15 und ist
äquivalent zu (2.1)16:

De�nition. Der stochastische Prozess X = (Xn)n≥0 heiÿt Markovkette, wenn für alle
A ∈ Fn = σ (X1, . . . , Xn) und alle B ∈ σ (Xm : m ≥ n)

P0 (A ∩B|Xn) = P0 (A|Xn) P0 (B|Xn)

fast sicher (f.s.) gilt � also die vergangene und die zukünftige Entwicklung der Kette
unabhängig voneinander sind.

Schlieÿlich können Markovketten wie in Hernández-Lerma und Lasserre [2003]17 über
eine Zustandsgleichung de�niert werden:

De�nition. Eine Markovkette X = (Xn)n≥0 ist ein dynamisches System, das eine
zeithomogene Zustandsgleichung

Xn+1 = F (Xn, ψn)

erfüllt. Hier ist F : E × Y → E messbar und {ψn} eine Folge unabhängiger, identisch
verteilter Y -wertiger Zufallsvariablen, unabhängig vom Anfangszustand X0, auf einem
messbaren Raum Y .

Beispiel. a) Ein einfaches Beispiel für eine Markovkette ist ein Prozess mit Werten
in einem abzählbaren Raum18 E, dessen Übergangswahrscheinlichkeiten durch
eine Matrix (p (x, y))gegeben sind: P (x, {y}) = p (x, y).

15 Revuz [1984], S. 14, De�nition 2.1
16 Athreya und Lahiri [2006], Proposition 14.2.1
17 Hernández-Lerma und Lasserre [2003], S. 23
18 siehe Kapitel 3
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2.2 Varianten der Markov-Eigenschaft

b) Sei (zn) eine Familie von endlichen, unabhängigen, identisch verteilten Zufalls-
variablen und Z0 eine von (zn) unabhängige, endliche Zufallsvariable. Der durch
Zn = Z0 +

∑n
k=1 zk de�nierte Prozess (Zn) wird eine Irrfahrt genannt und ist

ebenfalls eine homogene Markovkette.

Bemerkung (De�nition bezüglich allgemeiner Filtration). Sei (Gn) eine aufsteigende
Folge von Teil-σ-Algebren von F . Dann de�niert X = (Xn) mit den Eigenschaften

a) X ist adaptiert an (Gn) und

b) P0 (Xn+1 ∈ A|Gn) = P0 (Xn+1 ∈ A|Xn)

eine Markovkette bezüglich (Gn).19

Bemerkung. Ist die Übergangswahrscheinlichkeit P nicht stochastisch auf E, so erwei-
tert man E um den �Friedhofspunkt� ∆ /∈ E und setzt20

P (x, {∆}) = 1− P (x,E) ∀x ∈ E
P (∆, {∆}) = 1

wodurch P zu einem stochastischen Kern auf (E∆, E∆) = (E ∪ {∆} , σ (E, {∆})) wird.

2.2 Varianten der Markov-Eigenschaft

De�nition. Der Shift-Operator21 ist die Abbildung θ : Ω → Ω mit (ω0, ω1, . . .) 7→
(ω1, ω2, . . .). Wir schreiben θn für θ ◦ . . . ◦ θ︸ ︷︷ ︸

nmal

.

Satz 2.2.1 (Markov-Eigenschaft, zweite Version). Sei Z eine nichtnegative Zufallsva-
riable auf (Ω,F). Dann gilt22

Eν [Z ◦ θn|Fn] = EXn [Z] Pν-f.s.

Bemerkung. Wie schon im Beweis von Satz 2.1.3 verwenden wir die Schreibweise Eν
für den Erwartungswert bezüglich Pν , insbesondere Ex für den Erwartungswert bezüg-
lich Px.

Beweis. Falls Z von der Form Z = 1{X0∈A0,...,Xm∈Am} ist, gilt der Satz. Von diesen
Zufallsvariablen kann man das Ergebnis leicht auf Treppenfunktionen erweitern und
allgemeine nichtnegative messbare Funktionen wie üblich durch letztere approximieren.

De�nition. Eine Zufallszeit ist eine Zufallsvariable T : Ω → N ∪ {∞}. Unter einer
Stoppzeit für die Markovkette (Xn) versteht man eine Zufallszeit mit {T = n} ∈ Fn
für alle n.23

19 Nummelin [1984], De�nition 1.2
20 Nummelin [1984], S. 6
21 Revuz [1984], S. 19, De�nition 2.12
22 Revuz [1984], S. 20, Proposition 2.13
23 Nummelin [1984], S. 31
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Kapitel 2 Markovketten � De�nition und grundlegende Eigenschaften

Zu T de�nieren wir24

a) die σ-Algebra FT := {A ∈ F : A ∩ {T = n} ∈ Fn ∀n}.
b) die Zufallsvariable XT , die die Position zur Zeit T angibt:

XT (ω) =

{
Xn (ω) falls T (ω) = n
∆ falls T (ω) =∞

c) den zufälligen Pfad θT : θT (ω) =

{
θn (ω) falls T (ω) = n
ω∆ = {∆,∆, . . .} falls T (ω) =∞

Beispiel. Für A ∈ E ist TA = inf {n ≥ 1 : Xn ∈ A}, die Eintrittszeit in A, eine Stoppzeit
(Konvention: inf ∅ =∞).

Satz 2.2.2 (Starke Markoveigenschaft25). Sei T eine Stoppzeit für (Xn), Z eine nicht-
negative Zufallsvariable. Dann gilt

Eν [Z ◦ θT |FT ] = EXT [Z] Pν-f.s.

auf {T <∞}.

Beweis. Für alle A ∈ FT soll∫
A
Z ◦ θT · 1{XT 6=∆}dPν =

∫
A
EXT [Z] dPν

oder äquivalent∑
n≥0

∫
A∩{T=n}

Z ◦ θT · 1{Xn 6=∆}dPν =
∑
n≥0

∫
A∩{T=n}

EXT [Z] dPν

gelten. Da A ∈ FT , liegt A∩{T = n} in Fn, und es genügt zu zeigen, dass für beliebige
B ∈ Fn∫

B
Z ◦ θn · 1{Xn∈E}dPν =

∫
B
EXn [Z] dPν ∀n ≥ 0

was genau der Markoveigenschaft aus Satz 2.2.1 entspricht.

24 Revuz [1984], S. 23 f.
25 Revuz [1984], S. 24, Theorem 3.5
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Kapitel 3

Diskrete Markovketten

In diesem Abschnitt halten wir einige Resultate über Markovketten mit endlichem oder
abzählbarem Zustandsraum E fest.26

Die Übergangswahrscheinlichkeiten entsprechen den Einträgen einer Matrix P = (pij),
wobei i und j Zustände in E sind.

Bemerkung. a) Die Einträge der Matrix P sind Wahrscheinlichkeiten, also nichtne-
gativ. Die Zeilensummen ergeben 1, denn

∑
j∈E pij = P (i,∪j∈E {j}) = P (i, E).

Eine Matrix mit diesen Eigenschaften wird als stochastische Matrix bezeichnet.

b) Es gilt Pn (i, {j}) = p
(n)
ij , dem entsprechenden Eintrag der Matrix Pn.

Beispiel. a) Sei E = N+ mit den Übergangswahrscheinlichkeiten

pij =

{
1 für j = i− 1
0 sonst

für alle i > 1 und p1j gegeben durch eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung
(p1j)j≥1. Die Markovkette springt von 1 in einen Zustand j ∈ N+ und wandert
in Einserschritten schlieÿlich wieder nach 1 zurück.

b) (Irrfahrt auf Z). Sei (p0j)j∈Z eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung. Die

Übergangswahrscheinlichkeiten

pij = p0,j−i

beschreiben eine Irrfahrt, dh. die Summe von unabhängigen, identisch (gemäÿ
(p0j)) verteilten Zufallsvariablen.

De�nition. Der Zustand j heiÿt vom Zustand i aus erreichbar (symbolisch i → j),

wenn ∃n ≥ 1 : p
(n)
ij > 0. Gelten i → j und j → i, so kommunizieren i und j. Eine

abgeschlossene Teilmenge F ist eine nichtleere E-Menge mit i9 j für alle i ∈ F, j ∈ F c.
Wenn ein abgeschlossenes F keine echte abgeschlossene Teilmenge enthält, spricht man
von einer minimalen Menge.

Mit der Irreduzibilität einer diskreten Markovkette ist gemeint, dass alle i, j ∈ E kom-
munizieren, somit E die einzige abgeschlossene Menge ist. Dies entspricht Irreduzibilität

26 Die hier verwendete Notation und grundlegende De�nitionen �nden sich in Hofbauer [2002], Athreya
und Lahiri [2006] bzw. Hernández-Lerma und Lasserre [2003].
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

bezüglich des Zählmaÿes gemäÿ Abschnitt 4.1.

Die Periode di eines Zustands i ist der gröÿte gemeinsame Teiler der Menge{
n ≥ 1 : p

(n)
ii > 0

}
. Alle Zustände einer minimalen Teilmenge haben die gleiche Periode,

insbesondere haben alle Zustände die gleiche Periode d, wenn P irreduzibel ist.27

Die Besuchszeiten im Zustand i werden bezeichnet mit

Ti = T
(1)
i = inf {n > 0 : Xn = i} bzw.

T
(k)
i = inf

{
n > T

(k−1)
i : Xn = i

}
, T

(0)
i := 0

die Anzahl der Besuche bis zum Zeitpunkt n mit

Nn (i) = # {k : 0 ≤ k ≤ n : Xk = i}

und die Gesamtanzahl als N (i) =
∑

n≥0 1{i} (Xn).

Weiters de�nieren wir f (n)
ij = P0 (Xn = j,Xn−1 6= j, . . . , X1 6= j|X0 = i) und deren

Summe fij =
∑

n≥1 f
(n)
ij . Dies sind die Wahrscheinlichkeiten, von i ausgehend zum

Zeitpunkt n das erste Mal bzw. zu irgendeinem Zeitpunkt n in j zu landen � das heiÿt,
dass Tj <∞ ist.

3.1 Rekurrenz und Transienz

De�nition. Der Zustand i heiÿt rekurrent, wenn fii = 1 und transient, wenn fii < 1.
Äquivalent dazu kann man

∑
n≥0 p

(n)
ii = ∞ für Rekurrenz bzw.

∑
n≥0 p

(n)
ii < ∞ für

Transienz verlangen.

Ein rekurrenter Zustand i heiÿt nullrekurrent, wenn Ei [Ti] =∞ und positiv rekurrent,
wenn Ei [Ti] <∞.

Bemerkung. Die in der De�nition erwähnte Äquivalenz wird in Satz 3.1.2 mithilfe der
folgenden Proposition bewiesen. Die Summe

∑
n≥0 p

(n)
ii entspricht der erwarteten An-

zahl an Besuchen in i bei Start in i:28

Ei [N (i)] =
∑
n≥0

Ei
[
1{i} (Xn)

]
=
∑
n≥0

p
(n)
ii

Proposition 3.1.1. Für beliebige i und j in E gilt29

Pi

(
T

(k)
j <∞

)
= fijf

k−1
jj ∀k ≥ 1

Beweis. Für k = 1 gilt die Aussage nach De�nition von fij . Unter Verwendung der

27 Hofbauer [2002], S. 13, Satz 15
28 vgl. Hernández-Lerma und Lasserre [2003], S. 43
29 Klenke [2008], Satz 17.29
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3.1 Rekurrenz und Transienz

starken Markoveigenschaft und der Induktionsannahme für k−1 zeigen wir den Induk-
tionsschritt nach k:

Pi

(
T

(k)
j <∞

)
= Ei

[
1{

T
(k)
j <∞

}] = Ei

[
1{

T
(k−1)
j <∞

} · 1{
T

(k)
j <∞

}] =∫
{
T

(k−1)
j <∞

} 1{
T

(k)
j <∞

}dPi =

∫
{
T

(k−1)
j <∞

}Ei
[
1{

T
(k)
j <∞

}|F
T

(k−1)
j

]
dPi =∫

{
T

(k−1)
j <∞

}Ei
[
1{

T
(1)
j <∞

} ◦ θ
T

(k−1)
j

|F
T

(k−1)
j

]
︸ ︷︷ ︸

=EX
T
(k−1)
j

1{
T
(1)
j

<∞
}


dPi =

∫
{
T

(k−1)
j <∞

} Pj (T (1)
j <∞

)
︸ ︷︷ ︸

=fjj

dPi =

fjj · Pi
(
T

(k−1)
j <∞

)
︸ ︷︷ ︸

fijf
k−2
jj

= fijf
k−1
jj

Satz 3.1.2. Ein i ∈ E ist rekurrent genau dann30, wenn
∑

n≥0 p
(n)
ii = ∞, folglich

transient genau dann, wenn
∑

n≥0 p
(n)
ii <∞.

Beweis. Wie schon für den Fall i = j erwähnt gibt
∑

n≥0 p
(n)
ij die erwartete Gesamtan-

zahl der Besuche in j bei Start in i an:

∑
n≥0

p
(n)
ij = Ei

∑
n≥0

1{j} (Xn)

 =
∑
k≥1

Pi

∑
n≥0

1{j} (Xn) ≥ k

 =

∑
k≥1

(
Pi

(
i = j, T

(k−1)
j <∞, T (k)

j =∞
)

+ Pi

(
T

(k)
j <∞

))
=

Pi

{i = j} ∩
(
∪k≥1

({
T

(k−1)
j <∞

}
∩
{
T

(k)
j =∞

}))
︸ ︷︷ ︸

Ω

+
∑
k≥1

Pi

(
T

(k)
j <∞

)
=

1{i=j} +
∑
k≥1

Pi

(
T

(k)
j <∞

)
=

1{i=j} +
∑
k≥1

fijf
k−1
jj

wobei im letzten Schritt die vorangegangene Proposition benützt wurde. Falls i = j,

30 Klenke [2008], Satz 17.34
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

ergibt sich∑
n≥0

p
(n)
ii = 1 +

∑
k≥1

fkii =
1

1− fii

und mit der Konvention 1
0 :=∞ folgt die Aussage.

Proposition 3.1.3 (Solidaritätseigenschaft). Sei i rekurrent und i → j. Dann ist
fji = 1 und j ebenfalls rekurrent.

Beweis. Siehe Athreya und Lahiri [2006], Proposition 14.1.7.

Satz 3.1.4. a) In einer minimalen Teilmenge kommunizieren alle Zustände.31

b) Kommunizierende Zustände haben die gleiche Klassi�kation (transient, null- oder
positiv rekurrent).

c) Minimale Teilmengen sind entweder paarweise disjunkt oder gleich.32

d) Liegt ein Zustand in keiner minimalen Teilmenge, so ist er transient.33

Beweis. Für den Beweis setzen wir E (i) := {j ∈ E : i→ j}. Diese Menge ist abge-
schlossen, denn wäre i → j und j → k für ein k /∈ E (i), dann gilt widersprüchlicher-
weise auch i → k. Liegt i in einer abgeschlossenen Menge F , dann sind alle j ∈ E (i)
auch in F enthalten (sonst i 9 j), also ist E (i) die kleinste abgeschlossene Men-
ge, die i enthält. Für Zustände i und j in einer minimalen Teilmenge F impliziert
E (i) = F = E (j), dass i→ j und vice versa.

Wegen der Solidaritätseigenschaft (Proposition 3.1.3) sind zwei kommunizierende Zu-
stände beide rekurrent oder beide transient. Die entsprechende Aussage über Null- bzw.
positive Rekurrenz folgt aus Proposition 3.2.5 unten.

Nehmen wir zwei minimale Teilmengen F1 und F2 mit einem i ∈ F1 ∩ F2 an. Dann
gilt E (i) ⊆ F1 ∩F2, da der Schnitt ebenfalls eine abgeschlossene Menge ist. Wegen der
Minimalität gilt aber auch F1 ⊆ E (i) und F2 ⊆ E (i), also Gleichheit.

Wenn ein Zustand i in keiner minimalen Teilmenge liegt, gibt es eine abgeschlossene
echte Teilmenge F ⊂ E (i) mit i /∈ F . Für j ∈ F beliebig gilt i → j wegen F ⊂ E (i)

und j 9 i, weil F abgeschlossen ist. Deshalb sind alle f (n)
ji ≤ p

(n)
ji = 0, daraus folgt

fji = 0. Aufgrund der Solidaritätseigenschaft ist i transient.

Man kann den Zustandsraum also in disjunkte minimale Teilmengen (jeweils transient,
positiv rekurrent oder nullrekurrent) sowie transiente Zustände auÿerhalb minimaler
Teilmengen einteilen.

Im Spezialfall einer irreduziblen Markovkette mit einem positiv rekurrenten Zustand
sind alle Zustände positiv rekurrent; man nennt die Markovkette dann ergodisch. Ist

31 Hofbauer [2002], S. 8, Satz 8
32 Hofbauer [2002], S. 8, Satz 9
33 Hofbauer [2002], S. 12, Satz 14
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3.2 Langzeitverhalten

der Zustandsraum endlich, so existiert zumindest ein positiv rekurrenter Zustand.34

Eine irreduzible Markovkette auf einem endlichen Zustandsraum ist daher ergodisch.

3.2 Langzeitverhalten

De�nition. Wir fassen die Projektionen zwischen den Besuchszeiten in einem Zustand
i zusammen und bezeichnen die Mengen

ηk =
{
Xn : T

(k)
i ≤ n ≤ T (k+1)

i − 1
}

als Zyklen oder Exkursionen.

Satz 3.2.1. Sei i rekurrent. Unter dem Maÿ Pi sind die Zyklen (ηk)k≥0 unabhängige
und identisch verteilte Zufallsvektoren mit zufälliger Länge.35 Das bedeutet für beliebige
Vektoren (xk1, . . . , xkmk ,mk) in Emk ×N für alle n ∈ N

Pi

(
ηk = (xk1, . . . , xkmk) , T

(k+1)
i − T (k)

i = mk, 0 ≤ k ≤ n
)

=

n∏
k=0

Pi

(
η0 = (xk1, . . . , xkmk) , T

(1)
i = mk

)
Beweis. Sei n ∈ N beliebig. Unterteilen wir die Markovkette in den Teil vor und nach
der n. Besuchszeit in i und setzen

A :=
{
ηk = (xkl)

mk
l=1 , T

(k+1)
i − T (k)

i = mk für 0 ≤ k ≤ n− 1
}

sowie

Z := 1{X0=xn1,...,Xmn−1=xnmn ,Xmn=i}

Da A ∈ F
T

(n)
i

, folgt mit der starken Markoveigenschaft

Pi

(
ηk = (xkl)

mk
l=1 , T

(k+1)
i − T (k)

i = mk, 0 ≤ k ≤ n
)

=

Pi

({
ηn = (xnl)

mn
l=1 , T

(n+1)
i − T (n)

i = mn

}
∩A

)
=∫

A
Z ◦ θ

T
(n)
i

dPi =

∫
A
Ei [Z]dPi =

Pi

(
η0 = (xnl)

mn
l=1 , T

(1)
i = mn

)
· Pi (A)

Genauso verfährt man mit A bzw. mit allen weiteren Besuchszeiten vor n.

Satz 3.2.1 ermöglicht es, aus den Zyklen Schlüsse über das Verhalten der gesamten
Markovkette zu ziehen: Da diese unabhängig und identisch verteilt sind, steht uns das

34 vgl. Hofbauer [2002], S. 18, Satz 19
35 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.3
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

Starke Gesetz der Groÿen Zahl zur Verfügung. Ein Beispiel für eine solche Anwendung
zeigt der folgende Satz aus Athreya und Lahiri [2006]36:

Satz 3.2.2. Sei i positiv rekurrent und P0 (X0 = i) = 1. Der Anteil der Besuche in j
bis zur Zeit n sei Ln (j) := Nn(j)

n+1 . Dann gilt fast sicher

Ln (j) −→ Ei [NTi−1 (j)]

Ei [Ti]
=: πij

Beweis. Betrachten wir eine beliebige Realisierung der Markovkette, so können wir zu
jeder natürlichen Zahl n angeben, wie oft i bis zum Zeitpunkt n besucht wurde:
∀n ∃k ≡ k (n) : T

(k)
i ≤ n < T

(k+1)
i . Klarerweise ist N

T
(k)
i

(j) ≤ Nn (j) < N
T

(k+1)
i

(j).

Nun zählen wir mit ξr die Anzahl der Besuche in j während des r. Zyklus und formu-
lieren die Ungleichung als

k−1∑
r=0

ξr ≤ Nn (j) ≤
k∑
r=0

ξr

bzw.

k

n

1

k

k−1∑
r=0

ξr ≤
Nn (j)

n
≤ k + 1

n

1

k + 1

k∑
r=0

ξr (3.1)

Wir berechnen die Limiten von 1
k

∑k−1
r=0 ξr und

k(n)
n :

Mengen der Form {ξr = lr} lassen sich schreiben als

{ξr = lr} = ∪#{xrs: xrs=j, 1≤s≤mr}=lr {ηr = (xr1, . . . , xrmr)}

Aus Satz 3.2.1 folgt, dass die Zufallsvariablen (ξr) unter Pi unabhängig und identisch
verteilt sind. Da der Erwartungswert

Ei [ξ0] = Ei [NTi−1 (j)] ≤ Ei [Ti] <∞

ist, gilt nach dem starken Gesetz der Groÿen Zahl

1

k (n)

k(n)−1∑
r=0

ξr −→ Ei [ξ0] f.s.

Das starke Gesetz der Groÿen Zahl impliziert auch für die nach Satz 3.2.1 unab-
hängigen und identisch verteilten Zufallsvariablen T

(l+1)
i − T (l)

i (mit Erwartungswert

36 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.9
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3.2 Langzeitverhalten

Ei

[
T

(1)
i − T (0)

i

]
= Ei [Ti] <∞), dass

1

k (n)

k(n)−1∑
l=0

(
T

(l+1)
i − T (l)

i

)
︸ ︷︷ ︸

T
(k(n))
i

−→ Ei [Ti] f.s.

und wegen T (k)
i ≤ n < T

(k+1)
i konvergiert auch n

k(n) gegen Ei [Ti].

Mittels (3.1) sieht man, dass

Ln (j) =
n

n+ 1

Nn (j)

n
−→ Ei [ξ0]

Ei [Ti]
= πij f.s.

Satz 3.2.3. a) Die Aussage von Satz 3.2.2 gilt auch für eine beliebige Anfangsver-
teilung µ mit Pµ (Ti <∞) = 1.

b) Die Aussage von Satz 3.2.2 gilt auch für nullrekurrentes i und Pµ wie soeben, in
diesem Fall ist Ei [NTi−1 (j)] <∞ und limLn (j) = 0 fast sicher.37

Beweis. Der Beweis von Satz 3.2.1 funktioniert analog für ein Pµ wie angegeben. Daher
gilt

Pµ

(
ηk = (xk1, . . . , xkmk) , T

(k+1)
i − T (k)

i = mk, 0 ≤ k ≤ n
)

=

n∏
k=0

Pi

(
η0 = (xk1, . . . , xkmk) , T

(1)
i = mk

)
Insbesondere sind die Zufallsvariablen (ξr) auch unter Pµ unabhängig und identisch
verteilt mit Eµ (ξ0) = Ei (ξ0) <∞, und die Aussage kann wie für Pi bewiesen werden.

Falls i nullrekurrent ist, benötigen wir eine andere Form des Starken Gesetzes der
Groÿen Zahl und behaupten:

Für eine Folge von unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen (Xj)j≥1 mit

Xj ≥ 0 und E [Xj ] =∞ gilt fast sicher limn→∞
1
n

∑n
j=1Xj =∞.

Dazu wählen wir ein N ≥ 1 sowie ein M > 0 beliebig und betrachten die integrier-

baren Zufallsvariablen Y (M)
j := min (Xj ,M). Wie (Xj) ist

(
Y

(M)
j

)
j≥1

eine Folge un-

abhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen. Lässt man M gegen unendlich ge-
hen, dann wächst Y (M)

1 gegen X1; aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

E
[
Y

(M)
1

]
↗ E [X1] = ∞ für M → ∞. Daher �ndet man ein M mit E

[
Y

(M)
1

]
≥ N .

37 Theorem 14.1.11 in Athreya und Lahiri [2006] enthält a) und b).
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

Aufgrund der De�nition von Y (M)
j gilt für alle n

1

n

n∑
j=1

Xj ≥
1

n

n∑
j=1

Y
(M)
j

und nach dem Starken Gesetz der Groÿen Zahl fast sicher

lim inf
n→∞

1

n

n∑
j=1

Xj ≥ lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

Y
(M)
j = E

[
Y

(M)
1

]
≥ N

Da N beliebig gewählt war, folgt die Behauptung.

Nun kann man wie im Beweis von Satz 3.2.2 schlieÿen, dass fast sicher T
(k(n))
i
k(n) gegen

Ei [Ti] bzw. k

T
(k)
i

gegen 0 konvergiert. Benützen wir dies im Fall j = i: Zu jedem n ist

k (n) so gewählt, dass T (k)
i ≤ n < T

(k+1)
i und deshalb k

n ≤
k

T
(k)
i

−→ 0. Andererseits ist

Nn (i) = k und daher (f.s.)

0 ≤ Ln (i) =
Nn (i)

n+ 1
=

k

n+ 1
−→ 0

was insbesondere mit πii =
Ei[NTi−1(i)]

Ei[Ti]
= 1

Ei[Ti]
übereinstimmt.

Sei j beliebig. Nach Voraussetzung ist Pµ (Ti <∞) = 1. Der (endliche) Anteil der
Besuche in j vor Ti wirkt sich auf den Grenzwert von Ln (j) nicht aus; es genügt, die
Markovkette ab dem Zeitpunkt Ti zu betrachten.

Der Zustand i ist nach Voraussetzung nullrekurrent und liegt in einer minimalen Teil-
menge F . Ist j kein Element der abgeschlossenen Teilmenge F , so wird j von i ausge-
hend nicht mehr besucht und

Ln (j) −→ 0 =
Ei [NTi−1 (j)]

Ei [Ti]

fast sicher. Hingegen ist ein j ∈ F ebenfalls nullrekurrent, und wie soeben gezeigt gilt

Ln (j) −→
Ej
[
NTj−1 (j)

]
Ej [Tj ]

= 0

Es bleibt zu zeigen, dass auch
Ei[NTi−1(j)]

Ei[Ti]
= 0 ist:

De�nieren wir die Menge A := {i, j} und deren Besuchszeiten

T
(0)
A := 0, T

(1)
A = inf {n > 0 : Xn ∈ A} , T (k)

A = inf
{
n > T

(k−1)
A : Xn ∈ A

}
wie für einzelne Zustände. Ebenso wie (Xn) ist

(
X̃n

)
n≥0

:=
(
X
T

(n)
A

)
n≥0

eine Markov-

kette � aber auf einem endlichen Zustandsraum. Nun sind i und j positiv rekurrent,
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3.2 Langzeitverhalten

wie man einfach nachrechnet. Die Anzahl NTi−1 (j) verändert sich in der neuen Mar-
kovkette jedoch nicht, und deren Erwartungswert ist Ei [NTi−1 (j)] ≤ Ei [Ti] <∞. Mit

der Nullrekurrenz von i in (Xn) gilt Ei [Ti] =∞ und
Ei[NTi−1(j)]

Ei[Ti]
= 0.

Korollar 3.2.4. Sei i rekurrent und Pµ (Ti <∞) = 1. Es folgt38

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=0

Pµ (Xk = j) = lim
n→∞

Eµ [Ln (j)] = πij

Beweis. Der Erwartungswert Eµ [Ln (j)] ist gleich

Eµ

[
Nn (j)

n+ 1

]
=

1

n+ 1

n∑
k=0

Eµ
[
1{j} (Xk)

]
=

1

n+ 1

n∑
k=0

Pµ (Xk = j)

|Ln (j) | ≤ 1 ermöglicht, den Satz von der dominierten Konvergenz zu benützen:

lim
n→∞

Eµ [Ln (j)] = lim
n→∞

∫
Ln (j)dPµ =

∫
lim
n→∞

Ln (j)︸ ︷︷ ︸
=πij

dPµ = πij

Mit der folgenden Proposition ist Satz 3.1.4 vollständig bewiesen:

Proposition 3.2.5. Sei i rekurrent.

a) i ist positiv rekurrent genau dann, wenn39

limn→∞Ei [Ln (i)] = limn→∞
1
n

∑n
k=0 p

(k)
ii > 0.

b) Wenn i positiv rekurrent und j von i aus erreichbar ist, folgt, dass auch j positiv
rekurrent ist.40

Beweis. Nach Korollar 3.2.4 ist limn→∞Ei [Ln (i)] = 1
Ei[Ti]

. Dieser Wert ist genau dann
gröÿer als 0, wenn Ei [Ti] <∞, also i positiv rekurrent ist.

Im zweiten Teil impliziert die Solidaritätseigenschaft erstens die Rekurrenz von j, zwei-
tens Pj (Ti <∞) = 1. Wir verwenden wieder Korollar 3.2.4 und erhalten einerseits

lim
n→∞

Ej [Ln (j)] = πij =
Ei [ξ0]

Ei [Ti]

Andererseits gilt, da auch j rekurrent ist,

lim
n→∞

Ej [Ln (j)] = πjj =
1

Ej [Tj ]

38 Athreya und Lahiri [2006], Korollar 14.1.13
39 Athreya und Lahiri [2006], Korollar 14.1.10(iii)
40 Athreya und Lahiri [2006], S. 451
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

Dieser Grenzwert ist gröÿer als 0: Da j von i aus erreichbar ist, gibt es ein n mit
p

(n)
ij > 0, und so gilt

0 <
∑
n≥0

p
(n)
ij = Ei [N (j)] =

∑
r≥0

Ei [ξr] =
∑
r≥0

Ei [ξ0] ⇒ Ei [ξ0] > 0

Der Nenner erfüllt Ei [Ti] <∞ aufgrund der positiven Rekurrenz von i. Aus 1
Ej [Tj ]

> 0

folgt, dass j positiv rekurrent ist.

De�nition. Eine stationäre Verteilung bzw. ein invariantes Maÿ für eine Markovkette
ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (πj)j∈E mit folgender Eigenschaft: Ist X0 gemäÿ
(πj)j∈E verteilt, dann auch alle Xn (n ≥ 1).

Lemma 3.2.6. Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (πj)j∈E ist ein invariantes Maÿ
genau dann, wenn πj =

∑
i∈E πipij für alle j.

Beweis. (⇐): Für die Startverteilung π = (πj) ist

Pπ (Xn = j) =
∑
i∈E

π (i)Pi (Xn = j) =∑
i∈E

πi
∑
i1∈E

pii1
∑
i2∈E

pi1i2 . . .
∑

in−1∈E
pin−1j =

∑
in−1∈E

. . .
∑
i1∈E

∑
i∈E

πipii1︸ ︷︷ ︸
πi1

pi1i2

︸ ︷︷ ︸
πi2

. . . pin−1j = . . . = πj

(⇒): Wenn (πj) die Verteilung von X0 ist, dann auch von X1 ⇒

πj = Pπ (X1 = j) =
∑
i∈E

π (i)Pi (X1 = j) =
∑
i∈E

πipij

Satz 3.2.7. Sei i positiv rekurrent und πj := πij für alle j ∈ E. Dann ist (πj)j∈E eine
stationäre Verteilung.

Beweis. Siehe Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.14.

Wir fassen zusammen:41

Satz 3.2.8. Sei i positiv rekurrent, µ eine Startverteilung mit Pµ (Ti <∞) = 1, j ein

beliebiger Zustand und πj wie bisher gegeben durch πj =
Ei[NTi−1(j)]

Ei[Ti]
.

a) (πj)j∈E ist ein invariantes Maÿ.

41 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.15
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3.2 Langzeitverhalten

b) Ln (j) = Nn(j)
n+1 → πj (Pµ-fast sicher)

c) 1
n+1

∑n
k=0 Pµ (Xk = j)→ πj

Bemerkung. Falls j = i und Pµ = Pi, bedeutet c)

1

n+ 1

n∑
k=0

p
(k)
ii → πi =

1

Ei [Ti]

Der folgende Satz geht auf den Spezialfall einer ergodischen Markovkette ein.42

Satz 3.2.9. Sei (Xn) eine irreduzible Markovkette mit einem positiv rekurrenten Zu-
stand.

a) Alle Zustände sind positiv rekurrent.

b) (πj)j∈E ist das eindeutig bestimmte invariante Maÿ, wobei πj = 1
Ej [Tj ]

.

c) Für alle j und ein beliebiges Startmaÿ µ gelten Ln (j) = Nn(j)
n+1 → πj

(Pµ-fast sicher) und

d) 1
n+1

∑n
k=0 Pµ (Xk = j)→ πj

Beweis. Punkt a) gilt wegen der Irreduzibilität und Satz 3.1.4. Alle Zustände kom-
munizieren, daher ist für beliebige µ und i die Wahrscheinlichkeit Pµ (Ti <∞) = 1.
Nach Satz 3.2.7 ist (πj) invariant, nach Satz 3.2.8 die (eindeutige) Grenzverteilung von

1
n+1

∑n
k=0 Pµ (Xk = j) sowie der Grenzwert von Ln (j).

Beispiel. Auf einer reduziblen Markovkette kann es mehrere invariante Maÿe geben,
auch wenn alle Zustände positiv rekurrent sind: Sei E = {A,B, a, b, c} mit den Über-
gangswahrscheinlichkeiten pAB = pBA = pab = pbc = pca = 1 gegeben. Der Zustands-
raum kann in die minimalen Teilmengen {A,B} und {a, b, c} zerlegt werden; alle Zu-
stände sind o�ensichtlich positiv rekurrent. Jedoch sind alle Wahrscheinlichkeitsmaÿe
der Form

π = qπ′ + (1− q)π′′ 0 ≤ q ≤ 1

wobei π = (δA + δB) · 1
2 und π′′ = (δa + δb + δc) · 1

3 , invariant: Für jedes j ∈ E ist

π (j) =
q

2
· 1{A,B} +

1− q
3
· 1{a,b,c}

gleich
∑

i∈E πipij , denn in dieser Summe hat nur ein i positive Übergangswahrschein-
lichkeit pij = 1 und nimmt unter π den gleichen Wert wie j an.

Umgekehrt zu Satz 3.2.9 zeigen wir43

42 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.16
43 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.1.18
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Kapitel 3 Diskrete Markovketten

Satz 3.2.10. Sei (Xn) eine irreduzible Markovkette und (πj)j∈E eine stationäre Ver-
teilung. Dann gelten die Aussagen a) bis d) aus Satz 3.2.9.

Beweis. Nach Lemma 3.2.6 gilt πj =
∑

l∈E πlplj und daher

πj =
∑
l∈E

∑
i∈E

πipilplj =
∑
i∈E

πip
(2)
ij

bzw. induktiv πj =
∑

i∈E πip
(k)
ij für alle k ≥ 0. Es folgt für alle n

πj =
1

n+ 1

n∑
k=0

πj =
1

n+ 1

n∑
k=0

∑
i∈E

πip
(k)
ij =

∑
i∈E

πi

(
1

n+ 1

n∑
k=0

p
(k)
ij

)
(3.2)

Wenn j transient ist, gilt für eine beliebige Startverteilung µ, dass Pµ (N (j) <∞) = 1.

Somit konvergiert Ln (j) = Nn(j)
n+1 fast sicher gegen 0, und mit dem Satz von der domi-

nierten Konvergenz (wie im Beweis von Korollar 3.2.4) auch Ei [Ln (j)] für ein beliebiges
i. Nochmalige Anwendung des Satzes von der dominierten Konvergenz liefert

πj = lim
n→∞

∑
i∈E

πi

(
1

n+ 1

n∑
k=0

p
(k)
ij

)
︸ ︷︷ ︸

=Ei[Ln(j)]

=
∑
i∈E

πi · 0 = 0

Ist πj > 0, dann ist j also rekurrent, und zwar positiv rekurrent:

Die Rekursion p
(k)
ij =

∑k
l=0 f

(l)
ij p

(k−l)
jj gilt klarerweise. Wegen

∑
k≥0

∣∣∣f (k)
ij

∣∣∣ = fij < ∞

und limn→∞
∑n

k=0

∣∣∣∣ p(k)jj

n+1

∣∣∣∣ = limn→∞Ej [Ln (j)] = 1
Ej [Tj ]

<∞ ist

lim
n→∞

1

n+ 1

n∑
k=0

p
(k)
ij = lim

n→∞

n∑
k=0

(
k∑
l=0

f
(l)
ij

p
(k−l)
jj

n+ 1

)
=

lim
n→∞

n∑
k=0

f
(k)
ij · lim

n→∞

1

n+ 1

n∑
k=0

p
(k)
jj = fij ·

1

Ej [Tj ]

Mit der Formel aus (3.2) und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

0 < πj = lim
n→∞

∑
i∈E

πi

(
1

n+ 1

n∑
k=0

p
(k)
ij

)
=

(∑
i∈E

πifij

)
︸ ︷︷ ︸

≥0

1

Ej [Tj ]

Somit ist 1
Ej [Tj ]

> 0 und Ej [Tj ] <∞.

Wegen
∑
πj = 1 gibt es ein πj > 0, und wir können alle Aussagen aus Satz 3.2.9

folgern.
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Kapitel 4

Markovketten auf allgemeineren Räumen

4.1 Irreduzibilität

Sei (E, E) ein beliebiger messbarer Raum. Zusätzlich nehmen wir einen abzählbaren
Erzeuger der σ-Algebra E an (dh. (E, E) ist separabel44).

De�nition. Eine Menge A ∈ E ist vom Zustand x ∈ E aus erreichbar45, wenn
∃ n ≥ 1 : Pn (x,A) > 0 (Schreibweise: x→ A, andernfalls x9 A).

Gilt x 9 F c für alle Elemente x einer nichtleeren E-Menge F , so heiÿt F abgeschlos-
sen46.

De�nition (ϕ-Irreduzibilität47). Sei ϕ ein σ-endliches Maÿ inM+(E) und B ∈ E mit
ϕ (B) > 0. B heiÿt ϕ-kommunizierend, wenn von beliebigem x ∈ B ausgehend jede
Teilmenge A ⊆ B mit ϕ (A) > 0 erreichbar ist. Falls B = E, wird der Kern P als
ϕ-irreduzibel bezeichnet. Ist P ϕ-irreduzibel für ein Maÿ ϕ, so heiÿt P irreduzibel und
ϕ ein Irreduzibilitätsmaÿ für P .

Mit ϕ ist auch jedes absolutstetige Maÿ ρ� ϕ ein Irreduzibilitätsmaÿ48, denn ρ (A) > 0
impliziert ϕ (A) > 0 und damit die gewünschte Bedingung. Mithilfe der folgenden
Lemmata können wir zeigen, dass ein maximales Irreduzibilitätsmaÿ ψ existiert: Damit
ist gemeint, dass alle Irreduzibilitätsmaÿe absolutstetig bezüglich ψ sind.

Lemma 4.1.1. ϕP � ϕ impliziert für den Potenzialkern G, dass ϕG ∼ ϕ.49

Beweis. (ϕG� ϕ): Mittels vollständiger Induktion zeigt man ϕPn � ϕ für alle n ≥ 0.
Für n = 0 gilt dies trivial, für n = 1 nach Voraussetzung. Sei ϕPn � ϕ erfüllt und
ϕ (A) = 0. Dann gilt wegen

ϕPn (A) =

∫
ϕ (dx)Pn (x,A) = 0

44 Hernández-Lerma und Lasserre [2003], S. 47
45 Nummelin [1984], S. 8
46 ebd.
47 Nummelin [1984], S. 11
48 Nummelin [1984], S. 13
49 Nummelin [1984], Lemma 2.2 (i)
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dass die Menge {x : Pn (x,A) > 0} eine ϕ- und daher nach Voraussetzung auch eine
ϕP -Nullmenge ist. Wir schlieÿen

ϕPn+1 (A) =

∫
(ϕP ) (dx)Pn (x,A) = 0

Somit ist für ϕ-Nullmengen A auch das Maÿ

ϕG (A) =

∫
ϕ (dx)

∑
n≥0

Pn (x,A) =
∑
n≥0

ϕPn (A) = 0

(ϕ� ϕG): Aus der letzten Gleichung sieht man, dass im Fall ϕG (A) = 0 auch alle
ϕPn (A) = 0 sind, insbesondere für n = 0.

Lemma 4.1.2. Für jedes nichttriviale, σ-endliche Maÿ ϕ auf E gibt es ein äquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmaÿ ϕ̃ ∼ ϕ.50

Beweis. Da ϕ σ-endlich ist, kann man eine Zerlegung von E = ∪n≥1En mit jeweils
0 < ϕ (En) <∞ wählen. Die Summe von Maÿen

ϕ̃ (A) =
∑
n≥1

1

2n
ϕ (A ∩ En)

ϕ (En)

ist wieder ein Maÿ, das die gleichen Nullmengen wie ϕ besitzt und

ϕ̃ (E) =
∑
n≥1

1

2n
ϕ (En)

ϕ (En)
=
∑
n≥1

1

2n
= 1

erfüllt.

Satz 4.1.3. Sei P ϕ-irreduzibel. Dann existiert ein maximales Irreduzibilitätsmaÿ ψ,
charakterisiert durch ψP � ψ und eindeutig bis auf Äquivalenz von Maÿen.51

Beweis. Erst zeigen wir, dass ein Irreduzibilitätsmaÿ ψ genau dann maximal ist, wenn
ψP � ψ.

(⇐): Nach Voraussetzung ist ϕ ein beliebiges Irreduzibilitätsmaÿ für P . Wir zeigen
ϕ� ψ:

ϕ (A) > 0⇒ x→ A ∀x ∈ E ⇔ ∀x ∃n : Pn (x,A) > 0⇒∫
ψ (dx)

∑
n≥0

Pn (x,A) = ψG (A) > 0⇒ ψ (A) > 0

Die letzte Implikation gilt, da nach Lemma 4.1.1 ψG absolutstetig bezüglich ψ ist.

50 vgl. Nummelin [1984], Lemma 2.1
51 Nummelin [1984], Proposition 2.4
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(⇒): Mit ψ ist auch ψP ein Irreduzibilitätsmaÿ:

0 < ψP (A) =

∫
ψ (dx)P (x,A)⇔ ψ

{x ∈ E : P (x,A) > 0}︸ ︷︷ ︸
=:B

 > 0⇒

y → B ∀y ∈ E, x→ A ∀x ∈ B ⇒ y → A ∀y ∈ E

Wegen der Maximalität gilt ψP � ψ.

Es bleibt die Existenz von ψ zu beweisen. Das Irreduzibilitätsmaÿ

ψ =

∞∑
n=0

2−(n+1) ϕ̃ Pn

wobei ϕ̃ ∼ ϕ ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ ist, erfüllt ψP � ψ und ist somit maximal.

Dass ψ ein Irreduzibilitätsmaÿ ist, sieht man folgendermaÿen:

ψ (A) > 0⇔
∃n : 2−(n+1) ϕ̃ Pn (A) > 0⇔

∃n : 2−(n+1)

∫
E
ϕ̃ (dx) Pn (x,A) > 0⇔

ϕ̃ ({x ∈ E : Pn (x,A) > 0}) > 0⇔
ϕ ({x ∈ E : Pn (x,A) > 0}) > 0⇒

∀y ∈ E : y → {x ∈ E : Pn (x,A) > 0} ⇒
∀y ∈ E : y → A

Für die Absolutstetigkeit ψP � ψ wählen wir eine Menge A mit

0 = ψ (A) =
∑
n≥0

2−(n+1)

∫
E
ϕ̃ (dx)Pn (x,A)⇔ ∀ n : Pn (., A) = 0 ϕ̃-f.s.

Dann ist auch

ψP (A) =

∫
E
ψ (dx)P (x,A) =∑

n≥0

2−(n+1)

∫
E

(ϕ̃Pn) (dx)P (x,A) =

∑
n≥0

2−(n+1)ϕ̃Pn+1 (A) =

∑
n≥0

2−(n+1)

∫
E
ϕ̃ (dx)Pn+1 (x,A)︸ ︷︷ ︸

=0 f.s.

= 0
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4.2 Minorisierung

Sei P irreduzibel mit dem maximalen Irreduzibilitätsmaÿ ψ.

De�nition. E+ bezeichnet die Teilmenge von Funktionen52 f in E+ mit
∫
fdψ > 0.

P erfüllt die Minorisierungsbedingung53 M (m0, β, s, ν), wenn es eine natürliche Zahl
m0 ≥ 1, eine reelle Konstante β > 0, eine Funktion s ∈ E+ sowie ein Maÿ ν ∈M+(E)
gibt, sodass

Pm0 (x,A) ≥ βs (x) ν (A) ∀x ∈ E ∀A ∈ E

Dann heiÿt s eine kleine Funktion, ν ein kleines Maÿ und C ∈ E im Fall s = 1C eine
kleine Menge. Die Menge der kleinen Funktionen wird mit S+ bezeichnet.

Bemerkung (Zur Minorisierungsbedingung). 54

a) Jedes kleine Maÿ ν ist auch ein Irreduzibilitätsmaÿ, denn für beliebiges x ∈ E
und ν-positives A ∈ E gilt

Pm0 (x,A) ≥ β︸︷︷︸
>0

s (x) ν (A)︸ ︷︷ ︸
>0

Ist s (x) > 0, so gilt o�ensichtlich x→ A. Ansonsten benützt man die Eigenschaft
s ∈ E+ und die ψ-Irreduzibilität, um von x in die ψ-positive Menge {s > 0} zu
gelangen (und von dort nach A).

b) Insbesondere ist ν absolutstetig bezüglich ψ.

c) Meist kann man annehmen, dass
∫
s dν > 0.

d) O.B.d.A. kann man β = 1 annehmen.

Nach Nummelin [1984], Theorem 2.1, gilt:

Satz 4.2.1. Für einen irreduziblen Kern P ist die Menge S+ nichtleer.

Der Beweis erfordert einige Vorüberlegungen und mehrere Lemmata:

Wir haben vorausgesetzt, dass E abzählbar erzeugt werden kann, etwa durch
G = {G1, G2, . . .} mit Gi ⊆ E. Daraus konstruieren wir eine Folge von endlichen
Partitionen des Zustandsraums E mittels

E1 =
{
G1, G

C
1

}
E2 =

{
G2 ∩G1, G2 ∩GC1 , GC2 ∩G1, G

C
2 ∩GC1

}
...

52 Nummelin [1984], S. 14
53 Nummelin [1984], De�nition 2.3
54 Nummelin [1984], Bemerkung 2.1

26



4.2 Minorisierung

Für die Partition Ek werden also Gk und GCk mit allen Ek−1-Mengen geschnitten, da-
durch werden die Partitionen immer feiner, und es gilt σ (Ei) ⊆ σ (Ei+1) für alle i.
Auÿerdem ist σ (∪i≥1Ei) = σ (G) = E . Für alle x ∈ E und beliebiges i ≥ 1 liegt x in
einem eindeutig bestimmten Teil der Partition Ei, den wir mit Eix bezeichnen.55

Wir benötigen den folgenden Di�erentiationssatz für Maÿe. Seien ab nun λ und ϕ
endliche Maÿe auf E und λ = λa + λs die Lebesgue-Zerlegung von λ bezüglich ϕ (mit
λa � ϕ und λs ⊥ ϕ).

Lemma 4.2.2.

lim
i→∞

1{ϕ(Eix)>0}
λ
(
Eix
)

ϕ (Eix)
=
dλa
dϕ

(x)

für ϕ-fast alle x ∈ E.56

Beweis. Das Lemma wird in Doob [1990], S. 343 �., mit Hilfe von Martingaltheorie
bewiesen.

Für beliebig �xes x ist das Maÿ P (x, .) σ-endlich und besitzt somit eine Lebesgue-
Zerlegung bezüglich ϕ:

P (x,A) = µx (A) + νx (A)

wobei νx ⊥ ϕ und µx � ϕ. Aufgrund der Absolutstetigkeit existiert eine Radon-
Nikodým-Ableitung k (x, y) = dµx

dϕ :

P (x,A) =

∫
A
k (x, y)ϕ (dy) + νx (A)

Beispiel. Eine kleine Funktion existiert, falls auf Mengen X und Y positiven Maÿes die
Dichte k (x, y) gröÿer oder gleich einer Konstanten c > 0 ist:

P (x,A) ≥
∫
A
k (x, y)ϕ (dy) ≥

∫
A∩Y

k (x, y)ϕ (dy) ≥ c · ϕ (A ∩ Y ) ∀x ∈ X

⇒ P (x,A) ≥ c · 1X (x) · ϕ (A ∩ Y )

Lemma 4.2.3. Die Dichte k kann nichtnegativ und E ⊗ E-messbar gewählt werden.57

Beweis. Die Funktionen

ki (x, y) := 1{ϕ(Eiy)>0}
P
(
x,Eiy

)
ϕ
(
Eiy
)

55 Nummelin [1984], S. 16
56 Nummelin [1984], Lemma 2.4
57 Nummelin [1984], Lemma 2.5
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sind nichtnegativ und als Produkt bzw. Quotient von E ⊗ E-messbaren Funktionen
selber messbar. Beispielsweise ist das Urbild einer Menge B ∈ BR unter der Funktion
(x, y) 7→ P

(
x,Eiy

)
{

(x, y) : P
(
x,Eiy

)
∈ B

}
=

⋃
y:∃x:P(x,Eiy)∈B

(x, y) : x ∈ P
(
., Eiy

)−1
(B)︸ ︷︷ ︸

=:Ay∈E

 =

⋃
Eiy :∃x:P(x,Eiy)∈B

{
Ay × Eiy

}︸ ︷︷ ︸
∈ E⊗E

in E ⊗E enthalten. Insgesamt ist auch der Limes für i→∞ nichtnegativ und messbar,
und nach dem Di�erentiationssatz von soeben entspricht er der Dichte k.

Ebenso können wir für die Kerne Pn � bzw. deren absolutstetigen Teil � nichtnegative,
messbare Versionen der Dichten k(n) �nden, die zusätzlich die folgende Ungleichung
erfüllen:

Lemma 4.2.4.

k(m+n) (x, z) ≥
∫
Pm (x, dy) k(n) (y, z) ≥

∫
k(m) (x, y) k(n) (y, z)ϕ (dy)

für alle m,n ≥ 1 und x, z ∈ E.58

Beweis. Sei für alle n und beliebig gewähltes x

Pn (x,A) = µ(n)
x (A) + ν(n)

x (A)

die Lebesgue-Zerlegung von Pn (x, .). Wie im vorigen Lemma gibt es für alle µ(n)
x (.)

eine nichtnegative, E ⊗ E-messbare Dichte k(n)
0 . Die iterativ de�nierten Funktionen

k(1) = k
(1)
0

k(n) = max

(
k

(n)
0 (x, z) , max

1≤m≤n−1

∫
Pm (x, dy) k(n−m) (y, z)

)
∀n ≥ 2

bilden ebenfalls eine Dichte:

Für k(1) = k
(1)
0 ist dies klar. Nehmen wir an, dass alle k(n−m) Dichten für µ(n−m)

x (.)

sind. O.B.d.A. sei k(n) = max
(
k

(n)
0 , k

(n)
∗

)
, wobei k(n)

∗ =
∫
Pm (x, dy) k(n−m) (y, z) für

ein m < n. Wir de�nieren nun das Maÿ Qx (A) =
∫
A ϕ (dz) k

(n)
∗ (x, z), welches wir

58 Nummelin [1984], Lemma 2.6
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mithilfe des Satzes von Fubini folgendermaÿen abschätzen können:

Qx (A) =

∫
A
ϕ (dz) k

(n)
∗ (x, z) =∫

A
ϕ (dz)

∫
E
Pm (x, dy) k(n−m) (y, z) =∫

E
Pm (x, dy)

∫
A
ϕ (dz) k(n−m) (y, z)︸ ︷︷ ︸
≤Pn−m(y,A)

≤ Pn (x,A)

Aus der De�nition von Qx (.) ist ersichtlich, dass Qx � ϕ. Hingegen ist µ(n)
x in der

Lebesgue-Zerlegung genau der maximale bezüglich ϕ absolutstetige Anteil von Pn (x, .),

deshalb gilt Qx ≤ µ
(n)
x . Damit ist auch das Integral von k(n) kleiner oder gleich dem

Maÿ µ(n)
x : ∫

A
ϕ (dz) k(n) (x, z) =∫

A∩
{
k
(n)
0 ≥k

(n)
∗

} ϕ (dz) k(n) (x, z) +

∫
A∩
{
k
(n)
0 <k

(n)
∗

} ϕ (dz) k(n) (x, z) =∫
A∩
{
k
(n)
0 ≥k

(n)
∗

} ϕ (dz) k
(n)
0 (x, z)︸ ︷︷ ︸

= µ
(n)
x

(
A∩
{
k
(n)
0 ≥k

(n)
∗

})
+

∫
A∩
{
k
(n)
0 <k

(n)
∗

} ϕ (dz) k
(n)
∗ (x, z)︸ ︷︷ ︸

≤ µ
(n)
x

(
A∩
{
k
(n)
0 <k

(n)
∗

})
≤ µ(n)

x (A)

Umgekehrt ist∫
A
ϕ (dz) k(n) (x, z) ≥

∫
A
ϕ (dz) k

(n)
0 (x, z) = µ(n)

x (A)

und insgesamt k(n) wie behauptet eine Dichte des absolutstetigen Teils von Pn (x, .).

Alle k(n) erfüllen k(n) ≥ 0 und die gewünschten Ungleichungen � die erste per de�ni-
tionem. Die zweite ergibt sich mit der Lebesgue-Zerlegung von Pm (x, .) bezüglich ϕ:

Pm (x,A) =

∫
A
k(m) (x, y)ϕ (dy) + νm,x (A)⇒∫

Pm (x, dy) k(n) (y, z) ≥
∫
k(m) (x, y) k(n) (y, z)ϕ (dy)

Die E ⊗ E-Messbarkeit von k(n) ist mittels vollständiger Induktion etwas aufwändiger
zu beweisen:

Die Funktion k(1) = k
(1)
0 ist E ⊗ E-messbar. Nehmen wir induktiv an, dass für alle

m ≤ n − 1 die Funktionen k(n−m) ∈ E ⊗ E sind. Wir zeigen59, dass das Integral einer

59 analog zum Beweis von Lemma 14.20 in Klenke [2008]
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nichtnegativen, E ⊗ E-messbaren Funktion f̃ bezüglich eines stochastischen Kerns P

f (x, z) =

∫
P (x, dy) f̃ (y, z)

messbar ist bezüglich E ⊗ E . Aufgrund der Induktionsannahme ist dann k(n) das Ma-
ximum messbarer Funktionen, also selber E ⊗ E-messbar.

Ist f̃ = 1A1×A2 die Indikatorfunktion eines messbaren Rechtecks, dann gilt die Behaup-
tung:

f (x, z) =

∫
P (x, dy) f̃ (y, z) =

∫
P (x, dy)1A1 (y) · 1A2 (z) = P (x,A1) · 1A2 (z)

Messbare Rechtecke liegen also in der Menge

D :=

{
A ∈ E ⊗ E :

∫
P (x, dy)1A (y, z) ∈ E ⊗ E

}
D ist ein Dynkin-System:

E × E liegt in D, da alle (x, z) auf
∫
P (x, dy)1E×E (y, z) = P (x,E) = 1 abgebildet

werden. Für A ∈ D ist f (x, z) = P (x,A2 (z)) messbar, wobei A2 (z) = {y : (y, z) ∈ A}
der z-Schnitt von A ist. Daher ist auch Ac ein Element von D, denn

P (x, (Ac)2 (z)) = P (x, (A2 (z))c) = 1− P (x,A2 (z))

ist E ⊗E-messbar. Schlieÿlich liegt die Vereinigung disjunkter An ∈ D wieder in D, was
man mit 1∪An =

∑
1An und der Linearität des Integrals einfach nachweist.

Die messbaren Rechtecke der Dimension 2 sind ein durchschnittstabiler Erzeuger von D.
Nach dem π-λ-Theorem60 stimmt die von ihnen erzeugte σ-Algebra E ⊗ E mit dem
erzeugten Dynkin-System überein. Daher gilt E⊗E ⊆ D, und die Integrale aller f̃ = 1A
sind E ⊗ E-messbar.

Für Treppenfunktionen folgt die Messbarkeit von f (x, z) mit der Linearität des Inte-
grals. Allgemeine messbare nichtnegative Funktionen kann man durch Treppenfunktio-
nen approximieren; f (x, z) ist dann als Limes messbarer Funktionen messbar.

De�nition. Seien A und B Elemente aus E ⊗ E . Wir schreiben für die Schnitte61

A1 (x) := {y ∈ E : (x, y) ∈ A} , B2 (z) := {y ∈ E : (y, z) ∈ B}

und für die Zusammensetzung62

A ◦B := (A× E) ∩ (E ×B) = {(x, y, z) ∈ E × E × E : (x, y) ∈ A, (y, z) ∈ B}

Weiters sei ϕn das n-fache Produktmaÿ ϕ× . . .× ϕ.
60 Elstrodt [2005], S. 25, Satz 6.7
61 Nummelin [1984], S. 17
62 Nummelin [1984], S. 18
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Lemma 4.2.5. Sei ϕ3 (A ◦B) > 0. Dann gibt es ϕ-positive Mengen C und D in E,
sodass63

γ := inf
x∈C,z∈D

ϕ (A1 (x) ∩B2 (z)) > 0

Beweis. Betrachte die Maÿe

F 7→ ϕ2 (A ∩ F ) und F 7→ ϕ2 (F )

auf E ×E . Es ist ϕ2 (A ∩ .) absolutstetig bezüglich ϕ2. Die Lebesgue-Zerlegung besteht
dann aus ϕ2 (A ∩ .) selber und dem Maÿ, das trivial den Wert 0 annimmt. Die Radon-
Nikodým-Ableitung bezüglich ϕ2 ist o�ensichtlich 1A.

Nach Voraussetzung gilt ϕ3 (A ◦B) > 0, dh. es gibt ein (x, y, z) mit (x, y) ∈ A und
(y, z) ∈ B. Setzen wir nun Eix,y = Eix × Eiy, dann gilt nach Lemma 4.2.2

lim
i→∞

1{ϕ2(Eix,y)>0}
ϕ2
(
A ∩ Eix,y

)
ϕ2
(
Eix,y

) = 1A (x, y)

für ϕ2-fast alle (x, y). Somit gibt es eine ϕ2-Nullmenge N1 mit

lim
i→∞

ϕ2
(
A ∩ Eix,y

)
ϕ2
(
Eix,y

) = 1

für alle (x, y) in A \N1.
Auf die gleiche Art zeigt man die Existenz einer ϕ2-Nullmenge N2, die

lim
i→∞

ϕ2
(
B ∩ Eiy,z

)
ϕ2
(
Eiy,z

) = 1

für alle (y, z) in B \N2 erfüllt. Wir wählen (u, v, w) aus der nichtleeren Menge
(A \N1) ◦ (B \N2). Sei j groÿ genug, dass

ϕ2
(
A ∩ Eju,v

)
ϕ2
(
Eju,v

) ≥ 3

4
und

ϕ2
(
B ∩ Ejv,w

)
ϕ2
(
Ejv,w

) ≥ 3

4

gelten. Die linke Ungleichung ist äquivalent zu∫
ϕ
({
y : (x, y) ∈ A ∩ Eju,v

})
dϕ (x) ≥ 3

4

∫
ϕ
({
y : (x, y) ∈ Eju,v

})
dϕ (x)

und dies bedeutet, dass auf einer ϕ-positiven Teilmenge von Eju

ϕ
(
A1 (x) ∩ Ejv

)
≥ 3

4
ϕ
(
Ejv
)

63 Nummelin [1984], Lemma 2.7
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gilt. Auf diese Weise erhalten wir die gesuchten Mengen

C =

{
x ∈ Eju : ϕ

(
A1 (x) ∩ Ejv

)
≥ 3

4
ϕ
(
Ejv
)}

D =

{
z ∈ Ejw : ϕ

(
B2 (z) ∩ Ejv

)
≥ 3

4
ϕ
(
Ejv
)}

für deren Elemente x ∈ C und z ∈ D gilt:

ϕ
(
Ejv
)
≥ ϕ

(
Ejv ∩ (A1 (x) ∪B2 (z))

)
=

ϕ
(
A1 (x) ∩ Ejv

)
+ ϕ

(
B2 (z) ∩ Ejv

)
− ϕ

(
A1 (x) ∩B2 (z) ∩ Ejv

)
≥

3

4
ϕ
(
Ejv
)

+
3

4
ϕ
(
Ejv
)
− ϕ

(
A1 (x) ∩B2 (z) ∩ Ejv

)
⇔

1

2
ϕ
(
Ejv
)

︸ ︷︷ ︸
>0

≤ ϕ
(
A1 (x) ∩B2 (z) ∩ Ejv

)︸ ︷︷ ︸
≤ ϕ(A1(x)∩B2(z))

⇒

0 < ϕ (A1 (x) ∩B2 (z))

Nun können wir Satz 4.2.1 beweisen:

Beweis. Sei ψ das maximale Irreduzibilitätsmaÿ für P und o.B.d.A. ein Wahrschein-
lichkeitsmaÿ. Aufgrund der Irreduzibilität ist für beliebige x ∈ E und für ψ-fast alle
y ∈ E die Summe

∞∑
m=1

k(m) (x, y) > 0

Daher gibt es m1 und m2 mit∫
E

∫
E

∫
E
k(m1) (x, y) k(m2) (y, z)ψ (dx)ψ (dy)ψ (dz) > 0

Wir können nun ein δ > 0 klein genug wählen, dass die Zusammensetzung der Mengen
A :=

{
(x, y) : k(m1) (x, y) ≥ δ

}
und B :=

{
(y, z) : k(m2) (y, z) ≥ δ

}
ψ3 (A ◦B) > 0

erfüllt. Nach Lemma 4.2.5 existieren Mengen C und D, für deren Elemente x ∈ C und
z ∈ D wegen der Ungleichungen aus Lemma 4.2.4 und Lemma 4.2.5

k(m1+m2) (x, z) ≥
∫
E
k(m1) (x, y) k(m2) (y, z)ψ (dy) ≥

≥
∫
A1(x)∩B2(z)

k(m1) (x, y) k(m2) (y, z)ψ (dy) ≥ γδ2
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gilt. P erfüllt somit für alle x ∈ C

Pm1+m2 (x,A) ≥
∫
A
k(m1+m2) (x, z) dψ (z) ≥

≥
∫
A∩D

k(m1+m2) (x, z) dψ (z) ≥ γδ2ψ (A ∩D)

also die Minorisierungsbedingung M
(
m1 +m2, γδ

2,1C , ψ (. ∩D)
)
.

4.3 Periodizität

Sei P ein irreduzibler Kern mit maximalem Irreduzibilitätsmaÿ ψ, der die Minorisie-
rungsbedingung M (m0, β, s, ν) erfüllt (nach Satz 4.2.1 existiert eine kleine Funktion).

De�nition. Ein Zyklus64 der Länge m ist eine Folge disjunkter nichtleerer E-Mengen
(E0, . . . , Em−1), sodass

∀x ∈ Ei : P
(
x,Ecj

)
= 0

wobei j ≡ i+ 1 (mod m) und 0 ≤ i ≤ m− 1.

Bemerkung. a) Von x in Ei sind also nur Zustände in Ei+1 (mod m) erreichbar. Die
Vereinigung ∪m−1

i=0 Ei ist abgeschlossen, ihr Komplement muss wegen der Irredu-
zibilität eine ψ-Nullmenge sein.65

b) Für die Kerne Pn und x aus Ei ergibt sich Pn
(
x,Ecj

)
= 0 mit j = i+n (mod m),

insbesondere Pm (x,Eci ) = 0.66

Sei I die Menge der Indizes, für die die Minorisierungsbedingung gilt:

I := {m ≥ 1 : M (m,βm, s, ν) für ein βm > 0}

und d ihr gröÿter gemeinsamer Teiler. Unter den angegebenen Umständen mit der
Zusatzannahme

∫
s dν > 0 gilt:67

Satz 4.3.1. Zum Kern P gibt es einen d-Zyklus (E0, . . . , Ed−1). Die Zahl d hängt nicht
von der Wahl von s und ν ab. Gibt es einen weiteren Zyklus

(
E′0, . . . , E

′
d′−1

)
, so teilt

d′ die Zahl d, und die Mengen E′i sind Vereinigungen der Ei.

Die Mengen Ei werden zyklische Mengen genannt, d die Periode von P . Falls d = 1,
heiÿt P aperiodisch, ansonsten periodisch.

Bemerkung. �Beschleunigt� man die Kette, indem man nur Vielfache eines gewissen
m ≥ 1 betrachtet, so erhält man eine Markovkette (Xnm)n≥0 mit Übergangswahr-
scheinlichkeit Pm. Je nachdem, in welcher Zyklusmenge gestartet wird, ergeben sich
64 Nummelin [1984], S. 20
65 ebd.
66 ebd.
67 Nummelin [1984], Theorem 2.2
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cm = ggT {m, d} verschiedene Zustandsräume, in jedem Fall existiert ein Zyklus der
Länge d

cm
.68

4.4 Rekurrenz und Harris-Rekurrenz

Wir erinnern uns an die De�nition von TA als Eintrittszeit in eine Menge A ∈ E . Wie
für diskrete Markovketten bezeichnen wir die k. Besuchszeit in A mit T (k)

A und die
Anzahl der Besuche mit N (A) =

∑
n≥1 1A (Xn).

ϕ-Irreduzibilität bedeutet, dass für ϕ-positive Mengen A und für alle x ein Pn (x,A) > 0
ist, also auch Ex [N (A)] =

∑
n≥1 Pn (x,A) > 0.

De�nition (Rekurrenz). Eine Markovkette heiÿt rekurrent69, wenn sie ϕ-irreduzibel
ist und

ϕ (A) > 0⇒ Ex [N (A)] =∞

für alle x ∈ E, A ∈ E erfüllt.

De�nition (Harris-Rekurrenz). Eine irreduzible Markovkette (Xn) mit maximalem
Irreduzibilitätsmaÿ ψ ist Harris-rekurrent70, wenn

ψ (A) > 0⇒ Px (TA <∞) = 1 ∀x ∈ E (4.1)

Bemerkung. a) Alternativ kann man die Eigenschaft (4.1) für alle Irreduzibilitäts-
maÿe fordern:71 Gilt sie für alle, dann insbesondere für ψ. Sei umgekehrt ϕ ein
beliebiges Irreduzibilitätsmaÿ, ϕ (A) > 0. Dann ist die gewünschte Implikation
erfüllt, weil ϕ� ψ.

b) Eine weitere Möglichkeit ist, Px (TA <∞) = 1 durch Px (N (A) =∞) = 1 zu
ersetzen.72

Proposition 4.4.1. Px (TA <∞) = 1 ∀x ∈ E ⇔ Px (N (A) =∞) = 1 ∀x ∈ E.

Beweis. (⇒): Nach Voraussetzung gilt Px (TA <∞) = 1 für alle x ∈ E. Nehmen wir

dies auch für T (k−1)
A � die (k − 1). Besuchszeit in A � an, dann folgt mit der starken

68 Nummelin [1984], S. 22
69 Hernández-Lerma und Lasserre [2003], De�nition 4.2.9
70 vgl. Athreya und Lahiri [2006], S. 463
71 Tatsächlich ist das Irreduzibilitätsmaÿ in der De�nition von Athreya und Lahiri [2006], S. 463,

beliebig.
72 Nummelin [1984], De�nition 3.5., oder Hernández-Lerma und Lasserre [2003], De�nition 4.2.10
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Markoveigenschaft

Ex

[
1{

T
(k)
A <∞

}|FTA
]

= Ex

[
1{

T
(k−1)
A <∞

} ◦ θTA |FTA
]

=

= EXTA

[
1{

T
(k−1)
A <∞

}] = PXTA

(
T

(k−1)
A <∞

)
= 1

⇒ Px

(
T

(k)
A <∞

)
=

∫
E
1{

T
(k)
A <∞

}dPx =

∫
E

1dPx = 1

Somit wird die Menge A fast sicher unendlich oft besucht.

(⇐): Klar.

Proposition 4.4.2. Ist (Xn) Harris-rekurrent, dann auch (Xnn0)n≥0 für ein n0 ≥ 1.

Beweis. Siehe Nummelin [1984], Proposition 3.14.

Die Eigenschaft der Harris-Rekurrenz ist hilfreich, um Ergebnisse über das Langzeit-
verhalten von diskreten Markovketten auf allgemeine Markovketten zu übertragen. Im
diskreten Fall sind die Aus�üge zwischen den Rückkehrzeiten in einen Zustand i unab-
hängig und identisch verteilt, wodurch man das Starke Gesetz der Groÿen Zahl nützen
kann, um Konvergenzaussagen zu erzielen. Für die Rückkehrzeiten in eine Menge A
muss dies nicht erfüllt sein. Jedoch �ndet man für Harris-rekurrente Markovketten �gu-
te� Rückkehrzeiten, sodass man ebenfalls das Starke Gesetz der Groÿen Zahl anwenden
kann.

Zu Beginn zeigen wir die Existenz von unabhängigen, identisch verteilten Zyklen unter
speziellen Voraussetzungen:73

Satz 4.4.3. Sei (Xn) eine Markovkette mit Übergangswahrscheinlichkeit P und Zu-
standsraum (E, E). Angenommen, es gibt eine Menge A0 in E sowie eine Konstante
0 < α < 1 und ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ ν auf E, sodass
a) P (x,A) ≥ αν (A) ∀x ∈ A0 ∀A ∈ E
b) Px (TA0 <∞) = 1 ∀x ∈ E

Dann existiert zu jeder Startverteilung µ eine Folge von Zufallszeiten (Ti)i≥1, sodass
die Zyklen ηk = {Xr : Tk ≤ r < Tk+1} unter Pµ unabhängig und identisch verteilt und
alle XTi gemäÿ ν verteilt sind.

Das heiÿt für beliebige Akl ∈ E, mk ∈ N und für alle n ∈ N

Pµ (Tk+1 − Tk = mk, XTk+l ∈ Akl, 0 ≤ l < mk, 1 ≤ k ≤ n) =
n∏
k=1

Pν (T2 − T1 = mk, XT1+l ∈ Akl, 0 ≤ l < mk)
(4.2)

73 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.6
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Bemerkung. Unabhängige und identisch verteilte Zyklen sind genau durch (4.2) de�-
niert, wobei im allgemeinen auf beiden Seiten das gleiche Wahrscheinlichkeitsmaÿ P
auftritt74 (hier soll die zusätzliche Bedingung XTi ∼ ν erfüllt sein). Ein stochastischer
Prozess auf (Ω,F , P ), der eine solche Folge von Zufallszeiten besitzt, heiÿt regenerativ.

Beweis. Zuerst de�niert man für beliebiges x ∈ A0 das Maÿ Q (x, .) auf E durch

Q (x, .) =
P (x, .)− αν (.)

1− α

Mit P (x, .) und ν ist auch Q (x, .) σ-additiv und wegen Q (x,E) = 1 ein Wahrschein-
lichkeitsmaÿ.

Für beliebiges x ∈ A0 und Startmaÿ µ gilt natürlich Pµ (Xn+1 ∈ A|Xn = x) = P (x,A).
Betrachtet man hingegen unabhängige Zufallsvariable

ηn+1 mit Pµ (ηn+1 ∈ A) = ν (A)
δn+1 Bernoulli-verteilt mit Parameter α
Yn+1,x mit Pµ (Yn+1,x ∈ A) = Q (x,A)

und setzt

Xn+1 =

{
ηn+1 für δn+1 = 1
Yn+1,x für δn+1 = 0

so erhält man die gleiche Übergangswahrscheinlichkeit von x nach A:

Pµ (Xn+1 ∈ A|Xn = x) =

Pµ (ηn+1 ∈ A, δn+1 = 1) + Pµ (Yn+1,x ∈ A, δn+1 = 0) =

ν (A)α+Q (x,A) (1− α) = P (x,A)

Daher ist die Position der Kette nach einem Besuch in A0 mit einer Wahrscheinlichkeit
von α gemäÿ ν verteilt � unabhängig von der Vergangenheit.

Für alle x ∈ E gilt nach Voraussetzung Px (TA0 <∞) = 1, und nach Proposition 4.4.1
�nden Px-fast sicher unendlich viele Besuche in A0 statt � dann auch Pµ-fast sicher.
Bezeichnen wir die Besuchszeiten mit τ1, τ2, . . ., so besitzen die Zufallsvariablen Xτi+1

mit Wahrscheinlichkeit α > 0 die Verteilung ν. Die Folge (δτi+1)i≥1 entspricht einer
Folge von Münzwürfen mit Erfolgswahrscheinlichkeit α.

Pµ

(
∃i0 : Xτi0+1 ∼ ν

)
= Pµ

(
∃i0 : δτi0+1 = 1

)
=∑

i≥1

Pµ
(
δτj+1 = 0 ∀j < i, δτi+1 = 1

)
=

∑
i≥1

(1− α)i−1 α = α
∑
i≥0

(1− α)i = 1

74 siehe Gleichung (4.3) unten
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(Xn) beginnt also fast sicher zum Zeitpunkt τi0 + 1 mit Anfangsverteilung ν neu und
unabhängig von den vorigen Zeitpunkten zu laufen. Wir setzen T := T1 := τi0 + 1 und
berechnen

Pµ (Xj ∈ Aj : n+ 1 ≤ j ≤ n+ k | Xj ∈ Aj : 0 ≤ j ≤ n, T = n+ 1) =

Pµ (Xj ∈ Aj : n+ 1 ≤ j ≤ n+ k | Xn ∈ An, T = n+ 1) =

1

Pµ (Xn ∈ An, T = n+ 1)︸ ︷︷ ︸
(Xn∈A0∩An,Xn+1∼ν)

· Pµ (Xj ∈ Aj : n ≤ j ≤ n+ k, T = n+ 1) =

1∫
µ (dx)1A0∩An (x)

∫
E ν (dxn+1)

·
∫
µ (dx)1A0∩An (x)

∫
An+1

ν (dxn+1)·∫
An+2

P (xn+1, dxn+2) . . .

∫
An+k

P (xn+k−1, dxn+k) =

µ (A0 ∩An)

µ (A0 ∩An)
·
∫
An+1

ν (dx0)

∫
An+2

P (x0, dx1) . . .

∫
An+k

P (xk−2, dxk−1) =

Pν (X0 ∈ An+1, . . . Xk−1 ∈ An+k)

Somit gilt

Pµ (Xj ∈ Aj : 0 ≤ j ≤ n+ k, T = n+ 1) =

Pµ (Xj ∈ Aj : 0 ≤ j ≤ n, T = n+ 1) ·
Pµ (Xj ∈ Aj : n+ 1 ≤ j ≤ n+ k | Xj ∈ Aj : 0 ≤ j ≤ n, T = n+ 1) =

Pµ (Xj ∈ Aj : 0 ≤ j ≤ n, T = n+ 1) · Pν (X0 ∈ An+1, . . . Xk−1 ∈ An+k)

Durch Beginn zur Zeit T1 und wiederholtes Anwenden im Fall µ = ν folgt die Behaup-
tung.

Korollar 4.4.4. Wir nehmen (Xn), A0, α und ν wie in Satz 4.4.3 an und ändern die
Bedingung a) in

∃n0 ≥ 1 : Pn0 (x,A) ≥ αν (A) und Px (∃n ≥ 1 : Xnn0 ∈ A0) = 1 ∀x ∈ A0 ∀A ∈ E

Für (Yn) = (Xnn0) und beliebiges µ bzw. Pµ gibt es dann Zufallszeiten (Ti)i≥1 mit
unabhängigen, identisch verteilten Zyklen und mit YTi ∼ ν.75

Beweis. Sei µ eine Startverteilung mit µ (A0) = 1. Die Voraussetzungen von 4.4.3 sind
für (Yn) mit der Übergangswahrscheinlichkeit Pn0 erfüllt und das Resultat bewiesen.

Ansonsten folgt aus der Voraussetzung Px (TA0 <∞) = 1 für alle x ∈ E, dass auch
Pµ (TA0 <∞) = 1. Betrachtet man die Markovkette ab dem Zeitpunkt TA0 , so gilt
wieder der erste Fall, und man �ndet Zufallszeiten (Ti), die (4.2) erfüllen.

Für (Yn) = (Xnn0) haben wir nun unabhängige, identisch verteilte Zyklen. Die im

75 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.7
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vollständigen Zyklus η̃k = {Xj : n0Tk ≤ j < n0Tk+1} enthaltenen Yn (Tk ≤ n < Tk+1)
sind also identisch verteilt für alle Zyklen, ebenso die Länge der Zyklen. Die Stellen
Xj , wobei j 6= nn0, können wir gemäÿ der bedingten Verteilung

Pµ
(
Xkn0+l ∈ Akl, 1 ≤ l < n0|Xkn0 = x,X(k+1)n0

= y
)

=

Pµ (Xl ∈ Akl, 1 ≤ l < n0|X0 = x,Xn0 = y)

au�üllen.76 Daher sind die Zyklen (η̃k) identisch verteilt.

Unabhängig sind sie nicht: Die Verteilung von η̃k ist von Xn0Tk+1
abhängig, und dieser

Wert gehört zum Zyklus η̃k+1. Daher sind aufeinander folgende Zyklen abhängig, alle
anderen aber wegen der Markoveigenschaft unabhängig.77

Diese Resultate erhalten wir insbesondere für Harris-rekurrente Markovketten:78

Satz 4.4.5. Sei (Xn) eine ψ-irreduzible, Harris-rekurrente Markovkette auf einem se-
parablen Zustandsraum (E, E). Dann existieren Zufallszeiten (Ti)i≥1 und ein n0 ≥ 1,
sodass die Zyklen η̃k identisch verteilt sind. Aufeinander folgende Zyklen sind abhängig,
alle anderen Kombinationen von Zyklen unabhängig.

Beweis. Wir überprüfen die Voraussetzungen von Korollar 4.4.4:

Nach Satz 4.2.1 existieren eine Funktion s = 1A0 , ein n0 ≥ 1, α > 0 und ein Maÿ ν,
sodass

Pn0 (x,A) ≥ αs (x) ν (A) ∀x ∈ E ∀A ∈ E bzw.

Pn0 (x,A) ≥ αν (A) ∀x ∈ A0 ∀A ∈ E

Es gilt ψ (A0) > 0 und daher wegen der Harris-Rekurrenz Px (TA0 <∞) = 1 für alle
x ∈ E. Nach Proposition 4.4.2 ist auch (Xnn0)n≥0 Harris-rekurrent und daher die

Eintrittszeit in A0 bezüglich der Übergangswahrscheinlichkeit Pn0 fast sicher endlich,
das heiÿt

Px (∃n ≥ 1 : Xnn0 ∈ A0) = 1 ∀x ∈ A0

Nun untersuchen wir noch das Langzeitverhalten von regenerativen Prozessen. Wie be-
reits in der Bemerkung nach Satz 4.4.3 angedeutet, sind diese folgendermaÿen de�niert:

De�nition. Ein stochastischer Prozess (Xn) auf (Ω,F , P ) heiÿt regenerativ79, wenn

76 Athreya und Lahiri [2006], S. 466
77 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.8
78 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.9
79 Athreya und Lahiri [2006], De�nition 14.2.7
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es eine Folge von Zufallszeiten (Tk)k≥1 (Erneuerungszeiten) gibt mit

P (Tk+1 − Tk = mk, XTk+l ∈ Akl, 0 ≤ l < mk, 1 ≤ k ≤ n) =
n∏
k=1

P (T2 − T1 = mk, XT1+l ∈ Akl, 0 ≤ l < mk)
(4.3)

für beliebige Akl ∈ E , mk ∈ N und für alle n ∈ N.

Beispiel. a) Eine irreduzible und rekurrente Markovkette auf einem diskretem Zu-
standsraum.

b) (Xn) sei Harris-rekurrent und erfülle Bedingung a) in Satz 4.4.3.

Satz 4.4.6. (Xn)n≥0 sei ein regenerativer Prozess mit Erneuerungszeiten (Ti)i≥1. Die
Maÿe π̃ und π auf (E, E) seien de�niert durch

π̃ (A) = E

T2−1∑
j=T1

1A (Xj)

 und π (A) =
π̃ (A)

π̃ (E)

unter der Zusatzannahme, dass π̃ (E) = E [T2 − T1] <∞. Dann folgt80

a) P
(

1
n

∑n−1
j=0 f (Xj) −→

∫
fdπ

)
= 1 ∀f ∈ L1 (E, E , π)

b) µn (.) := 1
n

∑n−1
j=0 P (Xj ∈ .) −→ π (.) mengenweise und bezüglich ‖.‖TV

Beweis. a) Sei o.B.d.A. f ≥ 0 (sonst betrachte f+, f−). Für jedes n existiert ein
k = Nn, sodass Tk ≤ n < Tk+1 (setze T0 := 0). De�niert man Y0 =

∑T1−1
j=0 f (Xj)

und Yi =
∑Ti+1−1

j=Ti
f (Xj), dann gilt

k

n

1

k

(
Y0 +

k−1∑
i=1

Yi

)
≤ 1

n

n−1∑
j=0

f (Xj) ≤
k

n

1

k

(
Y0 +

k∑
i=1

Yi

)
(4.4)

Die (Yn) sind unabhängig und identisch verteilt. Mit dem Starken Gesetz der
Groÿen Zahl können wir schlieÿen, dass 1

k

∑k−1
i=1 Yi und

1
k

∑k
i=1 Yi gegen E [Y1]

konvergieren. Dieser Grenzwert entspricht, wenn f eine Treppenfunktion ist,

∫
fdπ̃ =

∫ ∑
i

αi1Aidπ̃ =
∑
i

αiπ̃ (Ai) =
∑
i

αiE

T2−1∑
j=T1

1Ai (Xj)

 =

= E


T2−1∑
j=T1

∑
i

αi1Ai (Xj)︸ ︷︷ ︸
f(Xj)

 = E

T2−1∑
j=T1

f (Xj)

 = E [Y1]

80 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.10
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was natürlich durch den Satz von der monotonen Konvergenz ebenso für allgemei-
ne messbare Funktionen gilt. Weiters berechnen wir mithilfe des Starken Gesetzes
der Groÿen Zahl, dass k

n →
1

E[T2−T1] : Wie im Beweis von Satz 3.2.2 argumentiert

man mit Tk ≤ n < Tk+1 und
1
kTk = 1

k

∑k−1
i=0 (Ti+1 − Ti)→ E [T2 − T1]. Insgesamt

folgt wegen (4.4)

1

n

n−1∑
j=0

f (Xj) −→
E [Y1]

E [T2 − T1]
=

∫
fdπ̃

π̃ (E)
=

∫
fdπ f.s.

b) Wähle in Punkt a) f = 1A für ein beliebiges A ∈ E ⇒

1

n

n−1∑
j=0

1A (Xj)︸ ︷︷ ︸
=:fn

−→
∫

1Adπ = π (A) f.s.

Da |fn| ≤ 1, impliziert der Satz von der dominierten Konvergenz

µn (A) =
1

n

n−1∑
j=0

P (Xj ∈ A) =

∫
fn dP −→

∫
π (A) dP = π (A)

Der Beweis der Konvergenz bezüglich der Totalvariations-Norm verlangt starke
funktionalanalytische Argumente. Hier sei auf Nummelin [1984], Kapitel 6, ver-
wiesen.

Bemerkung. Der Satz gilt auch, wenn die Zyklen m-abhängig sind (wobei 1 ≤ m <∞),
dh. dass für beliebige k ∈ N die Mengen {η1, . . . , ηk} und {ηk+m+1, . . .} unabhängig
sind.81 Das Starke Gesetz der Groÿen Zahl in der allgemeinen Form des Ergodensatzes
lässt sich in diesem Fall ebenso anwenden.

De�nition. Ein Wahrscheinlichkeitsmaÿ π auf (E, E) heiÿt stationär82 für die Über-
gangswahrscheinlichkeit P , wenn für alle A ∈ E

π (A) =

∫
P (x,A)π (dx)

Bemerkung. Aus der De�nition folgt induktiv Xn ∼ π für alle n ≥ 1, wenn X0 ∼ π �
daher die Bezeichnung �stationär�.

Satz 4.4.7. Sei (Xn) eine Harris-rekurrente Markovkette auf einem separablen Zu-
standsraum (E, E) mit Übergangswahrscheinlichkeit P . Angenommen, es gibt ein sta-
tionäres Wahrscheinlichkeitsmaÿ π für P . Dann ist π eindeutig bestimmt, und es gelten

81 vgl. Athreya und Lahiri [2006], De�nition 16.2.3
82 Athreya und Lahiri [2006], De�nition 14.2.8
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die folgenden Konvergenzaussagen für alle x ∈ E:83

∀f ∈ L1 (E, E , π) :
1

n

n−1∑
j=0

f (Xj) −→
∫
fdπ Px-fast sicher

1

n

n−1∑
j=0

Px (Xj ∈ .) =: µn,x (.) −→ π (.) mengenweise

µn,x (.) −→ π (.) bezüglich ‖.‖TV

Beweis. Wir werden beweisen, dass ein beliebiges stationäres Maÿ genau von der Form
des Maÿes π im Satz 4.4.6 ist. Damit steht einerseits die Eindeutigkeit fest, andererseits
folgen die Konvergenzaussagen.

Wie für Satz 4.4.5 gezeigt, haben wir eine Menge A0 ∈ E , ein n0 ≥ 1, α > 0 und ein
Maÿ ν mit

Pn0 (x,A) ≥ αν (A) ∀x ∈ A0 ∀A ∈ E

und Px (TA0 <∞) = 1 für alle x ∈ E. O.B.d.A. sei n0 = 1 (ansonsten betrachtet
man die Übergangswahrscheinlichkeit Pn0). Wie früher de�niert man die unabhängigen
Zufallsvariablen (ηn), (δn) und (Yn,x) und �ndet Zufallszeiten

T1 = min {n : n > 0, Xn−1 ∈ A0, δn = 1}
Ti+1 = min {n : n > Ti, Xn−1 ∈ A0, δn = 1}

wobei die XTi � unabhängig von der Vergangenheit � gemäÿ ν verteilt sind. Wieder
wählen wir für jedes n ≥ 1 die Zufallsvariable k = Nn mit Tk ≤ n < Tk+1 (T0 := 0).

Nach Proposition 4.4.1 gilt N (A0) = ∞ Px-fast sicher für beliebiges x ∈ E. Weiters
hat δn = 1 die positive Wahrscheinlichkeit α; somit ist Px (Nn →∞) = 1 für alle x.
Mit dem Starken Gesetz der Groÿen Zahl folgert man wie im Beweis von Satz 3.2.2,
dass lim Nn

n = 1
Eν [T1] Px-fast sicher. Da

∣∣Nn
n

∣∣ ≤ 1, liefert der Satz von der dominierten
Konvergenz

Ex

[
Nn

n

]
−→ 1

Eν [T1]

Andererseits ist

Ex

[
Nn

n

]
=

1

n
Ex

[
n∑
k=1

1{k∈{Ti}i≥1}

]
=

1

n

n∑
k=1

Px (Xk−1 ∈ A0)α

83 Athreya und Lahiri [2006], Theorem 14.2.11
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und daher konvergiert für alle x ∈ E, insbesondere π-fast überall,

fn (x) :=
1

n

n−1∑
j=0

Px (Xj ∈ A0) =
1

α
Ex

[
Nn

n

]
−→ 1

αEν [T1]
(4.5)

Ein stationäres Maÿ π erfüllt für alle j ≥ 0

π (A0) = Pπ (Xj ∈ A0) =

∫
π (dx)Px (Xj ∈ A0)

und somit für beliebiges n

nπ (A0) =

∫ n−1∑
j=0

Px (Xj ∈ A0)π (dx)

Wegen der Irreduzibilität der Markovkette und da ψ (A0) > 0, existiert für alle x ∈ E
ein n : Px (Xn ∈ A0) > 0. Aus der letzten Gleichung ist nun ersichtlich, dass π (A0) > 0
ist. Dividiert man beide Seiten durch n und lässt n gegen unendlich gehen, so folgt mit
|fn| ≤ 1, Gleichung (4.5) und dem Satz von der dominierten Konvergenz

0 < π (A0) = lim
n→∞

∫
1

n

n−1∑
j=0

Px (Xj ∈ A0)︸ ︷︷ ︸
fn(x)

π (dx) =
1

αEν [T1]
(4.6)

Somit ist Eν [T1] < ∞, und die Voraussetzungen von Satz 4.4.6 sind erfüllt (mit
E [T2 − T1] = Eν [T1]). Wie im Beweis von Punkt b) des genannten Satzes gilt

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

Px (Xj ∈ A) =
Eν

[∑T1−1
j=0 1A (Xj)

]
Eν [T1]

∀A ∈ E ∀x ∈ E

Nun braucht man nur noch bezüglich π zu integrieren und wie in (4.6) den Satz von
der dominierten Konvergenz anzuwenden:

π (A) = lim
n→∞

∫
1

n

n−1∑
j=0

Px (Xj ∈ A)π (dx) =
Eν

[∑T1−1
j=0 1A (Xj)

]
Eν [T1]

Hiermit ist gezeigt, dass das zunächst beliebig gewählte stationäre Maÿ π genau das
Maÿ aus Satz 4.4.6 ist. Die Konvergenzaussagen entsprechen nun genau Punkt a) und
b) in Satz 4.4.6.
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Anhang A

Zusammenfassung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit homogenen Markovketten, einer bedeutenden Klasse
stochastischer Prozesse. Charakterisiert sind diese dadurch, dass die Wahrscheinlich-
keit, von einem Zustand in eine gewisse Menge zu gelangen, nicht von der Vergangenheit
abhängt und für alle Zeitpunkte gleich ist.

Ist der Zustandsraum abzählbar, so lässt sich das Langzeitverhalten des Prozesses sehr
genau vorhersagen: Die Zustände können als transient, nullrekurrent oder positiv re-
kurrent klassi�ziert werden, und je nachdem entwickeln sich die Wahrscheinlichkeit,
in einen Zustand zurückzukehren, die durchschnittliche Anzahl der Besuche etc. Die
zentrale Frage ist, welche der Konvergenzaussagen (unter welchen zusätzlichen Voraus-
setzungen) auf Markovketten mit überabzählbarem Zustandsraum übertragen werden
können.

Im ersten Kapitel werden Grundbegri�e geklärt und eine Notation festgelegt. Grund-
sätzlich sind Kenntnisse der Maÿtheorie vorausgesetzt, wenige wesentliche Ergebnisse
werden wiederholt.
Zu Beginn des Abschnitts 2 steht die De�nition von homogenen Markovketten. Diese
kann auf verschiedene Arten erfolgen; unter anderem wird die Existenz der kanonischen
Markovkette, ausgehend von einer Startverteilung und einem stochastischen Kern, ge-
zeigt. Weiters wird die Markoveigenschaft in verschiedenen Varianten erläutert; die
wichtigste davon ist die starke Markoveigenschaft.
Kapitel 3 geht auf den Spezialfall diskreter Markovketten ein. Im ersten Teil werden
Begri�e wie Erreichbarkeit von Zuständen und Irreduzibilität der Markovkette de�-
niert. Der Zustandsraum enthält disjunkte minimale Teilmengen, Zustände können als
rekurrent oder transient eingeteilt werden. Dies wird im zweiten Teil benützt, um das
Langzeitverhalten der Markovkette zu untersuchen. Da die Markovkette in einen re-
kurrenten Zustand fast sicher zurückkehrt, kann man sie in die Zyklen zwischen den
Besuchszeiten aufspalten. Dank der starken Markoveigenschaft stellt sich heraus, dass
diese Zyklen eine Folge unabhängiger, identisch verteilter Zufallsvariablen sind, und so
lassen sich Schlüsse über das Langzeitverhalten der ganzen Markovkette ziehen. Unter
anderem wird die Existenz eines invarianten Maÿes, sowie die Eindeutigkeit im irredu-
ziblen Fall, für eine Markovkette mit einem positiv rekurrenten Zustand gezeigt. Dieses
Maÿ ist der Grenzwert sowohl der durchschnittlichen Anzahl der Besuche in einem ge-
wissen Zustand als auch des über die Zeit gemittelten Wahrscheinlichkeitsmaÿes, diesen
Zustand aufzusuchen.
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Anhang A Zusammenfassung

Nach dieser eingehenden Abhandlung diskreter Markovketten wird im vierten Kapitel
der Zustandsraum allgemeiner als messbarer Raum angenommen. Dies benötigt eine
allgemeinere De�nition von Irreduzibilität, nun bezüglich verschiedener Maÿe, wobei die
Existenz eines maximalen Irreduzibilitätsmaÿes bewiesen wird. In Abschnitt 4.2 wird
die Minorisierungsbedingung eingeführt und in einem aufwändigen Beweis gezeigt, dass
jede irreduzible Markovkette eine solche erfüllt. Teil 4.3 geht kurz auf Periodizität ein.

Das Herzstück dieser Arbeit ist Abschnitt 4.4 mit der Untersuchung Harris-rekurrenter
Markovketten. Da diese per de�nitionem irreduzibel sind, kann man unter anderem
die Minorisierungsbedingung verwenden, um identisch verteilte, eins-abhängige Zyklen
zu �nden. Mit Hilfe eines Satzes über regenerative Prozesse folgen schlieÿlich Konver-
genzaussagen über Harris-rekurrente Markovketten mit einem stationären Wahrschein-
lichkeitsmaÿ.
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