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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschiéftigt sich mit selbstéihnlichen Mengen und einigen ih-
rer topologischen Eigenschaften, mit den spezielleren selbstaffinen Mengen
und einigen ihrer topologischer Eigenschaften und mit der Frage, wann die
Translate einer selbstaffinen Menge ein Tiling des Raumes bilden.

Das erste Kapitel befasst sich mit selbstahnlichen Mengen. Das sind kompak-
te Teilmengen K eines vollstindigen metrischen Raumes X, die beziiglich
einer endlichen Menge von Kontraktionen S, ..., Sy : X — X erfiillen, dass

N
K = | Si(K).

Ihre Existenz folgt aus der Vollstandigkeit des Raumes C(X) aller kom-
pakten Teilmengen von X beziiglich der Hausdorffmetrik. Indem man die
Punkte in K mit Adressen aus {1,..., N }N versieht, erhélt man eine stetige
surjektive Abbildung vom Folgenraum auf N Symbolen auf K. Damit erbt
K einige topologische Eigenschaften von {1, ..., N }N. Im Abschnitt iiber den
lokalen Zusammenhang von K werden im Hauptresultat Kriterien dafiir ge-
geben, dass K ein lokal zusammenhéngendes Kontinuum ist. Es folgt mit
ein bisschen Vorarbeit, dass lokal zusammenhéngende Kontinua auch weg-
weise zusammenhéngend sind. In n#chsten Abschnitt wird die Open Set
Condition behandelt, die eine trennende Wirkung auf die Anteile von K
hat und damit fast-eindeutige Adressierung der Punkte ermdoglicht. Im letz-
ten wichtigen Abschnitt des ersten Kapitels werden Kriterien erarbeitet, die
sicherstellen, dass K homoéomorph zur Kreisscheibe ist. Sind die Kontrak-
tionen injektiv, sind K und K° zusammenhiingend, wobei K° # () ist, dann
folgt Homoomorphie zur Kreisscheibe. Die Ausfithrungen beruhen auf dem
Jordan’schen Kurvensatz und sind damit nur in der Ebene giiltig.

Das zweite Kapitel beschéftigt sich mit selbstaffinen Mengen. Hier sind die
S; affine Abbildungen der Form S;(z) = A~'z + d;, wobei A eine expan-
dierende lineare Abbildung ist und d; € D bestimmte Punkte eines Gitters



I'. Zunéchst werden einige Resultate iiber die Approximation der selbst-
affinen Menge durch Quader bearbeitet. Zentral ist die Frage, wann die
I-Translate der selbstaffinen Menge ein Tiling des Raumes bilden. Hierzu
werden mehrere Kriterien angefiihrt. Die selbstaffine Menge bildet unter ge-
wissen Voraussetzungen stets ein Tiling beziiglich einer Teilmenge IV C T'.
Die Kontaktmatrix und ihr Spektralradius werden ein Kriterium liefern fiir
ein echtes I-Tiling. Im letzten Abschnitt wird mit anderen Mitteln als im
ersten Kapitel die Frage bearbeitet, wann selbstaffine Mengen in der Ebene
homoéomorph zur Kreisscheibe sind. Hier spielt die Tiling-Struktur und die
Tiling-Nachbarn der selbstaffinen Menge eine wesentliche Rolle.



Abstract

This thesis deals with topological properties of self-similar and self-affine
sets and with some criteria that ensure that the translates of a given self-
affine set form a tiling of the space.

The first chapter deals with self-similar sets. A self-similar set is defined
as a compact subset K of a complete metric space X such that

N
K = | Si(K)
=1

for some contractive maps St, ..., Sy : X — X. The existence of self-similar
sets follows from the completeness of the space C(X) of all compact subsets
of X which is a metric space with respect to the Hausdorff metric. By pro-
viding the points in K with addresses in {1,..., N} we obtain a continous
and surjective map from {1, ..., N} onto K which we use to determine some
topological properties of K. In the section about the local connectedness of
K we give criteria for K being a locally connected continuum. It follows
with some additional requirements that locally connected continua are al-
ways also pathwise connected. The next section deals with the Open Set
Condition which allows us to provide most of the points of K with a unique
address. The last section of the first chapter deals with the question when a
self-similar set is homeomorphic to the topological disk. If the contractions
are injective and if K° # () and K are connected then K is homeomorphic
to the topological disk. This result is based on the Jordan curve theorem
and therefore holds only in the plane.

The second chapter deals with self-affine sets. The S; are of the form S;(z) =
A~z 4 d; where A is an expanding linear map and the d; € D are parti-
cular points of a lattice I'. We give necessary and sufficient conditions for
the I'-translates of the self-affine set to form a tiling of the space. We show
that under some conditions there is always a subset I'' C I' such that the
I"-translates of the self-affine set tile the space. The contact matrix and its



spectral radius yield a criterion for the translates to form a lattice tiling.
The last section again deals with the question of disk-likeness. Using com-
pletely different methods than in the first chapter we again give criteria for
a self-affine tile to be homepmorphic to a plane disk. The neighbours of a
tile in a lattice tiling play a crucial role.



Kapitel 1

Selbstidhnliche Mengen

1.1 Kontraktionen auf X und C(X)

Die Definitionen und Resultate in diesem Abschnitt beruhen im Wesentli-
chen auf [7], [27] und [15].

Im Folgenden sei (X,d) stets ein vollstiandiger metrischer Raum, der se-
parabel ist.

Definition 1.1.1 FEine Kontraktion auf X ist eine Abbildung S : X — X
sodass gilt: es gibt eine Zahl X € (0,1) mit

d(S(x),5(y)) < A-d(z,y)

fiir alle x,y € X. Dabei sei

Lip(S) :=sup —————==
( ) Ty d(x,y)

die Lipschitz-Konstante von S.

Theorem 1.1.2 Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und S : X —
X eine Kontraktion. Dann existiert ein eindeutiges x* € X mit

S(x*) = ™.
Auferdem konvergiert die Folge (Sn($>)nzo fiir jedes x € X gegen x*.

Nun wollen wir aus einem gegebenen vollstiandigen Raum einen weiteren
gewinnen - den Raum der kompakten Mengen mit der Hausdorffmetrik.



Definition 1.1.3 Sei (X, d) vollstindig. Dann bezeichne C(X) die Familie
der nicht leeren kompakten Teilmengen von X. Die Hausdorffmetrik 6 auf
C(X) ist definiert als:

0(A,B) :=sup{d(a,B),d(b,A) :a € Abe B}
fir A,B € C(X). Dabei sei
d(xz,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

Bemerkung 1.1.4 Man kann die Hausdorffmetrik auch fir Mengen defi-
nieren, die lediglich abgeschlossen und beschrinkt sind. Nicht jedoch fiir all-
gemeine Mengen. Es wire dann ndmlich 5(A°, A) = 0, was fiir nichttriviale
Mengen den Eigenschaften einer Metrik widersprechen wiirde.

Bemerkung 1.1.5 Die Hausdorffmetrik misst, wie sehr zwei Mengen ein-
ander iberdecken. Man kann leicht zeigen, dass fiir gegebenes € > 0 gilt:

d(A,B) <e< AC B.(B) und B C B.(A),
wobei B.(A) ={z € X : d(x,a) <e¢ fir eina € A}.

Wir wollen den Banach’schen Fixpunktsatz auf spezielle Kontraktionen auf
C(X) anwenden und brauchen daher:

Theorem 1.1.6 Der Raum (C(X),0) ist vollstindig. Genauer: Ist (Ap), >,
in C(X) eine Cauchyfolge, dann ist ihr Grenzwert A € C(X) charakterisiert
als

A = {z € X : 3 Cauchyfolge (z)pn>1 mit x, € AYVn >1 und limz, =z}

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass die so definierte Menge A nicht leer ist. Wir wéhlen
eine aufsteigende Folge n; < ny < ... von Indizes, sodass

1.
§(Am, Apn) < o fir m,n > n;.
Weiters wihlen wir entsprechend Punkte (xy,)i>1 € X mit z,, € A,,, sodass
d(xnwxm-u) < ?

gilt. Dies ist eine Cauchyfolge. Da die (An)n21 eine Cauchyfolge bilden, kann
man die Folge (x,)i>1 zu einer Cauchyfolge (z,,),>1 ergénzen mit z, € A,.
Es konvergiert (x,) in X und damit ist A nicht leer.



Wir zeigen nun, dass A abgeschlossen und damit vollstindig ist. Sei dafiir
(an)n>1 C A eine konvergente Folge. Nach Definition von A gibt es fiir alle
n € N eine Cauchyfolge

(]

#)i>1 mit 27 € A; und lim 2 = ay,.

1—00
Eine Teilfolge der Folge (z¢);>1 ist eine Cauchyfolge, die wie vorher zu einer
Cauchyfolge (z,,)n>1 ergénzt werden kann mit z,, € A,. Damit ist limx,, = a
und A abgeschlossen und damit vollstandig.
Als néchstes zeigen wir, dass A totalbeschriankt ist. Angenommen es gibt
ein € > 0, sodass kein endliches e-Netz existiert, das A iiberdeckt. Es gibt
also eine unendliche Folge (z,,)n>1 € A mit

d(zi, xj) > € fiir i # j.

Man kann leicht zeigen, dass A C Be (A,) fiir ein hinreichend grofies n €
N gilt, indem man die Definition von A verwendet und, dass (A,) eine
Cauchyfolge ist. Es gibt also fiir jedes z; ein y; € A, mit

wl ™

Die Folge (v;)i>1 besitzt wegen der Kompaktheit von A,, eine konvergente
Teilfolge (yn,)i>1 € Ap. Insbesondere existieren Punkte y,, und Yn,; mit

Wl m

Ad(Ynis Yn;) <
Zusammenfasend erhalten wir:

A, Tn,) < A, Yn) + G Yn) + Ay o)) < 5+ 2+ 2

ein Widerspruch zur Konstruktion der x;. Damit ist A totalbeschrinkt und
vollstindig, also insgesamt A € C(X).

Schliefflich zeigen wir, dass lim A,, = A beziiglich §. Sei € > 0. Wir wissen
bereits, dass A C B.(A,) gilt fiir hinreichend groes n. Zu zeigen ist, dass
ein Index N € N existiert, sodass fiir n > N auch A,, C B.(A) gilt. Dann
ist insgesamt nach obiger Bemerkung némlich 6 (A,,A) < e fiir n > N.
Sei N € N so, dass fiir m,n > N gilt §(Ay,, An) < §, insbesondere gilt
also A4,, C B%(An). Sei nun y € A,. Wir wollen ein x € A finden, sodass
d(y,z) < e. Seien n < ny < ng < ... aufsteigende Indizes und (z,);>1 eine
Folge mit x,,, € Ay, und d(n,, Tn,,,) < z7r. Wir erhalten

d(y, ;) < = fiir alle

DN ™



durch mehrmaliges Anwenden der Dreiecksungleichung. Da ja n < n; fiir
alle ¢ € N gilt, folgt
Ap; € Bz (Ap) fiir alle 4.

Die Cauchyfolge (zn,)i>1 konvergiert gegen ein z € A. Da B:(Ap)
schlossen ist, liegt damit auch z € Bz (Ay). Es folgt mit d(y, zn,) < 5, dass

d(z,y) < e.

Es ist also A,, C B:(A) fiir n > N. Damit ist 6(A, A,,) < ¢ fir n > N und es
folgt lim A,, = A beziiglich der Hausdorffmetrik 9, also die Vollstindigkeit
von C(X).

O

Ist S: X — X eine Kontraktion, so erhélt man eine Kontraktion S : C(X) —
C(X) mittels
S(A) ={S(x):z € A}

fir A € C(X). Es ist namlich S(A) € C(X), da Kontraktionen stetig sind und
daher kompakte Mengen in kompakte Mengen iiberfithren. Die Lipschitzkon-
stante von S als Kontraktion auf X iibertragt sich auf die Mengenabbildung;:

Lemma 1.1.7 Sei S: X — X eine Kontraktion, dann gilt
5(S(4).5(B)) < Lip(S) - 5(A. B)

fir alle A,B € C(X).

Wendet man den Banach’schen Fixpunktsatz nun auf S : C(X) — C(X)
an, so erhilt man nichts Neues. Der Fixpunkt von S in C(X) ist gerade die
einpunktige Menge {x*}, wobei 2* der Fixpunkt von S in X ist.

Betrachtet man eine Familie von Kontraktionen
S={5%,..,5n}

mit S; : X — X fiir 1 <4 < N, so erhélt man eine Kontraktion S : C(X) —
C(X) mittels

Es ist S(A) € C(X), da endliche Vereinigungen kompakter Mengen wieder
kompakt sind. Wieder iibertragen sich die Lipschitzkonstanten der S;:

10



Lemma 1.1.8 Seien S; : X — X fiir 1 <i < N Kontraktionen. Dann gilt:

N N
s(UsanUsim) < s dsia),5)
=1 =1

1<i<N

und damit:
5(S(A),S(B)) < sup Lip(Si)- (A, B)

1<i<N

fir alle A,B € C(X).

1.2 Existenz einer selbstihnlichen Menge

In diesem Abschnitt werden die Resultate aus [15] erldutert.

Wendet man nun den Banach’schen Fixpunktsatz auf S : C(X) — C(X)
an, so folgt unmittelbar:

Theorem 1.2.1 Seien S; : X — X fir 1 < i < N Kontraktionen. Dann
gibt es eine eindeutige kompakte Menge K C X mit

N
K = | Si(K). (1.1)
=1

Auferdem konvergiert die Folge (S”(A))n21 fiir jedes A € C(X) gegen K.

Definition 1.2.2 Die eindeutige kompakte Menge K C X, die (1.1) erfiillt,
heif$t selbstihnliche Menge beziiglich der Kontraktionen S, ..., SNy bzw. At-
traktor des Iterated Function Systems (IFS) {51, ..., Sn}.

Bemerkung 1.2.3 Das Besondere an diesem Resultat ist nicht, dass es
Mengen gibt, die (1.1) erfillen. Ist zumindest eine der Kontraktionen sur-
jektiv, so erfillt ganz X stets diese Gleichung. Hier geht es darum, dass
es eine kompakte Menge g¢ibt, die invariant ist unter den Kontraktionen
S1,..., SN

Setzt man die Existenz einer selbstdhnlichen Menge K voraus, so kann man
einiges iiber die Struktur von K ableiten. Mehrmaliges Anwenden von (1.1)
liefert:

11



=
I
=
0
=

@
Il
—

I
=
n
-
n
=

i=1 j=1
N
= |J SioSi(K)
ij=1
= U Si, 0. S, (K)
11,...,0p=1

fir alle p € N und 41, ..., 7, € {1, ..., N}. Damit folgt

K:—)Sll( )35110512( ) DS 0..05;

ip

(K)

fir alle p € N und iy, ...,7, € {1,..., N}.
Sind S, ..., 83, : X — X Kontraktionen, so auch S;; o...0S; , denn:

d(Siy 0...08,(x), 8 0...08,(y) < Lip(Siy) - ... - Lip(S;,) - d(x,y). (1.2)
Daher gilt sogar:
K28, (K)28;,08,(K)2..28,0..08,(K),
da Kontraktionen den Durchmesser beschrinkter Mengen echt verkleinern:
diam (Sj, 0 ...08;, (A)) < Lip(S;) - ...- Lip(S;,) - diam(A)

p
< (1%215\/[/1]9(5]-)) - diam(A)

fiir A C X beschrankt. Es ist also
diam (S;, 0 ...08;, (K)) =0 (1.3)

fiir p — oco. Nun ist X vollstandig. Also gilt:

Man sieht mit



dass dieser Durchschnitt also aus genau einem Punkt besteht:
0
() Siy 0o 0 85, (K) = {ko} (1.4)
p=1

Dabei sei w eine Folge w = (w;);5; in {1, ey NN mit wj = i; aus (1.4).
K ist also die Vereinigung dieser einpunktigen Durchschnitte:

‘K:{m:weﬂ,wNW}. (1.5)

Definition 1.2.4 Sei K die selbstihnliche Menge beziiglich der Kontrak-
tionen S1,..,Sy : X — X und k, € K. Dann heifit w € {1,..., N} eine
Adresse von k.

Zu jeder Folge w aus {1, ..., N} gibt es nach (1.4) einen eindeutigen Punkt
in K, sodass w eine Adresse dieses Punktes ist.
Wie die Kontraktionen S; auf die Punkte von K wirken, zeigt folgendes

Lemma 1.2.5 Sei K die selbstihnliche Menge beziiglich der Kontraktionen
Sty SN X = X und k, € K und seien iy, ...,i, € {1, ..., N}. Dann gilt:

Siy 0.0 8, (kw) = Kiy ipw, (1.6)

wobei 11...ipw die Verknipfung der endlichen Folge (i1,...,ip) € {1,...,N}?
mit der unendlichen Folge w = (w;),~, € {1, ..., N ist, also die unendliche
Folge (v);>1 mit v =i; fiir 1 <1 <p und vp4; = wy fiirl > 1.

In (1.5) wurde bereits eine explizite Darstellung von K hergeleitet. Um K
noch besser zu verstehen, betrachten wir wieder Verkniipfungen der Kon-
traktionen S, ..., Sn:

In (1.2) wurde gezeigt, dass fir i,..,i, € {1,..,N} die Abbildung
Siy o ... 08, wieder eine Kontraktion ist. Demnach hat diese Abbildung
einen eindeutigen Fixpunkt, den wir mit s;,. ;, bezeichnen.

Ist 21...% € {1,..., N} die periodische Folge mit den Eintriigen

(41, ey Up, 01, ..y Bp, ...), sO folgt nach dem Lemma:

i1.eiphl e ip

= k¢ 4
11

lp

Siy0...08;, (kil...%p> = k

Es ist also kil...% = 8i,..i, der Fixpunkt von S;, o0...0.5; . Insbesondere liegen
alle Fixpunkte von endlichen Verkniipfungen der Kontraktionen Si, ..., Sy
in K:

{si,..i, :p€Nund iy,....ip, € {1,..., N}} C K.

13



Sei nun p € N und 4y, ...,%, € {1, ..., N}, dann gilt nach (1.4):
ko € Siyo...08; (K)
fiir alle w = (w;) 5, mit w; =; fiir 1 <j < p und

k’: 4 eSilo"'OSip (K)

11...0p

Wegen (1.3) gibt es also fiir fixes k, € K zu jedem £ > 0 einen Fixpunkt
k; - (fir gewisse iy, ...,ip € {1,..., N} und ein p € N) mit

11...0p

d (ks ;) <=

wy Ny 3

Zusammenfassend wurde gerade gezeigt:

Theorem 1.2.6 Sei K die selbstihnliche Menge beziiglich der Kontraktio-
nen Si,...,Sn : X = X und fir p € N und iy,...,i, € {1,..., N} sei s;,..4,
der Fizpunkt von S, o...0.S; . Dann gilt:

K= {Sz‘l...ip :p e Nund iy, ....ip € {1, ...,N}}. (1.7)

Wie bereits angedeutet, kann man Elemente einer selbstdhnlichen Menge K
in gewisser Weise mit ihrer Adresse identifizieren. Daher ist es sinnvoll, die
Menge der Adressen mit einer Struktur zu versehen, um den Zusammenhang
mit der Menge K besser zu verstehen.

1.3 Erste topologische Resultate iiber K

Dieser Abschnitt befasst sich mit Resultaten aus [7], [15], [27] und [9], sowie
[14].

Definition 1.3.1 Sei N € N . Der Folgenraum (oder Adressenraum) auf
N Symbolen, kurz {1, ..., N} ist die Menge aller Folgen

(ai)i>1 mit a; € {1,..., N} fir alle i € N,

versehen mit der Produkttopologie, also

LN = H{1

wobei der Raum {1,..., N} die diskrete Topologie besitzt.

14



Dieser Raum ist nach dem Satz von Tychonoff kompakt, sieche dazu [27].

Die Produkttopologie ist induziert durch folgende Metrik:

d ((ai)@ 7 (bj)j21> _ o min{ka b} (1.8)

Das heif3t, zwei Folgen haben genau dann kurzen Abstand zueinander, wenn
sie auf einem hinreichend groflen Anfangsstiick iibereinstimmen.

Eine Basis aus offenen Mengen fiir die Topologie ist also gegeben durch die
Familie der Zylindermengen

Bi, i), = {(Gj)j21 raj=1i; fir1<j< k}
fiir alle £ € N und 14y, ...,3, € {1,..., N}.
Lemma 1.3.2 Die Zylindermengen By, 4, mit k € N und i; € {1,...,N}
fiir 1 < § < k sind abgeschlossen in {1, ..., N},

Beweis:
Seien k € N und iy, ...,3, € {1,..., N}. Dann gilt fiir das Komplement von
B, . iy

(Bi1---ik)c = U le---]k?
(llyvzk)i(jlu)]k)

also eine Vereinigung von N* — 1 offenen Mengen. Damit ist B, ..i, abge-
schlossen.
O

Daraus folgt direkt das folgende

Lemma 1.3.3 Der Folgenraum {1,..., N} ist total unzusammenhingend
und perfekt.

Um topologische Eigenschaften des Adressenraums auf die selbstdhnliche
Menge K {ibertragen zu kénnen, brauchen wir folgende

Proposition 1.3.4 Sei K die selbstihnliche Menge beziiglich der Kontrak-
tionen S1, ...,y : X — X und {1,..., N} der Folgenraum auf N Symbolen.
Dann gilt: Die Abbildung

{1, . NN 5 K

w — kg,

15



ist stetig und surjektiv.
Auferdem kommutiert das Diagramm

{1, N} T 1, NWN

Tl Tl

K N K

wobei 7+ {1,..., NYN = {1,.... NN fiir 1 <i < N definiert ist als 7;(w) =
w.

Beweis:
Die Surjektivitét von 7 folgt sofort aus (1.5).
Sei nun w = (wj);5, aus {1, oy NYN und ¢ > 0. Es ist

lim diam (Sw, ©...0 Sy, (K)) = 0.

k—o0

Demnach gibt es ein kg € N mit
diam (Sw1 0.0 Sy (K)) <e.

Fiir die Zylindermenge Bwlmwk0 gilt

T (Bwl...wko) =84, 0...0 kao (K).

AuBerdem ist d(v,w) < 2%0 genau dann, wenn v € Bw1---wk0 Daher ist
d(m(v),m(w)) < e fir alle v mit d(r,w) < ¢ := 2%0 Damit ist 7 ste-
tig.

Die Kommutativitit des Diagramms folgt direkt aus Lemma 1.2.5

O

Mit (1.7) wurde gezeigt, dass K der Abschluss der Punkte mit periodischen
Adressen ist. Dieses Resultat erhalten wir auch mittels ndherer Betrachtung
des Adressenraums:

Lemma 1.3.5 Sei {1,..., N} der Folgenraum auf N Symbolen. Dann gilt:
{we{l,..,N}N:w ist periodisch }

liegt dicht in {1,..., N},

16



Beweis:

Sel w = (wj);5; € {1,..,N}N und £ > 0. Dann gibt es ein kg € N mit
27k0 < ¢. Betrachte die periodische Folge 01k, € {1,..., N}V, Dann ist
d (w, 1.0k, ) < 275, Damit kommt man jeder Folge mit einer periodischen
Folge beliebig nahe.

O

Die dichte Menge der periodischen Folgen in {1,..., N} wird mittels 7 in
die Menge der Punkte k,, € K mit periodischer Adresse iibergefiihrt, die
aufgrund der Stetigkeit von 7 wieder dicht im Bild von {1, ..., N}V, also in
K, liegt.

Mit Hilfe der Abbildung 7 : {1,..., N} — K kann man einige topologische
Eigenschaften von K ableiten. Am wichtigsten fiir die folgenden Resultate
ist die Stetigkeit von 7.

Zunéchst fordern wir eine zusétzliche Bedingung an die Lipschitzkonstanten
der Kontraktionen und erhalten nach [15]:

Theorem 1.3.6 Seien S;,...,Sy : X — X Kontraktionen und sei r; die
Lipschitzkonstante von S; fiir 1 <i < N. Auflerdem gelte

N

ZT’Z' < 1.

i=1
Dann ist die beziiglich Si, ..., Sy selbstihnliche Menge K total unzusam-
menhdngend.

Beweis:

Sei M C K eine beliebige Teilmenge mit mindestens zwei Elementen. Wir
zeigen, dass M nicht zusammenh#ngend ist. Seien a,b € M. Nach Lemma
1.4.3 reicht es zu zeigen, dass es ein € > 0 gibt, sodass a und b nicht durch
eine e—Kette verbunden werden kénnen. Es gilt:

N N
C:= Z diam (Sj, 0 ...08; (K)) = Z Tiy = oo e Ty, - diam(K)
i1 yeeip=1 i1 yeeyip=1
p
= diam(K) - (Z ri> .
i=1

Da aber Zf\il r; < 1 ist, gibt es ein p € N, sodass
S ) < dad
— ! diam(K)’
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Wiéhlt man also p—fache Verfeinerung von K und liegt a € S;, o...0 S; (K),
so liegt b € Sj, o...0.5; (K) mit i1...i, # j1...jp. Die Punkte von K, die mit
a fiir jedes € > 0 mit einer e—Kette verbunden werden kénnen, liegen alle in
einer Kugel mit Radius C um a. Nach obiger Rechnung ist aber C' < d(a, b).
Daher gibt es ein € > 0, sodass es zwischen a und b keine e—Kette gibt.
Damit ist M nicht well-chained, also nicht zusammenhéingend und da M
eine beliebige mindestens zweipunktige Menge war, ist K damit total unzu-
sammenhéngend.

O

Nun fordern wir, dass die Kontraktionen injektiv sind und, dass K nicht
zu klein ist und erhalten nach [14] und [15]:

Theorem 1.3.7 Sei {Si,...,Sn} eine Familie injektiver Kontraktionen auf
X mit der Figenschaft, dass es i,j € {1,..., N} gibt mit i # j, sodass die
Fizpunkte von S; und S; verschieden sind. Dann ist die beziiglich S1, ..., Sn
selbstihnliche Menge K perfekt.

Beweis:
Angenommen, es gibt einen isolierten Punkt £, € K, wobei w = (w;) j>1 €

{1,..., N}, Dann ist

e:= inf d(ky, ky) > 0.
kwthy €K

Wegen der Stetigkeit der Abbildung 7 : {1,..., N} — K gibt es demnach
ein £ > 0 mit
1
d(r(v),mWw)) < % fiir alle v mit d (v,w) < o

Damit ist 7 (v) = k,, fiir alle v mit d (v,w) < 2%, also fiir alle v € By, . .,

Betrachte nun die Folgen (ws, ..., wk, 4,4, 1, 1,1, ...) = wy...wt und

(Wi ooy Why 35 55 5 J5 Jy ) = Wiewi] € By, € {1, ...,N}N. Dann gilt:

kwlmwk% =T (wl...wk%) = k‘w =T (wl...wkj') = kw1...wk5'

Es ist S,, 0...05,, : X — X injektiv, da die S;,1 < i < N, nach Voraus-
setzung injektiv sind und nach (1.6) gilt:

Sy © .08y, (k) = Suy 0.0 ka(kj),

also k; = k;. Es ist aber k; der Fixpunkt von S; und k:j der Fixpunkt von
S, ein Widerspruch.
O
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Bemerkung 1.3.8 Daraus folgt insbesondere, dass die selbstihnliche Men-
ge K entweder einpunktig oder tiberabzihlbar ist, falls die Kontraktionen in-
jektiv sind. Einpunktig ist K, wenn alle Kontraktionen den selben Fixpunkt
besitzen.

Fordert man Zusitzliches, so ist die Abbildung 7 : {1,..., N} — K aus
Prop. 1.3.4 ein Hom6omorphismus. Damit erbt K sdmtliche topologische
Eigenschaften von {1, ..., N}

Theorem 1.3.9 Seien S;,...,Sny : X — X injektive Kontraktionen, K die
selbstihnliche Menge und S; (K)NSj(K) = 0 fir i # j. Dann ist K total
unzusammenhdngend und perfekt.

Beweis:

Zunichst ist zu zeigen, dass die Abbildung 7 : {1,...., N}N — K injektiv
ist. Angenommen, es existieren (w;);>1, (¥i)i>1 € {1,..., N}N mit w # v
und k, = 7(w) = 7 (v) = k,. Dann gibt es ein minimales n € N mit
a = wp # v, =: b. Die endlichen Folgen wi...w,—1 und vy...r,,_1 stimmen
aber iiberein. Es ist S, o0...0S5,, , als Verkniipfung injektiver Funktionen
injektiv. Nun gilt, da k, = k,, dass

Sy ©..08y ; (kaw) = Swy 0.0 8w, (kpwr)
fiir gewisse W',/ € {1,..., N}. Daher ist kqu = kp,/, also
Sa (k) = Sy (kyr)

mit a # b, ein Widerspruch zur Annahme. Damit ist 7 injektiv, also insge-
samt bijektiv. Es bleibt zu zeigen, dass die Umkehrabbildung 7! : K —
{1,..., N} stetig ist. Sei also k € K und ¢ := QH% > 0. Dann gibt es ein
eindeutiges w € {1,..., N} mit k = k. Es ist d(w,v) < € genau dann, wenn
v € By, .., Gesucht ist nun ein § > 0, sodass 7~ (K N Bs (kw)) € Buy..o,s
wobei Bs (ky) = {ka € K : d(kw, ko) < 0}. Nach Voraussetzung gilt:

Sy ©0...08,, (K)NS;;0...08;, (K)=10
fir 41...7, # Wi...wp. Es ist

20 := inf inf d (kw, ko) >0,
il..‘inG{l,...,N}n kaesilo...oSm(K)

da S;; 0...08;, (K) und S, 0...08,, (K) disjunkte, kompakte Mengen sind.
Also ist
(KN Bs(ky,)) €8, 0...08,, (K)
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und damit gilt 77! (Bs (k,)) € Bu,..w,. Also ist 771 : K — {1,.... N}Y
stetig und 7 ein Hom6omorphismus und K nach Lemma 1.3.3 total unzu-

sammenhéngend und perfekt.
O

Bemerkung 1.3.10 Ist die selbstihnliche Menge K total unzusammenhdn-
gend, tberabzihlbar und perfekt, so folgt nicht notwendigerweise, dass die
Abbildung 7 : {1,..., N} — K ein Homdéomorphismus ist. Folgendes Bei-
spiel aus [15] illustriert dies:

Wir betrachten die Kontraktionen S; : [0, 1] — [0, 1] fir 1 < i < 3:

Si(z) = Sa() ==+,  Sia)=+

|8
ol w
|8
INgSY

z
47

Die Lipschitzkonstanten sind ry = ro =13 = i, es gilt also Z?:l ri = % < 1.
Daher ist die selbstdhnliche Menge K nach Theorem 1.3.6 total unzusam-
menhéngend.

AuBerdem sind die 5; injektiv und erfiillen die Voraussetzungen von Theo-
rem 1.3.7, da Fiz(S1) = 0 # 2 = Fiz(S2) ist. Damit ist K perfekt und
tiberabzihlbar.

Es ist aber 7 : {1,2,3} — K nicht injektiv, also kein Homdomorphismus,
denn:

T (Q) = Fix (S2) = g und T (‘31) = Fiz (S3051) = %

1.4 Lokaler Zusammenhang

Hier werden zunéchst Definitionen und Resultate aus [32] und [31], sowie
aus [27], und dann aus [14] erldutert.

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Bedingung an die Kontraktionen S1, ..., Sy
zu beweisen, die dquivalent dazu ist, dass die selbstdhnliche Menge K zu-
sammenhingend ist. Aus dem Zusammenhang von K wird der lokalen Zu-
sammenhang von K folgen. Zunichst einige Definitionen.

Definition 1.4.1 FEine Menge QQ C X ist lokal zusammenhéngend inp € Q,
falls fiir jede Umgebung U von p eine Umgebung V wvon p existiert, sodass
der Schnitt Q NV in einer Komponente von Q NU liegt, die p enthdlt.

Anders formuliert bedeutet das: Q) ist lokal zusammenhdingend in p € Q,
wenn es fir jedes € > 0 ein § > 0 gibt, sodass jeder Punkt x € @ mit
d(z,p) < 6 zusammen mit p in einer Zusammenhangskomponente von @
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liegt, die Durchmesser < e hat.
Ist Q lokal zusammenhdngend in jedem p € @Q, so heifst @@ lokal zusam-
menhéngend.

Dass der lokale Zusammenhang weder hinreichend noch notwendig ist fiir
den Zusammenhang einer Menge, zeigen die folgenden zwei Beispiele:

1. Wir betrachten zunéchst einen mindestens zweipunktigen metrischen
Raum (X, d) und die Menge @ = {a,b} C X mit a # b. Dann ist Q
offensichtlich nicht zusammenhéngend. Sei € > 0 und U = B.(a) die
e-Umgebung von a in X.

1. Fall: Es ist € > d(a, b).

Dann ist {a, b}NB:(a) = {a,b}. Wihle fiir V = B./(a) mit &’ < d(a,b).
Dann ist VNQ = {a}N{a,b} = {a} und {a} liegt in einer Komponente
von U NQ = {a, b}, die a enthilt.

2. Fall: Es ist € < d(a, b).

Wihle ¢/ < e.

Damit ist @) lokal zusammenhéngend.

2. Betrachte X = R* und Q = {(x,y) € R? : y = sin (%) ,x # 0} U
{0}. Die Menge @ ist zusammenhéngend, aber im Punkt 0 nicht lokal
zusammenhéngend. Es besteht ndmlich B:(0) NQ aus unendlich vielen
Zusammenhangskomponenten fiir alle 0 < € < 1.

In Theorem 1.3.9 haben wir aus der paarweisen Disjunktheit der Bilder
Si(K) geschlossen, dass K total unzusammenhéngend ist. Auf #hnliche Wei-
se werden wir vorgehen, um den Zusammenhang von K zu charakterisie-
ren. Die Bilder S;(K) werden in gewisser Weise nicht disjunkt sein. Die
Selbstdhnlichkeit von K werden wir ausniitzen, um abzuleiten, dass auch
die Bilder der Kompositionen S;, o...0S;, (K) in gewisser Weise nicht dis-
junkt sind. Daraus werden wir folgern, dass K zusammenhéngend ist. Wir
préazisieren die Begriffe mit einigen Definitionen:

Definition 1.4.2

1. Eine endliche Folge p1, ..., p, von Punkten in X heifit e-Kette zwischen
p1 und py,, wenn d(p;, piy1) < € ist fir 1 <i<mn-—1.

2. FEine Menge Q C X ist well-chained, wenn es zwischen je zwei Punkten
p,q € Q und fiir alle e > 0 e-Ketten gibt, die ganz in QQ liegen.

3. Fine endliche Familie von Teilmengen {Q1,...,Qn : Q; C X firl <
i < n} ist eine endliche Kette zwischen Q1 und Q,,, wenn Q;NQ;+1 # 0
firl <i<mn-—1 erfillt ist.
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4. Fine Menge besitzt die Eigenschaft S, wenn sie fir jedes € > 0 eine
Vereinigung aus endlich vielen zusammenhdngenden Mengen ist, deren
Durchmesser kleiner sind als €.

5. FEine kompakte, zusammenhdingende Menge heifft Kontinuum.

6. Ein einfacher Bogen ist ein homdomorphes Bild eines abgeschlossenen
Intervalls. Fine Menge Q C X heifst wegzusammenhdngend, wenn je
zwei Punkte p,q € Q durch einen einfachen Bogen in Q verbunden
werden kénnen.

Bevor wir das Hauptresultat beweisen kénnen brauchen wir noch etwas Vor-
arbeit:

Lemma 1.4.3 Jede zusammenhdngende Menge M C X ist well-chained.

Beweis:

Seien A C M C X Teilmengen und sei € > 0. Dann ist die Menge M4 =
{x € M : Ja € A und 3¢ — Kette von x nach a } offen und abgeschlossen in
M. Angenommen, es gibt ein Element x € M\ M4, das ein Hiufungspunkt
von My ist. Dann gibt es fiir jedes ¢’ > 0 ein y € M4 mit d(z,y) < €, ins-
besondere fiir ¢/ = €. Ist a € A, sodass a, 1, x2, ...,y eine e—Kette bidlet, so
ist a,x1,x2, ..., y,x ebenfalls eine e—Kette, ein Widerspruch zu x € M\ My.
Analog zeigt man, dass M4 offen ist in M.

Sei nun M zusammenhingend. Angenommen, es gibt a,b € M und ein
€ > 0, sodass es keine e—Kette zwischen a und b gibt. Betrachte die Menge
M, = My, wie oben. Diese Menge ist nach obigem Argument offen und
abgeschlossen in M. Auflerdem ist M, # M, da b ¢ M,. Damit besitzt M
eine echte Teilmenge, die zugleich offen und abgeschlossen ist. Das ist ein
Widerspruch zum Zusammenhang von M. Also ist M well-chained.

O

Die umgekehrte Richtung gilt jedoch nicht. Ein Gegenbeispiel hierfiir liefert
Q C R. Wir werden ein Resultat iiber den Zusammenhang der selbstdhn-
lichen Menge K beweisen, indem wir zeigen, dass K well-chained ist. Die
Kompaktheit von K erlaubt es uns, diesen Schluss zu ziehen:

Proposition 1.4.4 Jede kompakte Menge, die well-chained ist, ist zusam-
menhdngend.

Um das zu beweisen, brauchen wir zunéchst ein paar Resutate iiber Folgen
von Mengen A; C X fiir i € N. Es bezeichne limsup A; die Menge aller
Punkte x € X, sodass jede Umgebung von x nicht leeren Durchschnitt mit
unendlich vielen A; besitzt und lim inf A; die Menge all jener Punkte x € X,
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sodass jede Umgebung von z nicht leeren Durchschnitt mit allen bis auf
endlich vielen A; besitzt. Klarerweise gilt liminf A; C limsup A;. Auflerdem
sind liminf A; und lim sup A; abgeschlossen.

Lemma 1.4.5 Sei (A;);~, eine Folge von Mengen in X. Es sei die Ver-
einigung |J;~, Ai relativ ‘kompakt. Dann gibt es fir jedes € > 0 einen In-
dex N, sodass A, C B.(limsup A;) gilt fiir jedes n > N. Dabei bezeichnet
B:(limsup A;) die e-Umgebung der Menge limsup A;.

Beweis:

Angenommen es gibt ein € > 0 und eine unendliche Folge von Punkten
(zi)i>1 € X, sodass fur alle ¢ € N gilt x; € A,, fir ein n; € N, aber
x; ¢ Be(limsup A;) und n; # n; fiir ¢ # j. Die Vereinigung (J,~, A; ist re-
lativ kompakt, daher gibt es einen Hiufungspunkt der Menge {x; : i € N},
wenn diese unendlich ist, oder ein x, sodass x = x; gilt fiir unendlich viele
1. In beiden Fillen ist z € limsup A;. Oben angenommen wurde aber, dass
x; # Be(limsup A;) fiir alle 4 gilt, ein Widerspruch.

O

Lemma 1.4.6 Sei (A;),~, eine unendliche Folge von Mengen in X, die
folgende Punkte erfillt:

1. Die Vereinigung U1'21 A; relativ kompakt.

2. Fiir jedes i konnen je zwei Elemente aus A; durch eine ;-Kette in A;
verbunden werden mit €; — 0 fiir i — oo.

3. Es ist liminf A; # (.
Dann ist limsup A; zusammenhdngend.

Beweis:

Als abgeschlossene Teilmenge der kompakten Menge | J,~, A;, ist limsup A4;
kompakt. Nehmen wir nun an, dass limsup A4; nicht zusammenhingend ist,
so muss es eine Zerlegung lim sup A; = AUB mit kompakten disjunkten Men-
gen A, B C X geben. Da liminf A; als Teilmenge von lim sup A; mit min-
destens einer dieser Mengen nicht leeren Durchschnitt haben muss, nehmen
wir an, dass liminf A; N A # 0. Es ist inf{d(a,b) : a € A,b € B} = 4§ > 0,
also

inf {d(x,y) : * € Bs(A),y € Bs(B)} > 0.

Nach dem vorigen Lemma gibt es einen Index N, sodass A,, C Bs(lim sup 4;)
fir n > N. Da liminf 4, N A # () konnen wir annehmen, dass auch
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A, N Bs(A) # 0 und wihlen N grofler, wenn nétig. Ist nédmlich
x € liminf A; N A, dann gibt es einen Index N’, sodass Bs/o(x) N Ay, # 0 fiir
n > N'. Es ist dann Bj/o(z) C Bs(A). Daher gibt es einen Index k > N/,
sodass € < ¢ gilt und

Ax N Bs(A) # 0 # Ax N Bs(B).

Das widerspricht der zweiten Bedingung in den Vorausstzungen. Némlich
ist Ay C Bs(limsup 4;), sodass man Punkte aus Bs(A) nicht mit Punkten
aus Bs(B) durch e;-Ketten verbinden kann.

O

Lemma 1.4.7 Seien K kompakt und a,b € K. Wenn a und b durch e-
Ketten in K verbunden werden kinnen fir jedes € > 0, dann liegen a und b
in der selben Zusammenhangskomponente von K.

Beweis:

Wir definieren eine Mengenfolge und werden dann das obige Lemma an.
Fiir i € N sei A; die Menge aller Punkte in K, die durch %—Ketten in
K mit a verbunden werden kénnen. Da (J;»; 4; € K, ist (J,~, A relativ
kompakt. Es sind weiters a, b € lim inf A;. Damit sind alle Voraussetzungen
des obigen Lemmas erfiillt. Es ist also lim sup A; zusammenh#ngend. Wegen
a,b € limsup A; C K folgt die Behauptung.

Bemerkung: Dies ist auch tatséchlich eine Zusammenhangskomponente von
K.

O

Damit ist die Proposition bewiesen.

Lemma 1.4.8 Erfiillt eine Menge M die Figenschaft S, so ist sie lokal zu-
sammenhdngend.

Beweis:

Sei z € M und € > 0. Sei M = |J;_; M;, wo M, zusammenhéngend ist und
diam(M;) < § =: 0 fiir alle 4. Sei nun @ die Vereinigung aller M;, sodass
x € M; enthalten ist. Dann ist () zusammenhéngend und diam(Q) < e.
Damit ist M lokal zusammenhéngend bei x.

O

Nun folgt das zentrale Resultat aus [14].
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Theorem 1.4.9 Sei K die selbstihnliche Menge beziiglich der Kontraktio-
nen S;, ...,y : X = X. K ist genau dann ein lokal zusammenhdingendes
Kontinuum, wenn es fir alle 1 < i < j < N eine Menge {ai,...,an} C
{1,..,N} gibts, sodass {S;(K),Sa, (K),..., 5, (K),S;(K)} eine endliche
Kette bildet.

Beweis:

Diese Bedingung ist klarerweise notwendig. Wir zeigen also, dass sie auch
hinreichend ist. Im Folgenden schreiben wir K(w) := S, o...0 S, (K) fur
W =wi..w, € {1,..., N}*. Wir zeigen zuniichst mit Induktion nach :

Fiir je zwei w # v € {1, ..., N}* existiert eine endliche Menge {w!,...,w"} C
{1,..., N}* sodass

{K(w), K(w'), ..., K(w"), K(v)} eine endliche Kette bildet.

Der Induktionsanfang fiir £ = 1 ist nach Voraussetzung gegeben. Angenom-
men, es gibt endliche Folgen w,v € {1,..., N}**1 sodass es keine endliche
Kette gibt, die K (w) mit K (v) verbindet. Dann kann man {1, ..., N}¥*! wie
folgt disjunkt trennen:

Setze

A= {17 € {1,..., N}**1 : 3 endliche Kette, die K (w) und K (1) verbindet}
und B = A° Esist w € A und v € B. Also gilt:

K=|JKmUu |JK@mn =K UK"
neA neB

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass ein w* = wi..wj € {1,..., N I
existiert mit K(w*) N K’ # () # K(w*) N K”. Nun folgt mit der Selbstihn-
lichkeit von K:

Kw*) = Sw*o...oSw;(K)

=1
N
= U Swz 0.0 Sy 0 Si(K)
i=1

I

=
=
E*

@
Il
—

also gibt es i # j € {1,..., N} mit K(w*i) C K’ und K(w*j) € K”. Nach
Voraussetzung existiert eine endliche Kette {K (i), K(a1), ..., K(ay), K(j)}-
Demnach ist auch {K(w"i), K(w*a1),..., K(w*a,), K(w})} eine endliche
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Kette. Damit sind aber w*i,w*j € AN A° ein Widerspruch. Wir zeigen
nun, dass K well-chained ist.

Seien p,q € K, k € N und € > 0. Dann gibt es wegen der Selbstéhnlichkeit
WP wi € {1,..,N}¥ sodass p € K(wP) und ¢ € K(w?). Laut Induktions-
beweis gibt es also eine endliche Kette {K(wP), K (w!), ..., K(w"), K(w?)}.
Wiéhle nun eine endliche Menge von Punkten {si, ..., Sp41}, sodass

s1€ K(WP)NK (W), ..., 5041 € K(W") N K(w9).

Es gilt

n
diam (K (w)) < (lrgr;&gv Lip(Sj)> - diam(K) (1.9)
fiir alle w € {1,..., N}". Fiir geniigend grofles n € N erhilt man also auf
diese Art eine e-Kette fiir beliebig kleines €. Damit ist K well-chained, also
nach dem obigen Lemma zusammenhéngend. Es ist auch K(w) als stetiges
Bild einer zusammenh#ngenden Menge zusammenhéngend fiir jede endliche
Folge w. Fiir beliebiges € > 0 ist K nach (1.9) die Vereinigung von endlich
vielen zusammenhéngenden Mengen mit Durchmesser kleiner €. Damit ist
K auch lokal zusammenhéngend.

O

Wir wollen nun zeigen, dass jedes lokal zusammenhéngendes Kontinuum
auch wegweise zusammenhéngend ist. Damit besitzen lokal zusammen-
hidngende Kontinua besonders schéne Zusammenhangseigenschaften,
namlich Zusammenhang, lokalen Zusammenhang und wegweisen Zusam-
menhang.

Um das zu tun, betrachten wir zunéchst eine interessante Eigenschaft von
lokal zusammenhéngenden Kontinua, erldutert in [32] und [31].

Lemma 1.4.10 Sei M ein lokal zusammenhdngendes Kontinuum. Dann
gibt es eine surjektive stetige Abbildung f: 1 — M.

Beweis: Da die Menge M kompakt und zusammenhéngend ist, besitzt sie
die Eigenschaft S und kann als endliche Vereinigung

von zusammenh#ngenden Mengen M; geschrieben werden mit diam(M;) < 1
erfiillt ist fiir alle . Aulerdem sind die M; selber lokal zusammenhéngend
und konnen als abgeschlossen gewiihlt werden. (Siehe dazu [31].) Damit ist
M die Vereinigung einer Familie (M;)/", von lokal zusammenhéngenden
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Kontinua mit Durchmesser kleiner als 1. Seien a,b € M zwei verschiedene
Punkte. Dann kann die Familie (A;)7", als Kette

C:M},.., ML
angeordnet werden, sodass
a € Mi,be M, und M; N M; 14 75(2)

fiir 1 <7 <m—1. Es kénnen ndmlich ¢ und b durch eine Kette C’ mit Men-
gen aus (M;)", geschrieben werden, da M zusammenhéngend ist. Treten
in C’ nicht alle Elemente aus (M;)" auf, so folgt wieder aus dem Zusam-
menhang von M, dass sukzessive fehlende Mengen durch Mehrfachnennung
eingefiigt werden konnen, sodass nach endlich vielen Schritten alle M; in
der Kette auftreten. Durch wiederholtes Einfiigen von bereits vorkommen-
den Mengen konnen beliebig lange derartige Ketten konstruiert werden, also
insbesondere eine Kette der Linge n = 2 fiir ein hinreichend groBes [; € N.
Wir wéhlen Punkte
a= x(l),x%, ...,$§ll = b,

wobei
1 1 1
x; € M; N M

fir 1 < i < 2h — 1. Da die M; selber lokal zusammenhéngende Kontinua
sind, kann man fiir jedes ¢ auch M; als endliche Vereinigung von lokal zu-
sammenhéingenden Kontinua schreiben, die Durchmesser kleiner als 1/2 be-
sitzen. Analog konstruieren wir wieder Ketten aus diesen Mengen zwischen
x}_; und z}, wo aufeinanderfolgende Mengen nicht leeren Durchschnitt be-
sitzen. Wir nehmen an, dass eine solche Kette die Linge 22 besitzt fiir ein
l5 € N. Damit haben die Ketten die Form

M2, M?> ...,M@.H)

i2t2) Fgala 4 1 2l

Wieder kénnen wir Punkte aus den aufeinanderfolgenden Durchschnitten

2 2
Mizlz +j n Mz’2l2 +j+1

wihlen und erhalten Punkte

1 .2 2 2 _ .1
'xi—l = $(i_1)212 s x(i_1)212+1, ceey xi212 = .fU,i .

Wir wiederholen die Konstruktion fiir die Mengen MZ-2 firl1 <i< 211“2,
schreiben also die Menge ]\/[Z-2 als endliche Vereinigung von lokal zusam-
menhingenden Kontinua mit Durchmesser kleiner als 1/4, bilde Ketten mit

Lénge 23 fiir ein I3 € N zwischen 3712—1 und a;zz und wahle Punkte azg’ fiir
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(i —1)2B < j < i2B wie oben. Auf diese Weise erhalten wir fiir jedes k eine
Kette von Punkten
k .k k
A =T, L1y ey Lolyt..tly, = b.

Sei nun t € (0,1) C R eine dyadische rationale Zahl, also eine Zahl der
Form ¢t = % mit £k € Z und [ € N in Einheitsintervall I. Wir definieren

die Abbildung f(t) = 2%, wo t = ﬁ gilt. Wegen xlek = :L'f_l ist f
wohldefiniert auf der Menge D der dyadischen rationalen Zahlen in I. Wir
zeigen nun, dass f gleichméfig stetig ist auf D. Sei e > 0 und k£ € N so, dass
2% < ¢/2. Wir setzen § = ﬁ = % Sind t1,te € D mit d(t1,t2) < 0, so

gibt es ein j € N mit

j—1 j+1
wie [0
Angenommen t; € [32;11, %} . Es sind x?_l, :1:§C € M]k und nach Definition von
f und nach Konstruktion der xf folgt, dass f(t1) € ]\4}!‘C Ist to € [%, ]2#},
so ist f(t2) € M ]’-“H. Auch in den anderen moglichen Féllen sind
f(t), f(t2) € M} UM},
Es waren Mf und ]\4;-‘3_H so gewdhlt, dass diam(M]k),diam(MfH) < 5 und

da nach Konstruktion der Ketten M f nM jk-‘rl # () gilt, ist
diam(M]]-C U M]]?‘H) <e.

Also ist f gleichmiéBig stetig. Es liegt D dicht in I. Da M kompakt, also ins-
besondere vollstéindig ist, ldsst sich f auf ganz I stetig fortsetzen. Da f(D)
dicht liegt in M, ist die resultierende stetige Abbildung auch surjektiv.

O

Bevor wir beweisen konnen, dass lokal zusammenhéngene Kontinua weg-
zusammenhéngend sind, betrachten wir eine gewisse Vererbbarkeit von Ei-
genschaften von Mengen und als letzte Zutat das Reduction Theorem von
Brouwer, in der Formulierung aus [32] und [31].

Eine Menge M heif3t irreduzibel beziiglich einer Figenschaft E, wenn M,
aber keine echte abgeschlossene Teilmeinge von M die Eigenschaft FE be-
sitzt. Eine Eigenschaft E heiit induzibel, wenn der Durchschnitt (72, M,
einer absteigenden Folge kompakter Mengen M; O My O ..., die alle die
Eigenschaaft E besitzen, ebenfalls die Eigenschaft E besitzt. Zum Beispiel
ist die Eigenschaft, eine nicht leere Menge zu sein, induzibel.
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Lemma 1.4.11 (Brouwer Reduction Theorem) Besitzt die nicht leere
kompakte Menge K die induzible Figenschaft E, dann enthdlt K eine nicht
leere abgeschlossene Teilmenge, die irreduzibel ist beziiglich E.

Beweis:

Wir setzen zunéchst voraus, dass K selber nicht irreduzibel ist beziiglich
E. Sei (B;) eine abziahlbare Basis der Topologie. (Bemerkung: Am Beginn
dieser Arbeit wurde Separabilitéit der betrachteten metrischen Radume vor-
ausgesetzt.) Sei ny der kleinste Index, sodass K eine nicht leere abgschlos-
sene Teilmenge K enthiilt, die die Eigenschaft E besitzt und B,, N K; = ()
erfiillt. Sei nun analog ny der kleinste Index, sodass K eine abgeschlosse-
ne Teilmenge K5 enthilt, die die Eigenschaft E besitzt und By, N Ko = ()
erfiillt usw. Wir erhalten eine unendliche absteigende Folge K7 O K2 O ...
von kompakten Mengen, die alle die Eigenschaft E besitzen. Sollte die Kette
nach endlich vielen Schritten abbrechen, dann wird damit bereits eine irre-
duzible Menge gefunden. Es ist ()7-; K, eine nicht leere kompakte Menge,
die die Eigenschaft E besitzt. Wir zeigen nun, dass (2 ; K, irreduzibel ist
beziiglich E. Wiirde eine echte abgeschlossene Teilmenge A C (o2, K,, die
Eigenschaft E besitzen, so gibe es einen Index k£ € N, sodass

BkmﬂKngé(Z)undBkmA:@.

n=1

Es ist aber nach Konstruktion

By, N () Kn =0 fir alle i € N,

n=1

also folgt k # n; fiir alle 7 € N, wohingegen aus By N A = () folgt, dass k = n;
fiir ein ¢ € N, da die n; gerade so gewahlt waren.
O

Nun konnen wir beweisen:

Proposition 1.4.12 Ist M ein lokal zusammenhdingendes Kontinuum, so
ist M wegzusammenhdngend.

Beweis:

Seien a,b € M und f : I — M eine stetige surjektive Abbildung. Wir definie-
ren folgende Figenschaft: Eine abgeschlossene Menge F' C I besitzt die Ei-
genschaft F, wenn einerseits a, b im Bild f(F") von F' liegen und wenn fiir ein
maximales Intervall (x,y) im Komplement I'\ F’ stets folgt, dass f(z) = f(y).
Die Eigenschaft F ist induzibel: Sind nédmlich F; D F5 O ... abgeschlossene
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Mengen, die die Eigenschaft E besitzen, sei F' = ().~ F;, und (z,y) ein ma-
ximales offenes Intervall in I\ F. Dann existiert eine Folge ((27,yn));>; von
maximalen Intervallen, wobei (z,,y,) C (I\F;) ist fir alle n € N, sodass

o
(x,y) = U (TnyYn) mit limzx, =z und limy, =v.
n=1

Da f(xn) = f(yn) gilt und f stetig ist, folgt f(x) = f(y) und damit die
Behauptung. Nach dem Reduction Theorem gibt es also eine abgeschlossene
Teilmenge A C I, die beziiglich der Eigenschaft E irreduzibel ist. Wir zei-
gen, dass f die Menge A auf einen einfachen Bogen abbildet, der a mit b
verbindet. Zunéchst stellen wir fest: Sind x,y € A verschiedene Punkte mit
f(z) = f(y), dann ist [z,y] N A = {x,y}. Wir definieren h(t) := f(t) fiir
t € Aund h(t) := f(x) = f(y), falls t in einem Teilintervall [z,y] C I\A
liegt. Fiir p € h(I) ist h~!(p) entweder eine einpunktige Menge in A oder ein
abgeschlossenes Intervall [z, y] mit [z,y] N A = {z,y}, also in beiden Fillen
ein Kontinuum. Man kann, wie in [32], elementar zeigen, dass daraus folgt,
dass h(A) ein einfacher Bogen zwischen a und b ist.

O

1.5 Open Set Condition

In vielen Fillen, siehe [7], werden die Adressen der Elemente von K als
Ziffernentwicklung betrachtet. (Im nichsten Kapitel wird das weiter aus-
gefithrt werden.) Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Kontraktionen
51,99 : R = R mit:

Der Attraktor dieser beiden Kontraktionen ist das abgeschlossene Einheits-
intervall [0,1]. Mit den Adressen der Punkte = € [0, 1] erhélt man die Zif-
fernentwicklung zur Basis 2. Dabei ist die Adressierung nicht eindeutig - es
haben alle Zahlen der Form = = 27" fiir n € N zwei Urbilder unter der
Abbildung m, also zwei Adressen. Trotzdem ist die Menge der Punkte mit
nicht eindeutiger Adresse klein, sie hat Mafl Null.

Betrachtet man die Kontraktionen Si,.52, .55 : R — R mit

Si(z) = 5

so ist der Attraktor ebenfalls [0, 1]. Die groe Uberlappung macht eine Adres-
sierung der Punkte unbrauchbar.
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In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Trennungsbedingungen, wie in
[15], [4], [7]. Wir entwickeln ein Kriterium, das die Adressierung von Punk-
ten fast eindeutig bzw. eindeutig macht.

Zunichst ist festzustellen, dass wir im vorhergehenden Abschnitt bereits
gezeigt haben, dass die selbstédhnliche Menge K homoéomorph ist zum Fol-
genraum {1, ..., N} (und damit eindeutige Adressen besitzt), wenn die Kon-
traktionen injektiv sind und, wenn S;(K) N S;(K) = 0 fiir ¢ # j erfiillt ist.
Wir definieren:

Definition 1.5.1 Das IFS {S; : X — X :i < i < N}, bzw der Attraktor
K erfiillt die Open Set Condition oder OSC-Bedingung, falls es eine nicht
leere beschrinkte offene Menge U C X gibt mit

Usiw)ycvu  und  Si(U)NS;(U) =0 firi # j. (1.10)

Es ist die strikte OSC erfiillt, falls zusdtzlich gilt:
S;(U)NS;(U) = 0. (1.11)
Dabei heifst U eine OSC-Menge.

Existiert eine OSC-Menge, so folgt aus der Stetigkeit der S;, dass auch
N
s ct
i=1

erfiillt ist. Dabei ist U beschrinkt und abgeschlossen. Es gilt also, dass

N N N
Uo|Jsi@> |J SuoSu@>..0 [J Sio..08,(0)
=1 11,i2=1 11,enip=1

und, analog zu (1.3), dass sich fiir p — oo das Bild S;, 0...05; (U) zu einem
Punkt zusammenzieht. Sei nun K die selbstéhnliche Menge beziiglich der
S;. Es gilt:

d(SilO...OSZ‘p(U),kilmipw/) = d(SiIO OS (U) 5110 OS‘ ( w’))
< Lip(Siy) - ... - Lip(Ss,) - d(U, k)
<
< (mL ) e



Daher gibt es fiir jedes k£ € K und jedes € > 0 ein p € N und eine endliche
Folge 11...75, sodass
d (Sz 0..0 Sip(U), k?) <e.

Die Sj, 0...05;,(U) liegen nach Voraussetzung in U. Gerade wurde folgendes
Lemma bewiesen:

Lemma 1.5.2 Sei {S1,...,Sn} ein IFS und K der zugehorige Attraktor.
Wenn {Si,...,Sn} die OSC-Bedingung mit einer Menge U erfillt, so gilt:

KCU.
Daraus folgt sofort:

Proposition 1.5.3 Seien Si,...,Sy : X — X injektive Kontraktionen und
K die selbstihnliche Menge. Die strikte OSC' sei erfillt. Dann gilt
Si(K) N S;(K) = 0. Damit sind die Voraussetzungen von Theorem 1.3.9
erfillt.

Siehe dazu auch [4].

1.6 Beispiele

Das Einheitsquadrat
Das ist eines der einfacheren Beispiele fiir eine selbstéhnliche Menge. Wir
betrachten die Abbildungen S, Sa, S5, S : R? — R? mit

Sz(x) =A"1g + d;

wobei

(1) (1) (D) (1)

Dann ist das Einheitsquadrat die selbstdhnliche Menge zu diesem IFS. Ana-
log ist der n-dimensionale Einheitswiirfel die selbstdhnliche Menge zu dem
entsprechenden IFS, bestehend aus 2" Kontraktionen.

Die klassische Cantor-Menge
Wir betrachten folgende Kontraktionen S7, Sz : [0,1] — [0, 1] mit

Si(z) =

GV V)

% und Sa(x) = % +

32



Die eindeutige selbstéhnliche Menge ist hier die klassische Cantor-Menge,
also alle Zahlen
a;

oo
Z§ [0,1] mit a; € {0, 2}.
i=1

Die Cantor-Menge erfiillt die strikte OSC mit der OSC-Menge (0, 1). Damit
ist die Cantor-Menge homtomorph zum Folgenraum auf 2 Symbolen.

Die iibliche Konstruktion der Cantor-Menge entspricht dem wiederholten
Anwenden der Mengenabbildung S auf die kompakte Menge [0, 1]:

2

S([0,1) = S (0,1)) = [0, :ﬂ U B1] ,

=1
S0 = U sios;0) = o303 3] u 870 [5.9),

Der Lévy Drache
Wir betrachten die Abbildungen S, Ss : R? — R? mit

sl(;c):\}iﬂ(x) and Sg(a:):%Fg(x)—i—(l/Zl/Q),

wobei F; und F; Rotationen um 7 beziehungsweise —7 sind. Der Attraktor
dieses IFS ist der Lévy Drache. Sei L das Geradensegment, welches die
Punkte (0,1) und (1, 1) verbindet. Wir definieren

Go:= | J ST(L)USE(L)

k>0

als das Gertist des Lévy Drachen. Definieren wir weiter

G := S1(Gr—1) U S2(Gr—1) und G = U G
keN

so folgt, dass der Lévy Drache gleich dem Abschluss G ist. AuBerdem kann
man zeigen (siehe [23]), dass

1. G zusammenhéngend ist.

2. die Cut Points des Lévy Drachen die Punkte SF(L)NS¥ (L) fiir k € N
und ¢ = 1, 2 sind.

Siehe dazu auch [2].
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Der Twindragon
Ein klassisches, da schones Beispiel ist der Attraktor beziiglich der Abbil-
dungen S, 59 : R? — R? mit:

Si(z) = Ay und Sa(x) = Ay & ( (1) ) ,

A:G n )

Auf die besonderen Eigenschaften dieser selbstaffinen Menge werden wir im
zweiten Kapitel ndher eingehen.

wobei

1.7 Homoomorphie zur Kreisscheibe

In diesem Abschnitt werden Resultate aus [21], [32] und [31] {iber selbst&hn-
liche Mengen beziiglich injektiver Kontraktionen R? — R? erarbeitet. Die
Sonderstellung des zweidimensionalen reellen Raums besteht darin, dass
man hier die Theorie zu einfach geschlossenen Kurven anwenden kann.
Zunichst ein einfaches, aber sehr praktisches

Lemma 1.7.1 Sei A ein kompakter topologischer Raum und f: A — B :=
f(A) eine stetige, injektive Abbildung. Dann ist die Umkehrabbildung g :
B — A stetig, f also ein Homdomorphismus.

Beweis:

Sei K C A eine abgeschlossene Teilmenge. K ist kompakt, da A kompakt
ist. Daher ist auch f(K) = ¢g~!(K) kompakt, also abgeschlossen. Damit ist
g stetig.

O

Mit Hilfe dieses Lemmas ist es moglich, zu zeigen, dass der Attraktor von
injektiven Kontraktionen eine besonders schéne topologische Eigenschaft be-
sitzt:

Proposition 1.7.2 Seien Si,...,Sn : X — X injektive Kontraktionen und
sei K die selbstihnliche Menge. Es sei K° # (). Dann gilt:

K = K°.

Insbesondere folgt, dass diam(K°) = diam(K).
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Beweis:

Es ist zu zeigen, dass K C K°. Wir nehmen an, dass K ¢ K° . Dann gibt
es ein z € K\K°. Es ist d (x,ﬁ) > 0, da K° abgeschlossen ist. Wihle nun
ein p € N, sodass

diam (S;, 0...08; (K)) < % -d (z,K°) fir alle 7.3, € {1,..., N}V

Dann existiert eine endliche Folge ji...j, € {1,..., N }? mit
z€8j0..08;(K)C K\K°.

Es ist aber Sj o..08; + K — Sj o..085;, (K) ein Homéomorphismus
nach Lemma 1.7.1 und da nach Voraussetzung K° # ( gilt, ist
Sj, 0...08;, (K°) offen, nicht leer und enthalten in (Sj, o...0S;, (K))°.
Nun ist K = (JV Lig=1 Si © ... 05, (K), also ist

(Sjy0...08;, (K))°NK®#0,

was ein Widerspruch ist zu K°nSj 0...08;, (K)=0. Damit gilt K C K°,
also insgesamt K = K°.
U

Proposition 1.7.3 Seien Sp,...,Sny : R" — R" injektive Kontraktionen
und sei K die selbstihnliche Menge. Es gelte K° # (). Erfillt K die Open
Set Condition, so gilt

S; (K°) N S; (K°) =0 fiir i # .

Beweis:

Es gibt eine nicht leere offene Menge U C R™ mit Y, S;(U) ¢ U und
Si(U) N S;(U) = 0 fur ¢ # j. Wir definieren nun die offene Menge V :=
U N K°. Es gilt wegen Lemma 1.7.1, dass

N N N
Usi(v)=JsSiunk®)=]JSi(U)nS(E°) V.
=1 =1

=1

AuBlerdem ist

SZ(V)OS](V) = Si(UﬂKO)ﬂSj(UﬂKO)
= Si(U)ﬂSj(U)ﬂSi(KO)ﬁSj(KO):(Z)
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fiir ¢ # j. Damit ist V ebenfalls eine OSC-Menge und daher gilt nach Lemma
1.5.2, dass K C V. AuBerdem ist V = UNK° C U N K° und da nach
Proposition 1.7.2 K = K° gilt, folgt insgesamt K = V. Es ist S;(V) offen
und dicht in S;(K) fir alle 1 < ¢ < N. Angenommen, es gibt i # j mit
Si(K°)NSj(K°) # 0. Dann existiert ein « € S;(K°)N.S;(K°) und da dieser
Durchschnitt offen ist, existiert ein € > 0, sodass die Kugel B = {y €
R™ : d(z,y) < €} ebenfalls enthalten ist im Durchschnitt. Es gilt wegen der
Stetigkeit der 5;:

B

IN N
n»n

I
=
S
D
RS
=

Die Mengen S;(V) N B° und S;(V) N B° sind offen und dicht in B. Das sieht
man folgendermaflen:

Es ist S;(V) N B° C S;(V) N B° = B. Fiir die andere Inklusion betrachte
ein beliebiges € B°. Wegen B C S;(V') gibt es eine Folge (xj)r>1 in Si(V)
mit xp — x fiir £ — oo. Es ist B° eine Umgebung von z, also gibt es einen
Index kg € N, sodass zj € B°, also x € B° N S;(V) fur alle k > kq. Damit
liegt x € B° N S;(V), also ganz B° C B° N S;(V).

Dabher ist nach dem Satz von Baire der Durchschnitt S;(V)NS;(V)NB® offen
und dicht in B. Insbesondere ist also S;(V)) N S;(V) # 0, ein Widerspruch.
O

Nun ein wichtiges Teilresultat, um die Hom6omorphie der selbstédhnlichen
Menge zu einer Kreisscheibe bei geeigneten Bedingungen zu zeigen:

Definition 1.7.4 FEine einfach geschlossene Kurve ist eine Teilmenge
J C R?, die homdmorph ist zur Kreislinie {x € R? : d(z,0) = 1}.

Sei M C X eine zusammenhdngende Menge. Fin Cut Point ist ein Punkt
p € M, sodass M\{p} nicht mehr zusammenhingend ist.

Theorem 1.7.5 Seien Si,...,Sy : R? — R? injektive Kontraktionen und
sei K die selbstihnliche Menge. Die Open Set Condition sei erfillt. Weiters
sei K zusammenhdingend und K° # ().

Dann liegt das Innere von jeder einfach geschlossenen in K° enthaltenen
Kurve ganz in K°. Das heifit, K° hat keine Licher.

Beweis:

Sei J C K° eine einfach geschlossene Kurve und P das Innere von J. Wére
P ¢ K°, so giibe es nicht nur ein z € P\K°, sondern auch ein z € P\K, da
K abgeschlossen ist. Sei nun z € K° beliebig. Dann gibt es ein € > 0, sodass
B ={ycR?:d(y,z) <&} C enthalten ist in K°.
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Wihle nun p € N, sodass diam(S;, o ... o S, (K°)) < ¢ fiir alle 4;...i) €
{1,..., N}P. Wegen der Selbstéhnlichkeit von K gibt es ein w; € {1,..., N}?
mit

2 €85,,,0..0 Swlp(K) =: Su, (K).
Esist J C K°, also gilt S, (J) C S., (K°). Da S, injektiv ist, gilt S, (x) ¢
S, (K), insgesamt also:

S () € Sy (P)\Suw, (K).

Wegen der Stetigkeit von S, liegt S, (P) ganz in B C K°. Wegen der
Selbstéhnlichkeit gibt es ein wy € {1,..., N} mit ws # w; und S, (z) €
Sy (K). Es ist S;(K°) N S;(K°) =0, also auch S,,, (K°) N S,,(K°) = 0. Da
J C K° abgeschlossen ist, hat jeder Punkt von J positiven Abstand zum
Rand von K. Damit ist S, (J) N S,,(K) = 0. Es ist aber ein Punkt von
Sw, (K) enthalten in S, (P), ndmlich S, (). Da K zusammenhéngend ist,
also auch S, (K), folgt daraus, dass S, (K) C Sy, (P).

Nach dem gleichen Argument wie oben ist S, (J) N Sy, (K) = 0, also auch
Sy (P) N Sy, (K) = 0. Damit ist S, (x) ¢ S, (K), also ist insgesamt

S (%) € Suy (P)\(Sw, (K) U Suy (K)) C B.
Analog kann man ein w3 € {1, ..., N}? wihlen mit ws # w1, wg # we und
S (@) € Sug (P)Y\(Swy (K) U Sy (K) U Sy (K)) € B.

F#hrt man auf diese Weise fort, so folgt

NP
S (@) € Sunn (PI\ | S (K) € B,
=1

wobei - und das ist das Wichtige - die wy, ...wn» paarweise verschieden sind.
Es ist also

NP
U 8w, (K) = K,
i=1

was zu einem Widerspruch fiihrt.
O

Nun werden wir zeigen, dass unter obigen Voraussetzungen der Rand von
K zusammenhéngend ist. Dazu brauchen wir zunéchst ein wichtiges Hilfs-
resultat:
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Proposition 1.7.6 (Plane Seperation Theorem) Sei B; C R? kom-
pakt und By C R? abgeschlossen mit total unzusammenhingendem Durch-
schnitt B1 N By. Seien by € B1\(B1 N By) und by € By\(B1 N By). Dann
gibt es fiir gegebenes € > 0 eine einfach geschlossene Kurve, die by und by
trennt, sodass J N (By U Ba) enthalten ist in By N By. Auflerdem besitzt
jeder Punkt von J einen Abstand, der kleiner ist als € zu einem Punkt von
B;.

Fiir einen Beweis siehe [31] oder [32].

Der Zusammenhang des Randes von K wird gezeigt, indem wir aus der An-
nahme, dass der Rand nicht zusammenhéngend ist, folgern, dass entweder
das Innere K° mindestens ein Loch besitzt oder K nicht zusammenhingend
ist.

Theorem 1.7.7 Seien Si,...,Sn : R? — R? injektive Kontraktionen und
sei K die selbstihnliche Menge. Die Open Set Condition sei erfillt. Weiters
sei K zusammenhdngend. Dann ist 0K zusammenhdngend.

Beweis:
Angenommen es gibt Bj, B, beide nicht leer, mit 0K = B; U By und
BN By = BN By = (. Da 0K abgeschlossen ist, sind B; und By auch
abgeschlossen, also kompakt, da Teilmengen einer kompakten Menge. Der
Durchschnitt ist leer, also insbesondere total unzusammenhingend. Damit
ist das Plane Seperation Theorem anwendbar. Wihle also by € B; und
by € By. Wegen der Abgeschlossenheit der B; ist a := inf{d(z1,z2) : 1 €
Bi,z9 € Ba} > 0. Wihle 0 < € < a und eine einfach geschlossene Kurve J,
die by und by trennt, sodass J N OK = (). Es sei b; 0.B.d.A. im Inneren von
J.
Behauptung: Es ist J N K° = (.
Angenommen, es existiert ein x € JNK°. Es folgt, dass J C K°, da ndmlich
JNOK = () und J zusammenhingend ist. Es ist nach Theorem 1.7.5 das
Innere von J ganz enthalten ist K°. Es ist aber b7 im Inneren von J. Damit
gibt es eine Umgebung von by, die auch ganz im Inneren von J liegt. Es ist
aber auch b; ein Element des Randes von K. Damit gibt es in jeder Umge-
bung von b; Punkte, die nicht in K, also insbesondere nicht in K° liegen.
Das ist ein Widerspruch zu Theorem 1.7.5.
Damit folgt J N K° = (), also insgesamt J N K = (). Sei nun K7 die Menge
aller Punkte von K, die im Inneren von J liegen und Ky das Komplement in
K.Esist K = K{UKs und K1NKs = (). Wegen der trennenden Eigenschaft
von J ist

b:= inf{d(xl,xg) cx1 € Kq,x9 € KQ} > 0.
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Damit gibt es fiir ¢ < b keine e—Kette zwischen K7 und Ks. Damit ist K
nach Lemma 1.4.3 nicht zusammenhéngend, ein Widerspruch zur Voraus-
setzung.

Es ist also 0K zusammenhéngend.
O

Séamtliche Methoden aus den vorhergehenden Beweisen funktionieren nur
in der Ebene. Hier gilt ndmlich der Jordan’sche Kurvensatz. Er besagt,
dass jede einfach geschlossene Kurve J die Ebene in zwei Komponenten teilt.
Eine dieser Konponenten, das Innere der Kurve, ist beschrankt, die andere
unbeschriankt. Die Kurve bildet den Rand beider Komponenten. Siehe dazu
[32] oder [31].

Eine viel stérkere Aussage ist die des Satzes von Schonflies, siehe [13].
Wieder ausgehend von einer einfach geschlossenen Kurve in der Ebene erhélt
man hier, dass die beschrankte Komponente von RQ\J zusammen mit ihrem
Rand J sogar homtomorph ist zur abgeschlossenen Kreisscheibe.

In hoheren Dimensionen gilt natiirlich keiner der Satze.

Wir werden uns hier den Satz von Schonflies zunutze machen und zeigen,
dass der Rand einer selbstédhnlichen Menge unter gewissen Voraussetzungen
eine einfach geschlossene Kurve ist. Dafiir brauchen wir zunéchst eine intui-
tiv sehr einleuchtende Proposition. Der lokale Zusammenhang von K wird
wieder eine Rolle spielen.

Proposition 1.7.8 Sei M C R? ein lokal zusammenhingendes Kontinuum
ohne Cut Points. Dann ist der Rand von jeder Komponente des Komple-
ments R2\M eine einfach geschlossene Kurve.

Fiir einen Beweis siehe [32] und [31].

Theorem 1.7.9 Seien Si,...,Sy : R? — R? injektive Kontraktionen und
sei K die selbstihnliche Menge. Die Open Set Condition sei erfillt. Weiters
seien K und K° zusammenhdngend und K° # (). Dann ist OK eine einfach
geschlossene Kurve.

Beweis:

Da K° zusammenhéngend ist, besitzt K keinen Cut Point. In Theorem 1.4.9
wurde aus dem Zusammenhang von K der lokale Zusammenhang von K ge-
folgert. Nach Proposition 1.7.8 reicht es zu zeigen, dass das Komplement
R?\ K zusammenhingend ist, da ja 0K = O(R*\K) ist.

Angenommen R?*\K hat mindestens zwei Zusammenhangskomponenten.
Dann muss es eine beschrinkte Zusammenhangskomponente P geben, da
K beschrankt ist. Nach Proposition 1.7.8 ist 0P eine einfach geschlossene
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Kurve und nach dem Satz von Schonflies ist P daher homdomorph zur Kreis-
scheibe.

Sei z € K° beliebig. Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass B = {y € R? : d(x,y) <
e} C K°. Wiéhle nun p € N, sodass diam(S,(K)) < e firallew € {1, ..., N}P.
Wegen der Selbstahnlichkeit von K gibt es ein w; € {1, ..., N} mit

x € S, (K)C B°.

Es ist S., (P) eine Komponente von B°\S,, (K). Analog zur Argumentation
in Theorem 1.7.7, indem man verwendet, dass auch K° zusammenhéngend
ist, findet man ein we € {1, ..., N}P, wy # wi mit

Sy (K°) C Sy (P).

Wegen der Stetigkeit von S, gilt
Sw2 = Sw2 (F) - m

und, da P homomorph ist zur Kreisscheibe,

S, (K) C S, (P).
Analog wahlt man fiir kK > 3 paarweise verschiedene

wr € {1, ..., NPP\{w1, ...,wi—1}

sodass

ein Widerspruch.
O

1.8 Unzusammenhingendes Inneres

Wir betrachten nun wieder den Fall einer zusammehingenden selbstdhnli-
chen Menge K im R? beziiglich injektiver Kontraktionen. AuBerden sei die
Open Set Condition erfiillt und es soll K° # ) gelten. Nun gehen wir davon
aus, dass K° nicht zusammenhéngend ist.

Wenn K° endlich viele Zusammenhangskomponenten hat, kann man folgen-
de schwéchere Resultate zeigen, siehe dazu [23]:

Theorem 1.8.1 Sei K wie gerade beschrieben und seien U, ...,U,, die Zu-
sammenhangskomponenten von K°.
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1. Es gibt eine Komponente, deren Abschluss homdéomorph zur Kreis-
scheibe 1ist.

2. Der Abschluss jeder Komponente hat nur endlich viele Licher.
3. Der Rand von K ist weqweise zusammenhdngend.

Hat K° unendlich viele Zusammenhangskomponenten, so kann man zeigen

[23]:

Theorem 1.8.2 Sei K wie oben beschrieben und K° habe unendlich vie-
le Komponenten. Dann ist der Abschluss von jeder Komponente ein lokal
zusammenhdngendes Kontinuum.

Fiir einen Beweis siehe [23]. Ein kiirzerer Beweis steht auch in [22].

Bemerkung 1.8.3 Der Lévy Drache ist zusammenhdngend und sein Inne-
res hat unendlich viele Zusammenhangskomponenten.

Unter bestimmten Voraussetzungen ist nicht nur der Abschluss von einer
Komponente von K° homéomorph zur Kreisscheibe, sondern der Abschluss
jeder Komponente von K°. Dazu zunéchst eine Definition:

Definition 1.8.4 1. Eine nicht leere Menge von Punkten S = {p; : i €
N} C K heifst eine Menge von Spitzen von K, wenn

(a) fiir jeden Cut Point ¢ € K jede Komponente von K\{c} nicht
leeren Schnitt mit S hat und

(b) die Kardinalitdt von S minimal ist, sodass (a) erfillt ist.
FEin Element einer Menge von Spitzen heifit Spitze.

2. Sei U C R? eine offene beschrinkte Menge. Es seien H;,5 € 1 die
Locher von U, also die beschrdinkten Komponenten von R2\U. Dann
ist HU) :=U U Ujel H; die Vereinigung von U mit den zugehérigen
Léchern.

Bemerkung 1.8.5 Fine Menge von Spitzen ist natirlich nicht eindeutig.
Auflerdem gilt: Hat K keine Cut Points, so ist jede einpunktige Menge eine
Menge von Spitzen.

Die Voraussetzungen, unter denen der Abschluss jeder Komponente homoo-
morph zur Kreisscheibe ist, sind folgende:

Definition 1.8.6 1. K erfillt die finite tail property, wenn K eine end-
liche Menge von Spitzen besitzt
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2. K erfillt die infinite replication property, wenn gilt: Daraus, dass
R2\T; fiir ein i eine beschrinkte Komponente (also ein Loch) hat,
folgt, dass das fiir unendlich viele i erfillt ist, wobei die H(U;) paar-
weise disjunktes Inneres haben.

Wir fassen zusammen [23]:

Theorem 1.8.7 Sei K der Attraktor eines IFS mit injektiven Kontraktio-
nen R? — R?, sei K zusammenhingend und es sei die Open Set Condition
erfillt. Auferdem sei K° # (). K erfiille die finite tail property und die infi-
nite replication property. Dann ist der Abschluss jeder Komponente von K°
homdomorph zur Kreisscheibe.

In [23] wird gezeigt, dass der Lévy Drache diese beiden Eigenschaften erfiillt.
Damit ist der Abschluss jeder Zusammenhangskomponente seines Inneren
homoéomorph zur Kreisscheibe. Siehe dazu auch [2] und [10].
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Kapitel 2

Selbstaffine Mengen

Sémtliche Definitionen und Resultate beruhen im Wesentlichen auf [11], [12],
[17] und [16]. Siehe auch [18] und [19].

Wir betrachten nun eine Art Spezialfall von selbstdhnlichen Mengen. Sei
I ein Gitter im R?, also eine diskrete Untergruppe von (R%, +). Der Rang
von I' soll stets voll sein, das heifit, I' soll iiber eine Basis verfiigen, die
auch eine Basis des R? bildet. Sei A eine lineare Transformation des RY, die
beziiglich einer Basis von I' als ganzzahlige Matrix A realisiert ist, sodass
die Eigenwerte \; von A erfiillen, dass |\;| > 1. Sei ¢ = |det(A)|. Da A ganz-
zahlig ist, gilt AI' C T" und AT bildet ein Untergitter, also insbesondere eine
Untergruppe von I'. Die Quotientengruppe I'/AT" hat genau ¢ Elemente, was
wir noch zeigen werden. Sei D = {d; : i = 1,...,q} C T ein vollstéindiges Re-
priasentantensystem (eine vollsténdige Digit- oder Ziffernmenge) von I'/AT".
Wir wollen den Satz von Hutchinson [15] aus dem ersten Kapitel anwenden,
um die Existenz einer kompakten Menge () zu gewéhrleisten, die

q

Q=A" (U Q+ di> bzw.  Q=JATH(Q+AT(d) (21)
=1

=1

erfiillt. Ist A diagonalisierbar, so folgt, dass A~! eine Kontraktion ist und
damit auch die affinen Abbildungen

Si(x) = A e + 4.

In diesem Fall kann man den Satz von Hutchinson direkt anwenden und
erhilt die Existenz einer selbstihnlichen Menge Q. Ist A jedoch nicht diago-
nalisierbar, so ist der Satz zunéchst einmal nicht anwendbar. Daher brauchen
wir folgendes Lemma aus [11]:
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Lemma 2.0.8 Sei A € My(Z) mit Eigenwerten X\;, sodass |X\;| > 1. Dann
gibt es ein l € N, sodass A~" eine Kontraktion ist, genauer:

es existieren positive Konstanten C,s, A mit A < 1, sodass fiir alle x € R™
und alle j € N gilt:

[ A™7a]| < CNj°[[a]|. (2.2)

Damit sind die A™F fiir k > [ fiir ein geeignetes | € N stets Kontraktionen,
da A < 1 ist und damit A schneller gegen 0 strebt, als j° gegen unendlich
und es damit ein [ € N gibt, sodass CAFE® < 1 ist fiir alle k& > I.

Sei weiters
l
D(l) = {’i = Kiy,ip = ZAde@'T, dij € D} .
r=1

Betrachte nun die Kontraktionen
Sir () = A7l + kiy iy

Wendet man nun den Satz von Hutchinson auf die Kontraktionen S;, . ;
an, so folgt, dass es ein eindeutiges Q@ € C(R?) gibt mit

Q= U @'Q+r)  bzwmit A'Q= ] (Q+A4%). (23)
keD(I) keD(I)

Eine explizite und damit sehr brauchbare Darstellung von @ liefert das fol-
gende

Lemma 2.0.9 Sei Q) die selbstihnliche Menge beztiglich der Kontraktionen
Sip,y, mit iy € {1,...,q}.Dann gilt:

= U (iA”di,). (2.4)

(diy)r>1€DN \r=1
Beweis:
Die Menge
o
M= (ZA""diT>
(di,)eDN \r=1
erfiillt
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(ds,)eDN

(dir )GDN

00 -1
- U Z Ay, Z Ajdilfj
j=0

(di,.)eDN \r=1

- U U (iA—Tdir)+A%

k€D(l) \(d;,.)eDN \r=1

Damit erfiillt M gerade die Identitéit in (2.3). Wegen der Eindeutigkeit der
Menge @ gilt M = Q.
O

Wir haben aus den gegebenen Abbildungen S;(z) = A~z + A~1d;, die nicht
notwendigerweise Kontraktionen sind, Kontraktionen S, ; (x) = A~ by 4
Ki1,...;; gewonnen und eine explizite Darstellung fiir die selbstahnliche Men-
ge beziiglich der S;, . ; bewiesen.

Unser eigentliches Ziel war aber, eine Menge zu finden, die (2.1) erfiillt. Das
ist aber gerade die Menge @ aus (2.3) und (2.4):

Proposition 2.0.10 Sei A € My (Z), mit Eigenwerten X\; mit |\;| > 1
und Determinante |det(A)| = q und set D = {d; : i = 1,...,q} C T ein
vollstindiges Reprdsentantensystem von I'/AT. Sei aufSerdem

Q=041 = J (ZA‘TdiT)
(diy)r>1€DN \r=1

Dann gilt:
Q ist die eindeutige Menge, welche

Q=A" (qu Q-+ di> (2.5)
=1

erfillt.

Beweis:

Wie im Beweis zu Lemma 2.0.9 sieht man, dass @) die Bedingung (2.5) erfiillt.
Zur Eindeutigkeit: Angenommen es gibe ein Q' # @, welches ebenfalls die
Gleichung (2.5) erfiillt, so liefert [-faches Einsetzen der Gleichung (2.5) fiir
Q' die Gleichung (2.3) fiir Q"
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Ql _ U A_IQI+A_1di1

di, €D

= Ja'l JAalQ+ald, | +Ad,

dil €D di2 €D
= U AT2Q" + A7V, + A%,
dil ,di2 €D

: l
= U A_ZQ/ + Z A_TdiT

dil,diQ,...,diZGD r=1
= U @@ +n)
kED()

Nachdem aber mit dem Satz von Hutchinson folgt, dass @) die eindeutige
Losung von Gleichung (2.3) ist, folgt Q' = Q.
0.

Wir haben gerade konstruktiv gezeigt, dass man die Funktionen S;(z) =
A=Yz + A71d;, auch wenn sie beziiglich der euklidischen Norm nicht kon-
trahierend sind, im Wesentlichen und fiir unsere Zwecke als Kontraktionen
betrachten kann. Es gibt auch die Moglichkeit, abhéngig von der expandie-
renden Matrix A eine Norm auf dem R" zu definieren, sodass die Abbil-
dungen beziiglich dieser Norm Kontraktionen sind. Ist A expandierend, so
gibt es eine Konstante p mit 1 < p < min |);|. Wir definieren nun nach [17]
folgende Norm:

" = ST [1(pA™ el = 3 pH A al].
k=0 k=0

Die Eigenwerte von pA~! sind strikt kleiner als 1. Daher konvergiert diese
Reihe stets und definiert eine Norm ||.||* auf R™. Nun gilt:

o0
A7 |l = Y AT gy
k=0
o0
= p ') AR
k=1

oo
pt Y PNAT ] =t fal"
k=0

IN
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Damit ist A~™! und damit auch die Funktionen S; Kontraktionen beziiglich
||.||* und wir erhalten die Menge @ als selbstihnliche Menge beziiglich der
(echten) Kontraktionen S;.

Definition 2.0.11 Seien A und D Daten wie oben. Die Menge Q(A, D)
heif$t selbstaffine Menge beziiglich der Daten A und D.

Nun ist es fiir unsere Zwecke praktisch, wenn wir annehmen kénnen, dass die
Digit-Menge D die 0 stets enthélt. Wenn man allerdings blofl das Element
in D, welches in der gleichen Restklasse ist wie die 0, gegen die 0 austauscht,
dann koénnen vollig verschiedene Attraktoren daraus resultieren. Es ist da-
her notig, die gesamte Ziffernmenge D zu transferieren, damit die beiden
Attraktoren fast gleich sind, in dem Sinn, dass sie sich blol um eine be-
stimmte Translation unterscheiden. Wir fithren das genauer aus und halten
uns an [16]:

Lemma 2.0.12 Sei A eine expandierende Matrix und Dy und Dy zwei Digit
-Mengen mit Do = x + Di. Dann wverhalten sich die beiden selbst-
dhnlichen Mengen Q1(A,D1) und Q2(A, Ds) folgendermafSen zueinander:

Q2(A,Dy) = Q1(A, D)) + (A—1I,) .

Beweis:
Es gilt wegen D; = Dy — z, dass

AQ = U Q1+d

deDq

= UQl-i-d—x

deDo

= J@+d+T-A)A-1) "2
deDy

= U <Q1 +d+(A— In)_1x> —A(A—-1,) a.

deDs

Insgesamt gilt also

AQu+AA-L) 'z = ] Qi+ (A1) 'z +d,
deDo

anders ausgedriickt:

A<Q1 +(A- In)1x> = <Q1 + (A - In)1x> +d.

deDo
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Nun haben wir oben gezeigt, dass die Menge M, welche AM = UdeD2 M+d
erfiillt, eindeutig ist. Nach Voraussetzung gilt AQ2 = | dep, @2 + d. Damit
folgt insgesamt Q2 = Q1 + (A — I,,) 'z,

O

Wir kénnen von nun an also stets ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
voraussetzen, dass 0 € D.

Um topologische Resultate aus dem ersten Kapitel verwenden zu kénnen,
brauchen wir die Open Set Condition auch fiir selbstaffine Mengen. Ein
Werkzeug dafiir ist folgendes sehr naheliegendes Resultat aus [12]:

Proposition 2.0.13 Seien A,D und Q = Q(A, D) wie oben. Dann gilt:
Q+dN(Q+d)~0 fir d#d €D.

Bewess:
Nach Proposition (2.0.10) gilt

AQ=JQ+d

deD

Bezeichnet A das Lebesguemafl im R™, so gilt:

A(AQ):A(U Q+d> <D MQ).

deD deD

Es gilt auch, dass A(AQ) = |det(A)| - A(Q). Da aber D als vollstdndiges Re-
priasentantensystem von I'/AT" genau |det(A)| Elemente besitzt, folgt daraus:

A(U Q+d> = D] MQ).

deD

Damit ist die Fast-Disjunktheit gezeigt.
O

Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dass solche selbstaffinen Mengen
stets nichtleeres Inneres besitzen. Aus der obigen Proposition folgt damit,
dass

Q°+diNQ°+d; =0

S N —

=5i(Q°)  =5;(Q°)
ist. Damit ist Q° eine OSC-Menge.
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2.1 Die Tiling-Eigenschaft

Wir wollen nun selbstaffine Mengen dazu verwenden, den R"" entlang eines
Gitters zu kacheln (oder tilen).

Definition 2.1.1 Sei I' C R™ ein Gitter und I" C T' eine Teilmenge. Sei
Q C R™ eine kompakte Teilmenge. Dann ist QQ ein I'-Tile des R™, wenn
qgilt:

UQ+k=R" wnd (k+Q)n(I+Q) ~0firk#leT
kel

Man sagt auch, die I'-Translate tilen R™. Ist I ein Gitter, so nennt man
das Tiling ein Lattice-Tiling.

Bemerkung 2.1.2 Es gilt (k+ Q)N (1 + Q) ~ 0 fiir alle k #1 € T genau
dann, wenn (k+ Q)N Q ~ 0 fir alle k € T.

Damit ein (Lattice-)Tiling durch Translate einer selbstaffinen Menge
Q(A, D) vorliegt, also ein selbstaffines Tiling, muss der ganze R™ mit Trans-
laten iiberdeckt werden, sodass die Schnittmengen der einzelnen Translate
MaB Null besitzen. (Natiirlich ist es nicht moéglich, den Raum mit Gitter-
translaten einer kompakten Menge zu tilen, sodass die Translate paarweise
ganz leeren Durchschnitt haben.)

Folgendes Lemma zeigt, dass wir in diesem Fall fiir ein Tiling lediglich die
Fast-Disjuktheit gewéhrleisten miissen:

Lemma 2.1.3 Sei A eine expandierende ganzzahlige Matriz beziiglich eines
Gitters T', D eine vollstindige Digit-Menge und Q = Q(A, D) die resultie-
rende selbstaffine Menge. Dann gilt:

U Q4,D) + k=R™
kel

Der Beweis dazu folgt in Proposition 2.2.4.

Daraus folgt sofort ein wichtiges Resultat:

Korollar 2.1.4 Seien A, D und Q wie oben. Dann ist Q° # ().

Beweis:

Translate von @ iiberdecken also den ganzen Raum. Damit folgt nach dem
Satz von Baire, dass Q° # (). Es ist ndmlich der vollstéindige metrische Raum
R™ nach obigem die abzihlbare Vereinigung von Translaten von Q. Damit
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ist @ keine magere Menge, also insbesondere nicht nirgendsdicht. Da Q ab-
geschlossen ist, ist das gleichbedeutend damit, dass das Innere von Q nicht
leer ist.

O

Bemerkungen zur Digit-Menge

1. Die Menge Q(A,D) hat nach den gegebenen Voraussetzungen also
stets positives Maf3. Das ist bei allgemeinen selbstéhnlichen und auch
selbstaffinen Mengen nicht der Fall. Ein Beispiel dafiir ist die Cantor-
Menge. Ist die Digit-Menge ein vollstdndiges Repréasentantensystem
von I'/AT', so besitzt die selbstaffine Menge Q(A, D) stets positives
Ma$, siehe auch [17], [18].

2. Diese Bedingung ist allerdings nicht notwendig, folgendes Beispiel fin-

det sich in [16]:
Betrachtet man die Matrix A = 4 und die nicht vollstindige Digit-
Menge D = {0, 1,8, 9}, so liefert die Iteration die Menge M = [0, 1] U
[2, 3], eine Menge mit positivem Mafl. Translate der Form M + k fiir
k = 4n oder k = 4n + 1 bilden ein Tiling von R, jedoch kein Lattice-
Tiling.

3. Es gilt aber eine teilweise Umkehrung. Sei I' C R" ein Gitter, A eine
expandierende Matrix mit AT' C T, D = {di,...,dy} C T eine Menge
von Gitterpunkten und @ eine kompakte Menge mit AQ = (J;cp @+d.
AuBerdem sei @) ein I'-Tile. Dann ist D ein vollstéindiges Reprasentan-
tensystem von I'/AT".

Beweis:
Es ist

Jo+k=r" mitu<(Q+k:)ﬂ(Q+k’)> = 0.

kel’
Es folgt, dass

AR =R" = | J AQ + Ak = | ] Q +d + Ak.

kel kel,
deD

AuBerdem gilt
,u((AQ + Ak) N (AQ + Ak')) = |detA| - u((Q +E)N(Q+ k’)> =0.

Damit bilden die Mengen @ + d+ Ak fiir d € D und Ak € AT ebenfalls
ein Tiling des R™. Da Q+k fiir k € I' und Q+d+Ak fir d € D, Ak € AT’
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Uberdeckungen des R™ bilden, folgt, dass jedes k € T' eine Darstellung
besitzt als k = d + Ak fiir Ak’ € AT und d € D. Auflerdem ist diese
Darstellung eindeutig. Gébe es fiir £ € I' ndmlich zwei Darstellungen
k=dy + Aky = dy + Aks, so wiirde folgen, dass

u((@ +di + Aky) N (Q + dy +Ak2)> = 1(Q) > 0.

Das ist ein Widerspruch zur Tiling-Figenschaft von @ + D + AT'. Ins-
gesamt besitzt also jeder Gitterpunkt eine eindeutige Darstellung als
Summe d+ Ak fiir d € D und Ak € Al und D ist damit ein vollstéindi-
ges Repriisentantensystem von I'/AT'.

0

Aus Lemma 2.1.3 folgt:
Bei gegebener Matrix A und gegebener Digit-Menge D bildet die selbstaffine
Menge Q(A, D) genau dann ein Z™—Tiling, wenn

k+Q)NI+Q)~0firk#A1eZ™

erfiillt ist.

Bevor dieser Bedingung nachgegangen wird, erarbeiten wir zunéchst einige
hilfreiche Eigenschaften von Q(A, D), die insbesondere die Approximation
dieser Mengen durch Quader betreffen.

2.2 Approximation und erste Kriterien

Wir halten uns hier ganz an [11] und [12].

Gegeben sei wieder eine expandierende ganzzahlige Matrix A und eine voll-
stindige Digit-Menge D. Ist A~! eine Kontraktion, so folgt nach dem Satz
von Hutchinson aus [15], dass die resultierende selbstdhnliche Menge, die
nach 2.0.10 gleich der Menge Q(A, D) ist, der Grenzwert beziiglich der Haus-
dorffmetrik der rekursiven Mengenfolge

Qvii=J A (d+Qw)
deD

fiir jede kompakte Startmenge (g ist. Wir wollen im Folgenden erarbeiten,
dass diese Approximation auch fiir allgemeine expandierende A funktioniert
(und nicht nur fiir Matrizen A, sodass A~! eine Kontraktion ist, was ja schon
aus dem Fixpunktsatz von Banach folgt).

Sei ey, ..., e, eine Basis fiir das Gitter I'. Wir wihlen als Startmenge Qq
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das Parallelepiped, das von ey, ..., e, aufgespannt wird. (Man koénnte jede
kompakte Menge als Startmenge wihlen, jedoch haben Approximationen
mit Startmengen dieser Form besonders schone Figenschaften, die wir uns
spiter zunutze machen werden.) Wir setzen ein:

Qv = JA N d+A7Qn

deD
= U U A_ldl + A_2d2 + A_2QN_2
d1€D doeD

: N
= U (Z A_Zdl + A_NQ0> .
)eDN

(d1,...,dN i=1

Sei nun x € Q. Dann gibt es ein xg € Qg mit x = Ziil A7+ A Ny, Ist
nun y € @ mit den gleichen ersten N Ziffern wie x, so kann man y schreiben
als y = Zfil A~d; + A=Nyq fiir ein gy € Q. Bs ist ndmlich

y = ZA’dnLZAZd

i=N+1

= Z A7+ AN Z A7
1=1 =1

Setze yo = > ooy A7'd, € Q(A, D).
Wir betrachten den Abstand des fixen Punktes x € Qn zur Menge Q:

d(z,Q) = infl!ﬂ«“—yll

= meZAw +A” xo—<ZA ‘e + Z A” @)II

i=N+1
< inf <|12Aidi—ZAiciy|+\|ANmo— > Aici|]>
veQ \ 7 i=1 i=N+1

—  inf ||A” -
yloréQll N(zo — o) ||

da infyeQ || Zi:l A_Zdz - sz\il A_iCiH = 0

Weiters gilt nach den Abschétzungen aus (2.2), dass

inf ||A (ro—wo)l|| < CIANN® inf [|zo — yol|
Yo€Q Yo€

< COMNVN® sup 1nf llzo — yol|-
zo€Qo Y0
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Diese Abschitzung ist unabhéingig von xz € Q. Damit ist auch

sup d(z,Q) < CANN?® sup inf |[|zg — yol|.
TEQN 20€Qo Yo€EQ

Es gilt also sup,¢cq, d(z,Q) — 0 fir N — oo. Ahnlich argumentiert man,
dass sup,eq d(y, @n) — 0 fiir N — oo. Damit folgt, dass

Sup{d(x7Q)7d(y7 QN) HE S Qva € Q} — 0.

Wir haben gerade folgendes gezeigt:

Proposition 2.2.1 Die Folge (Qn)n>1 konvergiert beziiglich der Haus-
dorffmetrik gegen die Menge Q(A, D).

Sei D,, = {k eZ™: k= Z?:_Ol Ald;. d; € D} fir n > 1 . (Diese Menge ist
nicht zu verwechseln mit der Menge D(n) aus dem vorigen Abschnitt) Diese
verallgemeinerten Digit-Mengen spielen bei der Approximation von Q(A, D)
eine Rolle. Zunéchst stellen wir fest, dass |D,,| = ¢". Sei namlich

do+ Ady + APdy + ... + A", = dj + Ad) + A%dy + ... + A",
Dann folgt
do+ A(di + Ady + ... + A" %d,_y) = dfy + A (d} + Ady + ... + A" 2d],_,)

Da aber D als vollstindiges Reprisentantensystem genau ein Element aus
jeder Nebenklasse enthélt, gilt dy = df,. Also folgt

A(dy + Ady + ... + A" 2dy_q) = A (dy + Adly + ... + A" 2d),_4)
und da A injektiv ist, folgt
dy+ Ady + ...+ A" 2d, | =d| + Ady + ... + AV 2.

Nach den gleichen Argument wie vorhin folgern wir d; = d). Induktiv erhélt
man, dass d; = d’i fiir alle 0 <4 < n — 1. Damit hat D,, genau ¢" Elemente.
Auflerdem erfiillen die Approximationen gilt eine gewisse verallgemeinerte
Selbstdhnlichkeit: Es gilt ndmlich

A"Qn = | (k+ Qo) und A"Q(A, D)= | (k+Q(A,D)).

k€Dy k€D,

Es ist x € A”Q,,, genau dann wenn

z=A" (Z A_idi + A_n$0> fir d; € D und ein zg € Qo.

=1
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Also

n—1
xr = Z Aldn,Z + xg.

i=0
Die zweite Identitéat folgt direkt aus den Umformungen zu Beginn dieses
Kapitels.
Wir zeigen nun fiir n € N zwei Eigenschaften, die strukturell an die Eigen-
schaften von Nebenklassen in Gruppen beziiglich Untergruppen, in diesem
Fall AT C T, erinnern: Fiir [ € T', [ # 0 gilt

(A" + D,) N'D, =0 und es gilt U A"k + D, =T.
kel

Sei nédmlich [ € T'\{0}. Angenommen es existiert ein z € (A"l + D,) N D,,.
Dann besitzt z Darstellungen in beiden Mengen:

n—1 n—1
z=A"+ > Alf; =" Ald; fir f;,d; € D.
j=0 j=0
Daraus folgt
n—1
AM = (do — fo) + Y _ AT (d; — f)-
j=1
Also insgesamt
n—2 ‘
AL AN =" AN d = f5) | = do— fo.
j=1

Das bedeutet, dass dy — fo € AL, also liegen dy und fy in der selben Neben-
klasse beziiglich AI'. Da D ein vollstéindiges Reprisentantensystem bildet,
folgt, dass dy = fo. Wegen der Bijektivitit von A, kénnen wir A~ auf bei-
den Seiten anwenden und wiederholen das Argument. Wegen A"l # 0, da
1 # 0, stoflen wir auf einen Widerspruch.
Wir zeigen nun, dass sich fiir n > 0 jedes | € I' schreiben ldsst als | =
A"k 4+ Y07 Ald; mit k € T und d; € D.
Das tun wir mittels Induktion. Fiir n = 1 ist D; = D und die Behaup-
tung folgt sofort, da I' = (J ep A" + d genau die Aussage ist, dass D ein
vollsténdiges Reprasentantensystem fiir I'/AT" ist. Das werden wir auch im
Induktionsschritt verwenden. Es gelte also J,cp A"k + D, = I', dh jedes
[ € T lasst sich schreiben als | = A"k + Z;‘z_& AJd;. Wir schreiben nun
k= AK +d mit ¥ € ' und d' € D. Wir setzen ein:

n—1 n—1

I=A"(AK +d)+ ) Aldj= A" + ) Ald; + A™d'
J=0 Jj=0

54



und haben damit eine gewiinschte Darstellung gefunden.
Zusammenfassend haben wir gerade folgende Eigenschaften bewiesen:

Lemma 2.2.2 Seien A,T',D,n > 1 und D,, wie oben. Dann gilt:
1. Es ist |Dy| = q".
2. FirleT,l#0 st (A"l +D,)ND, =10.
3. Firn > 1 ist Jyep A"k +D,, =T.
4. Esist A"Qn = Upep, k+Qo und A"Q(A, D) = Upep, (k+ Q(A, D)).

Bemerkung 2.2.3 Nun wird auch ersichtlich, warum wir Qg als das Par-
allelepiped gewdhlt haben und nicht als beliebige kompakte Startmenge.

Es folgen zwei hilfreiche Resultate, wir beweisen nun Lemma 2.1.3:

Proposition 2.2.4 Seien A,I', D, Q wie oben.
1. Fiir alle n > 0 gilt: Die I'-Translate von @y, bilden ein Tiling des R™.
2. Die I'-Translate von Q = Q(A, D) tiberdecken den R™.

Beweis:
1. a. Wir zeigen zunéchst, dass (J,cp @n +k = R™ ist.
Dabei gehen wir induktiv vor. Das Parallelepiped Qg iiberdeckt den R™
entlang des Gitters I'. Wir setzen nun voraus, dass die I'-Translate von
Qn—1 eine Uberdeckung bilden. Sei # € R™. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt

2€k+Qn1und Az €1+ Qp_1

flir gewisse k,l € I'. Es ist D ein vollstindiges Reprisentantensystem von
I'JAT, also ist

I = UAk+D.
kel

Damit folgt, dass

Az € Al'+d + Quy CA+ | d+ Qus
deD

fiir ein I’ € I" und ein d’ € D. Wendet man auf beiden Seiten die Abbildung
A~1 an, so ergibt das

zel +A7! (U d+Qn1>.

deD
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Gerade so war (), definiert.

1. b. Nun zeigen wir, dass die I'-Translate paarweise fast-leeren Durchschnitt
haben.

Nach Proposition 2.3.1 reicht es zu zeigen, dass u(Qr) = pu(Qo) ist fiir alle
n € N, da @y das Parallelepiped ist, welches von der Basis des Gitters
aufgespannt wird. Nun ist nach dem obigen Lemma A"Q,, = | dep, Qo +d,
also folgt

A Q) =p | |J Q+d| =D wQo+d),

d€Dnp d€Dp,

da
1 ((Qo+ k)N (Qo+1))=0

ist fur k # | € T', also erst recht fiir £ # | € D,. Nun ist, wie wir bereits
gezeigt haben, |D,,| = ¢", also folgt

p(A"Qn) = q"1(Qo)-
Andererseits gilt auch
p(A"Qn) = [detAl" 1(Qn) = ¢" 1(@n)-
Insgesamt folgt also pu(Qy) = u(Qo) fiir alle n € N und damit
p((Qn+ k)N (Qn+1) =0

firk#lel.
2. Angenommen es gibt ein x € R™\(Q + I'). Dann folgt auch, dass

(z+D)NQ+T)=10

ist, da aus x + k = g + k' fiir gewisse k, k' € T',q € Q folgen wiirde, dass
z=q+k —k e @Q+T, was ein Widerspruch ist. Die Menge @ ist kompakt,
also insbesondere beschrénkt. Damit gibt es ein 7 > 0 mit @) € B,(0). Da I’
eine diskrete Menge ist, gilt

|(z +T)N By (0)| =N eN.
Damit ist auch

M =min{d(zx + k,Q) : k€ l',x+k € By(0)} >0
Es sei kg € T so, dass d(z + ko, Q) = M. AuBlerdem ist M auch folgendes

Minimum:

M =min{d(z +k,Q +1) : k,l € T,z + k € Ba(0)}.
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Gébe es ndmlich k,l € T mit d(z + k,Q + 1) < M, so wiirde folgen, dass
dlx+k—1,Q) < M, ein Widerspruch zur Definition von M. Damit ist der
Punkt x 4+ kg von jedem I'-Translat von ) mindestens M weit entfernt, also

d<x+ko,UQ+k> =M > 0.

kel

Das ist ein Widerspruch zu den Tatsachen, dass die Folge (Q)n>0 beziiglich
der Hausdorffmetrik gegen () konvergiert, wie wir in Proposition 2.2.1 ge-
zeigt haben, und die I'-Translate der @, fiir alle n > 0 sehr wohl eine
Uberdeckung von R™ bilden.

O

Wir zeigen nun unser erstes Resultat tiber ein hinreichendes und notwendiges
Kriterium fiir das Vorliegen eines Lattice Tilings, zu finden in [11]. Hierbei
verwenden wir die Mengen D,,. Wir definieren zunichst fiir eine beliebige
Menge M:

AM :={my —mg : m1,me € M}

Theorem 2.2.5 Seien I', A, D wie oben und sei Q die resultierende selbst-
affine Menge. Die I'-Translate von Q bilden genau dann ein Tilng des R™,
wenn

oo

| Aap, =T.

n=1
Beweis:
Es ist zu zeigen, dass die I'-Translate von @) genau dann fast-disjunkt sind,
wenn | J>2 | AD,, = TI'. Sei also die Vereinigung der Differenzenmengen gleich
dem Gitter I'. Dann lisst sich jedes k& € T' schreiben als & = d — d’ fiir
d,d" € D, fiir ein n > 0. Nach Bemerkung 2.1.2 reicht es zu zeigen, dass
(Q+k)NQ ~0,also (Q+d—d)NQ ~ 0 und damit (Q+d)N(Q+d')~0
ist fiir alle d,d’ € D, und alle n > 0. Wir haben bereits gezeigt, dass
A"Q = Ugep, @ + d ist. Nun gilt u(A"Q) = |detA|"u(Q) = ¢"n(Q) und
nach obigem Lemma gilt damit

Nun ist
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Wir haben gezeigt, dass |Dy,| = ¢ ist und damit gilt > ,cp w(Q +d) =
q"u(Q). Also folgt insgesamt

@ =p| |JQ+d| <D wQ+d) =q"uQ)

deDy, deDn,
und damit insbesondere
p|l U e+d| =3 n@+a)
deD,, deDy

Das ist nur dann moglich, wenn

p(Q@+d)N(Q+d)) =0

fiir d,d’ € D,.
Sei nun @ ein I'-Tile. Wir zeigen zunichst fiir alle R > 0 die Existenz von
natiirlichen Zahlen n, N > 0 und einem Gitterpunkt k£ € I" mit

(B(ANk,R)NT) C Dyyn.

Dabei kénnen n und k unabhéngig von R gewé&hlt werden.
Sei 0 = diam/(Q). Da @ ein T'-Tile ist, gilt nach dem Satz von Baire, dass
Q° # (. Daher gibt es ein n > 0 und ein k € T, sodass k € A"Q°. Sei
nun € > 0 mit B(k,e) C A"Q°. Wir haben gezeigt, dass hinreichend grofie
Potenzen von A~! Kontraktionen beziiglich der euklidischen Norm sind. Wir
zeigen nun, dass es fiir gegebenes R > 0 ein N > 0 gibt mit

B(AVk, R+ 6) C ANB(k,¢).

Sei a € N, sodass A~ eine Kontraktion beziiglich der euklidischen Norm
ist. Es gilt also [|[A7%(x — y)|| < A||x — y|]| fiir alle z,y € R™ und ein \ < 1.
Ist nun x € B(A%;, R+ §), also ||A%k — z|| < R+ ¢, dann folgt

[|ATY(A% — z)|| < MR +9).
Sei nun b € N groB genug, sodass A’(R + §) < ¢ ist. Dann folgt
[[A=®(A%E — 2)|| < AX(R+6) < e.
Wir setzen N := ab und es folgt

B(ANk, R+ 6) C ANB(k,e) € ANTnQ.
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Da wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit stets annehmen, dass 0 € D
und damit 0 € Q ist, gilt Q +1 C B(AVk, R +6) fiir | € B(AVk, R). Es ist
also

U Q+1C AVB(k,e) C AN Q= | ] Q+1

leB(ANEk,R)NT lEDN+n

also insbesondere

U Q+ic |J Q+L

leB(ANEk,R)NT lEDN4n

Nun gilt nach Voraussetzung, dass die I-Translate von @ ein Tiling bilden,
also insbesondere (Q +1)N(Q +1') ~ 0 gilt. Damit kann man aus der obigen
Inklusion schlieflen, dass auch die Indexmengen die Inklusion erfiillen, also
dass | € B(ANE, R)NT gilt, genau dann, wenn [ € Dy, ist, also insgesamt

(B(ANk,R)NT) C D

Wir wollen nun zeigen, dass

G AD, =T.

n=1

Sei nun R > 0. Wegen (B(AN®k, R) NT) C Dy(r)yn ist
((B(AN(R)kv R) - AN(R)k) N F) - DN(R)Jrn - DN(R)Jrn = AIDN(R)Jrn‘

Es enthilt B(AN(®k, R) — AN alle Gitterpunkte mit Norm < R. Ist also
x € I beliebig, dann ist

Damit haben wir gezeigt, dass | ;- ; AD,, =T
U

Beispiel
Wir betrachten nun ein Beispiel im eindimensionalen Raum. Sei Ax = 3z
und D = {0,2,4}. Es ist D ein vollstdndiges Reprisentantensystem von
Z/3Z und

n—1
D, = {keZ:k:ZZ%idi:die {0,2,4}}

1=0
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eine Menge, die ausschliellich aus geraden Zahlen besteht. Damit besteht
auch die Differenzenmenge AD, fiir jedes n € N und schliefllich die Vereini-
gung | J;7 ; AD,, aus geraden Zahlen. Es ist also

G AD,, # 7.
n=1

Die Translate der selbstaffinen Menge (A, D) bilden also kein Z-Tiling.
Wir priifen das nach. Es gilt fiir die Menge |0, 2]:

Al0,2] = [0,6]
= [0,2]+0U[0,2] +2U[0,2] + 4.

Wegen der Eindeutigkeit der entsprechenden selbstaffinen Menge gilt [0, 2] =
Q(A, D). Die Z-Translate von [0, 2] bilden tatséchlich kein Tiling von R.

Der Nachteil dieses Kriteriums ist, dass es sich in einem konkreten Fall oft
nicht einfach priifen ldsst. In nidchsten Kapitel werden wir mit etwas Vorar-
beit ein Kriterium erarbeiten, welches sich besser anwenden ldsst.

Wir werden nun zeigen, dass fiir gegebene Daten A,I’ und D die selbst-
affine Menge Q(A, D) immer beziiglich einer Teilmenge I des Gitters I' ein
Tiling bildet. Die Teilmenge I" ist nicht notwendigerweise ein Gitter. Damit
ist das Tiling nicht notwendigerweise regelméflig. Das Resultat findet sich
in [11].

Theorem 2.2.6 Seien A,I" und D Daten wie oben und sei Q = Q(A, D)
die resultierende selbstaffine Menge. Dann existiert eine Teilmenge IV C T,
sodass gilt:

U Q+E=R" und p(Q+ k) N(Q+K)) =0
kel

fiir verschiedene k, k' € T".

Beweis:

Wie im vorhergehenden Beweis gezeigt wurde, gibt es einen Gitterpunkt
k € T und eine Potenz n € N, sodass k € A"Q°. Wir setzen R = A"Q — k.
Da A™(Q eine offene Umgebung von k enthilt, liegt eine offene Umgebung
von 0 in R. Fiir j € N liegt 0 auch im Inneren von A’R. Sei also U; die
Zusammenhangskomponente von AR, in welcher 0 liegt. Wir bezeichnen
mit f)j die verschobenen Digits, also

Dj={l-Ak:l€Djyn}.
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Damit ergibt sich

AR= ] Q+1wobei p((Q+1)N(Q+1)) =0
1D,

fiir verschiedene 1,1’ € D;, da ja u ((Q + k) N (Q + k') = 0 ist fiir verschie-
dene k, k' € Dj,. Wir definieren folgende Mengen:

X = {1€ D (Q+DNUS #0}.

Nun nehmen wir an, es gibt eine Folge (N;);>0, wobei Nj fiir alle j € N eine
unendliche Teilmenge von N ist, sodass Nj; 1 € N; gilt fiir alle j € N. Es
soll gelten, dass fiir m,m’ € N;

Xmj = Xmj

ist. Wir konnen also setzen X; = X, ; fiir einen Représentanten m € Nj.
Nun ist U; C Uj4q fiir j € N, da Potenzen von A expandierend wirken.
Damit folgt auch X; C X;44 fiir j € N. Wir setzen nun

o0
I = U X;.
j=0

Es ist IV C T". Die Menge I" erfiillt aulerdem:
L Uer @ +1=R", daja U2, U; = R™ gilt.

2. 1 ((Q+1)N(Q+1")) = 0 fiir verschiedene 1,1’ € T', da X, j C Dy, ist.

Damit erfiillt I'” alle gewiinschten Eigenschaften. Es bleibt nur mehr der Be-
weis der Existenz der Mengen N; C N. Wir gehen induktiv vor:

Die Menge Uy ist die Zusammenhangskomponente von A°R = R = A"Q -k,
welche 0 enthilt. Die Menge R ist beschréankt, also auch die Menge Uy. Da-
mit gibt es nur endlich viele Mo6glichkeiten, Uy mit derartigen Translaten
von @) zu iiberdecken. Damit folgt die Existenz einer unendlichen Menge
Ny C N, sodass fiir m,m’ € Ny die Mengen Xm0 und X, o iibereinstim-
men.

Wir nehmen nun an, dass eine absteigende Folge von Mengen Nj, ..., N; be-
reits konstruiert wurde. Auf der Menge V; definieren wir nun auf kanonische
Weise folgende Relation: Es soll m ~ m’ sein, wenn X, j11 = Xy j41 ist.
Das ist eine Aquivalenzrelation und aus dem gleichen Beschréinktheitsargu-
ment wie vorhin folgt, dass es nur endlich viele Aquivalenzklassen in N;
gibt. Damit ist mindestens eine dieser Klassen eine unendliche Teilmenge
von Nj, die wir mit N, bezeichnen. Die Folge von Mengen (NV;);>o erfiillt
alle gewiinschten Eigenschaften und damit folgt die Existenz der Menge I".
O
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2.3 Lattice Tilings

Wir wollen untersuchen, wann ein regelméfiges Tiling, also ein Tiling ent-
lang eines Gitters vorliegt. Wie im letzten Abschnitt gezeigt, bilden Mengen
der Form Q(A, D) stets eine Uberdeckung des Raums. Fiir ein Tiling muss
also lediglich iiberpriift werden, wie sehr die einzelnen Translate einander
tiberdecken. Diese Bedingung kann man durch eine mafitheoretische Bedin-
gung ersetzen, die sehr einfach klingt und sich als sehr praktisch erweisen
wird. Wir beweisen fiir allgemeines messbares () ein Resultat aus [12]:

Proposition 2.3.1 Sei I' C R™ ein Gitter und Q C R™ eine messbare
Menge, sodass

Ukr+Q=Rr"

kel

Sei auflerdem eq, ..., en, eine Basis fir I’ und Qo das Parallelepiped, das von
der Basis aufgespannt wird.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Esist (Q+k)N(Q+1) =0 fir alle k A1 €T.

2. Bs ist p(Q) = pu(Qo).

Beweis:
Zunéchst zeigen wir 1. = 2.
Wir definieren die Funktion

f@) = xolz k).
kel

Wegen per b+ Q = R™ gilt f(x) > 1 fiir alle z € R™. Wegen (Q + k) N
(Q+1) ~0 fiir alle k #1 € T ist auch f(z) <1 fiir alle z € R™ bis auf eine
Nullmenge, also gilt insgesamt f(x) = 1 fast iiberall. Nach Konstruktion
erfiillt Qo selber

U %+ Qo=R"und (k+ Qo) N (I + Qo) ~ 0 fiir alle k,1 €T
kel

Damit gilt

W@ = [ xolwds = /U g, ol
— x)dr = x)dx
k;/k%xg( e [ 1@

= (Qo).
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Nun zeigen wir die Riickrichtung 2. = 1.

Wir definieren f wie oben und erhalten ebenfalls f(z) > 1 fiir alle z € R™.
Aus der obigen Rechnung folgt, dass f(z) = 1 sein muss fiir alle x € R™ bis
auf eine Nullmenge. Das kann nur dann der Fall sein, wenn (Q+k)N(Q-+1) ~
() fiir alle k #1 € T.

O

Zusammenfassend folgern wir fiir unser weiteres Vorgehen:

Korollar 2.3.2 Secien I' C R™ ein Gitter, eq, ..., e, eine Basis von ', Qg
das von dieser Basis aufgespannte Parallelepiped, A € M,,(Z), D eine Digit-
Menge und Q(A, D) die resultierende selbstihnliche Menge.

1. Es ist stets p(Q(A, D)) > u(Qo).

2. Die I'-Translate von Q(A,D) bilden genau dann ein Tiling des R™,
wenn 1 (Q(A, D)) = pu(Qo).

Unser Ziel ist es, eine Bedingung zu beweisen, anhand welcher man mit
den Daten A,T', D algorithmisch determinieren kann, ob ein Lattice-Tiling
vorliegt oder nicht. Dazu definieren wir eine Matrix, die sogenannte Kon-
taktmatriz, deren Spektralradius uns ein solches Kriterium liefern wird. Wir
kénnen von nun an eine praktische Vereinfachung vornehmen. Wir zeigen,
dass man sich auf den Fall I"' = Z™ beschrinken kann.

Lemma 2.3.3 SeiV : R™ — R™ eine invertierbare lineare Abbildung, A’, A
Matrizen mit A' = VAV, seiI' = VT und D' = VD. Dann ist

Q(A’, D/> - VQ(A7 D)
FEs ist Q(A', D) genau dann ein T'-Tile, wenn Q(A, D) ein I'-Tile ist.

Beweis:
Es ist AT C T genau dann, wenn AT/ = VAV VI = VAL C VI =T” ist.
Wir zeigen, dass D' = VD ein vollstindiges Repriisentantensystem fiir

I"/AT = VT /(VAV YVT = VI/V AT

ist, wenn D ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir I'/AT" ist. Sei also
k' € T', dann gibt es ein k € T' mit ¥’ = Vk. Es besitzt k eine eindeutige
Darstellung k¥ = d + Az fiir ein d € D und ein x € I'. Da V eine lineare
Transformation ist, liefert V eine eindeutige Darstellung ¥’ = Vk = Vd +
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V Az. Nun betrachten wir die selbstaffinen Mengen @ und @Q’. Es ist

Q=Q D) = ) (VAV ) IVd;:d;j €D
j=1
{ZVAjdj : dj eD

j=1

= VY AVdj:d; €Dy =VQ(AD).
j=1

Wir wollen nun zeigen, dass () ein I'-Tile ist genau dann, wenn @’ ein
I"-Tile ist. Wir haben bereits gezeigt, dass selbstaffine Mengen den Raum
beziiglich des gegebenen Gitters stets iiberdecken. Wir betrachten also die
Fast-Disjunktheit:

Es bildet '(A’, D’) genau dann ein I'-Tiling, wenn

0 = p((@Q@+K)N(@ +1))
= u((VQ+Vk)N(VQ + V1))
= p(VI(Q+k)N(Q+1))) = detV] n((Q+ k)N (Q+1))

ist. Das ist natiirlich genau dann der Fall, wenn p((Q + k)N (Q +1)) = 0 ist
fiir alle k # [ € T', was genau bedeutet, dass ) ein I'-Tile ist.
U

Ist also I' ein Gitter von vollem Rang, so kann man I' schreiben als Bild
des Gitters Z™ unter einer linearen Transformation V. Wir kénnen also
ohne Beschriankung der Allgemeinheit im Folgenden nur mehr das Gitter
I' = Z™ betrachten. Das Parallelepiped Qo wird also (bis auf Einheiten) von
den kanonischen Basisvektoren des R™ aufgespannt und besitzt das Volu-

men 1(Qo) = 1.

Hier folgt die Aussage iiber die Kardinalitdt der Digit-Menge aus [12]. Wir
verwenden das vorige Lemma, jedoch fiihrt uns diese Vorgehensweise nicht
auf einen Zirkelschluss, weil wir im Lemma nur die definierende Eigenschaft
der Digit-Menge und nicht ihre Kardinalitéit verwendet haben.

Proposition 2.3.4 Sei A wie oben. Es hat |Z™/AZ™| genau q = |detA|
Elemente.
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Beweis:
Sei {k1, ..., k,} ein vollstindiges Repriisentantensystem von 2" /AZ™. Es ist

R™ = | J k+[0,1]"
kezm

= U (U ki + Ak + [0, 1]’”)

kezm™ \i=1
= U (Ak: + (0,17 + ki)> .
kezm i=1
Wendet man nun A~! auf beiden Seiten an, so erhilt man

ATR"=R" = | | (k + U A0, 1)™ + m) .
i=1

kezm™
Wir haben also

R™ = | J k+[0,1)™ wobei ((k+[0,1]™) " (I+[0,1]™)) ~ 0
kezm

fir k # 1 und R™ = Ugegm (K 4+ Ui_; A7H([0,1]™ + k;)), wobei

m ((k: + U A0, 1]™ + ki)) N (z + U A0, 1]™ + k:)))

i=1

= |detA™ ((Ak + 0[0, 1™+ kz> N (Al + 0[0, 1™+ k1>> =0.

i=1 i=1

Damit folgt nach Proposotion 2.3.1, dass

u (U A7, 1) + ko) 1
i=1
ist und wegen
(ATH([0, 1™ + &) N (ATH([0, )™ + &j)) ~ 0
fiir ¢ £ j folgt

i (A7H(0, )™ + k) = [det A~ 1 ([0, 1] + ky) = ;

und damit r = q.
O

Wir zeigen nun zwei hilfreiche Eigenschaften:
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Lemma 2.3.5 Seien A, D, (Q wie oben.

1. Sind C, s, \ die Konstanten aus Lemma 2.0.8 und sei M C R™ eine
Teilmenge. Dann gilt fir alle € > 0:

A™"B(A"M,e) C B (M,CX "n)

2. Sei Q. die n-te Approrimation aus 2.2.2 und es bezeichne Qn =
A"Qy. Dann gibt es eine positive Konstante a > 0, sodass fiir alle
n >0 gilt

5 (A”Q, Qn) <a.

Beweis:

1. Seiy € R™ mit ||A"z — y|| < ¢ fiir ein x € M, dann folgt ||[A™" A"z —
A7My|| < CA T "nfe.

2. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion. Wihle ein a > 0, sodass
Q C B(Qo,a) gilt und Qg C B(Q,a), also 6(Q,Qp) < a. So ein a > 0
léasst sich immer finden. Fiir den Induktionsschritt betrachten wir

AMLQ = A”(U k+Q>

keD
= JA%+4"Q
keD

c |4+ B(A"Qu.a)
keD

= (JBA+A"Qp,a).
keD

Dabei wurde Lemma 2.2.2 verwendet. Wegen

anA—1<U k+Qn1>,

keD

also insbesondere

A"Q, = A" ( U*x+ Qn1>

keD

folgt
| B(A"k + A"Qn,a) = B (A" Qpy1,0)
keD
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und damit nach Bemerkung 1.1.5 die erste Inklusion. Fiir die andere
Inklusion betrachten wir

AMQuy = U k+ Qo

k€Dp+1

U k+B@.a)
kEDn+1
= B(A"Q,a),

N

wobei wir wieder Lemma 2.2.2 und Bemerkung 1.1.5 verwendet haben.

O

Wir werden nun das Mafl von @ (also nach Korollar 2.3.2 die Tatsache,
ob die I-Translate von @ ein Tiling bilden) mit der Geschwindigkeit des
Wachstums der Anzahl der Seitenfléchen von Qn in Verbindung setzen, wie
in [11]. Nach Lemma 2.2.2 ist @, = A"Q, = Urep, k + Qo eine Vereini-
gung von m-dimensionalen Quadern. Da die Menge D,, eine Teilmenge des
Gitters I' = Z™ ist, liegen die Eckpunkte der Translate von ()¢ immer auf
Gitterpunkten. Zwei Quader k1 + Qo und k2 + Qo teilen sich eine (m — 1)-
dimensionale Seitenfliche genau dann, wenn

k‘l — ]{32 S {:tel, ceey :I:em},

wobei eq, ..., e, die Basis des Gitters I ist, die Q¢ aufspannt. Der Rand
aQn von Qn ist also die Vereinigung all jener (m — 1)-dimensionalen Sei-
tenflichen der D,-Translate von (g, die nicht von zwei Translaten geteilt
werden. Die Anzahl dieser Seitenfliichen bezeichnen wir mit ¢(9Q,,). Da wir
uns auf den Fall I' = Z™ beschrianken kénnen und die Seitenflichen damit
(m — 1)-dimensionales MaB 1 besitzen, ist 0(8Q,,) auch gleich dem (m — 1)-
dimensionalen Maf von 9Q,,.

Theorem 2.3.6 Seien A, D,Q mit detA = q wie oben. Dann gilt:

o <8Qn>
w(Q) =1 genau dann, wenn lim ———= = 0.
n—00 qr
Beweis: .
Wir nehmen zuerst an, dass limn_ﬂm% = 0. Wir bezeichnen mit

C(M,¢€) den e-Rand einer Teilmenge M C R™, also die Menge B(M,e)\M.
Sei I,,_1 eine Seitenfléiche des Quaders QQy. Da 0 (Qn) die Vereinigung von

o (8Qn) vielen Translaten von I, ist, gilt
1 (€@ @) < 1 (BLnr,0) -0 (9Qn)
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fiir alle @ > 0. Damit folgt
(470 (Qua)) < w(ATB(In1,a) o (0Q0)
— #(BIn-1,0)) - a7 (9Qn)

fiir alle @ > 0. Da nach Voraussetzung lim, .., ¢~ "o (8Qn) = 0 ist, folgt

lim p (A*”C (Qn,a)) =0.
n—oo
Wir wahlen eine Konstante a aus Lemma 2.3.5 und koénnen 0.B.d.A. a > 1

annehmen. Es ist also § (A”Q,Qn) < a fir alle n € N. Wir kénnen also
schreiben

4Q = (4"QN € (Quya) ) U (4"QNQu),
was gleichbedeutend ist wie
Q=(QNA™C(Qua))U(@NQ).
Wegen lim,, o (A*”C (Qn, a)) =0 ist
pQ) = lim p(Q@NQn).
Wegen Korollar 2.3.2 ist u(Q) > 1 und nach Konstruktion der @,, mit
Qn=A"" (U k+Qn_1> =..= |J d+47Q
k€D deD(n)

ist u(Qn) =1 fiir alle n € N. Also folgt

1< p(@Q) = lim p(@NQn) <1
und damit p(Q) = 1.
Nun nehmen wir an, dass u(Q) = 1. Fiir jede Seitenfliche I,,,—1 von 0 (Qn)
sei I, 1 X [0, %] der Quader mit Hohe % , sodass fiir p € I,,,_1 der Bogen p x
[0, %] € Inl1—1 und (p X [0, %] N Qn) C I,,—1. Ein solcher Quader bei I,,,_1
ist natiirlich enthalten in B (I,,—1,a) fiir a > 1. Die Vereinigung all dieser
Quader ist enthalten in C (Qn, a) und da die Quader einander hdéchstens
mit Maf % iiberlappen und a > 1 ist, gilt

S (twax|og]) = 5o (o)

Imfl

IN
=
VN
Q
/N
o
g
]
N—
N—
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Damit folgt
4 (00) = (0 (@a))
- w70 ().
Nach Lemma 2.3.5 gilt Q,, C B (A"Q, a), also folgt

C (Quia) =B (Qna)\Qu S B(B(A"Q,a),a)\Qn
B(A"Q,2a)\Qn.

N

Wir erhalten
AC (Qn, a) cA™ (B (A"Q, 2a) \Qn)
und damit
i (A7C (Quoa)) < 0 (ATB(A"Q,20)) - 1 (Qn)

da ja A™"Q,, = Q. Aus Lemma 2.3.5 folgt, dass es Konstanten \, s,a’ > 0
gibt, sodass fiir alle n > 0

A™"B(A"Q,2a) C B (Q,\ "n%d).

Zusammenfassend erhalten wir

i ()

IN

p(A™"B(A"Q,2a)) — 1(Qn)
1 (B(Q AT"n%d)) — u(@n)-

Aufgrund der Regularitdt von p folgt
lim (B (Q,A"n’d’)) = u(Q)

n—oo

IN

und wegen (@) = 1 fiir alle n > 0 folgt lim,, o ¢~ "0 (8Qn) =0.
O

Genau dann also, wenn die Anzahl der Seitenflichen und damit das (m —1)-
dimensionale Mafl der Réander von Qn hinreichend langsam wéchst, erfiillt
der Attraktor ) die Tiling-Eigenschaft. Wir wollen diese Information in ei-
ner Matrix kodieren, der Kontaktmatrix aus [11]. Zunéchst definieren wir
rekursiv Mengen 7,,. Sei {%ey, ..., e} wie oben eine Basis fiir das Gitter
I'=7" und

To := {xe1, ..., tem},
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Tn:={leT: (Ak+D)N(I+D)#0 fireinl € Tp_1},

T = G Tn.
n=1

Wir definieren auflerdem
75 :={keT\{0}: (A"l +D,)N(f +Dy) # 0 fiir ein f € Tp}.

Ist [ € 7,7, dann gibt es ein z € (A"l + D,) N (f + D,) fiir ein f € To.
Da die Elemente von D,, die Form Z?:_ol A'd; mit d; € D besitzen, gilt
r = A" + Zg;‘ol Ald, = f+ Y07 Ald; fiir gewissen d;,d; € D, f € To.
Damit gibt es eine Darstellung

n—1
AM = f 4> Ald; — dj).

i=0
Ist umgekehrt A"l so darstellbar, so ist [ auch in 7,'. Also sind die Elemente

von 7, so charakterisiert, dass sie sich auf diese Weise darstellen lassen.

Wir zeigen nun einige Figenschaften dieser Mengen in einem technischen
Lemma:

Lemma 2.3.7 1. Fiir allen ist T, = T*.

n

2. T ist die kleinste Menge, sodass To C T und DU(T +D) C DU(AT +
D).

3. Firn>1 ist D, U(T + D) C D, U(A"T 4+ Dy,).
4. Die Vereinigung T ist endlich.

Beweis:
1. Wir zeigen die Aussage mit Induktion. Es ist [ € T,,+1 genau dann, wenn
(Al+ D) N (k+ D) # 0 fiir ein k € Ty,. Das ist dquivalent zu

(A" 4+ A™D) 0 (A" + A"D) # 0,

was nach Induktionsvoraussetzung dquivalent ist zu

n—1
A 4 AM = f 4y Al — dj) + A
=0
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fiir gewisse d,d’, d;,d; € D, f € To. Damit folgt [ € 7,7, ;.
2. Sei e € T, also e € T, = Tp* fiir ein n € N. Nach Definition von 7,41 und
wegen e +D CT' = (J,cp Ak + D ist

e+D C U Ak +D
(e+D)N(Ak+D)£0
C U Ak +D
k€Tn+1U{0}
= DU (A7;1+1 + D)

und wegen 7,, C T fiir alle n € Nist auch e+D C DU(AT +D). Damit erfiillt
T jedenfalls die gewiinschte Eigenschaft. Um die Minimalitit zu zeigen,
nehmen wir an, die Menge 7" erfiillt das selbe, also 7o € 7’ und (7' 4+ D) C
DU (AT + D). Wir zeigen, dass T C 7’ und gehen dabei induktiv vor:

Es ist 7o € 7' nach Voraussetzung. Wir nehmen also an, dass 7, C 7' sind
fiir k£ < n. Angenommen es gibt ein e € T,41\7’. Dann gilt fiir ein [ € 7y,
dass

(I+D)N(Ae +D) #)

ist nach Definition von T,11. Also ist [ +d € Ae+ D fiir ein d € D. Nun gilt
I+d ¢ D weil (Ae+D)ND = ist. Es ist auch [ +d € A(Tp41\T") +D und
damit [+d ¢ AT'+D da fiir Gitterpunkte e # f stets (Ae+D)N(Af+D) =0
ist. Also ist insgesamt

(I1+D) £ DU (AT + D),

was ein Widerspruch ist. Damit ist also auch 7,11 € 7’ und insgesamt
Unso Tn =T € 7' und die Minimalitit ist gezeigt.
3. Wir zeigen die Behauptung mit Induktion. Fiir n = 1 haben wir

DU(T +D) CD+ (AT + D)
gerade gezeigt. Wir folgern
T+Dp1=T+Dp,+A"D C (AT + D, + A"D) U (D,, + A"D)
nach Defintion der D,,. Es folgt

(AT + D, + A"D)U (D,, + A"D) (A™(T + D) + Dy,) UDp41

-
C (A"(AT +D)+Dpn)UDnt1
- (A"HT + Dpt1) UDnpa

und insgesamt

T 4 Dpi1 € Dy U(A"IT + Dy py).
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4. Sei ko € D fix. Nach Punkt 1 kann man e € 7,, C T darstellen als

n—1 n—1
e = ATf+Y AT - AT
=0 1=0
n—1 0 n—1 o
= AT+ (Z AT Y A—ik0> - <Z AT+ A—ik())
=0 i=n =0 i=n

fir ein f € To,d;,d, € D. Da Ty = {+e;} ist, folgt A™"f € A~"[—1,1]™. Die
Summen

n—1 o) n—1 e
S AT+ AT kg und > AT 4> Ak
1=0 i=n =0 i=n

liegen nach den Ausfiithrungen zu Beginn des Kapitels in der selbstaffinen
Menge Q(A, D), die kompakt ist. Damit folgt, dass

eeE U A1, +Q - Q,
=0

also in einer kompakten Menge liegt. Es sind also die Mengen 7, fiir n € N
enthalten in einer kompakten Menge. Damit ist 7 als diskrete Menge in
einem Kompaktum endlich.

O

Das folgende Lemma bringt uns etwas nidher an unser Ziel, das Wachstum
der Rander 9@, in eine Matrix zu kodieren.

Lemma 2.3.8 Mit der Notation wie bisher gilt fiir die Anzahl der Seiten-
flachen
7 (8Qn) = 3 (A" + Do) 0 (f + Do)l

f€To,
leT

Beweis:

Wir haben bereits gezeigt, dass die Z™-Translate der @), ein Tiling des R™
bilden. Also bilden auch die A"Z™-Translate von @, ein Tiling. Daher ist
(A”l + Qn) NQ,, fiir | € Z™\{0} entweder leer oder eine Teilfliiche von dQ,,.

Jede Seitenfliche I,,,—; liegt in genau einem solchen Durchschnitt. Dabei ist
I,—1 ein Translat einer Seitenfliche von Q. (Dabei kénnen zwei solche
Translate in Qn aneinander anschlieffen. Trotzdem ist mit I,,—; stets eine
Seitenfléche mit (m — 1)-dimensionalem Maf 1 gemeint.) Daher kénnen wir
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schreiben:

0@0) = Y o (a ((A"l n Qn) N Qn>>

1eZm\ {0}

= 3 s (@((AM+ K+ Qo) N (k+ Qo))

k,k! €Dn,
lezm\{0}

da ja Qn = Ugep, d+ Qo ist. Es ist o(d((k + Qo) N (K + Qp))) = 1 genau
dann, wenn k — &’ € 7 liegt und sonst gleich Null. Es folgt, dass o(9((A™ +
k4+Qo)N (K +Qop))) = 1, genau dann wenn A"l +k—k' € Ty, was dquivalent
ist zu
(A" +E) N (f+ k) =1
fiir ein f € Ty. Damit folgt
o (0Q) = X 1A E)O(f+R)
k,k' €Dn,

lez™\{0},
feTy

= > |A"1+D)N(fND)].

f€To,
lezm\{0}

Nun gilt nach dem vorigen Lemma, dass
(A" +Dy) N (f +Dn)| >0

genau dann, wenn [ € 7 und damit folgt die gewiinschte Identitét.
O

Jedes @), schneidet endlich viele seiner Z™-Translate. Diese haben die Form
k+ Qy fiir k € T,. Damit enthélt 7 also alle Gitterpunkte k, sodass k + Qp,
ein Nachbar von @), ist fiir ein n > 0. Das sind, wie bereits gezeigt, nur
endlich viele.

2.4 Die Kontaktmatrix
Sei E, die |T| x |T|-Matrix mit den Eintréigen
el = (A" + D) O (f + D)

fiir [, f € T. In dieser Notation wird die Aussage des vorigen Lemmas zu
o <6Qn> = Z el(;f).

f€To,
leT
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Wir wollen aber eine Matrix definieren, die fiir alle n > 0 diese Information
kodiert.

Definition 2.4.1 Die Kontaktmatrix des betrachteten IFS sei die |T|x|T|-
Matriz C mit den Fintrdgen

e = |(Ak +D) N (I + D)|
firk,l e T.
Dass die Kontaktmatrix alle Informationen enthélt, zeigt folgendes
Lemma 2.4.2 Seien |, f € T und n > 0. Dann gilt
[(A"1+ D) N (f + D)l = (C")yy

Beweis:

Es ist D,, = Ug;& A" 1k, + D, und nach einem Lemma von vorhin ist
|Dy| = ¢", also sind die Mengen A" 'k; + D, fiir verschiedene k; stets
disjunkt. Wir benutzen das und schreiben

|(Anl +Dn) N (f+Dn)‘ =

qg—1qg—1
[ U@+ A"k + Do) 0 (f + A™ i+ D) =
i=0 j=0

q—1qg—1
(A" 4+ A" e + D) N (f + A" Mk + Dpy)| =
=0 j=0

,_.

q—1q-
(A" Y AL+ kj — ki) + Dp—1) N (f + Dp_1)|-
=0 5=0
Es ist nach dem obigen Lemma (A" ! (Al+k; —k;)+Dp—1)N(f+Dn-1) # 0
genau dann, wenn Al + k; — k; € T,—1. Ist t € T, dann ist die Anzahl der
Paare (7, j) sodass Al+k;—k; = t genau |(Al4+D)N(t+D)|. Wir vereinfachen
also weiter:

e = (A +Dy) N (f + D)

= Y [(Al+D)n(t+D)|- [(A" "t + Do 1) N (f + Dyoa)|
teT

teT
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O
Es folgt
E,=CE,_1, also E, = C".

Korollar 2.4.3 Es gilt

o <5Qn> = Z (C")iy -
FETy,
leT
Die Kontaktmatrix enthélt also alle Informationen iiber das Wachstum der
Rénder von @,. Wir kommen zum Hauptresultat von [11], einem Kriteri-
um fiir das Vorliegen eines Lattice-Tilings. Die verwendeten Resultate iiber

substochastische Matrizen und ihre Spektralradien sind in [20] zu finden.

Theorem 2.4.4 Die I'-Translate von @ bilden genau dann ein Tiling des
R™, wenn der Spektralradius der Kontaktmatriz C kleiner ist als ¢ = | det A|.
Aufierdem gilt, dass der Spektralradius gleich q ist, falls 1(Q) # 1.

Beweis:
Wir beweisen das Resultat in drei Schritten. Zunéchst zeigen wir, dass die
I'-Translate von @ ein Tiling bilden, wenn der Spektralradius von C', bezeich-
net mit r(C), kleiner ist als ¢q. Danach zeigen wir, dass der Spektralradius,
wenn kein Tiling vorliegt, erfiillt, dass 7(C) < ¢. Damit folgt insgesamt, dass
r(C) = q ist, wenn die Translate von @ kein Lattice-Tiling bilden. Zuletzt
zeigen wir, dass der Spektralradius kleiner ist als ¢, wenn ein Lattice-Tiling
vorliegt.
Sei also r(C') < q. Es ist bekannt (siehe dazu [30]), dass einerseits fiir jede
Norm gilt ||C]| > r(C) und dass es andererseits zu jedem € > 0 eine Norm
||.]| gibt, sodass r(C) < ||C|| < r(C) + ¢, also insbesondere eine Norm ||.||
mit
r(C) <0l < ¢

Beziiglich dieser Norm ist die Abbildung ¢~ 'C eine Kontraktion, sodass
folgt, dass

lim ((¢7'C)"),,, = 0 ist fiir alle k,l € T.

n—o0

Es ist namlich
lim [lg™"C"|| < lim ¢~"||C|" = 0.
n—oo n—0o0

Wir haben oben gezeigt, dass a(@@n) =Y rem, (C’”)lf gilt und damit folgt
1eT
S 770 (9Qn) = Jim g™ 32 (€7 = 32 Jim a7 (=0

feTo, feTo,
leT leT
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Das ist, wie wir gezeigt haben, dquivalent dazu, dass p(Q) = 1 ist und damit
Q@ ein I'-Tiling bildet.

Nun nehmen wir an, dass kein Lattice Tiling vorliegt. Damit folgt nach
obigem, dass r(C') > ¢ ist. Es gilt also fiir jede Norm, dass ||C|| > ¢ ist. Wir
zeigen nun, dass ¢~'C eine substochastische Matrix ist, dass also fiir jede
Spalte die Summe iiber die Eintrage hochstens 1 ist. Wir erinnern uns, dass

(Al+D)N(A' +D) =0 fir I £ 1/,
da D ein Repriisentantensystem bildet. Es folgt

'Y ar = ¢ ") _|(Al+D)n (k+D)|

leT leT

= ¢! (U(AZ+D)) N (k + D)

leT
< ¢ 'k+D|=1.

Damit ist r(¢~!C) < 1 und es folgt 7(C) < ¢ und insgesamt r(C) = q.
Fiir den letzten Teil des Beweises sei nun @) ein I'-Tile. Nach obigem Resultat
iiber die Anzahl der Seitenflichen o <6Qn> folgt

lim ¢~ " Z (C"iy = nll_}H;O q "o (GQn> =0.

n—00
€T,
leT

Damit ist auch

lim q_n(Cn)lf =0firleT,f €T,

n—oo

da die Kontaktmatrix Kardinalitdten von Durchschnitten zéhlt und damit
nichtnegative Eintrage hat. Wir wollen zeigen, dass lim, o ¢~ (C™)ix = 0
fir ke T.

Wir haben in Lemma 2.2.2 gezeigt, dass (A" + +D,) N D, = 0 ist und,
dass A"Q,, = UkeDn k+ Qo ist fiir alle n € N. Die D,, kennzeichnen also die
Translate der )y, da wir oben gezeigt haben, dass wir stets 0 € D annehmen
konnen. Damit folgt die grobe Abschétzung:

(€™ = [ (A" + D) N (k+Dy) | < [Ikl]- o (9Q)
fiir alle k,1 € T. Nun folgt

< T -n n < : —n A —
0.< Jim g™ (C")yy < K] Jim ¢~ (9Qn) =0
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fiir alle k,1 € 7. Damit ist insbesondere lim,, ¢~ "C"™ = 0 die Nullmatrix.
Damit ist ¢ als Eigenwert ausgeschlossen. Es folgt r(C) < q.
U

Fiir die Frage, ob ein Lattice Tiling vorliegt, ergeben sich folgende Aqui-
valenzen:

Theorem 2.4.5 Seien A,D,Q = Q(A,D) und firn € N die Mengen Q,,
D,, wie oben. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Z™-Translate von Q(A, D) bilden ein Tiling des R™.

2. Es ist ;2 | AD, =Z™.

3. Es ist u(Q) = 1.

4. Der Spektralradius der Kontaktmatriz ist echt kleiner als ¢ = |detA|.
5. Es gilt limy,_, o, 0Q, = 0Q beziiglich der Hausdorffmetrik.

6. Es ist limy,_ o, 0Q,, keine space filling curve.

Die Aquivalenz von 1., 2., 3. und 4. haben wir in den vorigen Abschnitten
bewiesen. Alles Weitere steht in [28] und [29].

2.5 Homd6omorphie zur Kreisscheibe Teil 2

Im ersten Kapitel haben wir bereits Kriterien ausgearbeitet, die die Homoo-
morphie einer selbstdahnlichen Menge in der Ebene zur Kreisscheibe sicher-
stellen. In diesem Kapitel folgen weitere Kriterien, die auch die Selbst-
Affinitdt und die Tiling Eigenschaft, die in diesem Kapitel bearbeitet wur-
den, verwenden. Wir halten uns in diesem Abschnitt ganz an [6].

Hier kommt es auf die Nachbarn eines Tiles in einem Lattice Tiling an. Wir
haben bereits gesehen, dass wir uns ohne Beschréinkung der Allgemeinheit
auf Z2-Tilings beschrinken kénnen. Ist die Menge M ein Z2-Tile, dann be-
steht die Menge der Nachbarn von M aus all jenen Translaten M +k, k € Z?
von M, sodass

MnO(M+k)#0

ist. Dabei lassen wir nur k € Z?\{0} zu. Wir bezeichnen die Menge der
Gitterpunkte k € Z?, sodass M + k ein Nachbar von M ist mit F. Die Nach-
barn von M sind also | J,cr M + k, oder kurz M + F. Wir bezeichnen im
Folgenden auch die Menge F als Nachbarn von M, auch wenn eigentlich die
F-Translate von M gemeint sind.
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Man kann mehrere Arten von Nachbarn unterscheiden. Ist die Menge M N
(M +k) fiir k € F einpunktig, so nennen wir M + k einen Knoten-Nachbarn
von M. Ist die Menge M N (M + k) iiberabzahlbar, so ist M + k ein Kanten-
Nachbar von M. (Natiirlich gibt es auch andere Fille - diese werden wir
hier jedoch nicht benennen.) Die Bezeichnung Kanten-Nachbar ldsst vermu-
ten, dass eine solche {iberabzihlbare Schnittmenge in gewisser Weise schéne
Eigenschaften besitzt - etwa ein einfacher Bogen ist. Das ist jedoch im Allge-
meinen nicht der Fall. Die Schnittmenge kann viel komplizierter sein - etwa
eine Cantor-Menge.

Die hier behandelten Kriterien sind, wie das auch im ersten Kapitel der
Fall war, stark davon abhéngig, dass wir selbstaffine Mengen in der Ebene
betrachten und nicht in hoherdimensionalen Radumen.

Bemerkung 2.5.1 Wir nehmen hier ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
an, dass selbstaffine Mengen Q(A, D) den Nullpunkt enthalten. Eine Trans-
lation einer Menge dndert ndamlich natirlich nichts an den topologischen Ei-
genschaften, die hier untersucht werden. AufSerdem haben wir bereits gezeigt,
dass wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 0 € D annehmen kénnen, so-
dass aus der Darstellung von Q sofort folgt, dass 0 € Q.

Definition 2.5.2 Sei F C Z"™ eine endliche Menge und A C Z" eine belie-
bige Teilmenge. Die Menge A ist F-zusammenhéngend, wenn es fir je zwei
Punkte a,b € A eine endliche Folge von Punkten a = ag, ...,an = b C A g¢ibt,
sodass aj+1 — a; € F liegt fir 0 <i<n-—1.

Das heifit, eine Menge A ist F-zusammenhingend, wenn man sich zwischen
je zwei Punkten in A in endlich vielen F-Schritten bewegen kann.

Wir wollen nun das Theorem 1.4.9 aus dem ersten Kapitel iiber den Zusam-
menhang von selbstihnlichen Mengen fiir selbstaffine Z?-Tiles neu formulie-
ren:

Proposition 2.5.3 Sei Q(A, D) die selbstaffine Menge im R"™ mit den Da-
ten A, D und sei F C Z? die Menge der Nachbarn von Q. Die Menge Q ist
genau dann zusammenhdingend (und damit auch lokal zusammenhingend
und weqweise zusammenhdngend), wenn gilt: D ist F-zusammenhdngend.

Wir wollen zeigen, dass es fiir die Homoomorphie zur Kreisscheibe von Z2-
Tiles im Wesentlichen auf die Anzahl der Nachbarn des Z2-Tiles ankommt.
Dazu beginnen wir mit einem Lemma, das fiir allgemeine Lattice Tilings
gilt:

Lemma 2.5.4 Sei M ein Z2-Tile mit Nachbarn M + F fir F C Z*. Dann
erzeugt F das ganze Gitter 72.
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Beweis:

Wir nennen zwei Gitterpunkte ki, ks € Z? Nachbarn (beziiglich des gege-
benen Tilings), wenn ky — ko € F. Das heifit, k1 und ke sind genau dann
Nachbarn (als Gitterpunkte), wenn M + k1 und M + ko benachbarte Tiles
sind. Wir definieren rekursiv Mengen F,, fiir n > 0:

Fo={0},  Foy1={k€Z®:3k, € F, mitk, —k € F}.

Es ist also F,,+1 die Menge der Nachbarn von F,,. Wir betrachten nun die
Vereinigung | J,,~¢ Fn- Es ist |J,,~¢ Fn enthalten in dem von F erzeugten
Untergitter. Es ist ndmlich

Fi={keZ®: keF}="F.

Aus der Definition von F,, 41 ergibt sich, dass k € F,4; genau dann, wenn
kn, — k = kg fiir ein k, € F, und ein ky € F. Damit ist k = k,, — kg und
wenn wir voraussetzen, dass k, in dem von F erzeugten Untergitter liegt,
folgt das auch fiir k € F,11.

Wir zeigen nun, dass (J,~gFn = Z* ist. Angenommen Z*\ J,,~o Fn # 0.
Wir setzen - -

Xi=M+|JFound Xo =M+ 22\ | J 7

n>0 n>0

Es ist X1 N Xy = 0 und Xy, Xy # 0. Die Mengen X; und X5 sind abge-
schlossen und es gilt X; U Xy = RQ, da M ein Z?-Tile ist. Damit haben wir
R? als disjunkte Vereinigung von zwei nicht-leeren abgeschlossenen Mengen
geschrieben. Das ist ein Widerspruch zum Zusammenhang von R2. Damit
muss Z2\ J,;>¢ Fn = 0 und es folgt, dass das von F erzeugte Gitter ganz Z>
ist. -

O

Wir setzen von nun an voraus, dass die betrachteten Z2-Tiles stets zusam-
menhéngend sind. Wie im ersten Kapitel ausfiihrlich gezeigt und in der
vorigen Proposition erwédhnt, folgt im selbstihnlichen Fall auch der weg-
weise Zusammenhang. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass damit auch das
Innere des Tiles zusammenhéngend ist. Das musste im ersten Kapitel fiir
die Homoomorphie zur Kreisscheibe zusétzlich gefordert werden. Durch die
starkeren Voraussetzungen in diesem Kapitel erhalten wir den Zusammen-
hang des Inneren als Resultat.

Zunichst zeigen wir ein Resultat, bei dem die Selbstdhnlichkeit nicht vor-
ausgesetzt wird - es gilt fiir allgemeine Z2-Tilings mit zusammenhingenden
Tiles:
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Theorem 2.5.5 Sei M ein zusammenhingendes Z2-Tile mit héchstens 6
Nachbarn. Dann ezistieren k,l € Z2, sodass F = {+k, +l,+(k +1)}.

Beweis:

Sei X := M + F und X = R\ (M U X). Es ist also X das Komplement zu
M zusammen mit seinen Nachbarn. Da M kompakt ist und daher auch alle
Nachbarn M + k, folgt

inf{d(m,i:):me M,azef(} —5>0.

Sei nun € > 0. Ist B.(x)° die offene Kugel um = € M mit Radius ¢, so bildet
Uzenr Be(2)° eine offene Uberdeckung von M. Wegen der Kompaktheit von
M existieren also x1,...,x; € M, sodass

k
M. =] Be(x;)° 2 M.
j=1

Diese Vereinigung ist zusammenhéngend, da M zusammenhéngend ist. Der
Rand 0M. besteht aus endlich vielen stiickweise glatten einfach geschlos-
senen Kurven. Nach dem Jordan’schen Kurvensatz teile jede dieser einfach
geschlossenen Kurven die Ebene in eine beschridnkte und eine unbeschrink-
te Komponente. Die beschrankte Komponente einer dieser Kurven enthélt
alle anderen einfach geschlossenen Kurven, die den Rand ausmachen. Das
ist die &uflere Kurve, wir bezeichnen sie mit C'. Wir wollen zu jedem Nach-
barn, aber zunichst einmal zu jedem Gitterpunkt y € Z?\{0} einen Punkt
zy € C finden, sodass y + z, in der unbeschrénkten Komponente von RQ\C ,
also aulerhalb von C' und damit insbesondere aulerhalb von M. liegt. Wir
betrachten fiir ein fixes y € Z2?\{0} die Projektionen der ¢ € C auf y. Die
Lénge der Projektion ist genau dann moglichst grof, wenn einerseits ||c||
moglichst grof} ist und andererseits der Winkel, den y und c einschlieflen
moglichst klein ist, ¥ und ¢ also dhnliche Richtungen besitzen. Das kénnen
wir ausdriicken, indem wir fiir y € Z?\{0} als 2, einen Punkt der Kurve C
definieren, sodass

(zy,y) = max {(c,y) : c € C}.
Dieser Punkt ist im Allgemeinen nicht eindeutig. Es ist nach Konstruktion
der Punkt z, + y in der unbeschrénkten Komponente von RZ\C' und es ist
d(zy +y,C) > 1, da jeder Gitterpunkt y € Z*\{0} erfiillt, dass ||y|| > 1. Es
zeigt also z, + y moglichst weit weg von der Kurve C'.
Betrachtet man nun das Translat M 4y und das damit transferierte endliche
e-Netz, so folgt die Existenz eines Punktes 2’ = m +y € M + y mit

d (2, zy+y) =dm+y,z +y) =dm,z) <e.
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Wegen d(z, + y,C) > 1 folgt, dass 2’ in der unbeschréinkten Komponente
von R*\C liegt, sobald € < 1 ist.

Sei nun € < min {%, %} Wir bereits gezeigt hat das Translat M +y fiir y € F
Punkte, die in der unbeschrinkten Komponente von ]Rz\C , also auflerhalb
von C liegen. Da aber y € F ist, gilt ja M N (M + y) # () und damit liegen

auch Punkte von M + v in der beschrinkten Komponente von R?\C'. Es ist
. - - S o
mf{d(a,x) ta€ M, 7€ X} > 5

da e gerade dafiir klein genug gew&hlt war. Damit liegt also C' C X°. Es
ist auBerdem C' N (M + y) # 0 fiir alle y € F, da M nach Voraussetzung
zusammenhéngend ist.

Wir wihlen eine Parametrisierung c(t) fiir 0 < ¢ < 1 von C mit ¢(0) = ¢(1)
und eine Partition 0 = tp < t; < ... < t;p = 1, sodass jedes Kurvenstiick
¢([ti—1,t;]) einen Durchmesser besitzt, der kleiner ist als g. Wir erhalten
dadurch eine Folge

Y11y s Y1515 Y215 -3 Y2505 -5 YLy -+ Ykjy, C fa

sodass fiir 1 <4 < k die y;; mit 1 < 5 < j; erfiillen, dass
(M +yiz) Ne([tioi, ta]) # 0.

Streicht man aus dieser Folge so lange Elemente, sodass keine
Elemente mehrmals hintereinander vorkommen, so erhdlt man eine Folge
YLy -y Ym, Ym+1 = Y1. Wie oben bereits gezeigt, schneidet C jeden Nachbar
M +y fir y € F. Damit kommt auch jedes y € F in der Folge y1, ..., ¥m vor.
Da diam(c([ti—1,t])) < § ist, gilt diam(c([ti—1,ti+1])) < 0. Zwei Punkte
aus benachbarten Kurvensegmenten haben also stets Abstand kleiner als 6.
Damit ist

inf{d(m+yi,m’+yi+1):m,m/EM} <dfirl<i<m.

Es sind also M + y; und M + y;+1 benachbarte Tiles, anders ausgedriickt
Yiv1 —Yi € F.

Ist y € F, dann ist MN(M+y) # 0. Daraus folgt, dass auch (M —y)NM # ()
ist. Also ist mit y auch —y € F. Nach Voraussetzung ist |F| < 6, also ist
|F| € {2,4,6}. Nach obigem Lemma wird Z? von F erzeugt. Es sind also
zwei linear unabhingige Gitterpunkte in F enthalten. Damit kann JF nicht
aus nur zwei Elementen bestehen. Ware F eine Menge mit 4 Elementen, so
wiirde folgen, dass F = {4k, +I} mit linear unabhéngigen k und [. Dann fol-
gen in der oben konstruierten Folge 1, ..., ym zumindest einmal k und I, —k
und [, k und —[ oder —k und —! aufeinander. Wir haben gezeigt, dass dann
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aulerdem k—1, —k—1[, k41 oder —k—+1 ein Element von F sein miisste. Das
ist ein Widerspruch. Es ist also F eine 6-elementige Menge. Nach dem selben
Argument wie vorhin sind 4k, I € F fiir linear unabhéngige k,! € Z? und
es folgt, dass k+ 1,k —1, —k+1 oder —k —[ auch in F liegen muss, sagen wir
k—+I. Dann liegt auch —(k+[) € F. Insgesamt ist also F = {+k, I, £(k+1)}.
O

Korollar 2.5.6 Ist M ein zusammenhingendes Z2-Tile mit hichstens 6
Nachbarn, dann hat M genau 6 Nachbarn.

Hier folgt wieder ein Resultat, das die Selbstdhnlichkeit und -affinitét nicht
verwendet.

Lemma 2.5.7 Sei M ein zusammenhingendes Z2-Tile mit Nachbarmenge
FCzZ2

1. Ist F = {£k,£l,£(k+1), £(k—1)}, dann sind M + {£k, £l} Kanten-
Nachbarn von M.

2. Ist F = {£k,£l,£(k+ 1)}, dann sind alle Nachbarn von M Kanten-
Nachbarn.

Beweis:

Wir haben bereits gesehen, dass k und [ das Gitter Z? erzeugen. Daher
nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass k = (1,0)* und
I = (0,1)%. Sei 6 der minimale Abstand zwischen zwei Elementen aus disjunk-
ten Tiles. Es ist 6 > 0. Wére ndmlich min{d(mi,mg) : m1 € M + x,mz €
M +2a' sodass (M +z)N(M+2") =0} =0, so wire (M +z)N (M +2z') # 0.
Die Kompaktheit von M schliefit das aber aus. Wir betrachten die Menge

(U M + (n, o)t> °,
neEL

Ist a € Z negativ und a’ € Z positiv, so sind die Tiles M + a(0, 1) + b(1,0)*
und M + a’(0,1)! + '(1,0)! disjunkt fiir alle b, ¥ € Z. Sonst wire niimlich

(a—a)(0,1) 4+ (b—b')(1,0)! € F.

Es ist aber a — @’ < —2 und F enthilt kein Element dieser Form. Vereinigt
man also alle Tiles mit negativem a und alle mit positivem a':

B_:= |J M+a(0,1)"+0(1,005B1:= |J M+d(0,1)'+V(1,0),
a€Z,a<0 a’ €Z,a’ >0
beZ v ez
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so bildet die Menge (UJ,ez M + (n,0)") ° eine Trennung zwischen B_ und
By, sodass fiir x € B_ und 2’ € By stets gilt d(z,z") > 6.

Wir wollen nun einen Polygonzug durch das Innere dieser Trennungsmenge
ziehen, der ganz enthalten ist. Sei dazu m € N, sodass % < % und sei

2
r = (x1,12)" € R?. Wir definieren

f(x1) =sup {xg td(x,B_) < g} fiir alle  mit x; = %,n €Z.

Die Punkte z = (z1, f(x1))! erfiillen also genau

d(z,B_) = g < d(z,By).
Damit liegen sie jedenfalls schon in der Trennungsmenge. Wir setzen f durch
einen Polygonzug zwischen den Punkten 7 fort. Sei C' der Graph dieser
forgesetzten Funktion f. Aufgrund der Z2-Tiling Eigenschaft und der daraus
resultierenden Periodizitét der Menge (,cz M + (n,0)") ° gilt f(s+1) =
f(s) fiir alle s € R, der Polygonzug C' ist periodisch entlang der x;-Richtung:
C = C + (1,0). Wir zeigen, dass

CC (U M+(n,o)f> °.

ne”L

Sei z(s) ein Punkt in einem Geradensegment von C und sei z(x1) jener
Knotenpunkt dieses Segments, sodass f(z1) < f(s) gilt. Wir ziehen eine
Parallele zur z1-Achse und betrachten den Punkt 2’ = (x1, f(s))*. Es gilt % <
d(z',B_), da f(x1) < f(s) und d((z1, f(x1))},B-) = % ist nach Definition
von f. Auflerdem ist nach der Dreiecksungleichung

d(z',B_) < |x1 —s| +d(2(s),B-) < g—l—d(z(s),B_).

Damit folgt d(z(s), B_) > 0. Analog zeigt man, dass d(z(s), B4+) > 0 ist.
Es ist M zusammenhdngend und damit auch By und B_. Es folgt, dass
alle Punkte in B oberhalb von C' liegen (also einen strikt groferen zo-Wert
besitzen) und alle Punkte in B_ unterhalb von C. Damit ist

CC (U M+(n,0)t> °,
nez

Nun muss ein zusammenhéngender Teil von C' in (M U (M +(1,0)%))liegen,
da C ja zusammenhéngend ist. Das kann nur dann der Fall sein, wenn
M N (M + (1,0)") innere Punkte von (J,,c;, M + (n,0)", also insbesondere
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iiberabzihlbar viele Elemente besitzt. Damit ist M + (1,0)! ein Kanten-
Nachbar von M.

Fiir die anderen Fille passt man die Konstruktion des Polygonzugs C' an. Um
zu zeigen, dass (0,1)" ein Kanten-Nachbar von M ist, betrachtet man also
zundchst die Menge (U,ez M+ (0,n)f)°, fir (1,1)" die Menge
(Upez M + (n,n)") ° und konstruiert weiter Mengen B_ und B und ein
passendes C.

Aus Griinden der Symmetrie innerhalb des Tilings tritt dieser letzte Fall
nur bei |F| = 6 auf.

O

Wir zeigen nun ein Lemma, das die Selbstaffinitéit verwendet. Hier ist also
mit allen Bezeichnungen wie oben die Menge

Q= UQ—l—dunddamit AFQ = U Q+d

deD deDy,
mit Dy = {2523 A%d; : d; € D} wie oben.

Lemma 2.5.8 Sei Q(A,D) ein selbstaffines Z*-Tile mit Daten A,D und
seien Q@ + F die Nachbarn von Q.

1. Ist F = {£k,£l,£(k + 1)} und erfillt die Menge D die Figenschaft,
dass sie F-zusammenhdngend ist, so auch die Mengen D, firn > 0.

2. Ist F = {xk,£l,£(k +1),£(k — 1)} und erfillt die Menge D die Ei-
genschaft, dass sie F' := {+k, +l}-zusammenhdingend ist, so auch D,,.

Beweis:

Sei F = {#k,£l,+(k +1)}. Es ist A*Q = UdeDk Q + d und daher ist Q
auch als selbstaffine Menge beziiglich der Daten A* und D}, zu betrachten.
Nach dem obigen Proposition ist @ aufgrund des F-Zusammenhangs von
D zusammenhéingend. Verwendet man die Riickrichtung der Proposition, so
folgt, dass auch die Menge Dy, den F-Zusammenhang erfiillt.

Sei nun F = {+k, £, +(k+1),+=(k—1)}. Wir fiihren einen Induktionsbeweis.
Die Menge Dy = {0} ist F'-zusammenhingend. Wir wollen zeigen, dass mit
Dj._1 auch die Menge D), F’'-zusammenhiingend ist. Es ist

k—1 k—2
Dp=(Y Aldj:d;eDy=<S> Ald;:d; €D p+A*D = AD;_; +D.
j=0 §=0

Wir wollen also zeigen, dass es fiir je zwei Elemente f, = Afi_1 + f und
fr.=Af_y+ f mit fr_1,f]_; € Dp—1 und f, f' € D eine endliche Folge
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fo=do,dy,....dy = f, C Dy, gibt, d; = Af, + O mit 0 € Dy, FO €
D, sodass

diy1 —d; = A( e ,ﬁ’,)l) + [0 — D e F

Es geniigt also zu zeigen, dass fiir f, f’ € Dy_1 mit f — f' € F’ Digits
d,d € D existieren mit

(Af+d)— (Af'+d) e F.

Dass f — f' € F' liegt, heifit aber nach dem letzten Lemma, dass @ + f und
Q + f’ Kanten-Nachbarn sind. Damit sind auch AQ + Af unf AQ + Af’
Kanten-Nachbarn. Ist die Menge (Q + f) N (Q + f’) ndmlich iiberabzihlbar,
dann auch die Menge (AQ + Af) N (AQ + Af’). Wir benutzen die Selbstaf-
finitdt von ) und stellen fest, dass die Tatsache, dass (U gep @ +d+ Af ) N
(Ugep @ +d+ Af’) iiberabzéhlbar ist, impliziert, dass es d,d’ € D gibt,
sodass

Q@+d+AfNN(Q+d +Af)
bereits iiberabzahlbar ist. Das heif3t aber genau, dass Q + d + Af und
Q + d' + Af' Kanten-Nachbarn sind, also Af +d — Af' —d' € F' liegt.
O

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist es zu zeigen, dass ein zusammenhéngendes
selbstaffines Z2-Tile homdomorph zur Kreisscheibe ist, wenn es

1. hochstens 6, also genau 6 Nachbarn besitzt oder

2. Nachbarn Q+ {£k, +l, £(k+1), £(k—1)} besitzt und die Digit-Menge
D die Eigenschaft des {£k, £1}-Zusammenhangs erfiillt.

Wir zeigen nun, dass ein Tile mit diesen Eigenschaften ein zusammenhé#ngen-
des Inneres besitzt.

Theorem 2.5.9 Sei Q(A, D) ein zusammenhingendes selbstaffines Z2-Tile
mit den eben beschriebenen Eigenschaften. Dann ist Q° zusammenhdngend.

Beweis:

Wir fithren den zweiten Fall aus.

Sei also die Menge der Nachbarn F = {+k,+l, £(k + ), £(k — [)} und sei
F' = {+k, £l}. Nach Voraussetzung ist die Digit-Menge F'-zusammenhén-
gend. Seien x1,z9 € Q°. Wir wollen einen Borgen in ° konstruieren, der x;
und xo verbindet und so zeigen, dass QQ° wegweise zusammenhéngend, also
insbesondere zusammenhéngend ist. Sei K € N mit

K >max{|z|: 2 € Q}.
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Es ist () kompakt, also insbesondere beschrankt. Sei nun R € R mit R > 5K
und sei k € N groff genug, sodass BR(Akxl) C AFQ° und BR(AICCCQ) C AkQe.
Da A eine expandierende lineare Abbildung ist, gibt es ein solches k € N.
Wie wir bereits gesehen haben ist A*Q = dep,, @ + d und damit natiirlich
AkQe C Udep, @ + d. Damit gibt es ein yo € Dy mit AFzy € Q + o
und ein y € Dy mit A¥zy € Q + 3. Nach dem vorigen Lemma ist Dy, F'-
zusammenhéngend, also gibt es eine Folge y1,...,yn—_1 € Dy, sodass die
Folge yo, Y1, ---»yn—1,yn = y aufeinanderfolgende Differenzen y; 11 —y; € F’
besitzt. Da ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 0 € Q und damit A¥z;
und yo im selben Tile liegen, gilt

d(A¥z1,y0) < K und d(A*z,yn) < K.

Wir zeigen, dass es einen Bogen in A*Q° gibt, der A¥z; mit A¥zy verbindet.
Sei wie in einem vorangehenden Beweis § > 0 der minimale Abstand zwi-
schen zwei Punkten in disjunkten Translaten von () und sei (). wie im obigen
Beweis eine endliche Vereinigung von e-Kugeln mit Mittelpunkten in @, die
@ umfasst und sei ¢ < min{1, g}. Wir setzen

X = U @ +y])\ (BR(Akxl) U BR(A%)) .
y€Z\{y0,-,yn'}

Der Rand 90X besteht aus endlich vielen kreisférmigen Bogen. Es ist
(R\X) C AFQ®.

Wir wollen nun zeigen, dass Br(A*z1) und Br(AFz2) in der selben Zusam-
menhangskomponente von R2\Y liegen. Es ist R? lokal zusammenhingend.
Daher sind Zusammenhangskomponenten offener Mengen offen. RQ\Y ist
eine offene Menge und daher ist jede Zusammenhangskomponente offen und
damit wegweise zusammenhingend. Liegen also Br(A*z1) und Br(A*zs) in
der selben Zusammenhangskomponente, so kann man einen Bogen finden,
der in R2\Y C AkQe liegt und AF gz und A*z5 verbindet. Das Urbild dieses
Bogens unter dem Homdomorphismus A ist also ein Bogen in Q°, der z;
und x9 verbindet.

Wir nehmen also an, Br(A¥z1) und Br(A¥z3) liegen in verschiedenen Zu-
sammenhangskomponenten von R*\ X, und zwar sei Br(AFz1) € X; und
Br(AFzy) C Xy. Sei nun C' C 90X, eine einfach geschlossene Kurve, die
Br(AFz1) und Br(A*x5) trennt und sei ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit Bgr(A*z1) in der beschriinkten Komponente von R*\C. Sei z(t) mit 0 <
t < 1und z(0) = z(1) eine Parametrisierung von C. Wir wéhlen eine Partiti-
on

0=ty <ty <..<tpy=1,sodassgiltd(z(t;),z(tit1)) < % fir 0 <i <m-—1.
Jedes solche z(t;) ist als Element von 0X; C 9(R*\X) = 90X enthalten im
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Abschluss von Q. + w; fiir ein w; € Z2\{yo, ..., yn }. Wir halten fest, dass
also

{wy, ..y wm} N {yo,...,yn} = 0.
Seien ¢q,¢ € Q mit d(q + w;, z2(t;)) < e und d(¢' + wiy1, 2(ti+1)) < €. Dann
gilt
d(q -+ w;, Z(t,)) + d(Z(ti), Z(ti+1))
d(2(tiv1),q 4 wit1)

3
Z(5<5.

d(q + wi, ¢ + wit1)

IN 4+ A

Damit ist der minimale Abstand zwischen Elementen in Q+w; und Q+w;11
kleiner als der minimale Abstand zwischen zwei Elementen aus disjunkten
Tiles. Also sind @ + w; und @ + w;+1 Nachbarn. (Falls w; = w;y; fiir
ein 7 ist, so streiche w; aus der Folge wy, ..., wmy—1.) Anders ausgedriickt
gilt wiy1 — w; € F. Sei nun Cp der geschlossene Polygonzug mit Knoten
WO, «ery Win—1, W, wo. Da fiir alle i gilt d(z(¢;),w;) < K + ¢ < 2K, folgt
d(w;, A¥z1) > 3K, da R > 5K. Damit sind

d(AFzy,¢),d(A*xy, ¢) > 2K fiir alle ¢ € C.

Also liegt B (A*x1) in der beschréinkten und B (AFzs) in der unbeschréink-
ten Komponente von ]R2\Cl. Ist also Cy der stiickweise lineare Bogen, der
sich aus den Verbindungsstrecken zwischen den Knoten vy, ..., yn zusammen
setzt, so ist C1y N Cy # 0, da ja die y; gerade als Verbindungsfolge zwischen
Q+1yo und Q+yn gewihlt waren, wobei ja A¥z; € Q4yo und A*¥zs € Q+yn
liegen. Bezeichnet (ab) die Verbindungsstrecke zwischen a und b, so gilt also

(wiwiy1) N (Yy541) 7# 0

fir ein ¢ € {0,...,m — 1} und ein j € {0,..., N}. Es ist aber yj.1 —y; € F
und w11 — w; € F, wie wir bereits gezeigt haben. Diese Segmente kénnen
einander nur dann schneiden, wenn die Segmente einen gemeinsamen Kno-
ten besitzen, also wenn {yo,...,yn} N {wo, ..., wm—1} # 0 ist. Das ist ein
Widerspruch. Damit sind also Br(A*z1) und Bg(A¥z5) in der selben Zu-
sammenhangskomponente von R?\ X. Diese Zusammenhangskomponente ist
auch wegweise zusammenhéngend. Damit gibt es einen Hom6éomorphismus
b(t) mit 0 < ¢ < 1 mit b(0) = A¥z; und b(1) = AFzs. Der Bogen A% o b
liefert den gewiinschten Bogen, der 1 mit xo verbindet. Damit ist Q° weg-
weise zusammenhéngend, also insbesondere zusammenhéngend. Der Fall mit
6 Nachbarn geht analog.

O
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Korollar 2.5.10 Unter den Voraussetzungen von Theorem 2.5.9 ist Q° ein-
fach zusammenhdngend.

Beweis:

Angenommen es gibt eine einfach geschlossene Kurve C' C °, sodass die be-
schrinkte Komponente X von R?\C nicht ganz in Q° liegt. Sei H = X\Q°.
Wegen der Tiling-Eigenschaft ethilt H innere Punkte eines anderen Tiles Q’.
Es ist Q° und damit auch Q’° zusammenhingend. Damit ist ganz Q'° C H.
Da aber Q' = Q + z fiir ein z € Z? gilt, ist das ein Widerspruch.

O

Wir wollen nun den Riemann’schen Abbildungssatz verwenden, um zu zei-
gen, dass das Innere Q° eines selbstaffinen Z2-Tiles unter den Voraussetzun-
gen von 2.5.9 homoomorph ist zur offenen Kreisscheibe D°. Wir umreifien
nun grob einige Begriffe, siehe dazu [24], sowie [8]:

Zwei offene zusammenhingende Mengen €21, {29 C C heilen konform &qui-
valent, wenn es eine holomorphe Abbildung ¢ € H () gibt, die injektiv
ist und (1) = Qy erfillt. Nun gilt, dass jede holomorphe Abbildung f,
die injektiv ist auf einer offenen zusammenéingenden Menge Q) erfiillt, dass
f'(2) # 0 fiir z € Q und, dass f~! holomorph ist. Sind also zwei Mengen 2
und €y konform #quivalent mittels ¢, so ist ¢! auch holomorph auf €.
Damit sind konform dquivalente Mengen insbesondere homdomorph.

Der Riemann’sche Abbildungssatz besagt nun, dass jede offene zusam-
menhiingende einfach zusammenhingende Menge, die nicht ganz C = R?
ist, konform #dquivalent ist zur offenen Kreisscheibe D°.

Korollar 2.5.11 Unter den Voraussetzungen von 2.5.9 ist Q° homdomorph
zu D°.

Nun wollen wir die konforme Abbildung ¢ : Q° — D° auf einen Homdomor-
phismus Q — D fortsetzen. In Proposition 1.7.2 haben wir gezeigt, dass
die selbstdhnliche Menge K beziiglich injektiver Kontraktionen erfiillt, dass
K = K°, wenn K° # () ist. Damit gilt natiirlich auch fiir die selbstaffinen
Z2-Tiles, dass Q° = @ ist. Wir suchen also eine homdomorphe Fortsetzung
von ¢ : Q° — D° auf Q = Q° — D.

Eine solche gibt es nach [24] dann, wenn jeder Punkt z € 0Q° = 0Q ein
einfacher Randpunkt ist, also folgendes erfiillt:

Fiir jede Folge (apn)n>1 € Q° mit lim,_,o an, = x gibt es einen Strahl ¢(t),
das ist ein homdomorphes Bild des einseitig unendlichen Intervalls [0, c0),
mit 0 < ¢ < oo und eine Folgenpartition (¢,),>1 mit 0 < t; < ... < t, < ...
mit lim,, 0 t, = 00, sodass c(t,) = a, fir alle n € N und ¢(t) € Q° fiir alle
0<t< 0.
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Lemma 2.5.12 Unter den Voraussetzungen von 2.5.9 ist jeder Randpunkt
von Q° ein einfacher Randpunkt.

Beweis:

Sei z € 9Q° = 9Q. Um zu zeigen, dass QQ° zusammenhingend ist, haben
wir Bogen in Q° zwischen je zwei Punkten x,y € @Q° konstruiert. Es ist
ja Q@ = UgepA™'Q + A7'd. Sind also z und y in A7'Q + A~'d fiir ein
d € D, also im gleichen Teilstiick, oder in benachbarten Teilstiicken A~1Q +
a~'dU A7'Q + A~'d’, so kann man einen verbindenden Bogen innerhalb
von A7'Q + A~'d beziehungsweise A~1Q + A~'d U A~1Q + A~'d’ wihlen.
Das ergibt sich aus der Selbstaffinitéit, wenn man als Prinzip beriicksichtigt,
dass das Tiling auf jeder Vergréflerungs- und Verkleinerungsstufe, also mit
Anwendung von AF und A~F gleich aussieht, also insbesondere die gleiche
Nachbarstruktur besitzt.

Sei nun (an)p>1 € Q° eine Folge mit lim,,_, a, = x und seien [a;, a;41] fiir
1 € N verbindende Bogen wie gerade beschrieben. Dann ist die Komposition

[al,ag] @] [az,ag] U...u [ai,aiﬂ] U...

ein Strahl. Wir zeigen, dass ein solcher Strahl gegen x konvergiert. Wir
betrachten nun die k-te Verkleinerungsstufe von @), also

k
Q= |J A*"Q+dmit D(k) =Y Ad;j;d; €D
deD(k) j=1

wie zu Beginn dieses Kapitels. (Diese Mengen sind nicht zu verwechseln mit
den Mengen Dy.) Der Randpunkt x kann im 6-Nachbar-Fall zu hochstens
zwei Teilstiicken, im 8-Nachbar-Fall zu héchstens 3 Teilstiicken gehoren. Da-
bei sind diese Teilstiicke entweder Translate von A~*Q entlang D(k) oder
entlang der Menge F(k) = {Z§:1 A~Ikj : k; € F}. Die Vereinigung dieser
zwei oder drei Teilstiicke

Vi= |J  AFQ+ N\ mit A € D(k) U F(k)
i=2 oder 3

bildet eine Umgebung von x. Da lim,, .~ a,, = x, sind alle a,, fiir n > n; ent-
halten in Vj,. Die Teilstiicke A~*Q+ ); sind benachbart, daher kann man die
Bogen [ai, aj+1] mit ¢ > ny in Vi wéhlen. Fiir £ — oo werden die Teilstiicke
A7RQ+\; immer kleiner, es gilt diam (V) — 0. Daher konvergiert der Strahl
gegen .

O

Daher ist unter den Voraussetzungen von 2.5.9 jeder Randpunkt von Q°
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ein einfacher Randpunkt. Damit kann man die konforme Abbildung zwi-
schen Q° und D°, die existiert, da Q° einfach zusammenhingend und zu-
sammenhéngend ist, homéomorph auf @) — D fortsetzen.

Wir haben gerade folgendes Theorem bewiesen:

Theorem 2.5.13 Sei Q(A, D) ein selbstaffines Z?-Tile mit Daten A und
D. Dann gilt:

1. Wenn Q héchstens sechs Nachbarn Q+F besitzt mit F C 72 und wenn
die Digit-Menge D F-zusammenhdngend ist, dann ist Q homdomorph
zur Kreisscheibe.

2. Wenn @ acht Nachbarn Q + {£k,£l, £(k + 1), £(k — 1)} besitzt und
wenn die Digit-Menge D{+tk, £l}-zusammenhdingend ist, dann ist Q
homdomorph zur Kreisscheibe.

Kennt man also alle Nachbarn von Q(A4, D), so kann man die Homdomorphie
zur Kreisscheibe zeigen. Es gilt sogar die Umkehrung von Theorem 2.5.13:

Theorem 2.5.14 Sei X eine Menge, die homdéomorph ist zur Kreisscheibe,
sodass Upez2 X + k ein Tiling der Ebene ist. Dann gilt eine der folgenden
Aussagen:

1. Die Menge X hat keine Knoten-Nachbarn und 6 Kanten-Nachbarn
F = {+xk, &1, £(k +1)}. Dabei erzeugen k,l das Gitter Z>.

2. Die Menge X hat 4 Kanten-Nachbarn {£k,+l} und 4 Knoten-Nach-
barn {+(k +1),+(k — 1)}. Dabei erzeugen k,l das Gitter Z>.

Der Beweis findet sich in [3] und beruht im Wesentlichen auf kombinato-
rischen und geometrischen Uberlegungen beziiglich der Tiling-Eigenschaft
(insbesondere beziiglich des Nachbarschaftsgraphen, der als Knoten die Git-
terpunkte und als Kanten die benachbarten Gitterpunkte besitzt) und fiihrt
zu dem Schluss, dass ein Tiling mit einer Menge, die homtomorph ist zur
Kreisscheibe, entweder eine topologische Deformation des Tilings mit dem
Finheitsquadrat oder mit dem Hexagon ist. Im ersten Fall erhalten wir 4
Knoten-Nachbarn und 4 Kanten-Nachbarn und im zweiten Fall 6 Kanten-
Nachbarn. Die Art (und Anzahl) der Nachbarn bleibt bei einer topologi-
schen Deformation erhalten, da die Schnittmenge von Kanten-Nachbarn
stets einen Bogen bildet. Eine einpunktige Schnittmenge bleibt natiirlich
ebenfalls erhalten.

Algorithmen, welche die Nachbarnmenge F anhand der Daten A und D
determinieren, sind zum Beispiel in [26] oder [25] angegeben.
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