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Kurzfassung

Diese Arbeit befasst sich mit der Klangfarbe von Musikinstrumenten und vor
allem Blasinstrumenten. Dabei ist der Begriff des Formanten oder des Formant-
bereichs von tragender Bedeutung. Oft wurden Formanten bei Blasinstrumenten
nicht gefunden, da die Schumannschen Klangfarbengesetze nicht in die Untersu-
chungen mit einbezogen wurden. Jobst Fricke stellte in den 1970er Jahren die
Theorie der Impulsformung auf. Hauptresultat dieser Theorie ist, dass die im-
pulsartige Anregungsfunktion bei Blasinstrumenten fiir die Erzeugung von For-
mantbereichen im Teiltonspektrum verantwortlich ist. Ganz im Gegensatz zur
menschlichen Stimme, bei der die Filterwirkung des Vokaltrakts die Formanten
dem harmonischen Quellsignal aufpréagt.

Um die Impulsformen auf ihre Eigenschaften im Teiltonspektrum zu untersu-
chen benétigt man die Fouriertheorie. Mittels dieser erhélt man die Amplituden
der Teiltone iiber die Fourierkoeffizienten des Fourierpolynoms. Verwendet man
Impulsformen die durch Funktionen ausgedriickt werden koénnen, so lassen sich
auch die Fourierkoeffizienten durch Funktionen darstellen. Dies ist beim Recht-
ecksimpuls, beim Dreiecksimpuls und beim Sinusimpuls der Fall. Will man jedoch
beliebige Impulse darstellen, also zum Beispiel frei mit der Hand gezeichnete, so
benotigt man die diskreten Fourierkoeffizienten, die durch Abtasten des Impul-
ses in regelméafigen Intervallen berechnet werden koénnen. Weiters kénnen mittels
der Fouriertheorie auch die Filterwirkungen eines Musikinstruments, die auch bei
Blasinstrumenten vorhanden sind, beschrieben werden.

Hat man die Theorie zur Berechnung der Teiltonspektren gegeben, so benotigt
man ein Programm zur Eingabe der Impulse, um diese Spektren untersuchen zu
konnen. Teil dieser Arbeit war es, solch ein Programm zu erstellen, wobei ver-
schiedenste Funktionen, wie die Verdnderung der Periodenldnge, Eingabe von
verschiedenen Impulsen, Erstellen eines Impulses aus einer WAV Datei, Anzeige
des Spektrums in logarithmischer Skala oder mit Hiillkurve, Riickrechnung des
Spektrums in einen Impuls und noch einige mehr wéhlbar sind. Dieses Programm
ermoglicht es nun, die Impulse auf ihre Eigenschaften im Teiltonspektrum zu un-
tersuchen und der Frage nachzugehen, ob diese Impulse auch wirklich Formanten
erzeugen konnen.

Durch Untersuchung von verschiedenen Rechtecksimpulsen, Dreiecksimpulsen,
Sinusimpulsen und Impulsen mit komplexeren Strukturen soll diese Arbeit zur
Erkenntnis fiihren, dass verschiedene Impulse nicht nur Formanten im Teilton-
spektrum erzeugen, sondern auch Schwankungserscheinungen wie das Vibrato,
Dynamikvariierung und Lautstiarkendnderungen erkldren konnen.



Zum besseren Verstandnis der Thematik wurde folgende Gliederung gewahlt:

Einleitend wird der Begriff des Formanten eingefithrt und, um diesen erken-
nen zu konnen, auch die Schumannschen Klangfarbengesetze erlautert. Um die
Impulsformungstheorie zu erhalten wird zunéchst die Quelle-Filter-Theorie be-
schrieben. Nach der Motivation der Impulsformungstheorie durch die Offnungs-
und Verschlusszeiten eines Rohrblattes wird die eigentliche Theorie und die Fol-
gerungen, die sich aus ihr ergeben, dargestellt. Bevor zur Fouriertheorie iiberge-
gangen wird, werden auch noch die Klangfarbenmodulationen besprochen und
wie durch diese ein Modell fiir einen synthetischen Klang entworfen werden kann.

Das zweite Kapitel widmet sich ausschliefslich der Fouriertheorie, wobei fiir den
Rechtecksimpuls, den Dreiecksimpuls und den Sinusimpuls die kontinuierlichen
Fourierkoeffizienten und fiir beliebige Impulse die diskreten Fourierkoeffizienten
berechnet beziehungsweise hergeleitet werden. Weiters werden auch die Begriffe
des Fourierpolynoms, der Fouriertransformation und der inversen Fouriertrans-
formation definiert. Um die Filterwirkung eines Musikinstruments zu beschreiben
werden Hochpassfilter und Tiefpassfilter mittels der Fouriertheorie allgemein be-
schrieben und Besselfilter 2. Ordnung gezeigt.

Im dritten Kapitel wird das Programm zur Visualisierung der Impulsform und
deren Funktionen detailliert behandelt. Die Implementierung wird nur bei der
Ausgabe des Audiosignals und bei der Generierung des Impulses aus einer WAV
Datei besprochen, da diese Themen nur bedingt in der Literatur behandelt wer-
den und es verschiedene Moglichkeiten gibt, die Programmierung dieser Funktio-
nen zu realisieren. Illustrationen des Programms finden sich fiir fast alle Funk-
tionen.

Im vierten Kapitel werden die einzelnen Impulsformen und welche Minima be-
ziehungsweise Formantbereiche diese erzeugen, mittels Berechnungen und Dar-
stellungen aus dem, fiir diese Arbeit erstellten, Programm, besprochen. Ebenfalls
findet sich hier eine Erklarung fiir die Verdnderungen im Spektrum durch Dyna-
mikidnderung beim Spiel.

Abschlieffend findet sich am Ende dieser Arbeit eine Diskussion zu den bespro-
chen Themen.
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1 Einleitung

Um einen musikalischen Klang zu beschreiben, bendétigt man drei wesentliche
Merkmale: Die Lautstérke, die Tonhohe und die Klangfarbe (Fricke 1973). Die
Lautstérke kann jeder Mensch, auch wenn die Differenzierung zwischen den Laut-
starken von Mensch zu Mensch verschieden ist, durch eigene Worte beschreiben;
sie ist eine Grofe, die auch physikalisch messbar ist. Ebenso kann auch die Tonho-
he physikalisch gemessen und durch Schulung des Gehérs von Menschen erkannt
werden. Die Klangfarbe entzieht sich jedoch noch einer genauen Beschreibung
und auch die Entstehung einer solchen ist Thema von Diskussionen. Treffend
beschreibt Reuter diesen Umstand mit:

, Klangfarbe bzw. deren Wahrnehmung, Beschreibung und Messung
gehoren zu jenen Bereichen der Systematischen Musikwissenschaft,
die trotz einer mehr als einhundert jihrigen Forschungsgeschichte
auch heute noch Rditsel aufgeben und Musiker, Akustiker, Musikpsy-
chologen, Instrumentatoren und Musikwissenschaftler aneinander vor-
beireden lassen.

(Reuter 2004, S. 110)

Eine Vielzahl von Griinden ist dafiir verantwortlich, dass es keine einheit-
liche Theorie zur Klangfarbe gibt. Betrachtet man den Klang eines Musikin-
struments, so kann man die Klangfarbe zunéchst im Frequenzspektrum suchen.
Doch die Spektren fiir den Einschwingungsvorgang, den stationédren, oder besser
gesagt den quasi-stationdren, Schwingungsvorgang und den Ausschwingungsvor-
gang sind verschieden und es ist fraglich, an welchem dieser Spektren die Klang-
farbe festgemacht werden kann. Diese Spektren variieren weiters auch nicht nur
zwischen verschiedenen Musikinstrumenten sondern das Teiltonspektrum, und
somit auch die Klangfarbe ein und desselben Musikinstruments kann auch bei
verschiedener Lautstirke, verschiedener Tonhohe oder verschiedener Spielweise
unterschiedlich aussehen (Fricke 1973; 1975b).

Somit ist im ersten Moment auch nicht klar, wie {iberhaupt eine konstante
Klangfarbe bei Musikinstrumenten entstehen kann. Es ist jedoch sicher, dass die
Klangfarbe eines Musikinstruments am stationdren Klang, wenn vorhanden, er-
kennbar ist. Gesucht wird also nach einem Kriterium, dass aufbauend auf dem
Teiltonspektrum des quasi-stationdren Klanges ein Erkennen des Musikinstru-
ments anhand der Klangfarbe ermoglicht. Dieses Kriterium liefert der Begriff
des Formanten. Obwohl dieser Begriff schon 1929 ausreichend definiert (Schu-
mann 1929) und dessen Wirkungsweise beschrieben wurde, ist es oft zu Fehl-
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interpretationen gekommen. Genaueres iiber den Begriff Formant und dessen
Gesetzmiéfigkeiten wird in Abschnitt 1.1 behandelt.

Doch selbst wenn man die Formanten aus dem Teiltonspektrum abstrahieren
kann, stellt sich die Frage wie diese und somit Klangfarbenmerkmale iiberhaupt
entstehen. Es gibt eine Moglichkeit die Klangfarbe so zu erkldaren, dass man ei-
ne einheitliche Theorie fiir alle Musikinstrumente erhélt. Unter anderem bietet
diese Theorie dann auch eine Erklarung fiir die Entstehung einer konstanten
Klangfarbe bei Blasinstrumenten. Dies ist deshalb hervorzuheben, weil in der
Vergangenheit oft angezweifelt wurde, dass feste Formanten bei Blasinstrumen-
ten iiberhaupt existieren, wobei die Missinterpretation der Klangfarbe von Blas-
instrumenten oder besser gesagt das falsche Verstandnis der Entstehung selbiger,
meist von vereinfachten Testbedingungen oder dem Betrachten von falschen Kri-
terien herriihrt (Reuter 2003).

Oft wurden die, schon vorher erwadhnten, Formanten bei Blasinstrumenten
deshalb nicht gefunden, weil die Schumannschen Klangfarbengesetze nicht in
die Uberlegungen mit einbezogen wurden. Diese Gesetze erkliren, wie sich die
Formanten unter Verdnderungen der Spieldynamik oder der Tonhohe verhalten.
Daher werden, bevor schrittweise die Theorien und Modelle zur Entstehung von
Klangfarben bei der menschlichen Stimme und bei Musikinstrumenten bespro-
chen werden, die Gesetzmébigkeiten der Klangfarbe bzw. der Formanten erklart,
denn nur dadurch ist sicher gestellt, dass diese iiberhaupt erkannt und identifi-
ziert werden konnen.

1.1 Formanten

Der Begriff Formant zur Beschreibung von signifikanten Stellen im Teiltonspek-
trum wurde erstmals von Ludimar Hermann 1894 in der akustischen Literatur
erwédhnt (Hermann 1894, S. 267). Dabei bezeichnete Hermann einen Formanten
als einen vom Grundton unabhéngigen Teilton innerhalb eines Vokals, der den
Klangcharakter, somit also auch die Klangfarbe, bestimmt. Erst Carl Stumpf
verwendete 1926 diesen Begriff auch fiir Musikinstrumente, wobei er auch er-
kannte, dass ein Formant nicht nur aus einem einzelnen hervortretenden Teilton
besteht, sondern dass es sich vielmehr um Bereiche im Spektrum handelt, in
denen gewisse Teiltone hervortreten.

Doch nicht jede Teiltonerhebung ist sogleich ein Formant. Man kann bei ei-
nem Teiltonbereich erst von einem Formanten sprechen, wenn dieser prégnant
innerhalb einer Quintbreite auftritt und klangfarbenden Charakter besitzt. Die
klangfarbende Eigenschaft bewirkt eine weitere Einschrankung, da diese nur in
einem Frequenzbereich von 200 Hz, was dem Ton g entspricht, bis 4000 Hz, also
dem Ton ¢®, vom menschlichen Ohr wahrgenommen werden kann (Fricke 1994, S.
66). Weiters sind die Formantbereiche von Orchesterinstrumenten auch nur bei
Kléngen mit Grundtonen im unteren Tonbereich von eineinhalb bis zwei Oktaven
zu suchen, da bei steigender Tonhohe der Grundton in den ersten Formantbe-
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reich féllt und somit die instrumentenspezifische Klangfarbe verloren geht (Fricke
1994, S. 68).
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Abbildung 1.1: Teiltonspektrum der ersten 20 Teiltone einer Clarin-Trompete in
F (Cappella Stimmung) vom pianissimo bis zum fortissimo mit
notierter Tonhohe c!((Miiller 1971, S. 77) oder (Fricke 1996, S.
198)).

In Abb. 1.1 ist das Teiltonspektrum einer Clarin-Trompete bei Dynamikén-
derung von pianissimo bis fortissimo abgebildet (Miiller 1971, S. 77). In diesem
Teiltonspektrum kann man klar die Einschnitte erkennen, die die einzelnen For-
mantbereiche voneinander trennen. Weiters sieht man auch, dass sich die Inten-
sitdten der Teiltone in den Formantbereichen mit der Dynamikstufe &ndern. Ist
zum Beispiel beim pianissimo der erste Formantbereich eindeutig am signifikan-
testen, so ndhern sich der zweite und bei weiterer Steigerung auch der dritte
Formantbereich dem ersten an. Aber auch innerhalb der Formantbereiche kann
man Verdnderungen feststellen. Betrachtet man nur den ersten Formantbereich,
so sieht man, dass der dritte Teilton beim pianissimo noch am stérksten ist,
jedoch beim fortissimo der vierte Teilton diese Rolle iibernimmt.

Es liegt also nahe, eine allgemein giiltige Gesetzmafigkeit zu vermuten. Solche
Gesetzmaékigkeiten konnen nicht nur fiir die Dynamikdnderung gefunden wer-
den, sondern sind auch fiir die Variierung der Tonh6hen vorhanden. Karl Erich
Schumann beschrieb 1929 diese Abhéngigkeiten durch 4 Gesetze, welche die Schu-
mannschen Klangfarbengesetze genannt und nun im folgenden beschrieben wer-
den (vgl. (Reuter 2004, S. 111) oder (Reuter 1996, S. 110-113)).
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1.1.1 Das Formantstreckengesetz

Das Formantstreckengesetz behandelt den Begriff des Formantbereichs und die
Verdnderungen im Teiltonspektrum bei Variierung der Tonhohe. Es lautet:

n,Formanten bei Musikinstrumenten sind feste, vom Grundton unab-
hingige Strecken oder Bereiche im Spektrum, in denen die Teiltonam-
plituden besonders stark hervorgehoben werden. Erreicht mit anstei-
gendem Grundton der amplitudenstdrkste Teilton die Formantgrenze,
so verlagert sich das Amplitudenmazimum auf den ndchsttieferen be-
ziehungsweise gerade in die Formantstrecke eintretenden Teilton.
(Reuter 1996, S. 111)
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Abbildung 1.2: Formantstreckengesetz anhand eines Partionaltonspektrums
gleichstarker Klédnge mit steigender Tonhohe (vgl. (Mertens 1975,
S. 34) oder (Oehler 2008, S. 81)).

Dieses Gesetz beschreibt zunéchst den Begriff des Formanten. Dieser wird hier
als Bereich im Spektrum definiert und nicht, wie in der Definition von Hermann,
als einzelne Teiltone. Weiters gilt nun fiir diese Formantbereiche oder Formant-
strecken, dass diese fest im Spektrum verankert sind, also bei Verdnderung der
Tonhohe nicht mit der Grundtonhéhe mit wandern. Dadurch ergibt sich, dass
die Maxima im Spektrum nicht bei fixen Teiltonen bleiben, sondern dass diese
Maxima immer auf die Teiltone in den festen Formantbereichen fallen. Verlasst
also der Teilton den an Intensitat starksten Formanten, so wird dessen Intensitét
verringert.

Betrachtet man nun das Teiltonspektrum in Abb. 1.2, so sieht man, dass bei ¢;
der 5. Oberton der stérkste ist. Verdndert man die Tonhohe auf dy, so verschiebt
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sich der stéirkste Teilton auf den 4. Oberton und &hnlich bei f; und a; auf den
3. Oberton beziehungsweise auf den 2. Oberton. Der stéarkste Teilton bleibt also
immer im starksten Formantbereich und der Teilton, der den starksten Formant-
bereich verlasst, wird abgeschwicht.

1.1.2 Das Formantverschiebungsgesetz

Nun werden die Auswirkungen im Teiltonspektrum beschrieben, die durch Dy-
namikverdnderungen erzeugt werden. Das erste Gesetz zu den Dynamikverdnde-
rungen ist das Formantverschiebungsgesetz und lautet:

., Mit stirker werdender Dynamik verlagert sich das Amplitudenmaxi-
mum innerhalb des Formanten auf Teiltone héherer Ordnung.
(Reuter 1996, S. 111)
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Abbildung 1.3: Formantverschiebungsgesetz anhand eines Partionaltonspek-
trums zweier Fagottklange auf C' und den Dynamikgraden mf+
und ff bis ff+ (vgl. (Mertens 1975, S. 63) oder (Oehler 2008, S.
82)).

Als Beispiel sieht man in Abb. 1.3 die Teiltonspektra zweier Fagottklange mit
identer Tonhohe C' unter verschiedenen Dynamikgraden. Auf der linken Seite ist
das Spektrum bei mf und auf der rechten Seite das Spektrum bei ff dargestellt.
Klar erkennbar verschiebt sich der Teilton mit der hochsten Intensitédt bei lau-
terem Spiel zu einer hoheren Stelle im Spektrum. Ebenso ist dies in Abb. 1.1
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ersichtlich wobei hier beim pp der 3. Teilton der stéarkste ist und so lange bleibt,
bis beim ff der 4. Teilton den 3. Teilton tibertrifft.

Man beachte aber, dass mit dem Formantstreckengesetz nicht gemeint ist, dass
dabei der stéirkste Teilton den Formantbereich tatséchlich verldsst, sondern nur,
dass die Intensitdt der Teiltone innerhalb des Formanten verschoben wird. Das
bedeutet aber nicht, dass der stirkste Teilton bei verschiedenen Dynamikstufen
immer im selben Formantbereich bleiben muss. Die Verlagerung des Maximums
auf einen anderen Formantbereich wird von einem anderen Gesetz beschrieben,
dem Fromantsprunggesetz.

1.1.3 Das Formantsprunggesetz

Das Formantsprunggesetz, als 2. Gesetz zur Beschreibung von Dynamikverdnde-
rungen, behandelt in gewisser Weise die Extremfille des Formantverschiebungs-
gesetzes. Es lautet:

... bei sehr starker Tongebung tiberspring das in p-Klingen im ers-
ten, tieferen Formanten liegende Amplitudenmazimum die Teiltone
zwischen den Formanten und zeichnet die zweite, hohere Formant-
strecke aus.

(Reuter 1996, S. 111)
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Abbildung 1.4: Formantsprunggesetz anhand eines Partionaltonspektrums dreier
Oboenklange auf g; und den Dynamikgraden p, f bis ff und ff+
bis fif (vgl. (Mertens 1975, S. 64) oder (Oehler 2008, S. 83)).
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Dieses Gesetz beschreibt den Umstand, dass bei einer starken Dynamikédnde-
rung der stiarkste Teilton nicht nur an den Rand des ersten Formanten riickt,
sondern sogar in den nédchsten Formanten springt. Dabei springen die Teilténe
natiirlich nicht wortlich, sondern es findet lediglich eine Verschiebung der Inten-
sitat statt wahrend die Teiltonminima zwischen den Formanten iibersprungen
werden.

In Abb. 1.4 ist dargestellt, dass das Teiltonmaximum beim p-Klang bei Stei-
gerung auf f-ff auf den néchst hoheren Teilton verschoben wird. Es tritt also das
Formantverschiebungsgesetz in Kraft. Wird die Dynamik auf ff-fff gesteigert, so
wird das Teiltonmaximum nicht mehr im ersten, sondern im zweiten Formanten
angenommen. Hier wirkt also das Formantsprunggesetz.

1.1.4 Das Formanten-Intervallgesetz

Es sind nun alle Gesetze zur Beschreibung der Anderungen der Tonhohe und der
Dynamik mit Auswirkung auf das Teiltonspektrum besprochen worden. Es stellt
sich nun die Frage ob die Formanten miteinander in Beziehung stehen. Schumann
postuliert zu diesem Umstand:

, Der amplitudenstdrkste Teilton der einen Formantstrecke bildet mat
dem amplitudenstdrksten Teilton der zweiten Formantstrecke ein fiir

das jeweilige Instrument charakteristisches Verhdaltnis.
(Reuter 1996, S. 111)

Dieses Gesetz stellt eine Ausnahme unter den Klangfarbengesetzen dar, da es
das einzige Gesetz ist, das in Frage gestellt oder zumindest angezweifelt wird.
Dies liegt vor allem daran, dass es auf den ersten Blick einen Widerspruch zum
Formantverschiebungsgesetz darstellt. Dieser Widerspruch ergibt sich dadurch,
dass bei einer Verdnderung der Dynamik die Maxima innerhalb des Formanten
verschoben werden. Somit wiirde sich auch das Verhéltnis zwischen den Teilton-
maxima der Formanten verschieben. Eine Erkldrung dafiir, dass diese Intervalle
dennoch existieren, konnte in den zyklischen Minima zwischen den Formanten
begriindet sein (Oehler 2008, S. 84). Damit wéire dann auch erklért, wieso spe-
zifische Intervalle zwischen Formanten fiir einzelne Musikinstrumente existieren
(Reuter 1996, S. 112). Mit Sicherheit ldsst sich aber nur festzustellen, dass weitere
Forschung zu diesem Gesetz oder Postulat notig ist.

1.1.5 Formanten bei Blasinstrumenten?

Es soll nun kurz der Spezialfall der Blasinstrumente behandelt werden, da die-
se, wie schon eingangs erwahnt, oft falsch betrachtet wurden, was in manchen
Untersuchungen dazu fiihrte, dass keine festen Formanten bei Blasinstrumenten
gefunden wurden (Dickreiter 1977, S. 46). Geht man davon aus, dass die For-
mantbereiche fiir die Klangfarbe bei Blasintrumenten verantwortlich ist, muss
man also erkldren konnen, wie diese durch das Blasinstrument selbst entstehen.
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Der Unterschied zu anderen Musikinstrumenten liegt im schwingenden System
welches in diesem Fall die Luftréhre ist. Dieses ist bei Blasinstrumenten stéin-
digen Anderungen, durch Offnen oder Schliefien von Klappen oder Griffléchern,
unterworfen und folglich variiert auch das Frequenzspektrum mit der Tonhdhe
stark (Fricke 1973, S. 96). Fehlt eine Theorie die die Entstehung einer konstan-
ten Klangfarbe bei Blasinstrumenten erklart, kann es durch diesen grofen Unter-
schied zu anderen Musikinstrumenten schnell zu falschen Interpretationen von
Forschungsergebnissen kommen. Dies geht dann sogar so weit, wie eingangs er-
wahnt, dass in Untersuchungen von Teiltonspektren von Blasinstrumenten gar
keine Formanten gefunden werden. Eine solche Studie ist zum Beispiel in (Fricke
1994, S. 66) widerlegt.

Deshalb benotigt man eine Theorie, die erklart, wie solche Formanten iiber-
haupt entstehen und ob diese fiir alle Instrumente und auch die menschliche
Stimme auf die selbe Art und Weise zu Stande kommen. Um dieser Frage auf
den Grund zu gehen, werden nun schrittweise einige Klangfarbentheorien vorge-
stellt. Zunéchst wird die Quelle-Filter-Theorie behandelt, die zur Beschreibung
der menschlichen Stimme aufgestellt wurde, aber auch zur Erklarung der Entste-
hung einer konstanten Klangfarbe bei Musikinstrumenten herangezogen werden
kann.

1.2 Quelle-Filter-Theorie

Die Quelle-Filter-Theorie wurde entworfen, um die menschliche Stimme und die
Entstehung derer Klangfarbe zu beschreiben. Im Verlauf dieses Kapitels wird er-
sichtlich, dass diese Theorie auch fiir Musikinstrumente verwendet werden kann.
Dazu wird zunéchst der menschliche Vokaltrakt wie in Abb. 1.5 skizziert als ein
einseitig offenes Rohr mit einer Lénge von 17.5 cm betrachtet.

Am Anfang des Rohres, also am geschlossenen Ende, befindet sich die Glottis,
deren Masse- und Elastizitatsverhéltnisse die Grundfrequenz der Stimmlippen-
schwingung bestimmt. Diese Grundfrequenz kann durch myoelastische Anderung
der Stimmlippenspannung bei unverdnderten Resonanzfrequenzen variiert wer-
den (Oehler 2008, S. 84f). Es wird also nur die Grundfrequenz veréndert, je-
doch nicht der Vokaltrakt selbst, welcher fiir die Resonanzfrequenz und somit
fiir die Farbung der Sprache zusténdig ist. Betrachtet man das Spektrum der
menschlichen Stimme, so hat man zunéchst ein Quellsignal mit harmonischen
Teilschwingungen dhnlich des Spektrums in Abb. 1.5. Dieses Signal besitzt kei-
nerlei Formanten und somit wird die Klangfarbe, wie eben beschrieben, nicht
durch die Glottis und deren Schwingung verursacht, sondern kann nur durch die
Filterwirkung des Vokaltrakts entstehen. Diese Filterwirkung kommt durch die
relativ weichen Begrenzungsflaichen im menschlichen Vokaltrakt zu Stande. Die
Blasinstrumente haben aber harte und glatte Begrenzungsfldchen. Eine Filterwir-
kung kann also bei Blasinstrumenten nicht eine priméare Rolle bei der Entstehung
der Klangfarbe spielen (Neppert 1999, S. 136-140).



1.2 Quelle-Filter-Theorie 17

Abbildung 1.5: Der menschliche Vokaltrakt als einseitig offenes Rohr (Neppert
1999, S. 130) und schematisches Spektrum eines Quellsignals
(Neppert 1999, S. 126).

Bevor aber zu Musikinstrumenten iibergegangen wird, soll dieser Umstand
abstrahiert und formal betrachtet werden. Dafiir wird die Grundfrequenz als
cine von der Zeit abhingige spektrale Verteilung S(t), die Ubertragung als eine
Ubertragunsfunktion D(jw) und die Abstrahlcharakteristik als Funktion R(jw)
definiert. Angewendet auf die menschliche Stimme, ergibt sich der Stimmklang
als F'(jw) = S(jw) x D(jw) x R(jw) , d.h. durch Faltung der Anregungsfunktion
mit der Ubertragungsfunktion und der Abstrahlfunktion (Oechler 2008, S. 86).
Oft werden hierbei die Funktionen D(jw) und R(jw) zur Filterfunktion T'(jw) =
D(jw) x R(jw) zusammengefasst (Fricke 1989b, S. 110).

Bei der menschlichen Stimme wére S also die Grundfrequenz bestimmende
Stimmlippenschwingung und 7" der Filter der durch die Sprachrohre bestimmt
wird. Die Klangfarbe wird also der Grundschwingung durch den Filter aufge-
priagt. Will man dieses Prinzip auf Musikinstrumente anwenden, so bieten sich
als erstes Beispiel die Streichinstrumente an, bei denen S die Anregungsfunktion
in Form der periodischen Saitenanregung ist, der Korpus als Resonanzkorper die
Ubertragungsfunktion D beschreibt und die Schallabstrahlung ebenfalls durch
den Korpus die Abstrahlcharakteristik R ergibt (Fricke 2003, S. 130-132).

Bei Streichinstrumenten und der menschlichen Stimme bestimmt also die Fil-
terfunktion die Klangfarbe. Doch bei anderen Musikinstrumenten, wie zum Bei-
spiel den Blasinstrumenten, hat man keine konstante Filterfunktion, da durch
Betétigen von Klappen oder Ventilen oder Verdecken von Grifiéchern, die Lan-
ge des Resonators mit jeder Tonhohe verkiirzt oder verldngert wird. Somit ergibt
sich mit jeder Tonhohe eine andere Abstrahlcharakteristik R und folglich ein
anderes Filter T (Fricke und Blens 1994, S. 965).

Es stellt sich also wieder einmal die Frage, doch diesmal in formaler Gestalt,
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wie eine konstante Klangfarbe bei Instrumenten mit variierender Abstrahlcha-
rakteristik oder variierender Ubertragunsfunktion entstehen kann. Logisch und
folgerichtig muss man zunéchst zur Basis zuriickkehren - zur Funktionsweise ei-
nes Musikinstruments selbst. Die Anregungsfunktion eines Musikinstruments ist
stets impulsférmig. Dabei konnen jedoch verschiedene Impulsformen auftreten,
die auch den Klang eines Musikinstruments beeinflussen.

Wird ein Musikinstrument nur durch einen einzelnen Impuls angeregt, wie das
zum Beispiel bei einem Klavier durch das Auftreffen des Hammers auf die Saite
der Fall ist, so folgt nach dem Einschwingungsvorgang sofort der Abklingvorgang
(Fricke 1996, S. 189). Es ist also kein stationérer Klang vorhanden.

Im folgenden sollen jedoch vor allem Musikinstrumente behandelt werden die
einen quasi-stationdren Klang aufweisen. Um einen quasi-stationérer Klang zu er-
halten, benotigt man periodisch auftretende Impulse, wobei die Impulse kleinen
Schwankungserscheinungen unterliegen konnen, also nur grob betrachtet peri-
odisch sind. Dabei bestimmt die Periodenlénge die Frequenz des Grundtons, was
noch in Kapitel 2 behandelt wird. Bei einer Geige wird dieser Impuls durch die
Mitnahme und anschliefende Riickfiihrung der Saite durch den Bogen erzeugt.
Bei Blasinstrumenten entsteht der periodische Impuls durch periodische Luft-
stofse, die entweder durch die Lippen des Spielers oder die Verschlusszeiten von
Rohrbléttern erzeugt werden (Fricke 1996, S. 189f).

Kommt man nun wieder zuriick zur Quelle-Filter-Theorie und fiihrt sich wieder
vor Augen, dass auch Musiknstrumente behandelt werden wollen, deren Filter-
funktion nicht konstant ist und die einen quasi-stationdren Klang besitzen, so
liegt es nahe, die einzige Komponente dieser Theorie zu betrachten, die noch
verantwortlich fiir eine konstante Klangfarbe sein kann, namentlich die Anre-
gungsfunktion S des Musikinstruments (Fricke 1989b, S. 100). Doch dass die
Anregungsfunktion iiberhaupt Formanten hervorbringen kann, obwohl auch die-
se bei Dynamikénderung und Tonhéhenédnderung variiert, ist nicht auf den ersten
Blick ersichtlich und so wird dieser Umstand in einem eigenen, dem folgenden,
Abschnitt behandelt.

1.3 Impulsformungstheorie

Die Impulsformung ist eine von Wolfgang Voigt und Jobst Fricke vorgeschlagene
Theorie zur Beschreibung der Entstehung von Formanten im Teiltonspektrum
durch die Impulsform der Anregungsfunktion (Fricke 1975b; 1989b; Voigt 1975).
Diese Theorie dient vor allem der Erklarung einer konstanten Klangfarbe bei
Blasinstrumenten (Oehler und Reuter 2006b). Darum werden die folgenden Aus-
fiihrungen zunéchst auf Blasinstrumente beschréinkt sein.

Eingangs wurde die Antwort auf die Frage nach der konstanten Klangfarbe im
Teiltonspektrum gesucht. Wenn nun tiber Impulsformen gesprochen wird, so sol-
len natiirlich auch die resultierenden Teiltonspektren betrachten werden, jedoch
liegt das Hauptaugenmerk auf der Impulsform selbst, also dem Eingangssignal
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im Zeitbereich. Fricke gibt als Begriindung fiir diesen Sinneswandel vier Griinde
an (vgl. (Fricke 1996, S. 190)):

1. Betrachtet man den Zeitbereich, so konnen die nicht stationdren Vorgéange
im stationdren Klang natiirlicher, also der Realitit angepasst, betrachtet
werden.

2. Das Minimax-Prinzip wird eingehalten. Man kann durch minimale An-
derungen im Zeitbereich groe Anderungen im Frequenzbereich erhalten.
Nimmt man Verédnderungen nur im Frequenzbereich vor, zum Beispiel eine
reine Amplitudenmodulation (siehe auch Abschnitt 1.4), so entspricht dies
nicht dem natiirlichen Klang.

3. Die Amplituden-, Frequenz- und Klangfarbenmodulationen durch Ande-
rungen im Zeitbereich fithren zu natiirlichen Schwankungserscheinungen.

4. Diese Natiirlichkeit findet sich bei Anderungen im Zeitbereich auch in den
Beziehungen zwischen den resultierenden Teilténen im Spektrum.

Wenn nun im Zeitbereich gearbeitet werden soll, muss auch Information dar-
iiber vorhanden sein, wie die Impulsformen fiir die einzelnen Blasinstrumente
aussehen und ob diese zu Formanten im Teiltonspektrum fithren konnen. Als Bei-
spiel dafiir wird im folgenden Abschnitt, als weitere Motivation, unter anderem
die Impulsform eines Fagotts, als Ergebnis der Verschlussphase und Offnungs-
phase des Rohrblattes, betrachtet.

1.3.1 Motivation

Betrachtet man die Filmaufnahme der Schwingungen eines Rohrblattes eines
Fagotts in Abb. 1.6 (Voigt 1975), so erkennt man, dass das Rohrblatt eine an-
niahernd konstante Offnungs- und Verschlusszeit hat und somit ein periodischer
Impuls entsteht. In Kapitel 4 wird ersichtlich, dass sich dadurch im Spektrum
in regelméfigen Abstdnden Minima oder Nullstellen ausbilden, zwischen denen
formantdhnliche Bereiche entstehen, wobei das Spektrum stark vom jeweiligen
Impuls abhéngt (Fricke 1975a).

Den Einfluss der Anregungsfunktion auf das Spektrum hat als erster Fransson
nachgewiesen (Fransson 1966), wobei er feststellte dass Fagott, das Englisch Horn
und die Oboe eine Impulsdauer von 1.2, 0.48 und 0.4 ms besitzen (Fricke 1975a,
S. 408).

Auhagen berichtet weiters iiber die Minima im Frequenzspektrum eines Altsa-
xophons welche bei ca. 800, 1700 und 2800 Hz liegen (Auhagen 1987, S. 709).
Ebenso schreibt Auhagen in dieser Arbeit, dass solche Minima durch asymmetri-
sche Dreiecksimpulsformen erzeugt werden kénnen. Solche Dreiecksimpulsformen
werden noch in Kapitel 4 betrachtet.
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Abbildung 1.6: Filmaufnahmen der Rohrblattschwingung eines Fagotts (vgl.
(Voigt 1975, S. 217) oder (Fricke 1975a, S. 410)).
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Abbildung 1.7: Formantgebiete von Klarinettenkléingen eines Experiments von
Jost aus einer Publikation von Fricke (Fricke 1996, S. 193).
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Es entstehen also Impulse mit verschiedenen, instrumentenspezifischen, Lan-
gen und Frequenzminima. Doch Minima fiihren nicht unbedingt zu Formanten,
da Formanten auch den Klangfarbengesetzen gehorchen miissen, um also solche
identifiziert werden zu konnen. Doch auch die Klangfarbengesetze werden von
Blasinstrumenten eingehalten und in Abb. 1.7 sind zum Beispiel die Formantge-
biete einer Klarinette dargestellt. Eine Untersuchung der Formantgebiete einer
Oboe ist in Voigt und Heptner (1985) zu finden.

Bis jetzt wurden nur Blasinstrumente mit Rohrbléattern besprochen. Doch auch
fiir Blasinstrumente ohne Rohrbldtter entstehen Impulse. Bei Blechblasinstru-
menten werden diese zum Beispiel durch das Schwingen der Lippen geformt. Auch
diese Impulse fithren zu Formantgebieten im Frequenzbereich (Fricke 1989b).

1.3.2 Die Theorie

Folglich wird festgestellt, dass der Klang aller Blasinstrumente durch Impulse,
also durch periodische Anregung, entsteht. Doch nicht nur die Blasinstrumente
werden periodisch angeregt, sondern allgemein gilt dies fiir alle Musikinstrumen-
te. Treffend beschreibt Fricke diesen Umstand:

., Bei allen Musikinstrumenten erfolgt die Schwingungsanregung durch
Impulse. Entweder sind dies (a) einzelne Impulse, nach denen die
Schwingung wieder abklingt, z. B. nach einem Schlagen, Zupfen oder
Stoflen. Oder es sind (b) Folgen von Impulsen, die immer dann auftre-
ten, wenn die Schwingung durch das Aushalten eines Tones tiber einen
bestimmten Zeitraum aufrecht erhalten wird. Dann sind die (aufein-
ander folgenden) Impulse im Takt derjenigen Schwingung synchro-
nistert, die fiir den Nachschub an Energie sorgt und deren Frequenz
sich durch einen SelbststeuerungsprozefS einregelt, wie z. B. bei den
Blas- und bei den Streichinstrumenten.

(Fricke 2000, S. 176)

Im folgenden werden einige Gruppen von Musikinstrumenten besprochen. Bei
Schlaginstrumenten entsteht der Impuls durch Schlagen der Trommel, der Be-
cken, Glocken oder @hnlichem. Bei Chordophonen wird die Saite entweder ange-
schlagen, wie zum Beispiel beim Klavier durch den Klavierhammer, gezupft, wie
zum Beispiel bei den Lauten, oder die Saite wird gestrichen, wie zum Beispiel bei
der Geige. Wird die Saite gestrichen, so erfolgt der Impuls durch das Mitnehmen
und Zuriickschnellen der Geigensaite. Hier werden also kontinuierlich Impulse
erzeugt.

Die kontinuierliche Impulserzeugung ist auch bei Blasinstrumenten gegeben.
Bei Floteninstrumenten werden diese Impulse durch die Wirbelfolge an der Schnei-
de erzeugt. Bei den Rohrblattinstrumenten bewirken die Rohrbléatter Impulse
durch Offnungs- und Verschlussphasen. Bei den Blechblasinstrumeten geschieht
die Impulsgenerierung durch die Lippen des Blésers (Fricke 2000, S. 177f).
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Die Impulsformungstheorie beruht nun darauf, dass diese Impulsfolgen zykli-
sche Spektren bewirken wodurch sich Formantbereiche bilden (Fricke 1989b, S.
112).

Damit die Impulse Formantbereiche erzeugen miissen jedoch zwei Bedingungen
erfiillt sein. Erstens miissen die Abstédnde zwischen den Impulsen bei verschiede-
nen Tonhohen immer gleich bleiben. Wird zum Beispiel die Periodendauer bei
Tonhdhenveranderung verkiirzt, so kann dies nur deshalb geschehen weil sich die
Impulsdauer verkiirzte (Fricke 1989b, S. 113).

Zweitens werden die Grundtonkomponenten der tieferen Toéne eines Musikin-
struments immer zu schwach abgestrahlt, was dazu fiihrt, dass die Hiillkurve im
Frequenzspektrum zu den tieferen Toénen abfallt. Dadurch bildet sich im Bereich
der unteren Teilténe ein Formantbereich aus (Fricke 1989b, S. 113). Diese Wir-
kung des Musikinstruments kann im Frequenzbereich durch einen Hochpassfilter
beschrieben werden (sieche Abschnitt 2.5.2) (Fricke 2003, S. 130).

Durch verschiedene Impulsfolgen lassen sich also alle spektralen Verteilungen
von Obertonen herstellen wobei es vor allem auf die Form der Impulse ankommt,
da diese die spektrale Hiillkurve bestimmen (Fricke 1996, S. 209). Die Impulsfor-
men und ihre Spektren werden in Kapitel 4 behandelt.

1.3.3 Folgerungen

Die Impulsformungstheorie gibt weiters auch eine Erklarung fiir den Spaltklang
und den Verschmelzungsklang. Dadurch, dass die verschiedenen Musikinstru-
mente feste, instrumentenspezifische Formantbereiche besitzen, kann zwischen
den einzelnen Musikinstrumenten in einem Orchester differenziert werden, so-
lang sie nicht durch Musikinstrumente mit &hnlichen Formantbereichen verdeckt
werden (Fricke 1989a). Besitzen die Musikinstrumente jedoch &hnliche Klang-
farben, so wird eine einheitliche Melodie wahrgenommen. Dass zum Beispiel die
Musikinstrumente eines européischen Orchesters zumeist in der Melodie erkenn-
bar bleiben, liegt an der Entwicklung der Musikinstrumente im wiederholtem
Regelkreis zwischen Horen, Bauen und Spielen der Instrumente oder wie Fricke
diese These beschrieb:

,die Musikinstrumente wurden mit den Ohren gebaut “
(Fricke 1989a, S. 277)

Bei der Entwicklung von Musikinstrumenten ist also ebenfalls eine konstan-
te Klangfarbe entscheidend, die durch iterierendes Vorgehen, d.h. bauen-horen-
bauen-horen-..., erreicht werden kann. Bei Musikinstrumenten mit konstanter
Filterfunktion T ist dabei eine konstante Klangfarbe leichter zu erreichen. Bei
Blasinstrumenten jedoch erfordert eine konstante Klangfarbe eine langwierige
Entwicklung durch die Instrumentenbauer, die durch unbewusste Anwendung
von physikalischen Gesetzen die Erzeugung von Formantbereichen bewerkstellig-
ten (Fricke 1992).
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Dabei spielen vor allem die Minima im Teiltonspektrum eine grofse Rolle, da
diese es dem Menschen ermoglichen, einzelne Musikinstrumente im Orchester
erkennen zu konnen. Diese Minima sind aber nur bei Variation der Tonhdhe
oder bei Verdnderung der Lautstérke konstant. Weiters gilt dies auch nur fiir ein
konkretes Musikinstrument. Wird nun aber das Musikinstrument oder die Spiel-
art leicht veréndert, so wird dennoch das Musikinstrument eindeutig erkannt.
Es muss also gewisse Varianzen geben, die unser Gehor toleriert. Fricke fasst
die Merkmale eines Musikinstrumentes, die gegeben sein miissen, um selbiges zu
erkennen, in 4 Punkten zusammen (Fricke 1996, S. 195):

1. Gleiche Hiillkurve und gleichartige Einschwingungsvorgénge im Zeitbereich.
Unter gleichartigen Einschwingungsvorgingen werden solche bezeichnet,
die vom Gehor als gleich empfunden werden. Die Bedeutung des Ein-
schwingungsvorgang ist aber nicht fiir alle Musikinstrumente gleich. Bei
Musikinstrumenten die keinen stationdren Klang besitzen, bei denen also
der Einschwingungsvorgang direkt vom Ausklingvorgang abgeldst wird, hat
der Abklingvorgang die Funktion des stationdren Klanges. Damit ist bei
diesen Musikinstrumenten der Verlauf des Abklingvorgangs von zentraler
Bedeutung (Fricke 2000, S. 180).

2. Gleiche Schwankungserscheinungen oder feinmodulatorische Vorgénge (sie-

he Abschnitt 1.4).

3. Feste Formanten im Bereich von 200 Hz bis 4000 Hz. Diese diirfen sich weder
durch Tonhohe noch Spielstiarke verdndern um dem Klang eine einheitliche
Féarbung zu geben (Fricke 2000, S. 180).

4. Instrumententypische Spielfiguren, die sich im Laufe der Geschichte als
Erkennungsmerkmal des Musikinstruments herausgebildet haben.

1.4 Klangfarbenmodulation

Ein weiterer Vorteil der Impulsformungstheorie ist, dass auch die feinmodula-
torischen Vorgénge, wie etwa das Vibrato, beschrieben werden kénnen (Reuter
und Oehler 2011). Grundsétzlich kann man solche Vorgénge durch Amplituden-
modulationen oder Frequenzmodulationen nachahmen (Fricke und Blens 1994,
S. 966).

Eine reine Amplitudenmodulation verdndert die Amplitude eines jeden Teil-
tons um die gleiche relative Starke, d.h. um den gleichen Prozentsatz. Eine reine
Amplitudenmodulation kommt jedoch in der Klangerzeugung nicht vor, da eine
Verinderung der Amplitude immer mit einer Verdnderung der Frequenz einher-
geht (Fricke und Blens 1994, S. 966).

Bei den Frequenzmodulationen wird in vier Arten unterschieden. Die erste
ist die Impulsbreitenmodulation bei der nur die Pulsbreite jedoch nicht die Pe-
riodenldnge verdndert wird. Im Frequenzspektrum wird dadurch die Hiillkurve



24 1 Einleitung

entweder gestaucht oder auseinander gezogen bei gleichzeitiger Anpassung der
Amplitude. Diese Wirkung findet sich auch bei einer Anderung der Dynamik.
Somit ist die Impulsbreitenmodulation eine Moglichkeit die Klangfarbendyna-
mik zu beschreiben (Fricke und Blens 1994, S. 966). Wie dieser Vorgang mit
der Impulsform zusammenhéngt, kann erkannt werden, wenn der Luftstrom des
Rohrblattes eines Fagotts betrachtet wird (siche Abb. 1.6). Hier erkennt man,
dass beim fortissimo-Spiel der Ubergang zwischen Offnungs- und Verschlusspha-
se steiler wird, beim pianissimo hingegen ein sanfter Ubergang stattfindet. Dies
entspricht einer Verldngerung der Pulszeit. (Fricke 1996, S. 207).

Im Gegensatz dazu kann man aber auch die Impulsbreite konstant halten und
die Periodenldnge verédndern. Dabei wandern die Teiltone innerhalb der Hiill-
kurve zueinander oder auseinander, je nach Verlangerung oder Verkiirzung der
Periodenlange. Die Hiillkurve jedoch verdndert sich nicht. Dies entspricht dem
Tonleiterspiel, da sich nur die Frequenz, aber nicht die Formanten und somit
die Klangfarbe veréndert (Fricke und Blens 1994, S. 966). Betrachtet man nun
wieder die Offnungs- und Verschlussphasen eines Musikinstruments, so bedeutet
dies, dass die Offnungsphasen kiirzer werden (Fricke 1996, S. 207).

Eine weitere Variante ergibt sich dadurch, dass man den Abstand zwischen
den Impulsen konstant lisst, d.h. bei einer Anderung der Impulslinge wird in
gleichem Mafe auch die Periodenlénge verédndert (Fricke und Blens 1994, S. 966).
Eine Verdnderung der Periodendauer ist also nur durch die Verdnderung der Im-
pulsbreite moglich. Diese Modulation beschreibt die sogenannten Schwankungs-
erscheinungen (Fricke 1996, S. 214).

Verandert man die Impulsldnge, die Periodendauer und die Impulspause pro-
portional zueinander, so gelangt man zur reinen Frequenzmodulation, bei der nur
die Hillkurve gestreckt oder gestaucht wird, ohne die Amplitude zu verdndern.
Ebenso wie die reine Amplitudenénderung ist auch die reine Frequenzénderung
in der natiirlichen Klangerzeugung nicht gegeben, da, wie schon erwahnt, jede
Anderung der Frequenz auch eine Anderung der Amplitude bewirkt und umge-
kehrt (Fricke und Blens 1994, S. 966).

Anderungen in Dynamik und in der Tonhohe werden also am besten durch die
Impulsbreitenmodulation und die Periodenldngenmodulation beschrieben (Fricke

1995).

1.5 Die Synthese eines natiirlichen Klanges

Ein synthetischer Blasinstrumentenklang kann folglich durch Impulsformen er-
zeugt werden. Fin Programm zur Erzeugung eines Blasinstrumentenklanges be-
notigt dafiir die Moglichkeit der Eingabe verschiedener Impulsformen, eine An-
zeige des Frequenzspektrums, um dieses mit den Frequenzspektren echter Instru-
mente zu vergleichen und die Méglichkeit der Anwendung verschiedener Filter.
Die Frequenzspektren und die Anwendung der Filter konnen durch die, im néchs-
ten Kapitel beschriebene, Fouriertheorie berechnet werden.



2 Fouriertheorie

Das Ziel dieses Kapitels ist es, verschiedene Impulsformen in deren zugehorige
Teiltonspektren zu zerlegen. Dafiir werden die Ausfithrungen von Wagner (1947),
Meyer (2011), Guillaume (2006), Benson (2006), von Griinigen (2008) verwendet
und die Impulsform als ein periodisch auftretendes Signal (siche Abb. 2.1) mit
Periode 27T € R betrachtet. Um diesen Impuls mathematisch mittels der Fou-
riertheorie beschreiben zu konnen, wird er als reellwertige, periodische Funktion
f : R — R aufgefasst.

2T
Abbildung 2.1: Periodisches Signal mit Rechtecksimpuls.

Definition 2.1 (Periodische Funktion). Eine Funktion f heifit periodisch falls
eine Zahl'T € R existiert sodass fir alle t € R

fE+T)=f(t)
qgilt.

Die Beschreibung von Fourierpolynomen, Fourierreihen oder Fouriertransfor-
mationen ist je nach Literatur unterschiedlich. Im Laufe dieses Kapitels werden
einige dquivalente Schreibweisen besprochen. Die erste Festlegung die man dabei
machen muss, ist die Beschreibung des periodischen Intervalls, also des Definiti-
onsgebiets der Funktion f. Wichtig ist hierbei nur, dass die Intervalllinge genau
der Periode entspricht, d.h., der Startpunkt kann beliebig gewéhlt werden. Die
Impulse werden im folgenden zentriert um 0 betrachtet und daher wird als De-
finitionsbereich der Funktion f das Intervall I = [T, T] gewéahlt. Natiirlich ist
auch I = [0,27] oder allgemein fiir a € R das Intervall I = [a, a + 2T moglich.

Zusammengefasst ist nun also eine 27" periodische, reellwertige Funktion f auf
dem Intervall I = [T, T| gegeben, die den Impuls beschreibt. Dieser Impuls soll
nun in dessen Partialtone zerlegt werden, d.h., der aus dem Impuls resultierende
Ton soll als Summe seiner Teiltone an den entsprechenden Frequenzen aufgefasst
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werden (siehe auch (Guillaume 2006, S. 34f)). Dies entspricht einer trigonome-
trischen Néherung, dem sogenannten Fourierpolynom. Um das Fourierpolynom
eines Impulses zu berechnen, kann man den Impuls entweder als kontinuierliche
Funktion, wie dies bis jetzt gemacht wurde, auffassen oder den Impuls in endliche
viele Punkte zerlegen, also durch ein diskretes Signal ersetzen. Dafiir wird die
Funktion an den Zeitpunkten ¢, ausgewertet, d.h., die Funktion f ist nur an den
Stellen fi, = f(tx) gegeben.

Im ersten Fall bekommt man eine kontinuierliche Fourierkoeffizientendarstel-
lung, die fiir Rechtecks-, Dreiecks- und Sinussignale verwendet wird. Im zweiten
Fall bekommt man die diskrete Fourierkoeffizientendarstellung, die auf beliebige
periodische Signale, die nur an einzelnen Punkten Werte aufweisen, also keine
kontinuierliche Darstellung besitzen, angewendet wird. Bevor die diskrete Dar-
stellung besprochen wird, werden im folgenden die kontinuierlichen Fourierpoly-
nome definiert und die Fourierkoeffizienten von einigen Impulsformen berechnet.

2.1 Kontinuierliche
Fourierkoeffizientendarstellung

In diesem Abschnitt sei f als 27" periodische, quadratisch integrierbare Funktion
von R nach R gegeben. Eine Beschreibung der kontinuierlichen Fourierkoeffizi-
enten findet sich unter anderem in (Meyer 2011, S. 20-27).

2.1.1 Darstellung mittels Sinus und Cosinus

Nun soll der Ton eines Impulses mittels der Frequenzen der Teiltone beschrieben
werden. Dafiir wird zunéchst ein Polynom, dass den Impuls approximiert, das
Fourierpolynom, definiert.

Definition 2.2 (Fourierpolynom in Sinus/Cosinus Darstellung). Ein Fourierpo-
lynom vom Grad n ist das trigonometrische Polynom

Fo(t) = % + 3" (ax cos(kwt) + by sin(kwt))
k=1

wobei ay, und by die Fourierkoeffizienten von F,, sind und w = w/T die Kreisfre-
quenz beschreibt.

Die Koeffizienten a; und b, des trigonometrischen Polynoms sind wie folgt
gegeben:

Satz 2.1 (Fourierkoeffizienten in Sinus/Cosinus Darstellung). Sei f € I stiick-
weise stetig und beschrinkt. Fir n € N sind die Koeffizienten des bestapprozi-
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mierenden Polynoms gegeben durch (k=0,...,n)

1 (T
= — k d
ay T/Tcos( wt) f(t)dt,

1 (7
b = —/ sin(kwt) f (t)dt.
T ) r

Geht man nun mit n — oo so erhélt man die Fourierreihe. Mit dieser kann man
jede periodische, quadratisch integrierbare Funktion f durch eine Reihenentwick-
lung von sinus- und cosinus-Werten beschreiben. Folglich hat die Fourierreihe die
Form

o

f(t) = % + 3 (arcos(kewt) + bysin(kwt)).

k=1

Der Impuls wird also durch seine Schwingungskomponenten dargestellt. In
dieser Form ist jedoch noch nicht ersichtlich wie diese mit den Teiltonen zusam-
menhéngen. Um dies zu sehen bendtigt man eine dquivalente Formulierung des
Fourierpolynoms, die sogenannte Amplitduen-/Phasen-Darstellung.

2.1.2 Darstellung mittels Amplitude und Phase

Der Zusammenhang zwischen den Teilténen und den Fourierkoeffizienten des
Fourierpolynoms ergibt sich dadurch, dass man die Fourierkoeffizienten a; und
by, durch die Koeffizienten A;, = \/a% + bi ausdriickt. Diese bezeichnen nun genau
die Amplitude des jeweiligen Teiltons mit Frequenz k/(27") (Ebeling 1999, S. 50f).
Benutzt man diese Schreibweise, so erhélt man eine dquivalente Formulierung des
Fourierpolynoms.

Definition 2.3 (Fourierpolynom in Amplituden-/Phasen-Darstellung). Ein Fou-
rierpolynom vom Grad n in Amplituden-/Phasen-Darstellung ist das trigonome-
trische Polynom

Fa(t) = 5 + > Apcos(kwt — )
k=1

wober Ay die Amplitude, also den Betrag der Fourierkoeffizienten,
Ak = A / ai + bz,
beschreibt und die Phase durch
or = atan2(by, ax)

definiert ist.
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Anmerkung 2.1 (atan2). Da der atan2 vielleicht nicht allgemein bekannt ist,
wird er hier zwecks Vollstindigkeit beschrieben.

(arctan(%) falls © >0

arctan(?) + 7 falls x < 0 und y > 0
atan2(y, ) = arctan(¥) — 7 falls v <0 und y <0

2 falls x =0 und y > 0

-3 falls x =0 und y < 0

L0 falls x =0 und y =0

Wie schon erwédhnt handelt es sich bei der Amplituden-/Phasen-Darstellung
um eine dquivalente Formulierung zur Sinus-/Cosinus-Darstellung, d.h., es kann
von der Amplituden-/Phasen-Darstellung durch die Formeln

ap = — Ay, cos(¢x)
bk = Ak sm(gbk)
auf die Sinus-/Cosinus-Darstellung zuriickgerechnet werden.
Eine weitere dquivalente und héufig benutzte Darstellung des Fourierpolynoms
ergibt sich durch die Umrechnung der sinus- und cosinus-Terme im Fourierpo-

lynom auf die komplexwertige Exponentialfunktion exp(iz) = cos(z) + isin(z)
(Meyer 2011, S. 22f).

2.1.3 Komplexe Darstellung

Zunéchst werden wieder das Fourierpolynom und die Fourierkoeffizienten in kom-
plexer Schreibweise definiert.

Definition 2.4 (Fourierpolynom in komplexer Darstellung). Ein Fourierpoly-
nom vom Grad n in komplexer Darstellung ist das trigonometrische Polynom

n

F.(t) = Z cx exp(ikwt)

k=—n

wobei ¢, die Fourierkoeffizienten in komplexer Darstellung

1 /7
k= 5m /_T f(t) exp(—ikwt)dt
sind.
Hierbei handelt es sich wiederum um eine dquivalente Formulierung. Daher

kann auch wieder zwischen den einzelnen Darstellungen gewechselt werden. Um
von der Sinus-/Cosinus-Darstellung zur komplexen Darstellung zu gelangen ver-
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wendet man die Formeln

1 .
C, — é(ak — Zbk)

1
C_ = §<6Lk + Zbk)

und fir die Umkehr die Formeln

wobei Rt den Realteil und & den Imaginérteil einer komplexen Zahl bezeichnet.
Um von der Betrags-/Amplituden-Darstellung zur komplexen Darstellung zu ge-
langen verwendet man die Formeln

Cp = 716 exp(idy)

C_fp = 7k exp(—igy)
und fiir die Umkehr die Formeln

Ak = 2\/ckc,k = 2|Ck| = 2|C,k‘

¢ = arg(c,) = arctan (;EZ‘;;) .

In diesem Kapitel werden die Fourierkoeffizienten a; und b, einiger Impuls-
formen berechnet. Diese Impulsformen haben bestimmte Eigenschaften, die die
Berechnungen erleichtern und welche im folgenden behandelt werden.

2.1.4 Gerade und ungerade Funktionen

Eine Vereinfachung der Berechnung der Fourierkoeffizienten ergibt sich, wenn
man etwas iiber die Struktur der Funktion f weifl. Dafiir werden die Begriffe der
geraden und ungeraden Funktion definiert.

Definition 2.5 (Gerade und ungerade Funktionen). Fine Funktion f wird gerade
genannt, wenn sie fiir alle Werte x im Definitionsbereich

fx) = f(—x)

erfillt. Ahnlicherweise wird eine Funktion f ungerade genannt, wenn fir alle
Werte x im Definitionsbereich

f(z) = =f(-x)
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qgilt.

Bevor zur Berechnung der Fourierkoeffizienten tibergegangen wird, werden nun
zwei Beispiele vorgestellt.

Beispiel 2.1 (Gerade und ungerade Funktionen). Fir die Sinus und Cosinus
Funktion gelten

sin(z) = —sin(—x)

cos(x) = cos(—x)

womit die Sinus-Funktion eine ungerade Funktion ist und Cosinus eine gerade
Funktion. Sei weiters g' eine gerade Funktion und g* eine ungerade Funktion.
Dann gilt fir das Produkt

dass dieses eine ungerade Funktion ist. Ahnlich kann man nachrechnen, dass
das Produkt von je zwei geraden oder zwei ungeraden Funktionen eine gerade
Funktion ergibt.

Es werden nun die Fourierkoeffizienten von allgemeinen ungeraden und geraden
Funktionen berechnet. Sei zunéchst eine ungerade Funktion f auf dem Intervall
[—T,T] gegeben. Dann ergibt der nullte Fourierkoeffizient

und da f - cos als Produkt einer geraden Funktion mit einer ungeraden Funktion
ebenfalls ungerade ist

ap = %/T cos(kwt) f(t)dt = 0.

-T

Somit ist das trigonometrische Polynom einer ungeraden Funktion nur durch die
bk, also die sinus Terme, gegeben. Das Polynom lautet folglich

F,.(t) = i by sin(kwt)

wobel

by = %/T sin(kwt) f(t)dt.
0
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Sei f nun eine gerade Funktion. Dann sind die a; durch

ar = %/OT cos(kwt) f(t)dt

gegeben und da das Produkt einer geraden Funktion mit einer ungeraden Funk-
tion ungerade ist sind

by — %/T sin(kwt) £ (£)dt = 0.

=T

Somit ist das trigonometrische Polynom einer geraden Funktion durch
F.(t) = % + ; ay, cos(kwt)

gegeben. Mittels dieser Vereinfachungen werden nun die Fourierkoeffizienten des
Rechtecks-, Dreiecks- und Sinusimpulses berechnet.

2.1.5 Der Rechtecksimpuls

Der erste Impuls, der behandelt wird ist der Rechtecksimpuls in Abb. 2.2. Dieser
Impuls ist auf dem Intervall [—T,T] durch die Funktion

A falls —7<t< T
t) = - =
f( ) {O sonst
gegeben.
A i
=T —T 0 T T

Abbildung 2.2: Rechtecksimpuls mit einer Impulsbreite von 27, einer Perioden-
lange von 27 und der Amplitude A.
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Da der Rechtecksimpuls eine gerade Funktion ist, miissen nicht alle Fourier-
koeffizienten berechnet werden. Aus dem vorigen Abschnitt ist bekannt, dass die
Fourierkoeffizienten b, = 0 und die ay, sind (vgl. (Oehler 2008, S. 90)

2AT

A kel

/ 0 / a =7
2A sin(kwt)|”

2
/f t)cos(kwt)d :T/A s(kwt)dt = T To

_ 2Asin (kwT)
T  kw

2.1.6 Der symmetrische Dreiecksimpuls

Der zweite Impuls ist der symmetrische Dreiecksimpuls in Abb. 2.5. Dieser ist
durch die Funktion

A(l—t/7) falls0<t<rT
ft) =CqA(l+t/7) falls —7<t<0

0 sonst

auf dem Intervall [T, T'| gegeben.

-T —T 0 T T

Abbildung 2.3: Dreiecksimpuls mit einer Impulsbreite von 27, einer Periodenlén-
ge von 27 und der Amplitude A.

Der Dreiecksimpuls ist wie der Rechtecksimpuls eine gerade Funktion. Daher
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sind die Fourierkoeffizienten b, = 0 und die a; sind (vgl. (Oehler 2008, S. 90)

T

2 [T 2 (7 24 t2

/ f(t)cos(kwt)dt = — / A(1 = t/7) cos(kwt)dt
_ <—Cos(kwt) + kw(—t+7) sin(kwt)) !

k2w2r

?
_ % <1 —cos(km))

0

k2w2Tt

2.1.7 Der Sinusimpuls

Im Fall des Sinusimpulses ist die periodische Funktion f in Abb. 2.4 auf dem
Intervall [T, T als

0 sonst

F) {Asin ((t/7+1)%) falls —r<t<r

gegeben.

=T —T 0 T T

Abbildung 2.4: Sinusimpuls mit einer Impulsbreite von 27, einer Periodenlénge
von 27 und der Amplitude A.

Auch der Sinusimpuls ist eine gerade Funktion. Daher sind wiederum die Fou-
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rierkoeffizienten b, = 0 und die a; sind

/‘f /]A$HQUT+Ug>ﬁ

<2T sin((m )/(27)))

0

T
_4A7‘
T’

= g/ f(t)cos(kwt)dt = %/OTAsin((t/T + 1) % (7/2)) cos(kwt)dt
_Ar (sm( (kw — 7/(27))) N sin(t(kw + W/(QT)))) 7

™

T kwr — /2 kwt + m/2 0
A7 (sin(kwr —7/2)  sin(kwr +7/2)\ |
T ( kwt — /2 kwr +7/2 ) 0

AT

T —(si(kwT — 7/2) + si(kwT + 7/2))

mit si(z) = S22,

2.1.8 Der asymmetrische Dreiecksimpuls

Im Fall des asymmetrischen Dreiecksimpulses ist die periodische Funktion f in
Abb. 2.5 auf dem Intervall [T, T als

Al —t/ty) falls 0 <t <ty

0 sonst

gegeben.

Im Gegensatz zu den vorangegangen Impulsen ist der asymmetrische Dreieck-
simpuls weder durch eine gerade noch durch eine ungerade Funktion darstellbar.
Daher ergeben sich fiir alle Fourierkoeffizienten a; und b, nicht verschwindende

Werte wobei
/ £#) (/O(l—UhMﬁ+AmAu—¢ﬁgﬁ)

O + <t t2) :
. 2, /|,
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-T t 0 to T

Abbildung 2.5: Asymmetrischer Dreiecksimpuls mit einer Periodenldnge von 27
und der Amplitude A der bei t; beginnt und bei ¢5 endet.

/ f(t) cos(kwt)d

-7 (/t A(1 —t/ty) cos(kwt)dt + /Otz A(l —t/ty) cos(k;wt)dt)
i é ( <1kw(t1 — t) sin(kwt) — cos(kwt)) 0
T

k2w2t1

t1

to
0

N (k:w(tg — t) sin(kwt) — cos(k:wt))

k2w2t2
A (cos(k:wtl) -1 1- cos(kth))
=7 ,

k2w2t1 k2w2t2

und

f sin(kwt)dt

\
3

0 t2
A(1 — t/ty) sin(kwt)dt +/ A(l —t/ty) sin(k:wt)dt)
0

’ﬂl:b- 'ﬂIH 'ﬂIH

kw(t — t1) cos(kwt) — sin(kwt)
k2 2t1

(= h
(kw(t — t5) cos(kwt) — sm(k:wt))

k2w2t2 0 )

sin(kwty) — kwty;  kwty — sin(kwts)
k2w 2t1 k2w2t2

a1y
il
3
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2.2 Fouriertransformation

Um eine diskrete Fourierdarstellung fiir beliebige Impulse zu bekommen werden
zunéchst die kontinuierliche und diskrete Fouriertransformation hergeleitet.

2.2.1 Kontinuierliche Fouriertransformation

Die Fourierreihe ist nur fiir periodische Funktionen definiert. Um die Frequenz-
zusammensetzung einer nicht periodischen Funktion zu beschreiben bedient man
sich der Fouriertransformation (von Grunigen 2008, S. 28). Es wird nun von der
komplexen Darstellung der Fourierreihe ausgegangen, welche

x(t) = Z QT/ t) exp(—ikwt)dt exp(ikwt)

1
= Z/ t) exp( ikwt)dtexp(ikwt)ﬁ

k=—o00

lautet. Fiir die Herleitung der Fouriertransformation soll im folgenden nur die
Umformungsidee skizziert und nicht die genaue Umformung beschrieben werden.
Dafiir wird die Grundfrequenz mit f = 1/(27") bezeichnet und mit mit der
Intervalllinge wird gegen unendlich gegangen, d.h., T" — oo. Somit erhélt man

/ / t) exp(—i27 ft)dt exp(i2m ft)df.

Das innere Integral ergibt nun genau die Fouriertransformierte, welche die kom-
plexwertige Funktion

X(f) = /_ " u(t) exp(—i2r ft)dt

o0

ist. Um wieder zur urspriinglichen Funktion zu kommen verwendet man dann
die inverse Foueriertransformation

= /OO X (f)exp(i2m ft)df.

Die Fouriertransformation sagt aus, mit welcher Starke und mit welcher Phase
eine Sinusschwingung mit Frequenz f in der Funktion vorkommt (von Griinigen

2008, S. 29).

2.2.2 Diskrete Fouriertransformation

Um die diskrete Version der Fouriertransformation zu erhalten, wird davon aus-
gegangen, dass eine Funktion nur auf diskreten Punkten kL, k € N ausgewertet
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wird, wobei L das Abtastintervall bezeichnet (sieche auch (von Griinigen 2008,
S. 163ff)). Verwendet man diese diskreten Punkte, so wird die kontinuierliche
Fouriertransformation

X(f) = /_ " a(t) exp(—i2x fr)dt
Xq(f) = Z x(nL)exp(—i2r fnL)L.

Wertet man diese Funktion nur an endlich vielen Punkten aus, also an N Punk-
ten, und dividiert man durch das Abtastintervall L, so kommt man zur Form

N-1

Xa(f) = w(nl)exp(—i2m fnlL),

n=0

welche auf N Aquidistanten Frequenzstellen auswertet wird, d.h. es wird f =
k/(L- N) gesetzt, und somit zu

o) = 5 sy (k)

wird. Da k die einzige Variable ist, wird die diskrete Fouriertransformierte als

N-1

X[k} = an]exp (—iQW%) .

n—

definiert und auf dhnliche Weise erhilt man auch die inverse diskrete Fourier-
transformierte (siehe auch (Meyer 2011, S. 165))

o] = %ngm] exp (m%”) |

Mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation wird im folgenden die diskrete
Fourierreihendarstellung von Impulsen hergeleitet.

2.3 Diskrete Fourierdarstellung

Impulse von Musikinstrumenten konnen zwar manchmal durch Rechtecks-, Dreiecks-
oder Sinusimpulse approximiert werden, jedoch sind auch Impulsformen denkbar,
die nicht durch diese Formen dargestellt werden kénnen. Um andere Impulsfor-
men zu erfassen, wird die diskrete Darstellung der Fourierreihe und der Fourier-
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koeffizienten verwendet. Dafiir ist nun keine kontinuierliche Funktion f, sondern
nur Auswertungen an Punkten der Funktion, d.h. nur die Punkte f, = f(tx),
gegeben. Wird nun das eingangs skizzierte Signal, Abb. 2.1, betrachtet, so ist
dieses diskret eine Folge von Werten an den Stellen t;, sieche Abb. 2.6.

to t1 t2 t3 ty t5 te t7 tg tg tiotiitiatiztiatistieti7zlistiotaotaitantastastastastartagtagtszotsl

Abbildung 2.6: Periodisches, diskretes Signal mit Rechtecksimpuls.

Wird zuerst die komplexe Darstellung der Fourierreihe betrachtet welche

t) = i cx exp(ikwt)

k=—o00

lautet, so konnen die diskreten Fourierkoeffizienten in komplexer Darstellung
mittels der diskreten Fouriertransormation dargestellt werden. Diese lauten (vgl.
(von Griinigen 2008, S. 172))

N-1
1 1 o kn
cr = NX[]{:] =5 x[n] exp <—127Tﬁ> :

n=0
Dies ist wiederum nur eine Darstellungsform der diskreten Fourierreihe. Wie im
Fall der komplexen Fouriereihe kann auch die diskrete Fourierreihe in Amplituden-
/Phasen-Notation
Ao + i A (kwt — @)
= — cos(kwt —
5 - k k

geschrieben werden, wobei

Ay = - X[0
Ay = %X[k]
o1, = arg(X[k])

also genauso wie im kontinuierlichen Fall bestimmt werden (vgl. (von Griinigen
2008, S. 172)). Ahnlicherweise lisst sich auch die Sinus-/Cosinus-Darstellung in
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diskreter Form realisieren, wobei die Fourierreihe durch

ao
=5 + Z ay cos(kwt) + by sin(kwt)) .

00
k=1

gegeben ist, und die Fourierkoeffizienten durch
9 n—1
== kwt ;) f(t;
o = 5 3 conlhat )] (1)

by — %isin(kwtj) £(t5)
=0

bestimmt sind.

2.3.1 Sonstige Impulsformen

Werden nun beliebige Impulsformen betrachtet (siehe zum Beispiel Abb. 2.7)
so berechnen sich die diskreten Fourierkoeffizienten auf dem Intervall 0 bis 27T
durch Abtastung des Signals an N &quidistanten Stellen, d.h., der Impuls ist
durch einen Vektor der Lange N gegeben. Anschlieffend kann die diskrete Fou-
rierreihe oder das diskrete Fourierpolynom dhnlich zum kontinuierlichen Fall, wie
im vorigen Abschnitt beschrieben, ausgerechnet werden.

0 2T
Abbildung 2.7: Beliebige Impulsform.

Durch solche frei gezeichneten oder beliebigen Impulse kénnen verschiedens-
te Spektren erreicht werden, die mit Rechtecks-, Dreiecks-, oder Sinusimpulsen
alleine nicht moglich sind (siehe Kapitel 4).
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2.4 Das Gibbs Phanomen

Bis jetzt wurde verschwiegen, wie das Fourierpolynom eine Funktion bestappro-
zimiert. Dies gilt ndmlich nur in der L? Norm

12 = / (@) P

und nicht in der Betragsnorm des L*>°. Dies hat zur Folge, dass bei einer Impuls-
form mit einer Sprungstelle, wie zum Beispiel beim Rechtecksimpuls in Abb. 2.8,
bei der Riicktransformierten an der Sprungstelle Uberschwinger mit einer Hohe
von ungefahr 9% des Signals auftreten (Meyer 2011, S. 20).

80F E| 80F
75F E 75F
65F E 65
60 | E 60 |
55 F E 55
50 F E 50
%’ 45 F § 45 F
I 40F S 40F
& st £ )
30F E 30F
25F E 25
20F E 20 F
15F E 15F
10F E 10 |
5F E 5F
0 b PP PP TP o s s e s e 0 ‘d TRV hv
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
Zeit [ms] Zeit [ms]

Abbildung 2.8: Rechtecksimpuls im Original und dessen Riicktransformation.

Bei Impulsformen mit Sprungstellen kann also bei der Riicktransformation
nicht mit der exakten Reproduzierbarkeit gerechnet werden. Als Beispiel ist in
Abb. 2.8 ein Rechtecksimpuls als Eingangssignal und dessen Riicktransformier-
te dargestellt. Klar sind die Uberschwinger zu erkennen. Fiir den Horeindruck
diirfte dies jedoch keine grofien Anderungen bedeuten, da das menschliche Ohr
zwar auf zeitliche Verschiebungen von schnellen akustischen Vorgéngen im Mil-
lisekundenbereich reagiert (Esper 2002, S. 77), jedoch kleine Uberschwinger als
von geringer Bedeutung einzustufen sind (Esper 2002, S. 70).

2.5 Filter

In der Einleitung wurde erwéahnt, dass Musikinstrumente fiir die tiefsten Kom-
ponenten eines Tones zu klein sind, wodurch die tieferen Teiltone im Spektrum
schwécher ausfallen, als dies durch die Impulse erzeugt werden wiirde. Dies kann
in der Fouriertheorie mittels eines Hochpassfilters realisiert werden. Daher wird
im folgenden eine kurze Einfiihrung zu Filtern gegeben.
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Abbildung 2.9: Amplitudengénge der Filterapproximation (an der horizon-
talen Linie von links nach rechts): Cauer, Tschebyscheff-I,
Tschebyscheft-11, Butterworth, Bessel, kritisch geddmpfter Filter
(Meyer 2011, S. 126).

Filter sind dazu da, gewisse Frequenzen aus dem Spektrum abzumindern bzw.
gewisse Frequenzen durchzulassen. Grundsétzlich kann man drei Arten von Fil-
tern unterscheiden: Der Tiefpassfilter, welcher die unteren Frequenzen gleich be-
ldsst oder nur wenig vermindert und die hoheren stark abschwécht, der Hoch-
passfilter, welcher eine Umkehrung des Tiefpassfilters darstellt indem die unteren
Frequenzen stark abgeschwécht werden und die hoheren gleich bleiben, und der
Bandpassfilter, der die Frequenzen nur in einem gewissen Bereich gleich belédsst
und alle anderen Frequenzen filtert, also vermindert (Hartmann 1997, S. 195ff).

Hat man nun eine Funktion im Frequenzspektrum gegeben, also die Fourier-
transformierte der Funktion, so wird das Eingangsspektrum X durch den Filter
H zu dem Ausgangsspektrum Y durch

was im Zeitbereich betrachtet, also die inverse Fouriertransformierte dieses Pro-
dukts, dem Faltungsprodukt

y(t) = /Oo h(t —t")x(t")dt’

entspricht wobei z die inverse Fouriertransformierte von X, y die inverse Fou-
riertransformierte von Y und h die inverse Fouriertransformierte von H ist. Die
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Funktion h wird auch die Impulsantwort genannt und ist durch die inverse Fou-
riertransformation als

h(t) = /OO H(f)exp(i2m ft).

gegeben. Werden nun die diskreten Fouriertransformierten betrachtet, also

so ergibt sich eine Beziehung zwischen der Filterwirkung auf die Fouriertrans-
formierten und die damit korrespondierende Filterwirkung auf die Fourierreihe.
Dafiir werden im folgenden die komplexen Fourierkoeffizienten von X [k] und Y'[k]
betrachtet. Wie schon besprochen gilt

1

| 1
¢ = YK = T HKX[K] = eI

wobei die Formel fiir Y [k] eingesetzt und die Fourierkoeffizienten von Y'[k] durch
die Fourierkoeffizienten von X [k] multipliziert mit der Filterfunktion dargestellt
wurden. Von Interesse ist in weiterer Folge, welche Wirkung dies auf die Ampli-
tude und die Phase unseres Impulses hat. Die Amplitude und die Phase von Y'[k]
lassen sich wie folgt berechnen

Ay = 2lc| = 2[cx HIK]| = 2lcx|[H[E]| = Ax|H[K]|
o), = arg(c,) = arg(cy H[k]) = arg(ck) + arg(H[k]) mod 27
= ¢ + arg([Hy]) mod 27

wobei verwendet wurde, dass der komplexe Betrag multiplikativ ist und dass eine
Multiplikation im Argument zu einer Addition von Argumenten fiithrt. Dabei
werden H k] der Frequenzgang, |H[k]| der Amplitudengang und arg(H[k]) der
Phasengang bezeichnet (Meyer 2011, S 79).

2.5.1 Tiefpassfilter

Es gibt verschiedene Arten von Approximationen fiir ideale Tiefpésse. Abb. 2.9
gibt eine Ubersicht iiber die Amplitudengéinge der Tschebyscheff-I, Tschebyscheff-
II, Cauer und Bessel Approximation und eines Filters mit kritischer Dampfung.
Wie in dieser Abbildung zu sehen ist, haben die meisten Approximationen einen
schwingungsartigen Verlauf im Grenzbereich. Es soll jedoch einen glatter Verlauf
erreicht werden, weshalb im folgenden der Besselfilter beschrieben wird.

Die Ubertragungsform des Besselfilters hat die Form H(s) = exp(—s) und die
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Ubertragungsfunktion des Besselfilters n-ter Ordnung kann durch

n 00(8)
B~ g 6y
0n(s) = Zaksk,
k=0
_ (@2n—k)
U= gnkkl(n — k)

approximiert werden wobei v die gewiinschte Grenzfrequenz bezeichnet (Storch

1954; Thomson 1949).
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Die Ubertragungsfunktion des Besselfilters 2. Ordnung ist also

H(s)

3
T 343(s/7) + (5/7)?

und der zugehérige Frequenzgang lautet H?(if). Nun kann auch der Amplitu-
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dengang und der Phasengang berechnet werden. Als Beispiel ist in Abb. 2.10 der
Amplitudengang und Phasengang fiir eine Grenzfrequenz von 100 Hz dargestellt.

2.5.2 Hochpassfilter

Um nun von einem Tiefpassfilter auf einen Hochpassfilter zu kommen, muss ein-
fach nur die Transformation S = T durchgefiihrt werden. Die Ubertragungsfunk-

10
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Abbildung 2.11: Amplitudengang und Phasengang eines Bessel-Hochpassfilters
2. Ordnung mit einer Grenzfrequenz von 100 Hz.

tion eines Besselfilters 2. Ordnung in Form eines Hochpassfilters lautet also

3
T 343(v/s) + (v/s)?

wobei wiederum der Frequenzgang durch H2(if) gegeben ist. Amplitudengang
und Phasengang kénnen nun wie beim Tiefpass berechnet werden welche fiir ein
Beispiel mit einer Grenzfrequenz von 100 Hz in Abb. 2.11 dargestellt sind.

Es sind nun alle Bestandteile der Fouriertheorie um ein Programm zur Bear-
beitung von Impulsen und deren Spektren zu erstellen gegeben.

H*(s)




3 Das Programm

Im folgenden wird die im Titel dieser Arbeit versprochene Visualisierung der Im-
pulsform besprochen und die grafische Oberflache zur Erzeugung von Impulsen
und deren Teiltonspektren beschrieben. Dieses Kapitel soll als Bedienungshilfe
dienen und erklaren wie die Implementierung der Berechnung der Fourierkoeffi-
zienten und deren Riicktransformation aussieht.

In Abb. 3.1 ist die Oberfliche des Programms zur Visualisierung der Impuls-
form dargestellt und die einzelnen Funktionen zur Bearbeitung des Impulses
oder des Spektrums sind gekennzeichnet. Wie man gut erkennen kann, besteht
das Programm aus drei inneren Fenstern oder Bereichen. Die einzelnen Bereiche
und deren Funktionen werden nun iiberblicksméfig behandelt. Eine genauere
Beschreibung der einzelnen Funktionen und deren Implementierung folgt nach
diesem Uberblick.

1. Der obere Bereich stellt eine Auswahl der bearbeiteten Impulse dar. Um
das Aufrufen der einzelnen Impulse zu vereinfachen sind diese auf den But-
tons mafstabsgetreu abgebildet. Um die bearbeiteten Impulse nicht bei
jedem Aufruf des Programms neu erstellen zu miissen, konnen die Impulse
in einer Datei gespeichert werden, welche automatisch beim Aufrufen des
Programms geladen wird. Werden diese Impulse abgeédndert oder weitere
Impulse hinzugefiigt, was man durch Anklicken des Buttons mit dem Plus
erreicht, so kann man diese natiirlich wieder in der Datei speichern. Das
Speichern erreicht man tiber den Meniipunkt Mend. Wahlt man nun einen
der Impulse durch Driicken des entsprechenden Buttons aus, so wird dieser
im linken unteren Bereich angezeigt.

2. Der linke untere Bereich stellt nun den Impuls dar, wobei es grundsétz-
lich 4 verschiedene Impulsformen gibt: Den Rechtecksimpuls, den Drei-
ecksimpuls, den Sinusimpuls und einen frei zu zeichnenden Impuls (siehe
Abschnitt 3.1.2). Nach Laden des Impulses kann dieser beliebig veréndert
werden, wobei zeitgleich das zugehorige Amplitudenspektrum oder Teil-
tonspektrum, wie in Kapitel 2 beschrieben, berechnet und auf der rechten
Seite angezeigt wird.

Zum FErstellen des Impulses sind einige Funktionen am linken Rand des
Fensters wahlbar. Mit Hilfe des ersten Buttons kénnen Gitternetzlinien
eingeblendet werden um die Erstellung des Impulses zu erleichtern. Die
néchsten 4 Buttons dienen zur Auswahl der Form des Impulses den man
dann durch intuitives Klicken und Ziehen der Maus erstellen kann. Weiters
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kann man die mogliche Hohe des dargestellten Impulses und die Léange
der Periode, die gleichzeitig auch die Periode fiir die Berechnungen der
Fourierkoeffizienten ist, verandern. Wenn man einen Impuls aus einer WAV
Datei laden will, so kann man dies mit dem Button mit der Aufschrift WAV
machen. Nach der Fertigstellung des gewiinschten Impulses kann dieser
auch iiber den Lautsprecher ausgegeben oder als Grafik im EPS Format
gespeichert werden.

. Der rechte untere Bereich zeigt nun die Amplitude der Fourierkoeffizienten

des links erstellten Impulses als Teiltonspektrum oder Frequenzspektrum.
Dabei wird dieses Spektrum immer zeitgleich, also bei jeder Anderung des
Impulses, neu berechnet und angezeigt. Auch das Spektrum kann durch
eine Anzahl an Funktionen modifiziert werden.

Die erste wahlbare Funktion zeigt zusétzlich zu den Amplituden auch die
Hiillkurve des Spektrums an. Da die Erstellung der Hiillkurve sehr rechen-
intensiv ist, sollte diese Funktion immer erst nach Fertigstellung des ge-
wiinschten Impulses ausgewahlt werden. Weiters kann man auch wieder die
Hohe und Breite des angezeigten Bereichs, welche der Hohe der Amplitu-
de beziehungsweise die gewiinschten Teiltone oder Frequenzen entsprechen,
verandern.

Da manche Spektren ein schnelles Abklingverhalten im Spektrum aufwei-
sen, ist auch die Moglichkeit zur Anzeige der Amplitude in logarithmischer
Skala gegeben. Die Grundeinstellung fiir die Werte der x-Achse des Spek-
trums ist die Darstellung der Nummer der Teiltone. Da jeder Teilton auch
einer gewissen Frequenz entspricht, kann auch auf Frequenzansicht umge-
stellt werden. Dies bewirkt lediglich eine Anderung in der Beschriftung der
x-Achse.

Um die Eigenschaft der Musikinstrumente zu realisieren, dass diese tiefe-
re Frequenzen schlechter abstrahlen, ist die Moglichkeit gegeben, einen
Hochpass-Besselfilter 2. Ordnung auf das Spektrum anzuwenden. Der Voll-
standigkeit halber ist auch die Anwendung eines Tiefpass-Besselfilters 2.
Ordnung moglich. Das Spektrum dient jedoch nicht nur zur Darstellung
des Impulses, sondern kann auch durch Ziehen an den Linien der Teilténe
verandert werden. Diese Veranderung wird jedoch nicht automatisch im
Impulsbereich angezeigt, sondern muss manuell ausgewéhlt werden. Nach
Beendigung aller Einstellungen kann das Spektrum ebenfalls als Grafik im
EPS Format gespeichert werden.

Die hier angefiihrten Optionen zur Verdnderung des Impulses oder des Spek-

trums werden nun im folgenden genauer beschrieben.
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3.1 Der Impuls

In diesem Abschnitt werden alle Funktionen zur Generierung eines Impulses be-
sprochen. Die Auswahl an Funktionen ist durch Buttons am linken Rand des
Impulsfensters, wie in Abb. 3.1 abgebildet, gegeben. Im folgenden werden diese
Buttons von oben nach unten durchgegangen und die Funktionen beschrieben.

3.1.1 Hilfsgitterlinien

Wihlt man den Button mit dem Plus im Ubersichtsfenster, so bekommt man, wie
im linken Teil von Abb. 3.2 dargestellt, ein leeres Eingabefenster fiir den Impuls.
Um die Impulse besser gestalten zu kénnen, kann man sich Hilfsgitterlinien ein-
blenden lassen, die genau an den mit Zahlen versehenen Markierungen gezogen
werden. Dafiir muss man lediglich den ersten Button von oben im Impulsfens-
ter driicken (siche Abb. 3.1). Ein nochmaliges Driicken des Buttons blendet die
Hilfsgitterlinien wieder aus. Ein Fenster mit Hilfsgitterlinien ist im rechten Teil
von Abb. 3.2 dargestellt.
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Abbildung 3.2: Eingabefenster des Impulses ohne und mit Hilfsgitterlinien.

Nun hat man, mit oder ohne Hilfsgitterlinien, verschiedene Standardimpuls-
formen zur Verfiigung, beziehungsweise kann man Impulse auch frei zeichnen.

3.1.2 Impulsformen

Die Auswahl an Impulsformen umfasst 3 vorgegebene Impulsarten und die Mog-
lichkeit den Impuls frei zu zeichnen. Alle 4 Arten von Impulsen sind in Abb. 3.3
abgebildet. Die 3 vorgegebenen Impulsarten sind der Rechtecksimpuls, der Drei-
ecksimpuls und der Sinusimpuls. Diese konnen durch Betétigen des jeweiligen
Buttons und danach intuitiv durch Klicken und durch Ziehen der gedriickt gehal-
tenen Maustaste gezeichnet werden. Bewegt man den Mauszeiger iiber den Rand
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des Impulses, so verandert sich der Mauszeiger und durch Ziehen kann man den
Rand verschieben. Dadurch kann der Dreiecksimpuls auch asymmetrisch gestal-
tet werden, wobei man nicht den Rand, sondern die Spitze des Impulses bewegen
muss.
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Abbildung 3.3: Die 4 moglichen Impulsformen: Der Rechtecksimpuls, der Drei-
ecksimpuls, der Sinusimpuls und der frei zu zeichnende Impuls.

Durch Auswahl des freien Impulses kann man den Impuls durch gedriickt hal-
ten des Mauszeigers auf dem Darstellungsbereich beliebig zeichnen.

3.1.3 Amplituden- und Periodendanderung

Durch die néchsten zwei Buttons kénnen die angezeigte Amplitude und die an-
gezeigte Lange der Zeitachse verdndert werden. Dafiir erscheint beim Driicken
der Buttons eine Eingabeaufforderung. Wéahrend die Anderung der Anzeige der
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Amplitude nur zur Realisierung von verschiedenen Amplitudenhdhen dient, be-
wirkt die Anderung der Lénge der Zeitachse auch eine Anderung des Spektrums,
da die angezeigte Zeitachse gleichzeitig als Lénge der Periode in der Fourierko-
effizientenberechnung verwendet wird.

3.1.4 Erzeugung des Audiosignals

Um ein Audiosignal aus dem gegebenen Impuls zu erzeugen wird den Ausfiih-
rungen von (Pliiss 2004, S. 565-590) gefolgt und somit wird zunéchst das Format
des Audiosignals definiert.

public abstract class MyAudioFormat{
private MyAudioFormat () {}

public static AudioFormat getAudioFormat ()

{
float sampleRate = 44100.0F;
// 8000,11025,16000,22050,44100
int sampleSizeInBits = 16;
// 8,16
int channels = 1;
// 1,2
boolean signed = true;
// true,false
boolean bigEndian = false;
// true,false
return new AudioFormat (sampleRate, sampleSizeInBits ,channels, signed,
bigEndian) ;
}

Hat man das Audioformat bestimmt, so kann man nun das Signal ausgeben,
indem man den Impuls in ein ByteArrayOutputStream speichert. Dabei wird der
Impuls an endlichen vielen Punkten, die durch die Sample Rate bestimmt sind,
abgetastet. Den Impuls an diesen Punkten bekommt man durch die Funktion
getSoundData. Da das Audioformat mit 2 Byte Lénge angegeben ist, muss der
Impuls in 2 Bytes umgewandelt werden. Danach kann der Impuls in Bytes in
einen AudiolnputStream umgewandelt und das Audiosignal ausgegeben werden.

public void doPlay (){
int soundData;
int duration=3; // Dauer des Signals in Sekunden
audioFormat =MyAudioFormat.getAudioFormat () ;

ByteArrayOutputStream data = new ByteArrayOutputStream();

float sampleRate = audioFormat .getSampleRate(); // Sample Rate des Audio
Formats

int nbFrames = (int) (duration * sampleRate) ;

double t = 0; // Startpunkt der Abtastung des Impulses

double dt=1000.0/sampleRate; // Abtastungsschrittweiter
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for (int i = 0; i < nbFrames; i++){

soundData = 32000*getSoundData(((t%xmax)))/ymax; // Impuls zum Zeitpunkt t
t+=dt;

// Umwandlung der Amplitude in int zu 2 Byte Format

byte lowLeft = (byte) (soundData & OxFF);

byte highLeft = (byte) ((soundData >> 8) & OxFF);

data.write (lowLeft);

data.write (highLeft);
}

// Erstellung des AudiolInputStreams
InputStream is =new ByteArrayInputStream(data.toByteArray ());
audioinputstream =new AudioInputStream(is, audioFormat ,data.size()/audioFormat .
getFrameSize());
tryd{
start (false) ; // Ausgabe des Audiosignals
}catch(LineUnavailableException e){
handleException(e);
}
}

Fiir die Ausgabe des AudioSignals wird ein Clip erzeugt welcher den Audioln-
putStream an die Lautsprecher weiterleitet.

public void start() throws LineUnavailableException{
if (audioinputstream == null)

return;

Dataline.Info datalineInfo = new Dataline.Info(Clip.class,audioFormat);
clip = (Clip)AudioSystem.getLine (datalineInfo);
try{

clip.open(audioinputstream) ;

}catch (IOException ex){

handleException(ex) ;

}

clip.start () ;

3.1.5 Einlesen eines Impulses von einer WAV Datei

Ein WAV Datei, die einen Impuls beinhaltet, besteht aus einer unterschiedlichen
Anzahl, je nach Dauer des Signals, an gleichen Impulsen die hintereinander aus-
gegeben werden. Um nun einen Reprasentanten dieses Impulses zu bekommen,
wird mit der Abtastung der Audiodatei in der Mitte begonnen und zuerst die
Periodenléange eines einzelnen Impulses ermittelt.

Dafiir wird das Vorzeichen des ersten Abtastpunkts gespeichert, der Beginn der
Periode wird an die erste Vorzeichendnderung gesetzt und das Ende der Periode
wird durch die dritte Vorzeichendnderung bestimmt. Danach wird der gesamte
Impuls als int Array gespeichert und anschliefend auf die Koordinaten in der
Anzeige durch Interpolation umgerechnet. Dabei wird der Impuls so verschoben,
dass dieser zur Génze positive Werte aufweist.

public void setAudioData(int []audioData,byte []laudioBytes,AudioFormat format,
long milliseconds){
int middle=(int) audioData.length/2; // Startpunkt der Abtastung
int begin=middle;
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int end=audioData.length;

// Abtastrate in Millisekunden

double deltamilli=1.0*milliseconds/audioData.length;
byte current_byte = 0;

byte first_byte = 0;

boolean next=false;

boolean ended=false;

// Vorzeichen des ersten Abtastpunkts
int firstsign=(int) Math.signum(audioData [middle]) ;

int min=0;
for (int i=middle;i<audioData.length;i++){
// Erster Vorzeichenwechsel
if (firstsign !=Math.signum(audioData [i])&&(!'next)){
begin=i;
next=true;
}
// Zweiter Vorzeichenwechsel
if (firstsign==Math.signum(audioData [i])&&next){
ended=true;
}
// Dritter Vorzeichenwechsel
if (firstsign !=Math.signum(audioData [i]) &&ended){
end=i-1;
i=audioData.length;
}
}

// Speichern des Impulses als int Array
double [] wavform=new double [end-begin];
for (int i=begin;i<end;i++){

// Signal in 8 bit Format

if (format.getSampleSizeInBits () == 8) {
current_byte = (byte) audioDatal[i];
}
// Signal in 16 bit Format
elsef{
current_byte = (byte) (128 * audioData[i] / 32768 );
}

min=Math.min(min, (int) current_byte);
wavform[i-begin]=(int) current_byte;

}

// Setzen des Impulsmodus und der Periodenlénge
impmode=Impuls.ButtonFree;

xmax=(int) (deltamilli *end-deltamilli*begin) ;
handleResize () ;

// Umrechnung des int Arrays auf die Koordinaten der Anzeige in Pixel durch
Interpolation
int freeimpuls [l=new int [impszx -2*tickinterspacex];
double deltawavform=1.0*xmax/(wavform.length) ;
int startintervall=0;
int endintervall=0;
double t=0;
for (int i=0;i<freeimpuls .length;i++){
t=1.0*%i*xxmax/(freeimpuls .length) ;
startintervall=(int) Math.floor (1.0*t/deltawavform) ;
endintervall=(int)
Math.min (Math.floor (1.0*t/deltawavform)+1,wavform.length-1);

// Lineare Interpolation

if (startintervall!=endintervall){

freeimpuls [1]=((int) (coordytoframey((int) (wavform[startintervalll]l+
(wavform[endintervall] -wavform[startintervalll]) *
(1.0*xt/deltawavform-startintervall)/(endintervall -startintervall))
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-min)));
}elsed{

freeimpuls [1]=((int) (coordytoframey((int) (wavform[startintervall]l))));
}
}

// Zeichnung des Impulses
ic.repaint () ;

}

Als Beispiel haben wir eine WAV Datei mit dem Rechteckssignal auf der linken
Seite von Abb. 3.4 geladen. Der vom Programm erzeugte Impuls hat dann die
Form des Impulses auf der rechten Seite von Abb. 3.4.
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Abbildung 3.4: Rechtecksimpuls in WAV Datei und vom Programm ausgelesene
Rechtecksimpuls.

Hier wird also nur die Rechtecksschwingung aus der Mitte der WAV Datei
verwendet wobei die Amplitude an die gewdhlte Amplitude im Impulsfenster
angepasst wird. Natiirlich wird auch fiir diesen Impuls zeitgleich das Spektrum
berechnet und angezeigt.

3.2 Das Spektrum

Wird ein Impuls verdndert, so wird automatisch auf der rechten Seite das zu-
gehorige Teiltonspektrum oder Frequenzspektrum angezeigt. Auch dieses kann
man wieder durch verschiedene Funktionen bearbeiten, welche durch Buttons
am linken Rand des Spektrumfensters ausgewahlt werden kénnen. Wir gehen
nun diese Buttons von oben nach unten durch und beschreiben deren Funktion.
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3.2.1 Hiillkurve

In vielen Publikationen werden nicht nur die Spektren sondern auch die zugehd-
rigen Hiillkurven gezeigt. Darum ist die Anzeige der Hiillkurve auch in diesem
Programm inkludiert. Durch Driicken des Hiillkurvenbuttons wird die Hiillkurve
angezeigt, durch nochmaliges Driicken wird die Hiillkurve wieder ausgeblendet.

Die Hiilkurve wird durch Spline Interpolation erzeugt. Dies erfordert eine ge-
wisse Rechenzeit, wodurch es zu einer Verzogerung der Anzeige bei der Verénde-
rung des Impulses kommen kann. Wir empfehlen daher die Hiillkurve erst nach
Erstellung des gewiinschten Impulses zu aktivieren. In Abb. 3.5 ist das Spektrum
eines Rechtecksimpulses mit und ohne Hiillkurve dargestellt.
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Abbildung 3.5: Spektrum eines Rechtecksimpulses mit und ohne Hiillkurve.

3.2.2 Amplituden- und Frequenzdnderungen

Ebenso wie beim Impuls kann man auch in der Frequenzdarstellung die Hohe
der angezeigten Amplitude verdndern. Zuséatzlich ist es auch moglich, den Be-
reich der angezeigten Teiltone zu wihlen. Durch Driicken der Buttons 6ffnen sich
Eingabeaufforderungen durch die man die gewiinschten Werte eingeben kann. Im
Gegensatz zum Impulsfenster dienen diese Anderungen nur der Anzeige und wer-
den fiir keine Berechnungen verwendet.

3.2.3 Logarithmische Amplitude

Manche Impulse haben einen starken Abfall in deren Teiltonentwicklung wodurch
die genauen Konturen nicht erkennbar sind. Darum beinhaltet dieses Programm
auch die Anzeige der Teiltone in einer logarithmischen Skala, welche durch

Y =20 -log(y + 1)



3.2 Das Spektrum 55

berechnet wird. Das Frequenzspektrum eines Rechteckimpulses in normaler und
logarithmischer Skala ist in Abb. 3.6 dargestellt.
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Abbildung 3.6: Spektrum eines Rechtecksimpulses in normaler und logarithmi-
scher Darstellung.

3.2.4 Anzeige in Hz

Jeder Teilton hat im Spektrum auch eine zugehorige Frequenz. Die Grundfre-
quenz betrégt 1/(27") und der k-te Teilton hat die Frequenz k/(27). Um das Teil-
tonspektrum auch als Frequenzspektrum anzuzeigen, kann man sich die Grund-
frequenz mittels Driicken des Buttons Hz angeben lassen.
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Abbildung 3.7: Teiltonspektrum und Frequenzspektrum eines

Rechtecksimpulses.
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3.2.5 Filter

Wie schon in Abschnitt 1.3.2 besprochen, werden bei Musikinstrumenten im tie-
fen Register die unteren Teilténe meist schwécher abgestrahlt, was einem Hoch-
passfilter entspricht. Daher sind im Programm auch Filter implementiert und
zwar die schon besprochenen Besselfilter 2. Ordnung.

In Abb. 3.8 sieht man die Spektren des Rechtecksimpulses mit Hochpassfilter
und Tiefpassfilter alleine und mit beiden Filtern. Wenn man auf den Button des
jeweiligen Filters driickt, 6ffnet sich eine Eingabeaufforderung bei der man nicht
die Grenzfrequenz explizit eingibt, sondern den Grenzteilton der natiirlich auch
wieder einer Frequenz entspricht.
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Abbildung 3.8: Spektrum eines Rechtecksimpulses in logarithmischer Darstel-
lung mit Hoch- und Tiefpassfiltern. Von links nach rechts und
oben nach unten: Spektrum ohne Filter, mit Hochpassfilter, mit
Tiefpassfilter und mit Hochpass- und Tiefpassfilter. Die Filter
haben jeweils als Grenzfrequenz die Frequenz des 5. Teiltons.
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3.2.6 Riicktransformation

Das jeweilige Spektrum kann auch wieder in Impulsform gebracht werden, in dem
das Fourierpolynom ausgerechnet wird. Die riicktransformierten Impulsformen
von Abb. 3.3 sind in Abb. 3.9 dargestellt.
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Abbildung 3.9: Riicktransformationen der Impulse von Abb. 3.3.

3.3 Speicherung im EPS Format

Alle in diesem Kapitel dargestellten Impulsformen und Teiltonspektren wurden
direkt aus dem Programm heraus als EPS gespeichert. Zur Speicherung als EPS
wurde die Java Klasse EPSDocumentGraphics2D benutzt.






4 Impulsformen und ihre Spektren

Impulsformen und die dazugehorigen Spektren sind in verschiedenen Publika-
tionen zur Beschreibung von Formanten bei Musikinstrumenten und speziell bei
Blasinstrumenten prasentiert worden. Oft werden dabei jedoch nur Skizzen ge-
zeigt und exakte Werte fehlen.
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Abbildung 4.1: Rechtecksimpulse mit unterschiedlicher Periodendauer und glei-
cher Impulsldnge und deren zugehédrige Spektren in logarithmi-

scher Skala.

Daher werden nun mit dem in Kapitel 3 gezeigten Programm einige Impulsfor-
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men besprochen und gezeigt, wie diese zu Formanten oder besser gesagt zu den
Minima zwischen den Formanten fithren. Weiters sollen diese Ausfithrungen auch
als eine Zusammenfassung der publizierten Resultate dienen wobei vor allem die
Arbeit von (Blens 1993) hervorzuheben ist. Es soll nun also etwas iiber den Zu-
sammenhang zwischen den Impulsen und deren Minima im Teiltonspektrum in
Erfahrung gebracht werden. Zunéchst kann man sich fragen ob die Minima schon
alleine durch die Form des Impulses (Rechteck, Dreieck,...) bestimmt sind.
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Abbildung 4.2: Rechteckimpulse mit abgerundeten Ecken und deren zugehorige
Spektren in logarithmischer Skala.

Beginnen wir mit zwei Rechtecksimpulsen, wie in Abb. 4.1 dargestellt. Hier
kann man erkennen, dass die Minima im Teiltonspektrum eine regelmafige Struk-
tur aufweisen, die von der Periodenlédnge und der Impulsldnge abhéngig ist. Diese
liegen némlich immer an den Teilténen n - (7'/7) mit n € N (Oehler und Reuter
2009). Konkret fiir die dargestellten Impulse in Abb. 4.1 mit gleicher Impuls-
lange von 10 ms und Periodenldngen von 100 ms beziehungsweise 50 ms sind die
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Minima bei jedem 10. beziehungsweise bei jedem 5. Teilton. Rechtecksimpulse
konnen also durch regelméfige Minima die Bildung von Formantbereichen erklé-
ren (Dickreiter 1987, S. 44f).
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Abbildung 4.3: Sinusimpulse mit unterschiedlicher Periodendauer und gleicher
Impulslénge und deren zugehédrige Spektren in logarithmischer

Skala.

Bedenkt man jedoch, dass die Impulse bei Rohrblattinstrumenten durch die
Offnungs- und Verschlussphasen des Rohrblattes entstehen, so ist der Rechteck-
simpuls hochstens als idealisierte Vorstellung denkbar und kann nur zur Beschrei-
bung von Klédngen bei sehr lautem Spiel herangezogen werden. Bei lautem Spiel
ist diese Naherung deshalb zulédssig, weil ein Spiel bei ff zu stark ausgepragten
Kanten bei den Impulsen fiihrt. Wird die Lautstédrke jedoch verringert so wird
der ITmpuls zum pp hin immer abgerundeter (Oehler und Reuter 2006a).

Um die Auswirkungen solcher Glattungen zu betrachten, kann man die Recht-
ecksimpulse von Abb. 4.1 im Programm riicktransformieren und erhélt danach
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eine Darstellung im frei zu zeichnenden Modus. Nun kann man den Impuls belie-
big abandern. Zwei Beispiel fiir abgerundete Rechtecksimpulse mit Periodenlénge
100 ms und Impulslénge 10 ms sind in Abb. 4.2 dargestellt.
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Dreiecksimpulse mit unterschiedlicher Periodendauer und glei-

cher Impulslange und deren zugehorige Spektren in logarithmi-

scher Skala.

Rundet man die Ecken nur geringfiigig ab, so ergibt sich eine Schwéachung des
Teiltonspektrums vor allem bei hoheren Frequenzen bei gleichbleibenden Minima.
Wird der Impuls jedoch mehr abgeschwécht, wie beim unteren der in Abb. 4.2
dargestellten Impulse, so verdndert sich nicht nur die Hohe der Amplitude, son-
dern auch die Lage der Minima. Geht man also von einem Rechtecksimpuls bei
ff Spiel aus, so darf die Abrundung beim pp Spiel nicht zu stark sein, da sonst
die Lage der Formantbereiche verschoben wird.

Als Extremfall einer solchen Glattung kann man auch Sinusimpulse oder im
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noch extremeren Fall Dreiecksimpulse betrachten. In Abb. 4.3 sind zwei Sinusim-
pulse mit gleicher Periodenlédnge und gleicher Impulsldnge wie bei den Rechteck-
simpulsen von Abb. 4.1 abgebildet. Beim Ubergang vom Rechtecksimpuls zum
Sinusimpuls kann man zwei Anderungen feststellen: Erstens wandern die Mini-
ma im Spektrum zu hoheren Teiltonen und zweitens sind die Teiltone vor allem
im hoheren Bereich weniger ausgepriagt, haben also eine geringere Amplitude
(Oehler und Reuter 2006a). Fest zu halten ist jedoch, dass auch die Sinusimpulse
zyklische Minima im Spektrum bewirken und somit auch die Entstehung von
Formantbereichen beschreiben kénnen.
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Abbildung 4.5: Verschiedene asymmetrische Dreiecksimpulse und deren zugeho-
rige Spektren in logarithmischer Skala.

Ebenso ist dies bei symmetrischen Dreiecksimpulsen, wobei wie bei den Recht-
ecksimpulsen die Minima durch das Verhéaltnis zwischen Periodenlénge und Im-
pulslidnge bestimmt sind und an den Stellen 2n - (7'/7) mit n € N auftreten (Oeh-
ler und Reuter 2009). Fiir die in Abb. 4.4 abgebildeten Dreiecksimpulse ergeben
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sich wiederum dieselben Impuls- und Periodenldngen wie fiir den Rechtecks- und
Dreiecksimpuls. Die Minima liegen hierbei immer an jedem 20. beziehungsweise
10. Teilton (Dickreiter 1977, S. 46f). Hier erkennt man also den Trend der schon
bei den Sinusimpulsen festgestellt wurde. Werden die Flanken des Impulses fla-
cher so verschieben sich die Minima im Spektrum nach rechts und die Teilténe
verlieren vor allem in héheren Bereichen im Spektrum an Amplitude.

Dies gilt jedoch nur fiir Dreiecksimpulse mit symmetrischem Anstieg und Ab-
fall. Wéahlt man einen asymmetrischen Dreiecksimpuls, so veréindert sich nicht
nur die Lage der Minima des Spektrums sondern auch der Verlauf der Amplitude
der Teiltone zwischen den Minima (Auhagen 1987; Oehler und Reuter 2009). In
Abb. 4.5 sind zwei asymmetrische Dreiecksimpulse, die auch schon in (Auhagen
1987) behandelt wurden, dargestellt. Das Verhéltnis des Anstiegs zum gesamten
Impuls betragt dabei 2/3 beziehungsweise 0.5645. Man beachte auch, dass hier
das Verhéltnis zwischen Impuls und Periode unterschiedlich ist.

Der erste Impuls hat wieder zyklische Minima im Spektrum. Die Bereiche zwi-
schen den Minima besitzen nun jedoch eine innere Struktur, die von der Struktur
der Spektren symmetrischer Dreiecksimpulse abweicht. Der zweite Impuls zeigt,
dass asymmetrische Impulse auch sehr komplexe Strukturen erzeugen koénnen.
Die Verwendung von asymmetrischen Dreiecksimpulsen bietet also eine grofse
Bandbreite von Gestaltungsmoglichkeiten um komplexe Teiltonspektren zu er-
halten.
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Abbildung 4.6: Frei gezeichneter Impuls und dessen zugehériges Spektrum in lo-
garithmischer Skala.

Noch komplexere Strukturen im Teiltonspektrum lassen sich natiirlich durch
komplexe Strukturen von Impulsen erzeugen. Bemerkenswert ist hierbei, dass
auch solche Impulse Minima im Teiltonspektrum bewirken kénnen. Ein frei ge-
wahlter Impuls und dessen Teiltonspektrum ist in Abb. 4.6 dargestellt.
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Eingangs wurde die Frage gestellt, wie die Klangfarbe oder wie Formanten bei
Musikinstrumenten und insbesondere Blasinstrumenten entstehen kénnen. Um
ein erstes Modell fiir die Beschreibung zu erhalten wurde zunéchst die Quelle-
Filter-Theorie behandelt, die die Klangfarbe der menschlichen Stimme model-
liert. Die Klangfarbe der menschlichen Stimme besitzt wird durch die Filterwir-
kung des Vokaltrakts dem Quellsignal aufgeprégt. Ebenso ist auch bei Streichin-
strumenten die Filterwirkung von priméarer Bedeutung.

Dem entgegengesetzt kann die Klangfarbe von Blasinstrumenten nicht durch
Filter erzeugt werden, da erstens die Begrenzungsflichen der Musikinstrumente
glatt und hart sind und zweitens die Resonanzrohre durch Betétigen von Klap-
pen oder Schliefsen von Griffléchern stéandigen Léngenverdnderungen ausgesetzt
ist. Demnach kann man bei Blasinstrumenten nur die Quellfunktion fiir die Ent-
stehung einer konstanten Klangfarbe und festen Formanten verantwortlich sein.
Diese Quellfunktionen entsprechen immer einer impulsféormigen Anregungsfunk-
tion.

Um zu verstehen, wie diese Impulse zyklische Minima und somit Formanten
im Teiltonspektrum erzeugen, muss man die Impulse und ihre Spektren unter-
suchen. Fiir diese Untersuchungen hat Jean-Baptiste-Joseph Fourier alle not-
wendigen Werkzeuge bereitgestellt. Es stellt sich die Frage welche Impulse man
iiberhaupt in Betracht ziehen kann. Deshalb wurden 4 verschiedene Impulsfor-
marten behandelt: Den Rechtecksimpuls, den Dreiecksimpuls, den Sinusimpuls
und frei gezeichnete, diskret abgetastete Impulse.

Doch eine Theorie ermdglich noch nicht diese Impulse zu studieren und zu
betrachten - eine Visualisierung ist gefordert. Diese Visualisierung wurde mittels
einer grafischen Oberlédche durch ein Java Programm realisiert, wobei verschie-
denste Funktionen implementiert wurden, um die Erstellung von Impulsen und
Spektren zu erleichtern und den Hauptaugenmerk auf die wesentlichen Dinge zu
lenken - auf die Impulsformen und ihre Spektren.

Nun konnten die Impulse auf ihre Formantbildungsfahigkeit tiberpriift wer-
den. Es wurde erkannt, dass schon einfache Impulse wie der Rechtecksimpuls
zyklische Minima im Spektrum erzeugen, und dass auch die Dynamik, durch
Abrundung von Rechtecksimpulsen hin zu Sinusimpulsen oder Dreiecksimpul-
sen, durch Impulse beschrieben werden kann. Will man komplexere Strukturen
erzeugen, so kann man sich asymmetrischen Impulsen bedienen. Auch hier finden
sich zyklische Minima im Spektrum. Natiirlich scheint es, dass nicht nur solche
idealisierten Vorstellungen von Impulsen in der Realitédt auftreten. Daher wurden
auch willkiirlich anmutende Impulse besprochen. Mit diesen konnten noch kom-
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plexere Strukturen im Spektrum erzeugt werden, die dennoch zyklische Minima
haben und somit Formanten besitzen.

Es ist also moglich formantbehaftete Teiltonspektren mit Impulsen zu erzeugen
und mit Verdnderungen der Impulse auch Lautstérken- oder Dynamikdnderungen
zu beschreiben. Der Grundstein zur Erzeugung eines synthetischen Blasinstru-
mentenklanges ist also gelegt.

Um einen realistischen Blasmusikinstrumentenklang zu erzeugen miisste man
nun die tatséchlichen Impulsformen bei den Blasinstrumenten messen. Weiters
wiirde man die Filterwirkung, auch wenn nicht so ausgepragt wie bei der mensch-
lichen Stimme, durch Messungen bestimmen miissen und natiirliche Schwan-
kungserscheinungen hinzufiigen. Hat man all diese Komponenten, so steht der
kiinstlichen Erzeugung eines realistischen Blasinstrumentenklanges nichts mehr
im Weg.
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