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Vorwort

Meine Diplomarbeit teilt sich in zwei groBBe Bereiche:

Der erste Teil behandelt die offiziellen Grundkompetenzen der Funktionenlehre und
den dazugehdérigen Theorieteil. Ich fokussiere mich in meiner Arbeit auf Funktionen
im Schulunterricht und mdéchte dabei naher auf die einzelnen Grundkompetenzen
eingehen, da sie im Hinblick auf die zentrale Reifeprifung von jedem/jeder

Schduler/in erworben werden sollten.

Der zweite Teil meiner Diplomarbeit, welcher in den Kapiteln 3 und 4 zum Ausdruck
gebracht wird, befasst sich mit Notationsproblemen und einer von mir selbst
durchgefihrten empirischen Untersuchung zu verschiedenen Aufgaben C(ber
Funktionen. Diese Befragung fuhrte ich sowohl schriftlich als auch mindlich durch.
Die Probanden/innen, die bei dieser Untersuchung teilgenommen haben, waren
Schuler/innen eines Oberstufenrealgymnasiums aus der elften Schulstufe (siebente
Klasse). Dartiber hinaus habe ich auch Studenten/innen in mindlichen Interviews

auf den Zahn geflhlt.

Hierbei sollte auch nicht unerwahnt bleiben, dass ich die Aufgaben und den

Theorieaufbau dem Schulbuch meines Diplomarbeitsbetreuers entnommen habe.

Zum Aufbau sei noch Folgendes gesagt:

Die Funktionenlehre im Schulunterricht beginnt schon vor der fiinften Klasse, da die
Schiiler/innen bereits in der Unterstufe mit dem Funktionsbegriff zu tun haben, auch
wenn dieser nicht explizit erwdhnt wird. Zum Beispiel lernen Schiler/innen bereits
frih, wie sich Preis- und Warenmenge eines bestimmten Produkts zueinander
verhalten. Zum Beispiel: Ein Apfel kostet 30 Cent. Wie viel kosten zehn Apfel? Bei
dieser Aufgabenstellung kénnte man bereits direkte Proportionalitdt erkennen,
welche spater in der Funktionenlehre noch genauer behandelt wird. Der
Funktionsbegriff ist also weitaus tiefgreifender und schlummert bereits in den Képfen

der Schuler/innen.



Ich méchte jedoch in meiner Diplomarbeit erst ab der flunften Klasse mit der
Darstellung der Theorie beginnen. In der flinften Klasse wird erstmals der Begriff
einer reellen Funktion konkretisiert und definiert. Weitere Themen zur
Funktionenlehre in der flinften Klasse bilden die linearen und einige nichtlineare

Funktionen.

In der sechsten Klasse wird der Theorieaufbau weitergefihrt. Nun ist erstmals von
der Monotonie und Extremstellen von reellen Funktionen die Rede. AuBerdem
werden in der sechsten Klasse die Exponential- und Logarithmusfunktionen sowie
die Winkelfunktionen behandelt. Dartiber hinaus gibt es noch einige theoretische
Erganzungen (Verallgemeinerungen  des  Funktionsbegriffs,  Verkettung,
Unkehrfunktion).
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1. Grundkompetenzen zu funktionalen Abhangigkeiten

1.1 Einleitung

Die Idee der Entwicklung von Grundkompetenzen resultierte aus der Einfihrung der
neuen Reifeprifung. Das BIFIE (Bundesinstitut fir Bildungsforschung, Innovation
und Entwicklung des 6sterreichischen Schulwesens) setzte sich als Ziel eine Liste
von Fahigkeiten zu erstellen, welche Schiler/innen bis zur Matura erwerben sollten,
sodass sie die Reifprifung problemlos bewaltigen kénnen. Nicht nur in Mathematik,
sondern auch in zahlreichen anderen Gegenstdnden will man durch diese
Kompetenzen einen besseren Unterricht, der gezielt auf die Zentralmatura

vorbereiten soll, erreichen.

Prinzipiell ist dieses Hintrainieren zu dem groBen Tag eines/einer Schiler/in nicht
schlecht, da nun wirklich durch die Grundkompetenzen das Verstehen im Unterricht
in den Vordergrund gerlckt wird. Vor einigen Jahren war es noch mdglich, dass
der/die Lehrer/in vor der Matura &hnliche Aufgaben den Schullern/innen geben
konnte, um diese einzutrainieren. Dies funktioniert nicht mehr. Ohne ein

ausgepragtes Verstandnis wird es kaum mdglich sein, die Reifeprifung zu bestehen.

Manche Lehrer/innen machen jedoch den Fehler, dass sie nur Musteraufgaben zur
Matura mit den Schilern/innen einiben und nicht auf das Verstehen der
Schiler/innen Wert legen. Es ist also ein bloBes , Teaching to the test, das in den
meisten Fallen keine kritische Auseinandersetzung mit dem Gelernten beinhaltet.
Wichtiger wéare es jedoch von Grund auf auch einfachere Aufgaben zu erlernen und
ein breiteres Spektrum von Aufgabenstellungen den Schilern/innen zur Verfligung
zu stellen. Lehrer/innen kénnen zwar 500 Musteraufgaben zu der neuen
Reifeprifung mit ihren Schilern/innen einliben, was tut man jedoch wenn die

501. Aufgabe zur Matura gestellt wird?

Daher ist meine Meinung, dass das Verstehen im Unterricht im Grunde die einzige
Strategie ist, um bei der Matura zu bestehen. In der Schulbuchreihe ,Mathematik



Verstehen“ von Malle u. a. wird zwischen Lernaufgaben und Prifungsaufgaben
unterschieden. Lernaufgaben dienen dem Erlernen des Stoffes, Prifungsaufgaben

der Kompetenzkontrolle. Wenn man etwas prifen will, muss man es vorher erlernen.

Naturlich schadet es nicht Musteraufgaben zu trainieren, der Fokus sollte jedoch auf
den Lernaufgaben liegen, sodass von Grund auf ein ausgepragtes Verstandnis bei
Schulern/innen aufgebaut wird.

Die Grundkompetenzen spielen flir den Verstehensprozess eine wesentliche Rolle.
In der folgenden Arbeit findet man die Liste der Grundkompetenzen zu funktionalen
Abhangigkeiten des BIFIE von 2012. Es kann sich laufend etwas &ndern, da das
,Projekt Zentralmatura“ ja bekanntlich noch nicht vollstéandig abgeschlossen ist. Uber

Termine und Umsetzung gibt es noch Gesprachsbedarf.

Die Liste der Grundkompetenzen werde ich anhand von Musteraufgaben, die ich
einerseits selbst entwickelt und andererseits aus ,Mathematik
Verstehen“ herausgenommen habe, im Abschnitt 1.2 vervollstandigen.
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1.2 Liste der Grundkompetenzen

1.21 Funktionsbegriff, reelle Funktionen, Darstellungsformen und Eigenschaften

FA 1.1 Flr gegebene Zusammenhéange entscheiden kénnen, ob man sie als
Funktionen betrachten kann

Testergebnis von 5 Schilern/innen:

Name Punkte
Sebastian 7

Tim 5
Isabella 7
Thomas 5

Nina 10

Ist es hier sinnvoll eine Funktion aufzustellen, wenn jedem/jeder Schiler/in genau

eine Punkteanzahl zugeordnet werden soll? Begriinde!

FA 1.2 Formeln als Darstellung von Funktionen interpretieren und dem Funktionstyp

zuordnen kénnen

Gegeben sei die Funktion, die jeder Kantenlange eines Wiirfels dessen

Volumen zuordnet.

1) Gib einen Funktionsterm der Funktion an und zeichne den Graphen mit

entsprechender Benennung der Achsen. Welcher Funktionstyp liegt vor?

2) Wie andert sich das Volumen, wenn die Seitenlange verdreifacht wird?

(Rechnung!)
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Der Flacheninhalt eines Kreises ist gegeben durch: A =m e r?

1) Welcher Funktionstyp liegt vor, wenn die Funktion A jedem Radius r den

Flacheninhalt A(r) zuordnet? Zeichne den Graphen der Funktion!

2) Finde selbst eine bekannte Formel, die eine quadratische Funktion beschreiben

kann? (Hinweis: Wahle notfalls eine Variable als Konstante!)

FA 1.3 Zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen funktionaler

Zusammenhange wechseln kénnen

Uhrzeit | Temperatur

8.00 | 15°

13.00 |23°
17.00 |21°
24.00 |3°

i
Konzentration (in mg/l)

320+
280+
240+
200+
160+
120+

80

AOT

0 10

Ein Mann liest an seiner Hausecke zu verschiedenen
Uhrzeiten verschiedene Temperaturen ab. Er mdchte nun
diesen Sachverhalt grafisch in einem Koordinatensystem

darstellen. Kannst du ihm helfen?

1) Was kdénnte diese Abbildung aussagen?

2) Fertige eine Tabelle fir die Konzentration
zu den Zeitpunkten 2,4,6,8,..,20 an.

-

20 Zeit(inh)

(Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 5%)
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FA 1.4 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Funktionen Werte(paare)

ermitteln und im Kontext deuten kénnen

7.36 Der Graph zeigt den Benzinstand (in Liter) im Tank eines Autos wahrend einer Reise.
1) Wie viel Benzin war zu Beginn im Tank?
2) Wie oft wurde anschlielend getankt und wie

O v 80{
viel jeweils? ;
3) Wie hoch war der Benzinverbrauch insgesamt? 601

4) Wie weit wdre das Auto ungefahr gekommen,
wenn nicht mehr getankt worden ware?

5) Bei Stadtfahrten braucht man mehr Benzin als
bei Uberlandfahrten. Wurde die Reise eher in

20
einer Stadt begonnen oder eher am Land? \

6) Waren die Tankstellen eher in einer Stadt oder 11 zurlickgelegter Weg (in km)
0 100, | 200, | 300, | 400 _ 500 600
eher am Land?

‘.Benzinmenge im Tank (in 1)

401

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

Der Anhalteweg in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit v ist gegeben durch:

s(v) = —v2+ 2 v (s(v)inm,vinm/s)
200 100

Ermittle drei Wertepaare und erklare was diese aussagen? Gib die dazugehdérigen

Anhaltewege auch in km/h an!

710 In der folgenden Tabelle ist die Uberlebenschance in Abhangigkeit vom Alter fiir Nichtraucher
und Raucher angegeben.
1). Stelle diesen Zusammenhang fiir Nichtraucher und Raucher in ein und demselben
Koordinatensystem durch nicht unterbrochene Funktionsgraphen dar!
2) Beschreibe die Verldufe in Worten!
3) Fur welches ungefshre Lebensalter unterscheiden sich die Uberlebenschancen am stérksten?
Alter (in Jahren) 40 [ 50 [ 60 [ 70 [ 80 | 90 [ 100

Uberlebende Nichtraucher (in %) | 100 | 98 | 93 184 | 62 } 35 | g
Uberlebende Raucher (in %) 100/ 95 [ 83 [60 [ 27 [ 5 | 0 |

(aus ,Mathematik Verstehen 5%
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FA 1.5 Eigenschaften von Funktionen erkennen, benennen, im Kontext deuten und
zum Erstellen von Funktionsgraphen einsetzen kénnen: Monotonie,
Monotoniewechsel (lokale Extrema), Wendepunkte, Periodizitat,

Achsensymmetrie, asymptotisches Verhalten, Schnittpunkte mit den Achsen

3.02 Gib flir jedes der Intervalle [a; b], [b; c], [¢; d] an, ob die dargestellte Funktion f (streng) monoton
steigend, (streng) monoton fallend oder nicht monoton ist!
a) 4(0) ¢) A0

¥

b) \ 4£(x) d) }f(x)

¥ >

¥

(aus ,Mathematik Verstehen 6)

Richtig oder Falsch, kreise ein.

i) Eine globale Extremstelle ist immer auch eine lokale Extremstelle. R F
ii) Eine lokale Extremstelle ist immer auch eine globale Extremstelle. R F
iif) Eine Funktion f kann nicht gleichzeitig monoton steigend und R F

monoton fallend sein.

iv) Eine Funktion f die monoton steigend ist, ist auch immer R F
streng monoton steigend.
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FA 1.6 Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen grafisch und rechnerisch ermitteln

und im Kontext interpretieren kébnnen

1 + T
o

e

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

Aufgabe 8:
Eine Pensionistenbusreise nach Italien kostet bei Anbieter A 1000 Euro, pro

Reisender/e wird ein Nachlass von 20 Euro gewahrt.

Bei Anbieter B kostet hingegen die Reise nur 500 Euro, dafir wird die Reise teurer je
mehr Leute mitfahren méchten. Pro Fahrgast steigt der Preis um 30 Euro. (In beide
Busse passen maximal 40 Leute). Ab welcher Personenzahl ist das Angebot A far
den Kunden gunstiger?
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FA 1.7 Funktionen als mathematische Modelle verstehen und damit verstandig

arbeiten kdnnen

Sandra fahrt mit dem Auto von Wien um 15 Uhr nach Salzburg weg und kommt um
18.00 dort an, von Wien nach Salzburg sind es in etwa 300 Kilometer, wie schnell

fuhr Sandra im Durchschnitt mit dem Auto? Ist das realistisch, wenn ja warum?

1) Ermittle zudem eine sinnvolle Termdarstellung der Funktion s, die jedem
Zeitpunkt t einen Ort s(t) zuordnet! (Hinweis: W&hle 15 Uhr als t = 0)

2) Gib dazu ein passendes Intervall fir t an!

3) Zeichne den Graphen und beschrifte die Achsen angemessen!

FA 1.8 Durch Gleichungen (Formeln) gegebene Funktionen mit mehreren

Veranderlichen im Kontext deuten kdnnen, Funktionswerte ermitteln kénnen

(a+c)eh

Der Flacheninhalt eines Trapezes ist gegeben durch: A = >

Trapez

(Abb. aus Wikipedia)

i) Wie andert sich A, wenn a wéachst, aber ¢ und h konstant bleiben!

i) Wie andert sich A, wenn ¢ wéachst, aber und h konstant bleiben!

iii) Wie andert sich A, wenn h wachst, aber a und ¢ konstant bleiben!
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FA 1.9 Einen Uberblick tiber die wichtigsten Typen mathematischer Funktionen

geben, ihre Eigenschaften vergleichen kénnen

Kreuze an, auf welche Funktionstypen die folgenden Aussagen

zutreffen!
Lineare Potenzfunktion Exponential-
Aussage Funktion funktion
f(x) =kex+d |f(x)=cex" f(x) =c+a*
(k,d € R) ceR,neN,|(ceER,ae R",
nz2) az1)

Bei gleicher Zunahme der

Argumente &ndern sich die

Funktionswerte stets um den ] [] []

gleichen Prozentsatz vom

Ausgangswert.

Bei gleicher Zunahme der

Argumente andern sich die

Funktionswerte stets um den ] [] []

gleichen Betrag

Der Differenzenquotient ist in

jedem Intervall gleich groB ] [] []
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Beispiel fur eine vertiefende Aufgabe, die mehrere Grundkompetenzen erfordert:

Trage die untenstehenden Begriffe in der Skizze ein!

A A ¥

v

- 10

Th

A
=
L
]
i Y

(Abbildung von mathe-online.at)

2. Achse Funktionswert Stelle (Argument) 1. Achse
Wertemenge Graph Definitionsmenge
Anmerkung:

Aligemein sollten Ubersetzungsleistungen bei Text, Graph, Tabelle und Formeln
(Gleichungen) von Schilern/innen gekonnt werden. Diese vier Aspekte sollten
miteinander in Beziehung stehen, das heiB3t aus einem gegebenen Graph sollte jeder

Schiler/in im Stande sein einen dazu passenden Text zu formulieren, oder
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versuchen eine Formel aufzustellen oder auch eine Tabelle aufzulisten. Selbiges gilt
auch bei einem der vier anderen Aspekte als Ausgangspunkt.

Text > Graph

A A

v v
Tabelle™ > Formel (Gleichung)

1.22 Lineare Funktion [f(x) =k - x + d ]

FA 2.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene
lineare Zusammenhange als lineare Funktionen erkennen bzw. betrachten

kénnen; zwischen diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

Ein FuBballspieler eines Landesliga-Klubs erhalt in der Saison ein Fixum von 900
Euro und eine Auflaufpramie von 80 Euro pro Spiel. Ermittle einen Funktionsterm,
der angibt wie viel Geld der Spieler in einer Saison verdient. Wie viel verdient er,

wenn er in einer Saison 28 Spiele absolviert?

Die Triblnen eines FuBballstadions werden erneuert. Bis auf die Sitze der
Haupttribline werden alle anderen Sitzmoglichkeiten abgerissen. Die Haupttribiine
umfasst 4000 Sitze, die Bauarbeiten verlaufen in etwa linear und pro Monat werden
1000 Sitze dazugebaut. Das Stadion soll 12 000 Platze fassen. Ermittle eine Tabelle,
die seit dem Beginn des Baues eine aktuelle Sitzplatzkapazitat pro Monat angibt und
finde dazu ein sinnvolles Intervall! Finde dazu auch eine passende Termdarstellung

und zeichne den Graphen der Funktion!
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FA 2.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen linearer Funktionen Werte (paare)

sowie die Parameter k und d ermitteln und im Kontext deuten kdnnen

Zwei Punkte einer linearen Funktion f sind gegeben: P = (0,1) und Q = (2,3).
Ermittle die Parameter k und d und gib einen Funktionsterm der Funktion f an!

817 In der folgenden Abbildung ist der Graph der Funktion f mit f(x) =k - x +d dargestellt.
Lies k und d ab!
a) b) c) d)

4 2. Achse 42 Achse t 2. Achse 4 2. Achse

\ ] W 1. Achse 14

iy 11
‘ 1. Achse | 1. Achse |
r ey - 1| | — |
0}4-1 01

(aus ,Mathematik Verstehen 5%

FA 2.3 Die Wirkung der Parameter k und d kennen und die Parameter in
unterschiedlichen Kontexten deuten kbnnen

Die Funktion P der Form P(m) = km + d soll eine monatliche Handyrechnung
beschreiben.

i) Wie andert sich der Graph von P, wenn k wachst (und d unverandert bleibt)?

i) Wie andert sich der Graph von P, wenn d wéachst (und k unverandert bleibt)?
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8.45 Eine Badewanne wird gleichméfig mit Wasser voll geftillt. V(D)
Die Abhangigkeit des in der Wanne befindlichen Wasser- :
volumens V(t) (in Liter) von der Zeit t (in Minuten) ist rechts
dargestellt.

1) Was bedeuten die Zahlen a, b, c?

2) Wie viel Liter Wasser flieRen pro Minute zu?

3) Fliefit in der doppelten Zeit die doppelte Wassermenge zu? C

4) Verdoppelt sich in der doppelten Zeit das Volumen des Was-
sers in der Wanne?

5) Ubertrage die Abbildung in das Heft und zeichne zusétzlich den Graphen der Funktion t — V(t)
ein, wenn pro Minute doppelt so viel Wasser zufliefst! Zeichne auch den Zeitpunkt d ein, zu
dem in diesem Fall die Wanne voll ware! Ist die Wanne in der halben Zeit wie vorhin voll?

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

FA 2.4 Charakteristische Eigenschaften kennen und im Kontext deuten kénnen.

F(x2) — f(x)
X2 — X1

f(x + 1)=f(x) + k ; =k=[f(x)]

8.15 Beantworte fiir die folgende Funktion f, ohne zu rechnen:
Um wie viel wachst bzw. fallt f(x), wenn x um 1 erhdht wird?
a) fx)=2x+1 ¢) f(x)=—5x+6 e) f()=18x+0,5 g) f)=x
b) f(x)=3x—-4 d) f(x)=—4x—-10 f) f()=-0,5x+1,8 h) f(x)=—x

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

FA 2.5 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels linearer Funktionen

bewerten konnen

Wachstum einer Sonnenblume. Ist es deiner Meinung nach sinnvoll das Wachsen

einer Sonnenblume mittels eines linearen Modells anzundhern? Wenn ja, warum?

Woche Hbhe der Sonnenblume
1 7cm
2 16 cm
3 20cm
4 26 cm
5 33 cm
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FA 2.6 Direkte Proportionalitat als lineare Funktion vom Typ f(x) = k - x beschreiben

kénnen

Entwickle eine Aufgabe zur Funktion K der Form K(x) = 10x und interpretiere den

Proportionalitadtsfaktor deiner Aufgabenstellung!

8.57 Zwischen dem Argument x und dem Funktionswert f(x) bestehe der folgende Zusammenhang.
Ist f(x) zu x direkt proportional? Wenn ja, gib den Proportionalitatsfaktor an!
a) f(x)=6,5-x b) f(x)=08 - x c) f(x)=x:0,7

f(x)
100

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

Anmerkungen:

Ich méchte noch kurz zur Grundkompetenz FA 2.5 Anregungen geben. Um
entscheiden zu kénnen ob ein lineares Modell angemessen flr eine Beschreibung ist,
sind gewisse Kenntnisse nétig. Dazu kdnnte man auch die Schiler/innen
selbststandig an einer Art Miniprojekt arbeiten lassen. Dieses Miniprojekt konnte so
aussehen, dass Schuler/innen selbst feststellen sollen, ob eine Pflanze aus ihrem
Garten linear wachst oder nicht. Um zu Uberpriifen, ob man das Wachsen einer
Pflanze naherungsweise als lineares Modell betrachten kann, kébnnen Schiler/innen
versuchen zunachst Wertepaare zu finden, indem sie pro Tag oder Woche die Héhe
der Pflanze messen. Sie kénnen nach dem Ermitteln der Wertepaare in weiterer
Folge versuchen eine Funktionsgleichung einer linearen Funktion aufzustellen oder
eine Gerade zu zeichnen. Gelingt dies, kann man von einem linearen
Zusammenhang sprechen. Anhand dieses Projekis kdénnten sich die Schiler/innen

geeignete ,Werkzeuge*“ auch flr dhnliche Aufgaben aneignen.
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1
1.23 Potenzfunktion mit f(x)=a - x*+ b, z € Z, oder mit f(x)= a - x* +b

FA 3.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene
Zusammenhange dieser Art als entsprechende Potenzfunktionen erkennen
bzw. betrachten kdnnen; zwischen diesen Darstellungsformen wechseln

kénnen

9.42 Beim freien Fall eines Kérpers ist der in der Zeit t zurlickgelegte Weg ungeféhr gegeben durch
s(t)=5 - t? (t in Sekunden, s(t) in Meter).
1) Zeichne den Graphen der Funktion t — s(t) flir 0=t =<5!
2) Auf das Wievielfache wéchst der zurlickgelegte Weg, wenn die Zeit verfiinffacht wird?
Begriinde!

9.44 Eine Flussigkeit mit dem Volumen 101 wird in verschiedene Geféfie geleert,

die jeweils die Gestalt eines quadratischen Prismas haben. Es sei h(x) die

Hohe der Fliissigkeit, wenn das Gefaf die Grundkantenlédnge x hat. .

1) Stelle eine Formel fiir h(x) auf!

2) Wie andert sich h(x), wenn x verdoppelt wird? Veranschauliche diesen
Zusammenhang durch eine Zeichnung!

3) Zeichne den Graphen der Funktion h, die jeder Grundkantenldnge x die X
Flissigkeitshéhe h(x) zuordnet!

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

FA 3.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Potenzfunktionen Werte(paare)

sowie die Parameter a und b ermitteln und im Kontext deuten kénnen

Die Fliehkraft wird in Abhangigkeit der Geschwindigkeit in

}F(v) (in N)
100000} / einem Graphen dargestellt, finde mindestens zwei
90000* /
80000+ ‘/
70000+
eooooi /

Wertepaare und ermittle die Parameter a und b der
Potenzfunktion.

50000
400001

SOOOOf /

20000+

Jr i
10000 / B

0 10 20 30 40 50 €0 (Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 5%
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FA 3.3 Die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext

deuten kdnnen

Der Preis eines wertvollen Fundes aus der Antike entwickelt sich seit Beginn seiner
Ausgrabung durch die Funktion P mit P(t) = a - t* + b, wobei t in Jahren angegeben
wird. Was bedeutet der Parameter b in diesem Kontext? Wie wirkt sich eine
Erhéhung von a auf den Preis des Fundes aus?

x | o

FA 3.4 Indirekte Proportionalitat als Potenzfunktion vom Typ f(x)=

(bzw. f(x)= a - x'') beschreiben kénnen

9.08 Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = f . Zeichne den Graphen von f und beantworte anhand der
Zeichnung und durch Rechnung:
a) Wenn x von 1 auf 8 wachst, welchen Bereich durchlauft dann f(x)?
b) Wenn x von —10 auf —2 wéchst, welchen Bereich durchlauft dann f(x)?
¢) Wenn x um hochstens 0,5 von 1 abweicht, um wie viel unterscheidet sich dann f(x) héchstens
von f(1)?

9.09 Wenn ein Auto der Masse m mit der Geschwindigkeit v eine Kurve vom Radius r durchféhrt, so

gilt fur die Fliehkraft: F= @ (F in Newton, m in kg, vin m/s, rin m).

Wir nehmen an, dass ein 1500kg schweres Auto mit 72km/h (= 20m/s) X

in eine Kurve fahrt. \V

1) Die Funktion F: r — F(r) ordne jedem Kurvenradius r die Fliehkraft F(r) Fa
zu. Gib eine Termdarstellung dieser Funktion an und zeichne deren r
Graphen fiir 50 < r < 200!

2) Zeige: Dem doppelten, dreifachen, halben, a-fachen Radius entspricht /
die Halfte, ein Drittel, das Doppelte, der a-te Teil der Fliehkraft. /

(aus ,Mathematik Verstehen 5%
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n

1.24 Polynomfunktionen [f(x) = > a; X' mitn € N ]

i=0

FA 4.1 Typische Verlaufe von Graphen in Abhangigkeit vom Grad der

Polynomfunktion (er)kennen

Welchen Grad kénnte die abgebildete Polynomfunktion haben?

AZA A2A A2A

a - A T L g TR =
] Grad (f)) =2 [J Grad (f,)=2 [ Grad (f)) =2 O Grad (f,)=2
(1 Grad (f,) =3 [ Grad (f,) =3 [ Grad (f;)=3 O] Grad (f,) =3
[ Grad (f)=4 O Grad (f,) =4 [0 Grad (f)) =4 O Grad (f,) =4

(aus ,Mathematik Verstehen 6)

FA 4.2 Zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen von

Zusammenhangen dieser Art wechseln kdnnen

X fx) Von einer Polynomfunktion f kennt man nebenstehende Wertepaare.
2 |4 Zeichne einen mdglichen Verlauf des Graphen der Funktion f anhand
1 1 der Tabelle und beschreibe ihn! Beschreibe den Verlauf des Graphen
0 0 in Worten!

1 1

2 4
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3.18 Ein ,mathematisches Pendel” besteht aus einer sehr kleinen Kugel, die an einem masselosen
Faden der Lange | hdangt. Seine Schwingungsdauer ist durch T= 27 - \g gegeben (T in Sekunden,
Lin Meter, g = 9,81 m/s? ist die Erdbeschleunigung). Zeichne den Graphen der Funktion T: [ — T(1)!
Entspricht der doppelten Pendelldnge die doppelte Schwingungsdauer?

(aus ,Mathematik Verstehen 6)

FA 4.3 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Polynomfunktionen
Funktionswerte, aus Tabellen und Graphen sowie aus einer quadratischen
Funktionsgleichung Argumentwerte ermitteln knnen

9.29 Viele Lastkraftwagen besitzen einen Fahrtenschreiber, v(t)
der die gefahrenen Geschwindigkeiten automatisch 807. |
aufzeichnet (siehe die Abbildung unten). Ein Lastkraft- \ f
wagen Uberquert eine Kuppe. Der nebenstehende 0t \.‘ ."
Graph gibt die Geschwindigkeit v in Abhangigkeit von "\
der Zeit t an (t in Minuten, v inkm/h). 60 /
1) Lege eine Tabelle an, die v(t) ndherungsweise fiir A
t=0,1,2, 3, 4, 5min angibt! 50} 1\
2) Entscheide, ob ein quadratisches Modell angemes- \\ '/
sen ist! Wenn ja, gib eine ndherungsweise Term- 404 ‘\\ f
darstellung der Funktion t — v(t) an! 7 \ /
Berechne v(t) flir t=0,1, 2, 3, 4, 5min und vergleiche 301 \ 1
mit den Werten aus 1)! Rt
Bl / ; 204
10+
i ¢
0 1 S 4 5

(aus ,Mathematik Verstehen 6%)

9.15 Ermittle die Nullstellen von f und den Scheitel des Graphen von f! Zeichne dann den Graphen!

a) f)=x*-4 b) f()=—x2—x+6  © F()=—x*+6x d) f(x)=x*+2x-3

(aus ,Mathematik Verstehen 5)



26

FA 4.4 Den Zusammenhang zwischen dem Grad der Polynomfunktion und der
Anzahl der Null-, Extrem- und Wendestellen wissen

Richtig oder Falsch:

Eine Polynomfunktion n-ten Grades hat mindestens eine R F
Nullstelle.
Eine Polynomfunktion n-ten Grades hat mindestens eine R F

Extremstelle.

Eine Polynomfunktion dritten Grades kann maximal zwei R F

Wendestellen haben.

Beispiel flir eine Aufgabe, in der mehrere Grundkompetenzen erforderlich sind:

Gegeben sei eine quadratische Funktion der Form f(x) = x* + px +g, wann hat die
Funktion genau zwei Nullstellen? Wo liegt der Scheitel, wenn p = 0 ist?
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1.25 Exponentialfunktion

[f(x)=a-b* bzw. f(x)=a-e"* mit a,b = R*und A= R]

FA 5.1 Verbal, tabellarisch, grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene
exponentielle Zusammenhange als Exponentialfunktion erkennen bzw.

betrachten kénnen; zwischen diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

Eine Bakterienkultur vergréBert sich pro Stunde um 3%, zu Beginn sind 1000
Bakterien vorhanden. Stelle ein Wachstumsgesetz und eine Tabelle fir
t=0,1,2,3,4 auf!

Die Bevélkerung Asiens wird fir das Jahr 2050 mit 12,5 Milliarden geschatzt, 2000
waren es noch 6,8 Milliarden. In den Berechnungen dient das Jahr 1950 als

Ausgangswert. Ermittle das Wachstumsgesetz fir die Bevélkerung Asiens!

FA 5.2 Aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Exponentialfunktionen
Werte(paare) ermitteln und im Kontext deuten kdnnen

4.05 FEine Fliissigkeit in einem Glas hat eine Temperatur von 80°C. Das Glas wird in Eiswasser getaucht.
Dabei kiihlt die Fliissigkeit in dem Glas pro Minute um ca. 12% ab. Es sei T(n) die Temperatur der

Flissigkeit nach n Minuten.
1) Berechne T(n) fiirn=0, 1, 2, 3, 4, 5! Stelle eine Formel fiir T(n) auf und zeichne den Graphen

der Funktion n — T(n)!
2) Verallgemeinere die Formel fiir beliebige Zeitpunkte t und zeichne den Graphen der Funktion

t—=T(t) flrOst<5!

(aus ,Mathematik Verstehen 6)
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FA 5.3 Die Wirkung der Parameter a und b (bzw. ") kennen und die Parameter in
unterschiedlichen Kontexten deuten kbnnen
Kreuze Richtiges an:

1) Welche der folgenden Graphen der Funktionen nahern sich unbegrenzt der

negativen 1. Achse?

O f(x) = (1)* O g(x) = 3* O h(x) = 1

2) Welche Graphen liegen zum Graphen der Funktion f mit f(x) = 4 symmetrisch
bezlglich der 2.Achse?

LI g(x) = 4x 1 h(x) = (%)X O i(x) = x*

3) Fur welche Funktionen nehmen die Funktionswerte unbeschrankt groBe Werte an?

O f(x) =-10 - 1000” O g(x) =-2 - 15* O h(x) = 2*

FA 5.4 Charakteristische Eigenschaften ( f(x+1)=b - f(x); [€*]'= €*) kennen und im
Kontext deuten kénnen

410 Beantworte fir die folgende Funktion, ohne zu rechnen:
Auf das Wievielfache wéchst bzw. fallt f(x), wenn x um 1 erhéht wird?
a) f(x)=2* b) f(x)=10 -1,5* ¢) f(x)=05" d) f(x)=100 - 0,85

(aus ,Mathematik Verstehen 6)
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FA 5.5 Die Begriffe Halbwertszeit und Verdoppelungszeit kennen, die
entsprechenden Werte berechnen und im Kontext deuten kénnen

Ein Biologe stellt fest, dass in einem gewissen Waldstiick die Population von Hasen
pro Jahr um rund 13 Prozent steigen wirde, wenn man nicht gezielt eingreifen
wirde. Nach wie vielen Jahren wirde sich die Population der Hasen circa

verdoppeln?
Warum glaubst du greift der Mensch hier ein?

4,58 Die Aufldsung von wenig Zucker in einer grofien Wassermenge geht naherungsweise nach der
Formel M(t) = M, - a* (mit 0 <a <1) vor sich. Dabei ist M, die in das Wasser geschiittete Zucker-

menge und M(t) die Menge des noch ungeltsten Zuckers nach t Sekunden.

a) Wie lange wiirde es dauern, bis der gesamte Zucker aufgeldst ist, wenn man annimmt, dass
diese Formel den Aufldsungsprozess exakt beschreibt?

b) Nach welcher Zeit ist die Halfte des Zuckers aufgel&st?

¢) Nach welcher Zeit sind 90% des Zuckers aufgeldst?

(aus ,Mathematik Verstehen 6%)

FA 5.6 Die Angemessenheit einer Beschreibung mittels Exponentialfunktion

bewerten kbnnen

4.75 Die Hohe des Bierschaums in einem Glas wurde alle 20s gemessen.
1) Zeichne die zur Tabelle gehorigen Zeitt(ins) o 1200407160 80 1100120
Punkte in ein Diagramm ein! Hohe (in mm) | 30 26 1231191 17|15 | 13|
2) Begriinde, warum man von einer ' PR ZES. 7
naherungsweisen exponentiellen Abnahme der Schaumhohe sprechen kann und gib eine
passende Termdarstellung der Funktion h: t = h(t) an!

3) Was bedeuten die Zahlen in dieser Termdarstellung?
4) Man spricht von ,sehr guter Bierschaumhaltbarkeit”, wenn die Halbwertszeit des Schaumzer-

falls mehr als 2min betréat. Liegt im vorliegenden Fall sehr gute Bierschaumhaltbarkeit vor?

(aus ,Mathematik Verstehen 6)
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1.26 Sinusfunktion, Cosinusfunktion:

FA 6.1 Grafisch oder durch eine Gleichung (Formel) gegebene Zusammenhéange der
Art f(x)=a - sin (b - x) als allgemeine Sinusfunktion erkennen bzw. betrachten

kdnnen; zwischen diesen Darstellungsformen wechseln kénnen

5.31 Eine harmonische Schwingung wird durch die periodische Funktion s mit s(t) =r - sin(wt + @)
beschrieben. s wird durch folgenden Graphen festgelegt.
Kreuze die passenden Parameterwerte von s an!
a) b)
s(t)4 s(t)4

T R v g |
=04n -03n ~0,2p"-01n i E 0Am |02 _03n 0O,

A L R s r=  O-3% - 01
it e SRR e Sl w= 02 38 005
o= O3 b=5 [1; o= 0O7F i 5

(aus ,Mathematik Verstehen 6)

FA 6.2 Aus Graphen und Gleichungen von allgemeinen Sinusfunktionen

Werte(paare) ermitteln und im Kontext deuten kénnen

5.25 Nebenstehend ist eine harmonische
Schwingung dargestellt. Entnimm daraus die
Amplitude, die Schwingungsdauer, die Frequenz
und die Elongation zum Zeitpunkt t=1!
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Ordne jeder Funktionen eines der drei Schaubilder zu! (Zeichne Verbindungslinien!)

. 3 j :
f:x—2 - sin(x+2) g: X — 2 - sin(2x) h:x =2 - sin(x+5)

2.A4 Ak 2A4

17 7 r i ya / A —~

/ r / il i Vil

/ / \ / / A

0f—=} /ﬂ \ IR 71»1 U \C 4 ve i - 0 |«?7—1 -/; - iy

4 / / \ 1 / \ e \ /
I'./"‘ u" J 3 N N/

(aus ,Mathematik Verstehen 6)

FA 6.3 Die Wirkung der Parameter a und b kennen und die Parameter im Kontext

deuten kdnnen

Der Graph der Sinusfunktion wird durch eine Stauchung mit dem Faktor 2 normal zur

2.Achse und einer anschlieBenden Streckung mit dem Faktor 3 normal zur 1.Achse

verandert. Gib eine Termdarstellung der neu gewonnenen Funktion an. Wie andert

sich die Schwingungsdauer, Frequenz und die Amplitude?

FA 6.4 Periodizitat als charakteristische Eigenschaft kennen und im Kontext deuten

kénnen

5.17

Nebenstehend ist eine periodische ,Sdgezahnfunktion” f 424

dargestellt. AT TATHA ‘

a) Wie grof} ist die kleinste Periode von f? 11 V'2 "'\‘_ra.‘,’ NN PRIV
b) Wie lautet die Wertemenge von f? VIV VITY

(aus ,Mathematik Verstehen 6)
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FA 6.5 Wissen, dass cos (x) = sin (x + 11/2)

Die Sinusfunktion ist in dem Intervall streng monoton steigend,

wahrend die Cosinusfunktion in dem Intervall streng monoton steigend
ist. Die Funktionswerte beider Funktonen werden nie gréBer als und nie
kleiner als . Der Graph der Cosinusfunktion geht aus dem Graphen der

Sinusfunktion durch eine Verschiebung um parallel zur

nach links hervor.

FA 6.6 Wissen, dass gilt: [sin(x)]” = cos(x), [cos(x)]” = - sin(x)

Leite sin (2x) und - cos (x) ab!
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2. Exemplarischer Theorieaufbau der Funktionenlehre in
der 5. und 6. Klasse anhand des Lehrbuchs

,,Mathematik Verstehen*

Das folgende Theoriewissen der Schiler/innen wird bei den Aufgaben, die sowohl in
meiner Untersuchung als auch bei der zentralen Reifeprifung relevant sind,
vorausgesetzt, weil es flr die Lésung notwendig ist. Im Unterricht sollte der/die
Lehrer/in daher den Schilern/innen, wie ich bereits mehrmals erwahnt habe, ein
gewisses Basiswissen Ubermitteln. Wichtige Begriffe kennen und anwenden kénnen
sollte das Um und Auf im Unterricht sein. Oftmals hilft es die Definitionen gut zu
verstehen, um eine Aufgabe zu l6sen.

In ,Mathematik Verstehen® wird die Theorie systematisch flir Schiler/innen
aufgebaut, es werden zu Beginn eines Kapitels eigens entwickelte
Grundkompetenzen angefihrt, die im Prinzip das Gleiche aussagen wie jene des
BIFIE, nur manchmal ein bisschen genauer als diese sind. Dabei wurde versucht
alles Wissenswerte zu Funktionen in den angeflihrten Kompetenzen abzudecken.
Die Grundkompetenzen aus ,Mathematik Verstehen® dienen nicht nur der
Hilfestellung fir die Lernenden als Vorbereitung auf die zentrale Reifeprifung,
sondern auch als Hilfestellung flr Lehrer/innen im Unterricht. Ich halte diese daher
fir essentiell und mdchte sie auch stets zu Beginn jedes Abschnitts anfihren.
Unterschieden wird dabei zwischen Kompetenzen, die fir die zentrale Reifeprifung
relevant sind und jene, die den restlichen Teil des Lehrplans betreffen. Kompetenzen
fir die Reifeprifung werden mit M versehen, wahrend der Erweiterungsstoff mit [

gekennzeichnet wird.

Den Theorieteil sollte man in weiterer Folge aber nur als Kompendium sehen, da
hier nicht alles bis ins letzte Detail erlautert werden kann.
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2.1 Reelle Funktionen in der 5.Klasse

Grundkompetenzen

l Den Begriff der reellen Funktion kennen.

H Wichtige Begriffe fiir reelle Funktionen kennen: Stelle (Argument),
Funktionswert, Definitionsmenge, Wertemenge, Termdarstellung,
Funktionsgleichung, Wertetabelle, Graph.

H Wichtige Sprech- und Schreibweisen fiir Funktionen kennen.

B Funktionsgraphen zeichnen und interpretieren kénnen.

Ml Zeit — Ort — Funktionen kennen.

Im Vordergrund stehen am Anfang Definitionen, Begriffe, Schreib- und
Sprechweisen. Dabei miissen die Schiler/innen eine neue Sprache erlernen. Zuerst
sagten sie zum Beispiel: ,Der Preis einer Ware kostet pro Kilogramm 10 Euro.“ Nun
jedoch schreibt man salopp: ,P(x) = 10x". Diese Umstellung und die Neuheit des
Funktionsbegriffes sollte nicht unterschatzt werden und daher ist es wichtig

grundlegende Begrifflichkeiten, Sprech- und Schreibweisen besonders zu forcieren.

Zunachst sollte der/die Lehrer/in in diesem Abschnitt, nach einem motivierenden

Einstiegsbeispiel, den Begriff einer reellen Funktion definieren.

2.11 Wichtige Begriffe

Definition: Sei A eine Menge von reellen Zahlen. Wird jeder Zahl x & A genau eine

Zahly & R zugeordnet, so heiBt diese Zuordnung (reelle) Funktion.

Ordnet eine Funktion f der Zahl x die Zahl y zu, so schreibt man: y = f(x)

[Lies: y ist f von x]
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X ettt Stelle oder Argument
y=Ff(X) Funktionswert (Wert) der Funktion f an der Stelle x
A=Dtooeiiii Definitionsmenge der Funktion f
W: = Menge aller Funktionswerte f(x) flr x € A.....oooiiiiiiiiinnins Wertemenge von
f
t2. Achse 1 2. Achse Graph
(x | f(x)) Funktions-
f(x)| : wert
L
“ 1. f\\CI:S,-'.:
x 1. Achse .

(Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 5%)

Definition: Die Menge G = {( x I f(x) ) I x € A} hei3t Graph der Funktion f.

Der Graph G entspricht einer Punktimenge im Koordinatensystem. Man bezeichnet

aber auch das Bild dieser Punktmenge als Graph.

Schreibweise: dazugehorige Sprechweise:

f:A— R f ist eine Funktion von A nach R

f:A—> R | X — f(x) f ist eine Funktion von A nach R mit x wird zugeordnet f von x

f: x — f(x) f x wird zugeordnet f von x

fix ey f x wird zugeordnet y

X — f(X) x wird zugeordnet f von x

fry =1(x) f mit y gleich f von x
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2.12 Zeichnen und Interpretieren von Funktionsgraphen

Nicht nur essentielle Begriffe sollten Schiler/innen kennen, sondern auch einen
Funktionsgraphen zeichnen und interpretieren kénnen. Aus einem Funktionsgraphen
kann man vieles herauslesen, wichtig ist, dass Schiler/innen zwei Typen von Fragen

beantworten kbnnen:

Zuordnung:
% Welcher Funktionswert gehért zu einem bestimmten Argument? (Abb. 7.3)
% Welche Argumente gehdren zu einem bestimmten Funktionswert? (Abb. 7.4)

Veranderung:
« Wie andern sich die Funktionswerte, wenn die Argumente in bestimmter
Weise verandert werden (Abb. 7.5)
% Wie andern sich die Argumente, wenn die Funktionswerte in bestimmter

Weise verandert werden? (Abb. 7.5)

12. Achse t2. Achse 2. Achse

1. Achse it il Achsg

P
1. Achse

Abb.73 Abb. 7.4 Abb. 7.5

(Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 5%)

Grundlegend ist ebenfalls, dass Schiler/innen das Steigen und Fallen, Maximum
und Minimum und Nullstellen eines Funktionsgraphen erkennen und interpretieren
kénnen. Hier ist jedoch noch nicht von Monotonie die Rede, sondern das Steigen
bedeutet, dass mit zunehmendem Argument die Funktionswerte zunehmen. Analog
lasst sich das Fallen eines Funktionsgraphen formulieren; Begriffe wie (streng)
monoton wachsend beziehungsweise fallend werden erst in der 6.Klasse eingeflhrt.

Der Monotoniebegriff kommt hier also nur intuitiv zur Geltung.
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In diesem Zusammenhang eignen sich Zeit-Ort Funktionen willkommen zur
Interpretation. Von besonderer Bedeutung ist dabei, dass Schuler/innen zwischen
dem Zeitpunkt und Zeitintervall sowie zwischen Ort und zuriickgelegtem Weg
unterscheiden kénnen. Zeitpunkte und Orte entsprechen Stellen auf den Achsen,

Zeitintervalle und der zurlickgelegte Weg hingegen Strecken auf den Achsen.

} $0rt s(t)

zurick
gelegter
Weg

Zeit- - ; :
Abb. 76 intervall Abb.7.7 3 punkt t

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

Ein haufiger Fehler, der beim Interpretieren von Funktionsgraphen den
Schilern/innen unterlauft ist der, dass Funktionsgraphen als photographische

Abbilder aufgefasst werden.
bs(t)

Ein_Beispiel dazu:
Die Abbildung zeigt eine Zeit-Ort-Funktion eines Autos.
Fahrt das Auto eine Linkskurve?

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

2.13 Termdarstellung und Gleichung einer reellen Funktion

Weitere essentielle Begriffe, die in der Funktionslehre unumganglich sind, sind

»1ermdarstellung“ und ,Funktionsgleichung® einer Funktion.

Beispiel: Die Funktion f: x — 2x — x? besitzt die Termdarstellung f(x) = 2x — x.

Diese Funktion kann auch durch die Gleichung y = 2x — x?festgelegt werden. Durch

diese Gleichung wird namlich jeder Zahl x € R genau eine Zahl y € R zugeordnet.
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Auch jede dazu &quivalente Gleichung, wie z. B. y + x? = 2x, legt dieselbe Funktion f

fest.

Definition: Eine Gleichung in zwei Variablen, die eine Funktion f festlegt, heiBt
Funktionsgleichung der Funktion f oder kurz Gleichung von f.

Zu beachten ist auch, dass reelle Funktionen auf verschiedene Weisen angegeben

werden kénnen. So kann eine Funktion mittels Wertetabelle, Zuordnungsvorschrift,

Termdarstellung, Graph oder einer Funktionsgleichung angefiihrt werden.

Beispiel:

Wertetabelle | Zuordungsvorschrift | Termdarstellung | Graph Funktionsgleichung
X 3* HH
EE H
1 f: x — 3 f(x) = 3* y =3
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2.2 Lineare Funktionen

Grundkompetenzen

2.21 Lineare Funktionen und ihre Graphen

Definition:

Eine reelle Funktion f: A > R mit f(x) = k e x + d (mit k, d € R) heiBt lineare

Funktion.

Merkenswert ist auch dieser Satz:

Satz: Der Graph einer linearen Funktion f mit f(x) = k e x + d (mit k, d € R)

ist eine Gerade.
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Beweis:
Wir fihren den Beweis in zwei Schritten:
4 2. Achse
1. Wir betrachten zuerst eine Funktion fo mit
fo(x) =k - x.

!*

Wir kbnnen k # 0 voraussetzen, denn firk =0 . lk £

0 1 1. Achse

ist fo(x) = 0 und der Graph von f ist somit eine

Gerade (die 1.Achse).

Es sei g die Gerade durch die Punkte O = (0 |0) und E = (1 | k).

Fir alle Punkte P = (x | y) auf dieser Gerade gilt nach dem Strahlensatz
y:k=x:1,alsoy =Kk - x = fyg(x). Dies gilt nur fir diese Punkte. Somit gilt:

g={(x|fx) | x eR}

Dies ist aber nichts anderes als der Graph von fo.

Also ist der Graph von fy eine Gerade.

2. Wir betrachten nun eine Funktion f mit

fo(x) = k  x + d mit d = 0. Der Graph von f geht e

aus dem Graphen von f, durch eine _ eI
Parallelverschiebung um d in Richtung der C_I ﬁ’ 1|

zweiten Achse hervor (nach oben, falls d > 0; nach dl | ki
unten, falls d < 0). X s
Somit ist auch der Graph von f eine Gerade. O

Nicht nur eine korrekte Definition einer linearen Funktion ist im Schulunterricht von
Bedeutung, sondern auch die Deutungen von k und d sind merkenswert.

Deutung von d: Es ist f(0) = k « 0 + d = d. Die Zahl d ist also der Funktionswert von

f an der Stelle 0. Der Graph von f schneidet die zweite Achse im
Punkte (0 | d).

Deutung von k: Man erkennt, dass sich der Graph von f mit steigendem k im

Gegenuhrzeigersinn dreht. Die Zahl k ist also ein MaB daflr, wie
stark der Graph von f steigt bzw. fallt. (Ist k > 0, so steigt die Gerade,
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ist k < 0, so fallt sie.) Man bezeichnet k als Steigung der Funktion f
(bzw. Steigung der Geraden).

Fir eine lineare Funktion f mit f(x) = k « x + d gilt:

k = Steigung der Funktion (Geraden) d = Funktionswert an der Stelle 0

Spezialfalle linearer Funktionen:
s FOr k = 0 ist f(x) = d. Man bezeichnet f als konstante Funktion. Der

Graph ist parallel zur 1. Achse. Fir d = 0 ist der Graph sogar identisch mit
der 1. Achse.

2. Achse !

-t —~

0 1. Achse

% Fird =0 st f(x) = k * x und somit f(0) = 0.

Der Graph einer solchen Funktion ist eine Gerade durch den Ursprung.

2. Achse §

10 1. Achse
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2.22 Eigenschaften linearer Funktionen

Folgende Eigenschaften linearer Funktionen werden erlautert:

: Ist f eine lineare Funktion mit f(x) = k « x + d, dann gilt:

1) f(x+1) = f(x) + k

Wird das Argument um 1 vergrdBert, dann andert sich der Funktionswert um k.

f(Xz) - f(Xl)
X2 — Xi

2) =k (X2§’é X1)

Das Verhaltnis der Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente ist
gleich der Steigung k.

Beweis: 1) f(x+1) =ke (x+1) +d=kex+k+d=(kex+d) + k=1(x) + k

X2 - X1 X2'X1 X2'X1 X2'X1 X2'X1

(X2) - f(x4)

Bemerkung: Der Ausdruck f va—— heiBt auch Differentialquotient.

Mit Hilfe eines beliebigen Steigungsdreiecks kann man die Steigung ermitteln:

Merke
Die Steigung ist gleich dem Verhéltnis b zu a (,Senkrechte zu Waagrechte®).Die

Steigung ist positiv, wenn f steigend ist, und negativ, wenn f fallend ist.

Ein weiterer wichtiger Merksatz ist:

: FUr eine lineare Funktion f mit f(x) =kex +d gilt: f(x+h)=1f(x) +keh

Beweis: f(x+h)=ke(x+h)+d=kex+keh+d=(kex+d) +keh=f(x)+keh

O
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Lineares Wachsen bzw. Abnehmen %/ ‘ {4 hehar
K-h \ k-h
A
’|-.-h I* *h

(" | Q-

~ 1.Achse it 1. Achse

bedeutet also: |
Gleiche Zunahme der Argumente bewirkt |
stets gleiche Zu- bzw. Abnahme der

Funktionswerte.
2.23 Anwendungen linearer Funktionen; Interpretation von k und d

Anwendungsaufgaben lassen sich bei linearen  Zeit-Ort-Funktionen,
Kostenfunktionen und Gebuhrenfunktionen finden.

k und d wird in diesen Anwendungsituationen unterschiedlich interpretiert:

Funktionf: x — kex+d | K d

Lineare Zeit-Ort-Funktion | Geschwindigkeit Entfernung vom
Ausgangsort zum
Zeitpunkt O

Lineare Kostenfunktion Kostenzuwachs pro Einheit | Fixkosten

Lineare Gebuhrenfunktion | Geblhrenzuwachs pro E Grundgebtihr (Grundtarif)

2.24 Direkte Proportionalitatsfunktionen

Nach einem Einleitungsbeispiel wird folgende Definition angegeben:

Definition:

Ist f eine reelle Funktion mit f(x) = k « x (mit k # 0), so sagt man:

Die Funktionswerte f(x) sind zu den Argumenten x direkt proportional.
Die Funktion f nennt man eine direkte Proportionalitatsfunktion.
Die Konstante k heiBt Proportionalitatsfaktor.

Eine direkte Proportionalitatsfunktion ist eine lineare Funktion f mit
f(x)=kex+dundd=0.
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: Eigenschaften einer direkten Proportionalitdtsfunktion mit f(x) = k » x (k # 0),

dann gilt:

1) f(a  x) = a  f(x)

Dem a-fachen Argument entspricht der a-fache Funktionswert.

2) f(x +y) = f(x) + f(y)
Der Summe der Argumente entspricht die Summe der Funktionswerte.

3) k = (1)

Der Proportionalitatsfaktor ist der Funktionswert an der Stelle 1.

4) "™ (firx #0)

X
Der Proportionalitatsfaktor ist gleich dem (konstanten) Verhaltnis von

Funktionswert und Argument.

Beweis: 1)f(aex) = ( ex)=ace(kex)=a-f(x)
2)f(x+y)=ke(x+y)=kex+key=1(x) +f(y)
3)f(1)=ke1=Kk
) _ kx

4 10

—

=k O
X

Sind die Funktionswerte zu den Argumenten direkt proportional, dann sind auch die
Argumente zu den Funktionswerten direkt proportional (wobei der neue
Proportionalitatsfaktor der Kehrwert des alten ist). Kurz: Die Funktionswerte und
die Argumente sind zueinander direkt proportional.
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2.25 Vergleich von linearen Funktionen

Um zwei lineare Funktionen zu vergleichen, berechnet man zumeist den
Schnittpunkt der beiden Funktionsgraphen, damit eine Aussage getroffen werden
kann, ab wann eine Funktion die andere Ubertrifft. Dies kann an zahlreichen
Aufgaben zu Kostenfunktionen, Gebilhrenfunktionen und Zeit-Ort-Funktionen

eingelibt werden.

2.3 Einige nichtlineare Funktionen

Grundkompetenzen

2.31 Indirekte Proportionalitatsfunktionen

Definition:
Gilt fUr eine reelle Funktion f: A — R stets f(x)= ; (mit k # 0, x # 0) so sagt man, die

Funktionswerte f(x) sind zu den Argumenten x indirekt proportional. Die
Funktion f nennt man eine indirekte Proportionalitatsfunktion oder eine

Reziprokfunktion.
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K (mitk #0, x # 0), dann gilt:

Ist f eine indirekte Proportionalitatsfunktion mit f(x) = ”

1) f(a+x)= f(x) (fira#0) Dem a-fachen Argument entspricht der a-te Teil des
a

Funktionswertes.

2) k =1(1) Die Konstante k ist der Funktionswert an der Stelle 1.
3)f(x)ex=k Das Produkt aus Funktionswert und Argument ist
konstant.
o . S R S B Y )
Beweis: 1) f(a - x) = = = f(x) = .
2)f(1) = & =k
k
3) f(x) x=;-x=k a
Aus f(x)= < (mitk#0,x#0) folgt x=%%. Es gilt somit:

Sind die Funktionswerte zu den Argumenten indirekt proportional, dann sind auch
die Argumente zu den Funktionswerten indirekt proportional.

Kurz: Die Funktionswerte und die Argumente sind zueinander indirekt
proportional.
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2.32 Quadratische Funktionen

Definition:
Eine Funktion f mit f(x) = ax®+ bx + ¢ (mita, b, c € R und a # 0) bezeichnet man als

quadratische Polynomfunktion oder kurz als quadratische Funktion. Den
Graphen einer solchen Funktion bezeichnet man als Parabel.

Eine Parabel besitzt stets eine Symmetrieachse, die man als Achse der Parabel
bezeichnet. Den tiefsten beziehungsweise hdéchsten Punkt S einer Parabel
bezeichnet man als Scheitel der Parabel. Scheitelkoordinaten einer Parabel miissen
sich Schiler/innen meines Erachtens nicht einpragen, da man sie auch notfalls im
Buch nachschlagen kann.

1) Der Graph einer Funktion f mit f(x) = ax® + bx + ¢ ist eine Parabel, deren

2
Achse zur 2. Achse parallel ist und die den Scheitel S = ( - 2% | c- %

besitzt. Diese Parabel ist fir a > 0 nach oben offen und fir a < 0 nach unten
offen.

2) Der Graph einer Funktion f mit f(x) = x* + px + q ist eine nach oben offene
Parabel mit zur 2. Achse paralleler Achse und dem Scheitel

S=(-5la-%)

Quadratische Gleichungen und quadratische Funktionen

Die Nullstellen einer quadratischen Funktion f mit f(x) = ax® + bx + ¢ sind die Stellen
mit f(0) = 0, also die L&sungen der quadratischen Gleichung ax? + bx + ¢ = 0. Diese
Gleichung kann man daher (zumindest n&herungsweise) l6sen, indem man den
Graphen der Funktion f mit f(x) = ax® + bx + ¢ zeichnet und eventuell vorhandene

Nullstellen von f abliest.

Eine quadratische Gleichung ax® + bx + ¢ = 0 mit a # 0 kann man mittels Division

durch a stets auf die Form x? + px + q = 0 bringen. Der Graph der Funktion f mit
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f(x) = xX* + px + q ist eine nach oben offene Parabel. Je nach Lage dieser Parabel
gibt es zwei Nullstellen, genau eine oder keine Nullstellen von f und somit zwei

Lésungen, genau eine oder keine Lésung der Gleichung.

42. Achse 2. Achse 42. Achse
\
\
. S
=De e’
A a0t AR L L rabiog = ¢ e
1. Achse S 1. Achse 1. Achse
De .
o
Abb.91a Abb.9.1b Abb.91c

( Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 5%)

Den Scheitel einer Parabel kann man auch mit Hilfe der Diskriminante D = ()2 - q

S ke

anschreiben:

S=(-2la-%)=¢2|-DmitD=(5) -q

2

[\ Y ke!

Daran erkennt man nochmals die drei Lésungsfalle:

Ist die Diskriminante gréBer 0, dann liegt der Scheitel unterhalb der 1.Achse und es
gibt zwei Nullstellen der Funktion. (Abb. 9.1 a)

Ist die Diskriminante gleich 0, dann liegt der Scheitel auf der 1.Achse und es gibt

genau eine Nullstelle der Funktion. (Abb. 9.1 b)

Ist die Diskriminante kleiner 0, dann liegt der Scheitel oberhalb der 1.Achse und es
gibt keine Nullstellen der Funktion. (Abb. 9.1 ¢)

Man erkennt auBerdem: Fir positives D unterscheiden sich die beiden Nullstellen

umso weniger, je kleiner D wird, bis sie schlieBlich fir D = 0 zusammenfallen.

Quadratische Modelle findet man zum Beispiel beim Treibstoffverbrauch in
Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit bei Autos.
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2.33 Proportionalitaten héhere Ordnung

Weitere wichtige nichtlineare Funktionen sind unter dem Sammelbegriff

~Proportionalitdten hdherer Ordnung” zu finden. Hier einige Definitionen:

Definition:

Eine Funktion f mit f(x) = ¢ « x" (mit n € N, ¢ # 0) heiBt Potenzfunktion vom Grad

n. Eine Funktion f mit f(x) = °

w (mit n € N, ¢ # 0) heiBt reziproke Potenzfunktion

vom Grad n.

Definition:
Gilt f(x) = ¢ * x* (mit ¢ # 0), sagt man: f(x) ist direkt proportional zum Quadrat

von X.

Definition:
Gilt f(x) = ¢ * x® (mit ¢ # 0), sagt man: f(x) ist direkt proportional zur dritten

Potenz von x.

Definition:

Gilt f(x) = : (mit ¢ # 0), sagt man: f(x) ist indirekt proportional zum Quadrat

von X.

Definition:

Gilt f(x) = % (mit ¢ # 0), sagt man: f(x) ist indirekt proportional zur dritten Potenz
von X.

Geeignete Aufgaben kénnen zu abschnittweise definierten Funktionen und
Sprungfunktionen fiihren. Eine Zeit-Ort Funktion eines Zuges ist zum Beispiel eine
typische Funktion, die abschnittsweise definiert wird, da man zwischen aktiver
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Fahrzeit und dem Halt in der Regel unterscheidet. Eine Sprungfunktion hingegen
taucht bei Parkgeblhren in Abh&ngigkeiten der Zeit auf.

2.34 Formeln und Funktionen

In Formeln kann man Funktionen erkennen, wenn man einige der vorkommenden

Variablen konstant halt. Hierzu ein Beispiel:

Beispiel 2: Fliehkraft eines Autos (Masse m, Geschwindigkeit v, Kurvenradius r):

F=

Halt man jeweils zwei der Variablen m, v, r konstant, kann man in dieser Formel folgende
Funktionen sehen:

Funktion Typ | Graph
5 $F(m)
Fim)=%'m fo)=k - x
(v und r konstant) [k &%, xa m}
JT\
dF(W)
Fv) = -2 f(x)=c - x?
(m und r konstant) [ca™ xav]
| ot it \‘
2 : tF(r)
F="F f) =%
(m und v konstant) [camv? xar]

(aus ,Mathematik Verstehen 5)

2.35 Funktionen als mathematische Modelle

Ein mathematisches Modell beschreibt den zugrundeliegenden Sachverhalt im

Allgemeinen nur abschnittsweise und ungenau.

Um einschatzen zu kdnnen, ob ein mathematisches Modell gut oder schlecht ist,

muss man wissen, zu welchem Zweck das Modell verwendet wird.
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Ein mathematisches Modell gibt einen realen Sachverhalt im Allgemeinen in
idealisierter Form wieder, wobei gewisse Annahmen getroffen werden (auch wenn
man weiB, dass diese in der Realitat nicht genau erfullt sind). Die Annahmen werden
nach Méglichkeit so getroffen, dass das Modell Gberschaubar und handhabbar

wird.

Ein und derselbe Sachverhalt kann durch verschiedene mathematische Modelle
beschrieben werden.

Mit ein und demselben mathematischen Modell kann man verschiedene
Sachverhalte beschreiben.

Diese Merksatze sollten die Schiler/innen auch bei manchen Aufgaben selbst

erkennen konnen.

2.4 Reelle Funktionen in der 6.Klasse

Grundkompetenzen:

H Definitionen des (strengen) monotonen Steigens und Fallens kennen und
anwenden kdnnen.

H Die Definitionen globaler und lokaler Extremstellen von Funktionen kennen.

H Extremstellen quadratischer Polynomfunktionen ermitteln kénnen.

H Potenzfunktionen und deren Graphen kennen (einschlieBlich Wurzelfunktionen)

H Polynomfunktionen und typische Graphen solcher Funktionen kennen.

B AnderungsmaBe von Funktionen kennen (absolute und relative Anderung,
mittlere Anderungsrate, Anderungsfaktor).

H Die Veranderung des Graphen einer Funktion f beschreiben kénnen, wenn man

von f(x) zu =+ cef(x), f(x) £ c, f(x £ c) bzw. f(cex) Ubergeht.
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2.41 Monotonie und Extremstellen von Funktionen

Nachdem wir nun die Funktionenlehre der 5.Klasse hinter uns gebracht haben,

springen wir in die 6.Klasse und erweitern unsere Kenntnis Uber Funktionen. Nun ist

erstmals von Monotonie, lokalen und globalen Extremstellen die Rede. Zu Beginn

sollten grundlegende Begriffe geklart werden:

Definition:
Es sei f: A — R eine reelle Funktion und M eine Teilmenge von A. Die Funktion f
heift

Hl monoton steigend in M, wenn fir alle x1, x2 € M gilt: X1 < xo=> f(x1) £ f(X2)
Hl monoton fallend in M, wenn fir alle x1, X2 € M gilt: X1 < X2 = f(xq) = f(x2)

H streng monoton steigend in M, wenn fiir alle x{,xo € M qilt: x; < x2=>

f(x1)< f(x2)

H streng monoton fallend in M, wenn fir alle xy,xo € M gilt: x;<x2 = f(x1) > f(x2)

Die Funktion f heiBt (streng) monoton in M, wenn sie (streng) monoton steigend

in M oder (streng) monoton fallend in M ist.

Diese Definition ist in den folgenden Abbildungen veranschaulicht.

00 4 f(x) $(x)
|
|

fix) |f(xy) fixp)] flxp) f(x)) | f(x,)
T TV R T AR RN AR G e X g8 N, X
fistin M fistin M fistin M streng fistin M streng
monoton steigend monoton fallend monoton steigend monoton fallend

(Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 6)
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Definition: Es sei f: A — R eine reelle Funktion und M € A.

Eine Stelle p & M heif3t
Bl Maximumstelle von f in M, wenn f(x) < f(p) fir alle x € M,

B Minimumstelle von f in M, wenn f(x) = f(p) fir alle x & M.

Eine Stelle p = M heiB3t Extremstelle von f in M, wenn sie eine Maximumstelle oder

Minimumstelle von f in M ist. Ist M der gesamte Definitionsbereich von f, so

bezeichnet man p als globale Extremstelle von f.

Definition: Sei f: A — R eine reelle Funktion. Eine Stelle p & A heift

H lokale Maximumstelle von f, wenn es eine Umgebung U(p) gibt, sodass
f(x) < f(p) fur alle x = U(p)
H lokale Minimumstelle von f, wenn es eine Umgebung U(p) gibt, sodass
f(x) = f(p) fur alle x = U(p)
Eine Stelle p & A heift lokale Extremstelle von f, wenn p eine lokale

Maximumstelle oder eine lokale Minimumstelle von f ist.

2.42 Potenzfunktionen und Polynomfunktionen

Definition:

Eine reelle Funktion f mit f(x) = ¢ X" (c, r € R) nennt man eine Potenzfunktion.

Der gr6Btmogliche Definitionsbereich einer Potenzfunktion hangt vom Exponenten r
ab. In ,Mathematik Verstehen 6“ werden in weiterer Folge Graphen von
Potenzfunktionen mit unterschiedlichen Exponenten vorgestellt und Eigenschaften

formuliert.
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Insbesondere:

: Eigenschaften von Potenzfunktionen f mit Exponenten aus N*

1) Alle Graphen gehen durch die Punkte (0| 0)und (1 | 1).
Flr gerades n gehen alle Graphen durch (-1 | 1), fir ungerades n durch

(1] -1)

2) fistin R° streng monoton steigend

3) fistin R? streng monoton fallend, falls n gerade ist, und streng monoton

steigend, falls n ungerade ist.

Hier ergibt sich die Gelegenheit, die folgenden Begriffe einzufihren:

Definition: Eine reelle Funktion f: A — R heif3t

W gerade, wenn fir alle x € A gilt: f(-x) = f(x)

M ungerade, wenn fir alle x € A gilt: f(-x) = - f(x)

Der Graph einer geraden Funktion ist symmetrisch bezlglich der 2.Achse, der Graph

einer ungeraden Funktion symmetrisch bezlglich des Ursprungs.

Nun kann man auch die Wurzelfunktionen von der Form
f:R°—> R mit f(x)=Yx (neN* definieren.

1
Diese sind spezielle Potenzfunktionen, weil Wx =xn ist.

Diese Funktionen sind streng monoton steigend in R?.

Alle Graphen gehen durch die Punkte (0 | 0) und (1 | 1).

Weiters definiert man Polynomfunktionen:
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Definition: Eine reelle Funktion f mit f(x) = an X"+ ant X" + ... + @1 X + @

(wobei n € N, apn, an-1,-....., 3 € R) heil3t Polynomfunktion. Ist a, # 0, so bezeichnet

man f als Polynomfunktion vom Grad n.

Der Graph einer Polynomfunktion vom Grad 2 ist eine Parabel, der Graph einer
Polynomfunktion vom Grad 3 hat meist die Gestalt einer S-Kurve und der einer
Polynomfunktion vom Grad 4 meist die Gestalt einer Doppel-S-Kurve. Es sind aber

auch ,Entartungen” mdglich, bei denen diese Gestalten nicht mehr zu sehen sind.

Grad 2 Grad 3 Grad 4

(Abbildungen aus ,Mathematik Verstehen 6)

2.43 AnderungsmaBe von Funktionen

Definition: Sei f auf einem Intervall [a ; b] definierte Funktion. Die reelle Zahl

i) f(b) - f(a) heiBt absolute Anderung (oder kurz Anderung) von f in [a ; b]

f(b)-f .
ii) (bf)(a)(a) heiBt relative Anderung von fin [a ; b]
... 1(b)-f(a) ,_ . . - . . ,
iii) b-a heiBt mittlere Anderungsrate (oder Differenzenquotient) von fin [a ; b]

iv) — heiBt Anderungsfaktor von f in [a ; b]
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Hier kann man die folgenden Sprechweisen forcieren:

e Die absolute Anderung ist gleich der Differenz der Funktionswerte.

e Die relative Anderung ist gleich dem Verhaltnis der Anderung der

Funktionswerte zum Ausgangsfunktionswert.

e Die mittlere Anderung (der Differenzenquotient) ist gleich dem Verhaltnis der
Anderung der Funktionswerte zur Anderung der Argumente.

e Der Anderungsfaktor gibt an, mit welchem Faktor der Ausgangsfunktionswert
multipliziert wird, um den Endfunktionswert zu erhalten.

[Es gilt namlich: f(a) - %: f(b)]

2.44 Veranderung von Funktionsgraphen

Durch dementsprechende Aufgaben stéBt man auf folgende Erkenntnisse:

Fir ¢ > 0 geht der Graph von g aus dem Graphen von f so

hervor:

g(x) = ¢ « f(x) Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor ¢ normal zur 1.Achse

(Streckung fur ¢ > 1, Stauchung fir0 < c < 1)

g(x) = -c « f(x) Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor ¢ normal zur 1.Achse

und anschlieBend Spiegelung an der 1.Achse

g(x) =f(x) +c Verschiebung um c parallel zur 2.Achse nach oben

g(x) =f(x) -c Verschiebung um c parallel zur 2.Achse nach unten

g(x) =f(x - ¢) Verschiebung um c parallel zur 1.Achse nach rechts

g(x) =f(x +c) Verschiebung um c parallel zur 1.Achse nach links

g(x) = f(c * x) Streckung bzw. Stauchung mit dem Faktor 1/c normal zur

2.Achse (Stauchung firc > 1, Streckung flr0<c < 1)
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2.5 Exponential- und Logarithmusfunktion

Grundkompetenzen

B Exponentialfunktionen f mit f(x) = ¢ « a* und deren Graphen kennen.

H Die Parameter ¢ und a innermathematisch und in Anwendungenskontexten
interpretieren

M Charakteristische Eigenschaften einer Exponentialfunktion f kennen und
interpretieren kénnen.

B Exponentialfunktionen auf Wachstums- und Abnahmeprozesse anwenden
kénnen. Die Begriffe der Verdoppelungs- und Halbwertszeit erlautern kénnen.

M Logarithmusfunktionen f mit f(x) = ¢ « ®log x und deren Graphen kennen.

2.51 Exponentialfunktionen und ihre Graphen

Als Einstiegsbeispiel fir die Exponentialfunktionen eignet sich das Wachsen einer
Bakterienkultur.

Definition:
Eine reelle Funktion f: A — R mit f(x) = cea* (c € R, a € R*) heiBt

Exponentialfunktion mit der Basis a.

Beachte: Bei einer Exponentialfunktion muss a > 0 vorausgesetzt werden, weil die

=

Potenz a* fir a < 0 nicht immer definiert ist. Z. B. ist (-1)2 = +-1 oder 0° nicht definiert.
Mit Hilfe eines Computers kann man die Graphen einiger Exponentialfunktionen der
Form f(x) = a* flr verschiedene Werte von a zeichnen lassen und daran gewisse

Eigenschaften erkennen:
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: Eigenschaften von Exponentialfunktionen f mit f(x) =c +a*undc >0
1) Alle Funktionswerte sind positiv und alle Graphen gehen durch den Punkt (0 I c).

2) Die Funktionen sind

Bl streng monoton steigend, wenn a > 1 ist,
B streng monoton fallend, wenn 0 <a < 1 ist,

B konstant, wenna =1 ist.

3) Die Graphen der Funktionen f und g mitf(x) =c +a* und g(x)=c (%)" liegen

symmetrisch beziiglich der 2.Achse.

Weitere Eigenschaften:
+« Fir a > 0 ndhern sich die Graphen unbegrenzt der negativen 1.Achse, far
0 < a < 1 unbegrenzt der positiven 1.Achse.
% F0r ¢ > 0 nehmen die Funktionswerte unbeschrankt groBe und fiirc < 0

unbeschrankt kleine Werte an.

Deutung von c: Wegen f(0) = ¢ « a° = ¢ ist der Funktionswert von f an der Stelle 0.

Der Graph von f schneidet die zweite Achse im Punkt (0 | C).

Deutung von a: Die Basis a ist ein MaB fur die Starke des Steigens beziehungsweise

Fallens der Funktion f. Falls a > 1 ist, steigt f umso starker, je gréBer a ist. Falls

0 < a < 1 ist, fallt f umso starker, je kleiner a ist.

2.52 Eigenschaften von Exponentialfunktionen

Ist f eine Exponentialfunktion mit f(x) =c «a* (c € R, a € R™), dann gilt:

f(x+1) =f(x) - a

Wird das Argument um 1 vergréBert, dann andert sich der Funktionswert mit dem

Faktor a.




59

X+ 1

Beweis: f(x + 1) =c-a*"'=c-(a*-a)=(c-a’)-a=1(x)-a O

Ist f eine Exponentialfunktion mit f(x) =c « a* (¢ ER, a € R"), dann gilt fur alle

heR:  f(x+h)=f(x)-a"

Beweis: f(x +h)=c-a**"=c- (@*-a") = (c-a") -a"=f(x) - a" O
Setzen wira"=1 * %, dann geht die Gleichung f(x + h) = f(x) « a" tber in:

fox+h) =(x) + (1 £ —2-)

Dies bedeutet eine Erhdéhung bzw. Verminderung von f(x) um p %. Wir halten fest:

Exponentielles Wachsen bzw. Abnehmen bedeutet:

Gleiche Zunahme der Argumente [um h] bewirkt stets eine Erhdéhung bzw.

Verminderung der Funktionswerte mit dem gleichen Faktor [a"] bzw. um den

gleichen Prozentsatz [p%] vom jeweiligen Ausgangswert.

2.53 Anwendung von Exponentialfunktionen

Fir exponentielle Wachstums- und Abnahmevorgange schreibt man in der Praxis

meist N(0) statt ¢, wenn sich eine GréBe N mit der Zeit exponentiell verandert.
N(t) = Ng * a' mit No = N(0)
% FUra>1 liegt ein exponentieller Wachstumsprozess vor.

% F0r 0 <a <1 liegt ein exponentieller Abnahmeprozess vor.
% No = N(0) ist der Anfangswert von N (Wert zum Zeitpunkt 0).

Ein wichtiger exponentieller Abnahmeprozess ist zum Beispiel der radioaktive Zerfall.

Beim radioaktiven Zerfall zerfallen die Atome eines radioaktiven Stoffes, dh. sie

wandeln sich (unter Aussendung von Strahlung) in Atome eines anderen Stoffes um.
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Die Anzahl der noch unzerfallenen Atome nimmt dabei exponentiell ab. Ist N(t) die
Anzahl der zum Zeitpunkt t noch unzerfallenen Atome und No= N(0) die Anzahl der

unzerfallenen Atome zu Beobachtungsbeginn, so gilt:

Radioaktives Zerfallsgesetz:
N(t) = No - @' (mit0<a<1)

Da die Masse des noch vorhandenen radioaktiven Stoffes zur Anzahl der noch
zerfallenen Atome direkt proportional ist, gilt ein analoges Zerfallsgesetz flur die
Masse.

Zu den exponentiellen Wachstums- bzw. Abnahmeprozessen treten in ,Mathematik
Verstehen 6 drei wichtige Typen von Aufgaben auf. Als Erstes sollen Schiler/innen
in der Lage sein ein Wachstums- bzw. Abnahmegesetz anhand zwei gegebener
Wertepaare zu finden. Ein weiterer Typ ist das Ermitteln des Exponenten. Die dritte
Aufgabenstellung beschéftigt sich mit der Verdoppelungs- bzw. Halbwertszeit.

Wird ein exponentieller Wachstums- bzw. Abnahmeprozess durch N(t) = Ng . a'
beschrieben, so nennt man die Zeit t, in der N jeweils verdoppelt bzw. halbiert wird,
die Verdoppelungszeit bzw. Halbwertszeit des Prozesses. Die Halbwertszeit spielt
insbesondere beim radioaktiven Zerfall eine Rolle, weil sie ein MaB fir die
Schnelligkeit des Zerfalls ist.

Durch den radioaktiven Zerfall kann man beispielsweise auch das Alter von Fossilien

bestimmen.

Darstellung von Wachstums- und Abnahmevorgingen mit Hilfe der Euler’schen Zahl

Ein exponentieller Wachstums- bzw. Abnahmeprozess sei gegeben durch:
N(t) = No - a'

In vielen Anwendungen nimmt man anstelle der Basis die Euler'sche Zahl e als
Basis.

Man schreibt:
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Wachstumsprozess: Abnahmeprozess:
N(t) = No » e N(t) = No « e™
A € R* heiBt Wachstumskonstante. A € R* heiBt Abnahmekonstante, beim

radioaktiven Zerfall auch
Zerfallskonstante.

Exponentieller N(t) = N(0) « &' N(t) = N(0) « eM
Wachstumsprozess mita > 1 mitA >0
Exponentieller N(t) = N(0) « &' N(t) = N(0) « ™
Abnahmeprozess mit0<ax< 1 mitA >0

Vergleich von linearen Funktionen und Exponentialfunktionen:

Lineares Wachstum Exponentielles Wachstum

f(x)=kex+d (mit k > 0) f(x) =c+a” (mita>1)

Af(x) Af(x)

ol - 0l JUCETADLT X
Gleiche Zunahme der Argumente Gleiche Zunahme der Argumente
bewirkt stets gleiche Zunahme bewirkt stets Zunahme der
der Funktionswerte: Funktionswerte mit dem gleichen
fx+h)=f(x) +keh Faktor bzw. um den gleichen
Prozentsatz:
f(x + h) = () " =f(x) « (1 + &)
Die absolute Anderung f(x + h) — f(x) Die relative Anderung foer ) fx).

hangt nur von der Intervalllange h, aber hangt nur von der Intervalllange h,
nicht von der Stelle x ab: aber nicht von der Stelle x ab:

f(x + h) —f(x) =k « h
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. f(x+h)-f .
Der Differenzenquotient w Der Anderungsfaktor f();(;)h )
ist konstant, hangt also weder von der hangt nur von der Intervalllange h ab:
Intervalllange h noch von der Stelle x ab: fx+h) _ gn

f(x)

f(x + h) - f(x)
h

=k

Interessant sind auch ,exponentielle Katastrophen“. Mit Hilfe eines
Computerprogramms kann man eine lineare Funktion und eine Exponentialfunktion
vergleichen. Vergleicht man etwa die Funktion f und g mit f(x) = 1,1 und
g(x) = 10 « x, so hat man den Eindruck, dass f wesentlich langsamer wéachst als g.
Durch Zoomen kann man jedoch feststellen, dass die Exponentialfunktion f
schlieBlich die lineare Funktion g Ubertrifft.

[(x), g(x)

L A1(x), qg(x)
100 1200
/,f" 1000
200 /"" 800 ‘
i |
600 |'
100 400 1
/ 200 ! /’--7‘-.-7 :
- , : | - e | iy
10 20 30 40 X 20 60 100 x

(Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 6)
Ahnliches beobachtet man, wenn man eine Exponentialfunktion mit einer

Potenzfunktion vergleicht: f(x) = 1,1%, g(x) = x®

)

(Abbildung aus ,Mathematik Verstehen 6)
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Man kann beweisen, dass eine Exponentialfunktion jede Polynomfunktion (und damit
auch jede lineare Funktion und jede Potenzfunktion) bei genligend groBem x
dbertrifft.

Das Heimtickische an exponentiellen Wachstumsprozessen liegt darin, dass diese
anfénglich meist unterschatzt werden, weil das Wachstum zuné&chst langsam und
beinahe linear verlauft (z.B. Bevdlkerungswachstum). Man glaubt also, dass es
immer so harmlos weitergehen wird, doch kommt es friher oder spater zu einer

»Explosion“ und damit zu einer Katastrophe.

Eine praktische Anwendung dieser Erkenntnis betrifft die Rechenzeit von
Computeralgorithmen. Oft hangt die Rechzeit T(n) eines Algorithmus im GroBen und
Ganzen von der GréBe eines Parameters n ab (z.B. bei der Uberpriifung, ob n eine
Primzahl ist). Bei manchen Algorithmen wéachst die Rechenzeit T(n) annahernd
exponential mit n, dh. Sie nimmt zundchst langsam zu, steigt aber ab einem
gewissen Wert von n unerwartet stark an. Dies kann zum Beispiel zur Folge haben,
dass die Rechenzeit flr ein gewisses n nur wenige Minuten betragt, fir nur wenig
gréBere n schon mehrere Jahre und fir nachfolgende n so groB ist, dass der
Algorithmus nicht mehr durchgefihrt werden kann. Man bemUht sich deshalb,
Algorithmen zu finden, bei denen T(n) nicht exponentiell wéachst, sondern
annahernde wie eine Polynomfunktion in n. Leider ist das bei vielen Problemen nicht

gelungen und vermutlich auch nicht immer mdglich.

Am Ende des Abschnitts wird in ,Mathematik Verstehen 6“ noch kurz auf die
Logarithmus- und Exponentialfunktion bei beschrankten Wachstum eingegangen.
Insbesondere wird das logistische Wachstum noch genauer erklart. Dies mochte ich
jedoch nicht ndher behandeln, da es in der Grundkompetenzenliste des BIFIE nicht

verlangt wird.
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2.6 Winkelfunktionen

Grundkompetenzen

H Das BogenmaB kennen, GradmafB und BogenmaB ineinander umrechnen
kénnen.

H Die Erweiterung von Sinus und Cosinus auf ganz R kennen und erldutern
kdénnen.

M Der Sinus, Cosinus- und Tangensfunktion und deren Graphen kennen.
Wichtige Eigenschaften an den Graphen ablesen kénnen (insbesondere
Periodizitat).

H Den typischen Verlauf von Funktionen f der Form f(x) =a ¢ sin (b * x + ¢)

kennen und die Parameter im Kontext interpretieren kénnen (insbesondere bei

Schwingungsvorgangen).

2.61 Das Bogenmalf

Wird ein Winkel im GradmafB gemessen, so teilt man einen vollen Winkel in 360°,
einen rechten Winkel somit in 90° ein. In der Vermessungskunde ist das
NeugradmaB gebrauchlich. Dabei misst ein voller Winkel 4009 [= 400 gon = 400
Neugrad)], ein rechter Winkel somit 100°.

Beide MaBe beruhen auf zufélligen auBermathematischen Gegebenheiten. Das
GradmaB wurde von den Babyloniern eingefihrt und héangt vermutlich damit
zusammen, dass die Erde bei ihrem Umlauf um die Sonne zufallig ca. 360 Tage
braucht. Das NeugradmaB ist durch eine Angleichung an das Zehnersystem
entstanden und hangt damit zusammen, dass wir zuféllig zehn Finger an unseren
Handen haben. In der Mathematik winscht man sich aber ein Winkelmal3, das nicht
von zufalligen Gegebenheiten abhangt.

Das Auffinden eines solchen MaBes beruht auf der Idee, die GroBe eines Winkels
durch die Lange b eines zum Winkel gehtrigen Winkelbogens anzugeben. Die
Lange b hangt jedoch vom gewahlten Radius r ab.




65

In der nebenstehenden Abbildung gilt aufgrund &hnlicher Dreiecke:

r

= |®m

Analoges kann man flr die Winkelbdgen beweisen:

b_b

r r

Fir einen vorgegebenen Winkel ist also der Quotient? konstant und unabhangig

vom gewahlten Radius. Er kann daher als MaB fir die GroBe eines Winkels

verwendet werden.

= |

Definition: Das BogenmaB eines Winkels ist der Quotient a = —, wobei b die Lange

des zum Winkel gehérigen Bogens mit dem Radius r ist.

Wahlt manr =1, dannist a = %: b. Das Bogenmalp ist also gleich der MaBzahl der

Lange des zum Winkel gehorigen Bogens mit dem Radius 1.

Bemerkung: Das BogenmalB ist als Quotient zweier Langen eine dimensionslose
Zahl. Trotzdem wird es manchmal mit der Bezeichnung Radiant (rad) versehen, um

es von anderen WinkelmaBen deutlich zu unterscheiden.

Grundlegend fur Schiler/innen sollte natdrlich das Umrechnen von Grad- und

BogenmalpB sein.

Fir einen gestreckten Winkel (180 °) ist die Lange des zugehdrigen Winkelbogens
b =rm.

rm

Somit gilt fir das BogenmalB eines gestreckten Winkels: a = ?: T=T




66

Daraus ergeben sich weitere BogenmafBe, die man auswendig wissen sollte:

GradmaBB | 0° 30° 45° 60° 90° 180° | 270° 360°
Bogenmaf m m m m Ll 3 2T
6 4 3 2 2

Andere Umrechnungen vom GradmafB ins Bogenmal3 oder umgekehrt erledigt man
am besten mittels einer Proportion. Misst der Winkel g° und ist a das dazugehdorige
Bogenma@, so qilt:

9
180

=N

Bei gegebenem g kann daraus a berechnet werden.

Mit dem Taschenrechner kann man nicht nur sin @, cos ¢ oder tan ¢ flir ein
GradmaB ¢ berechnen, sondern auch sin a, cos a oder tan a fur ein BogenmaB a.
Dabei ist auf die WinkelmaB-Einstellung des Taschenrechners zu achten. Die
meisten Taschenrechner sind auf das GradmafB (DEG) voreingestellt. Wenn man mit
dem BogenmaB oder dem NeugradmafB rechnen will, muss auf das Bogenmal
(RAD) bzw. NeugradmaB (GRAD) umgestellt werden. Die Bedienungsanleitung des
verwendeten Taschenrechners gibt tiber die genaue Vorgangsweise Auskunft.

Das Umrechnen zwischen Grad- und BogenmalB sollte wiederum anhand von
Aufgaben aus dem Schulbuch von den Schilern/innen getbt werden.

2.62 Verallgemeinerung von sin x, cos x und tan x

In der 5.Klasse wurden sin a und cos a nur fir 0° < a < 360° definiert. Die
Ausdehnung auf alle WinkelmaBe von -« bis + « wird durch Drehbewegungen

motiviert.
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e Drehbewegung: Angabe durch Drehsinn und DrehwinkelmaB

e Das DrehwinkelmaB kann gréBer als 360° (bzw. 2rn) oder kleiner als -360°

(bzw. -2m) sein.
Positives Vorzeichen bedeutet Drehung im Gegenuhrzeigersinn.
Negatives Vorzeichen bedeutet Drehung im Uhrzeigersinn.

e Zu einem DrehwinkelmaB erhdlt man das dazugehérige PolarwinkelmaB,

indem man ein geeignetes Vielfaches von 360° bzw. 2rn addiert bzw.

subtrahiert, sodass das Ergebnis in [0° 3609 bzw. [0; 2n[ liegt.

2.63 Die Sinus-, Cosinus, und Tangensfunktion

Jedem x € R kann man die Zahlen sin x, cos x und tan x zuordnen, wobei im letzten

31

. i 5t . . .
Fall die Stellen +—, +——, +——, ....ausgenommen werden mussen. Es liegen somit

2 2 2
folgende Funktionen vor:

Sinusfunktion: sin: R - R mit  sin(x) = sin x
Cosinusfunktion: cos: R - R mit cos(x) =cos x

Tangensfunktion: tan: R — R mit tan(x) = tan x , wobei

A=R\{z7, 13?“, 15?“, )

Diese Funktionen werden als Winkelfunktionen, Kreisfunktionen
trigonometrische Funktionen bezeichnet.

Diese kann man mit Hilfe eines Computerprogramms zeichnen lassen:

oder
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Die wesentlich neue, bisher bei Funktionen nicht aufgetretene Eigenschaft, ist die

Periodizitat.

Definition:
Eine reelle Funktion f: A — R heiBt periodisch, wenn es eine positive Zahl p gibt,

sodass furallex & A auch x+p & A und f(x + p) = f(x) ist.

Die Zahl p heiBt eine Periode der Funktion f.

2.64 Eigenschaften der Sinus- und Cosinusfunktion

Schranken:

Firalle x € R gilt: -1 < sinx <1 und -1 < cosx £ 1
Monotonie:

1) Die Sinusfunktion ist in [-g ;%] streng monoton steigend und in [g ;3?“]

streng monoton fallend.

2) Die Cosinusfunktion ist in [0; 1] streng monoton fallend und in [1T; 2 1]

streng monoton steigend.
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Symmetrie:

Far alle x € R gilt: 1) cos (-x) = cos x 2) sin (-x) = -sin x

Beziehung zwischen Sinus und Cosinus:

Fur alle x €R gilt: 1) cos x = sin (x + g) 2) sin X = cos (X - g)

Diese Satze kann man einerseits am Einheitskreis und andererseits an den Graphen

der Funktionen erkennen.

2.65 Harmonische Schwingungen

Eine wichtige Anwendung der Winkelfunktionen bilden die harmonischen
Schwingungen, bei denen folgende Begriffe eine Rolle spielen:

Amplitude r:

GroBte Entfernung des schwingenden Kérpers von der Ruhelage. Einheit: 1 m

Schwingungsdauer T:
Zeitdauer einer vollen Schwingung. Einheit: 1 s

Frequenz:
Zahl der Schwingungen pro Sekunde. Einheit: 1 Hz

Elongation s(t) zum Zeitpunkt t:
Der mit Vorzeichen versehene Abstand des Korpers von der Ruhelage zum
Zeitpunkt t. Einheit: 1 m

Merke: f = Die Frequenz ist der Kehrwert der Schwingungsdauer.

—|=
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Elongation einer harmonischen Schwingung:

s(t)=r-sin(wt+(p)=r-sinw(t+%)

Man bezeichnet % als Phasenverschiebung der Schwingung.

In ,Mathematik Verstehen 6 wird auch die Phasenverschiebung behandelt, obwohl
diese bei der Zentralmatura nicht vorkommen wird, da sie nicht in der
Grundkompetenzenliste des BIFIEs vermerkt wird.

2.7 Erganzung zu Funktionen

Die folgenden Begriffe wurden bisher noch nicht verwendet. Es ist aber sinnvoll, sie

kennenzulernen.

% Das Element x heiBt Stelle oder Argument oder Urelement von f(x).
< Das Element f(x) heiBt Funktionswert von f an der Stelle x oder
Bildelement von x.

% Die Menge A hei3t Definitionsmenge der Funktion f.

+ Die Menge R heiBt Zielmenge der Funktion f.

+ Die Menge f(A) = { f(x) e R | x € A } heiBt Wertemenge der Funktion f.

Durch Einschrankung der Zielmenge einer reellen Funktion auf ihre Wertemenge
kann man erreichen, dass jedes Element der Zielmenge mindestens ein Urelement

besitzt.

In diesem Zusammenhang ist eine leichte Verallgemeinerung des Begriffes der

reellen Funktionen zweckmaBig:

Definition: Eine Funktion f: A — B mit A € R und B € R nennt man eine reelle

Funktion.
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Weiters wird im Buch auf die Verkettung und die Umkehrung von Funktionen
eingegangen. Dies mdchte ich jedoch hier nicht ndher ausfihren, da dies ebenfalls

bei der Zentralmatura nicht vorkommen wird.

Wichtiger ist jedoch eine weitere Verallgemeinerung des Funktionsbegriffes:

Definition:
Eine Funktion f: A - B mit A € R" und B € R nennt man eine reelle Funktion in

n Variablen.

In weiterer Folge lasst man als Definitions- und Zielmenge auch geometrische
Mengen =zu, bis man schlieBlich einem sehr allgemeinen (auf DEDEKIND
zurlickgehenden) Funktionsbegriff gelangt:

Definition:

Wird jedem Element einer Menge A genau ein Element einer Menge B zugeordnet,
dann heif3t diese Zuordnung eine Funktion (oder Abbildung) von A nach B.

Die Menge A heiBt Definitionsmenge der Funktion, die Menge B die Zielmenge der
Funktion

Durch diese Verallgemeinerung kann man zum Beispiel eine Funktion bei einem
Kinobesuch, bei dem jedem/r Kinobesucher/in ein Sitzplatz zugeordnet werden kann,
entdecken. In der Regel jedoch lassen sich dazu in der Schule keine sinnvollen
Aufgaben mehr aufstellen.

Auch funktionale Aspekte von Formeln werden in diesem Abschnitt des Buches
nochmals aufgegriffen. Neu ist dabei das Aufstellen von Formeln aus der Kenntnis
von Abhangigkeiten. Hier ein Beispiel dazu:

6.36 Drdhte aus einem bestimmten Metall mit verschiedenen Querschnitten und
Langen werden durch Anhdngen verschiedener Gewichtsstiicke geringfiigig
gedehnt. Durch Messungen stellt man fest:
® Die Ldngenzunahme Al [lies: Delta (] ist direkt proportional zur Masse m

des Gewichtsstiicks und zur Lénge | des Drahtes.

® Die Ldngenzunahme Al ist indirekt proportional zum Inhalt q der '
Querschnittsflache des Drahtes. ; s i

Ein Messergebnis ist in der Tabelle angegeben. m (in kg) | L (in mm) ‘ q (in mm? | Al (in mm) |

Stelle eine Formel fiir die Lédngenzunahme Al auf! i Sl L | 2 | 300

(aus ,Mathematik Verstehen 6)
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3. Notationsprobleme der Funktionslehre in der Schule

Nun méchte ich auf Notationsprobleme der Funktionslehre in der Schule naher
eingehen. Eine mathematische Korrektheit in den Bezeichnungen ist in der Schule
wichtig und ist daher auch Malle ein Anliegen. In einem unveréffentlichten Artikel

(Malle 2012) macht er auf haufige Fehler aufmerksam.

3.1 Koordinaten- und Achsenbezeichungen

Im Schulunterricht ist es haufig Ublich, dass man die Achsen eines
zweidimensionalen Koordinatensystems mit x und y beschriftet. In den meisten
Aufgaben, vor allem bei Textaufgaben, ist dies jedoch nicht sinnvoll. Bei

Zeit-Ort-Funktionen etwa beschriftet man Achsen mit s und t. Wirde man bei Zeit-
Ort Funktionen die Achsen auch mit x und y beschriften, wiirde dies lediglich fir

Verwirrung sorgen. Malle beschreibt dazu die AuBerung eines Lehrers:

~Jetzt tragen wir auf der x-Achse die Zeit t und auf der y-Achse den
zurlickgelegten Weg s auf‘. Damit hatte man das Kunststlick geschafft, vier
Variable einzufiihren, obwohl zwei genigt hatten. Das sture Festhalten an der
Variablen x (und damit auch am vy) ist in der wissenschaftlichen
Mathematikdidaktik auch unter dem Namen ,x-Krankheit der Schule® bekannt.
(Malle 2012)

Besser wére es die Achsen nur dann mit x und y zu bezeichnen, wenn die GréBen
wirklich so heiBen. In der analytischen Geometrie ist dies bei der Darstellung von
Kurven durchaus angebracht, da wirklich von einer x- und einer y-Koordinate
gesprochen werden kann.

HeiBen die GréBen allerdings anders, ist es zielfihrender, wenn man die jeweiligen

Bezeichnungen der GrdBen beibehalt.
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Gibt es gute Grinde, die Achsenbezeichnungen nicht auf bestimmte
Buchstaben festzulegen, waren die Bezeichnungen ,1.Achse“ und
.2.Achse” geeigneter (das sind neutrale Sammelnamen flr unterschiedliche
Anwendungen.) Auch in diesem Fall ware es nicht sinnvoll, von der x-
Koordinate und der y-Koordinate zu sprechen. Hier bietet es sich geradezu an,
von der ersten und zweiten Koordinate zu sprechen. (Malle 2012)

3.2 Funktionen: Unterschied zwischen f und f(x)

Blickt man in der Geschichte zurtck, wird seit der zweiten Halfte des
19.Jahrhunderts (DEDEKIND) zwischen der Funktion f und dem Funktionswert f(x)
differenziert. Im Schulunterricht jedoch kommt es héaufig zur Verwechslung oder
Vermischung dieser beiden Begriffe.

f ist eine Zuordnung und f(x) ist eine Zahl. Diese Zahl ist zwar nicht naher
bekannt bzw. bestimmt, aber das andert nichts daran, dass es eine Zahl ist.
(Man nennt dies den Gegenstandsaspekt einer Variablen, ausfuhrlich
dargestellt in: Malle, G.: Didaktische Probleme der elementaren Algebra,
Vieweg, Braunschweig 1993.) (Malle 2012)

Wichtig ist, dass der/die Lehrer/in diesen Unterschied bei schriftlichen
Aufgabenstellungen berlcksichtigt. Es ware zum Beispiel falsch, wenn man von der
Funktion f(x) = 2x spricht, da f(x), wie bereits erwahnt, ja eine Zahl ist. Korrekt ist es
hingegen, wenn man sagt, es liegt eine Funktion f mit f(x) = 2x vor, oder f ist von der

Form f(x) = 2x.
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3.3 Vermischung von Termdarstellung und Funktionsgleichung

Manchmal werden die Termdarstellung f(x) = ... und die Funktionsgleichung

y = ... zu einer Hybriddarstellung f: y = ... vermischt, z. B. zu f: y = 2x.

Dies ist jedoch eher verwirrend, da das y eigentlich gar nicht bendtigt wird. Es ware
besser einfach zu schreiben: f(x) = 2x.

Die Schreibweise f(x) = ... ist fur viele Aufgabenstellungen zweckméaBiger als die

Schreibweise f: y = ... . Zum Beispiel:

Aufgabe 1: Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x%. Wie groB ist der
Funktionswert an der Stelle 27?7
Lésung:  f(2)=2°=4
Die Schreibweise y = 2% = 4 ware hier unangemessen, weil sie
nicht zum Ausdruck bringt, dass der Funktionswert an der Stelle 2

berechnet wurde.

Aufgabe 2: Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x. Zeige: Wird das Argument
x verdoppelt, so vervierfacht sich der Funktionswert f(x).
Lésung: f(2:x) = (2:x) 2 = 4% = 4-f(X)
Die y-Schreibweise wirde hier zu einem unangemessenen und
eher kuriosen Vorgehen zwingen, etwa:
Yneu= (2°X) 2= 4X% = 4 yay

Aufgabe 3: Zeichne den Graphen der Funktion f mit f(x)= x?!
Lésung: Beim Zeichnen des Graphen ist es sinnvoller, die Achsen mit x und
f(x) anstelle von x und y zu beschriften. Das y ist nicht notwendig
und bringt auch nicht zum Ausdruck, was an jeder Stelle x
aufgetragen wird, namlich der Funktionswert von f an der Stelle x.
(Malle 2012)

Aufgrund der vorangegangenen Aufgaben erkennt man also, dass die Schreibweise

fry=...... weitgehend vermieden werden sollte.
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3.4 Zuordnungspfeile

Bei Funktionen werden verschiedene Pfeile unterschieden.

In der Schreibweise f: A - Bl x~ f(x) bzw. f: A — B, x~ f(x) kommen zwei

verschiedene Pfeile vor, die unterschiedliche Bedeutungen haben.

Der Pfeil — ordnet der Definitionsmenge eine Zielmenge zu, der Pfeil » ordnet

jeder Zahl aus der Definitionsmenge eine Zahl aus der Zielmenge zu.
(Malle 2012)

Manchmal werden diese Pfeile vertauscht oder ignoriert, es sollte aber unbedingt

betont werden, dass sie unterschiedliche Bedeutung haben.

3.5 Lineare Funktionen

Im géngigen Schulunterricht bezeichnet man eine Funktion als linear, wenn sie von
der Form f(x) = k - x + d mit k, d & R ist. Es tauchen aber manchmal auch noch

altere Bezeichnungen wie ,linear homogen® (d = 0) und ,linear inhomogen* (d # 0)

auf.
Von diesen ist abzuraten, weil unnétige Differenzen zum Sprachgebrauch der
Linearen Algebra an der Hochschule auftreten. Dort heiBt eine Funktion linear, wenn

sie folgende beiden Eigenschaften erfillt:

1) Additivitat: f(x + y) = f(x) + f(y) 2) Homogenitat f(k « x) = k «f(x)
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Laut dieser Definition wirden also in der Schule nur direkte
Proportionalitatsfunktionen lineare Funktionen sein, da nur diese die beiden

Eigenschaften erflllen. Malle schreibt dazu:

Bisher hat noch kein 6sterreichisches Schulbuchteam den Mut gefunden, den
Sprachgebrauch der Schule jenem der Linearen Algebra anzupassen. Die
Schultradition ist hier so stark, dass man dies wohl akzeptieren muss. Der
Ausdruck linear” ist auch flr die Funktionen d # 0 nicht ganz dumm gewahilt,
weil der Graph einer solchen Funktion stets eine Gerade (bzw. ,gerade Linie")
1] PR Die nachfolgende Unterscheidung in ,linear homogen“ und ,linear
inhomogen® ist aber nicht sinnvoll, weil sie den Unterschied zur Linearen
Algebra in unnotwendiger Weise verstarkt. Im Sinne der Linearen Algebra ist
der Ausdruck .linear homogen® ein Pleonasmus, weil eine lineare Funktion
automatisch homogen ist. Der Ausdruck ,linear inhomogen* ist hingegen im
Sinne der Linearen Algebra ein Widerspruch, weil eine lineare Funktion nicht
inhomogen sein kann. (Malle 2012)

In der Schule ist es daher besser diese Begriffe zu vermeiden und generell nur
von linearen Funktionen zu sprechen. Die Funktionen bei denen d = 0 ist, kann
man, wie in ,Mathematik Verstehen®, als direkte Proportionalitatsfunktionen

bezeichnen.

3.6 Extremstellen

Definitionen zu globalen und lokalen Extremstellen habe ich bereits in meinem
Theorieteil angefiihrt, oftmals wird aber beim globalen Maximum bzw. Minimum statt

f(x) < f(p) bloB f(x) < f(p) geschrieben. Das entspricht zwar den in der Schule
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hauptsachlich vorkommenden Funktionen, ist aber problematisch. Globale

Maximumstellen missen mit f(x) < f(p) definiert werden

,weil der bekannte Satz, dass jede in einem abgeschlossenen Intervall [a ; D]
stetige Funktion f eine Maximumestelle in [a ; b] besitzt, nicht gelten wirde. Man
denke etwa an eine in [a ; b] konstante Funktion. Leider muss man den
Nachteil in Kauf nehmen, dass fir diese konstante Funktion jede Stelle x € [a ;
b] sowohl eine Maximumstelle als auch eine Minimumstelle von f in [a ; b] ist.

Das ist zwar kontraintuitiv, I&sst sich aber nicht vermeiden. (Malle 2012)

Wenn man globale Maximumstellen mit f(x) < f(p) und lokale Maximumstellen mit
f(x) < f(p) definiert, ergibt sich der Nachteil

dass es globale Maximumstellen von f geben kann, die keine Ilokalen
Maximumstellen sind. Zum Beispiel ware flr eine in [a ; b] konstante Funktion
jede Stelle x &[a ; b] zwar eine globale, aber keine lokale Maximumstelle. Die
Maximumeigenschaft, die fir den ganzen Definitionsbereich gilt, wirde also in

einer Umgebung nicht mehr gelten, was doch eher merkwiirdig ist. (Malle 2012)

Beide Varianten bringen also Vor- und Nachteile mit sich. Malle findet die Variante
mit f(x) < f(p) charmanter:

Mir persénlich erscheint die Vorstellung, dass jede Stelle einer konstanten
Funktion sowohl héchste als auch eine tiefste Stelle ist, leichter zu verkraften
als die Vorstellung, dass etwas, was im ganzen Definitionsbereich gilt, plétzlich
in einer Umgebung nicht mehr gelten soll. Aber das kann man natirlich auch
anders sehen. Einen geringflgigen Vorteil, beide Definitionen mit <
anzuschreiben, sehe ich allerdings darin, dass beide Definitionen gleichartig
aufgebaut sind, wodurch die Verwechslungsgefahr vermindert wird.
(Malle 2012)
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4 Empirische Untersuchung

4.1 Schriftliche Befragung

In diesem Abschnitt werde ich nun n&her auf die schriftliche Befragung, die ich in
zwei 7.Klassen eines Oberstufenrealgymnasiums durchgefihrt habe, eingehen. Man
kann diese Tests nur als Fallstudien und keinesfalls reprasentativ sehen, da von
zwei Klassen nicht auf die Grundgesamtheit aller ésterreichischen Schiler/innen
geschlossen werden kann. Dennoch gibt diese Untersuchung Aufschluss Gber die
Problemfelder der Schiler/innen in der Funktionenlehre und ruft nach einer
genaueren Analyse.

Bei der Auswahl der Aufgaben war ich bemuUht grundlegende Aufgaben zu den
einzelnen Themenkreisen zu finden. Wichtig war mir, dass ich alle Themenbereiche
abdecke, sodass ich genauer sehen kann, wo die Probleme der Schilern/innen
liegen. Interessante Interpretationen lassen sich aus dem Ergebnis der Befragung
spater formulieren, doch zunachst mdéchte ich die Aufgaben einmal vorstellen. Wie
man auf den nachsten Seiten sehen kann, bekamen die Schiler/innen von mir ein
doppelseitig bedrucktes Arbeitsblatt mit zwolf Aufgaben ausgehandigt. Diese sind
gezielt auf die zentrale Reifeprifung ausgerichtet, das heiBt: weniger rechnen und
mehr interpretieren. Alle Aufgaben stammen aus ,Mathematik Verstehen®. Die

Formate sind meist Multiple-Choice-Aufgaben.

? Temperatur (in °C)

1 Dieser Graph zeigt den Temperaturverlauf fiir einen Tag.
Kreuze die wahren Aussagen an!
O Zwischen 12 Uhr und 16 Uhr waren es liber 18°C.
[0 Die hichste Tagestemperatur war um 13 Uhr. i
] Dreimal betrug die Temperatur 12°C.
O Dreimal betrug die Temperatur 14°C. wo;

| Uhrzeit t
o —_ e

| 4 8 12 16 20 24

2 Der Radfahrer fahrt diesen Hiigel hinauf. Welcher der drei Graphen zeigt am besten, wie sich die

Geschwindigkeit im Lauf der Zeit &ndert?
O O O
$v(t) fv(t) $v(t)

Ve EES -




79

Der Graph welcher Funktion f ist hier dargestellt? 4”“)‘)
O f)=—2x+6 O f(x)=—3x+2
O f()=—3x+6 O f=2-3 s
0 2 4 6 8

Der monatliche Stromrechnungsbetrag f in Abhédngigkeit von den verbrauchten kWh wurde al .

lineare Funktion f(x) = k + x + d modelliert. Kreuze alle wahren Aussagen an!
O k=Zahl der verbrauchten kWh [0 x=Preis fir eine kWh
O d=monatliche Grundgebiihr O f(x) = gesamter zu zahlender Betra¢

Welche Formeln beschreiben eine indirekte Proportionalitédt zwischen v und w (u konstant)?
Ov=3% Ov-w=u O u=yiw Ov=u-w
Der Mantelflicheninhalt M eines Drehzylinders mit dem Radius r und der Hihe h ist gegeben
durch M - Zinh. Biei welchen dieser Funktionen handelt es sich um indirekte Proportionalitéts-
funktionen?
[ 1o M; hkonsi [ 1 M~ h; rkonst. O h~-r; M konst. J r—h; M konst.
4
Welche der folgenden Aussagen treffen fiir den rechts 6__5’
abgebildeten Graphen der Funktion f: [1; 6] — R zu? sl |
0 1und 4 sind globale Maximumstellen von f in [1; 6]. 4+ =
3_-
[ 4 ist eine lokale Maximumstelle von f. Gl
O 6 ist eine lokale Minimumstelle von f W+ 1 i .
[0 2 ist eine globale Minimumstelle von f in [1; 6]. o v 5 3 T
Welchen Grad kdnnte die abgebildete Polynomfunktion haben?
2A 2A 2A [:m
l T T -+ ! —_—
1A 1A 1A 1A
O Grad (f)=2 O Grad (f)) =2 O Grad (f;)=2 (] Grad (f,)=2
0 Grad (f,) =3 O Grad (f,)=3 O Grad (f)) =3 (] Grad (f) =3

O Grad (f)=4 O Grad (f,) =4 O Grad (f;) =4 O Grad (f) =4
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9 In einer Region leben derzeit 90000 Einwochner. Jéhrlich wandern ca. 3% ab. Welche Formel fiir
die Einwohnerzahl E(t) zum Zeitpunkt t ist korrekt?

O E(t)=90000 - 0,03 0 E(t)=90000-097 -t [J E(t)=90000 - 0,97

1 0 Welche dieser Aussagen trifft fir Funktionen f: R = R mit f(x)=c - a* (@€ R", ce R") zu?

O Der Graph der Funktion geht stets durch den Punkt (01 c).
O Fir c=>0und a <1 ist die Funktion streng monoton fallend in R.
O Die Zahl c ist der Funktionswert von f an der Stelle 1.

O Gleiche Zunahme der Argumente bewirkt stets eine Zu- bzw. Abnahme der Funktions-
werte um denselben Prozentsatz vom jeweiligen Ausgangswert.

11

e L A iat po =rrricyrice e o
iebenstehend 15t € € narmo A

F  dalladls
€ " navna daraestellt. En
Schwingung darges

Amplitude, die Schwingungsdauer, di Frequenz

und die Elongation zum Zeitpunkt t

12 | Gibdie absolute Anderung, die relative Anderung, die mittlere Anderungsrate und den Ande-
rungsfaktor der Funktion f im Intervall [0; 2] an!

a) f0=2+2  b) f)=-3x+2 o f)=4x+5 o) f)=x2+2 @) f0=10+3

4.11 Grundkompetenzen in den Aufgaben

Aufgabe 1: In Aufgabe 1) wird die Grundkompetenz 1.4 angesprochen, da aus
einem Graphen Wertepaare abgelesen werden missen. Alle vier Aussagen kann
man Uberprifen, in dem man einfach vom Graphen abliest.

Aufgabe 2: Die gleiche Kompetenz wie in Aufgabe 1) wird auch in Aufgabe 2), in der
Schdler/innen nun aber den Graphen ,im Kontext deuten® sollen, abverlangt. Sie
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mussen dabei interpretieren wie sich die Fahrt eines Radfahrers Gber einen Hiigel in
einem Graphen, in dem auf der ersten Achse die Zeit und auf der zweiten die
Geschwindigkeit aufgetragen wird, auswirkt.

Aufgabe 3: Bei der dritten Aufgabe sollten Schiler/innen die Grundkompetenz
FA 2.2 erworben haben, da sie entweder durch das Ablesen am Funktionsgraphen
und Einsetzen von Wertepaaren oder durch das Ermitteln von k und d auf die

richtige Termdarstellung der Funktion f stoBBen.

Aufgabe 4: Die vierte Aufgabe behandelt im Wesentlichen ebenfalls die
Grundkompetenz der Aufgabe 3, nur spielt bei dieser Aufgabenstellung das ,im
Kontext deuten“ wieder eine zentrale Rolle. Die monatliche Stromrechnung soll
durch die verschiedene Parameter erklart werden.

Aufgabe 5: Dies ist eine Aufgabe zur indirekten Proportionalitat, die in der
Grundkompetenz FA 3.4 zum Ausdruck gebracht wird. In Aufgabe 5 geht es darum,
dass man weiB, wie indirekte Proportionalitdten angeschrieben werden und die
vorgegebene Gleichung gegebenenfalls umformen kann, sodass die indirekte
Proportionalitat erkannt werden kann.

Aufgabe 6: Gleiches gilt flr die Aufgabe 6), in der ebenfalls die Grundkompetenz
FA 3.4 von den Schulern/innen abverlangt wird.

Aufgabe 7: Diese Aufgabe behandelt die Grundkompetenz FA 1.5 nédher, da
Schiler/innen Uber Extremstellen Bescheid wissen sollten. Wichtig bei dieser
Aufgabe ist, dass der Unterschied zwischen lokalen und globalen Extremstellen
beherrscht wird, ansonsten wird man diese Aufgabe nicht korrekt beantworten

kdnnen.

Aufgabe 8: In Aufgabe 8) wird die Grundkompetenz FA 4.4 angesprochen, da man
den Grad einer Polynomfunktion erkennen muss. Tuckisch ist der letzte Graph, da
dieser sowohl Grad 2 als auch Grad 4 haben kann, da es auch ein entartete

Funktion vierten Grades sein konnte.
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Aufgabe 9: In Aufgabe 9) liegt die Grundkompetenz FA 5.1 zu Grunde, da

Schiler/innen einem Text einen Funktionsterm zuordnen sollen.

Aufgabe 10: In dieser Aufgabe missen Schiler/innen Uber Eigenschaften einer
Exponentialfunktion Bescheid wissen. Diese werden zwar nicht alle explizit in der
Grundkompetenz FA 5.4 genannt, ich denke aber, dass mit ,charakteristischen

Eigenschaften® auch jene gemeint sind, die in Aufgabe 10) zur Geltung kommen.

Aufgabe 11: In Aufgabe 11) werden zwei Grundkompetenzen abverlangt. Zum einen
wird in dieser Aufgabe die Grundkompetenz FA 6.1 abverlangt, da Schiiler/innen die
Funktion als ,allgemeine Sinusfunktion erkennen und betrachten® missen und zum
anderen wird auch die Grundkompetenz FA 6.2 gefordert, weil man Wertepaare aus
dem Funktionsgraphen ablesen muss.

Aufgabe 12: In dieser Aufgabe sind verschiedene AnderungsmaBe zu berechnen.
Dies entspricht einer in dieser Arbeit nicht besprochenen Grundkompetenz der
BIFIE-Liste aus dem Bereich der Analysis (AN 1.1).

Zusammenfassend mdéchte ich erwahnen, dass die Auswahl der Aufgaben willkirlich
vollzogen wurde, das heiBt, dass nicht alle Grundkompetenzen abgedeckt werden
und manche auch o6fters in den Aufgaben versteckt sind. Dies ist meines Erachtens
in einer solchen Befragung auch nicht wichtig, da ja das Wissen der Schuler/innen
ohnehin nur stichprobenartig Gberprift werden kann. Man kann nicht alles abfragen,

da dies die Zeit und die Geduld der Schuler/innen nicht zulassen wirde.
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4.12 Auswertung der Fragebdgen

Dieser Abschnitt enthalt die Auswertung der schriftlichen Befragungen. Die
einzelnen Aufgaben werden unterschiedlich ausgewertet. Bei manchen Aufgaben
werden auch Kombinationen ausgewertet, um spater weitergehende Interpretationen
treffen zu kénnen. Insgesamt haben 27 Schiler/innen an der schriftlichen Befragung

teilgenommen.

Aufgabe 1

& Richtige Antworten
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Aufgabe 1

0 Richtige 1 Richtige 2 Richtige

3 Richtige

4 Richtige

B Richtige Antworten

Aufgabe 2

Richtig

Falsch

@ Richtig
m Falsch
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Aufgabe 3

Richtig

@ Richtig
m Falsch

Falsch

Aufgabe 4

18
16
14
12

10

(e

(o))

IS

n

o

0 Richtige 1 Richtige 2 Richtige

3 Richtige

B Richtige Antworten

4 Richtige
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Aufgabe 4

AB,C,D AB,C ACD B,C,D AB AC B,D D

Aufgabe 5

B Richtige Antworten

0 Richtige 1 Richtige 2 Richtige 3 Richtige 4 Richtige
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Aufgabe 5

Nichts

Sonstige

0 Richtige

1 Richtige

Aufgabe 6

2 Richtige

3 Richtige

4 Richtige

B Richtige Antworten
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Aufgabe 6

AB

CD

Nichts

0 Richtige

1 Richtige

Aufgabe 7

2 Richtige

3 Richtige

4 Richtige

B Richtige Antworten
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Aufgabe 7

5}
4
8
| I |
B A,B A,D B,D A,C,D B,C,D

Sonstige

Aufgabe 8

10
5
3 3
i 2 i

0 Richtige

1 Richtige 2 Richtige

3 Richtige

4 Richtige

Nichts

B3 Richtige Antworten

30

Aufgabe 9

25

20

27

15 A

10 A

Richtig

Falsch
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Aufgabe 10

B Richtige Anworten

0 Richtige 1 Richtige 2 Richtige 3 Richtige 4 Richtige Nichts

Aufgabe 11

B richtige Antworten

Amplitude Schwingungsdauer Frequenz Elongation

Aufgabe 12 wurde von keinem/r Schiler/in bewéltigt.
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4.13 Analyse

Ich méchte nun nach den Ergebnissen der schriftlichen Befragung nun analysieren,
welche Grundkompetenzen die befragten Schiler/innen aufgrund des Tests
aufweisen und welche nicht in ihren Képfen verankert sind. Natlrlich kann ich
wiederum nur die abgefragten Kompetenzen in den Aufgaben betrachten, da ich
Uber das Vorhandensein andere Grundkompetenzen nicht Bescheid weil3.

In den ersten beiden Aufgaben ist, wie ich bereits erwdhnt habe, die
Grundkompetenz FA. 1.4 abverlangt worden. Anhand der beiden Diagramme kann
man sehen, dass diese Grundkompetenz bei den befragten Schilern/innen im
GroBen und Ganzen vorhanden ist. Die erste Aufgabe I6sten 16 und die zweite 24
von 27 Schulern/innen richtig. Die erste Aufgabe ist dennoch, meines Erachtens, gut
bewaltigt worden, da in dieser Aufgabe mehrere Antworten richtig sein konnten und
alle Kreuze richtig gesetzt werden mussten, damit die Aufgabe als richtig gewertet

wird.

Die Aufgaben 3 und 4, die die Grundkompetenz FA. 2.2 behandelten, wurden jedoch
nicht befriedigend geldst. Vor allem Aufgabe 4 wurde nur dreimal richtig beantwortet.
Viele tappten in die Falle hinein und vertauschten k mit x. Dies erkennt man auch an
den Kombinationen, da viele Schiler/innen alles angekreuzt haben. d und f(x)
stellten hierbei weniger Probleme.

Die Aufgaben 5 und 6, die die Grundkompetenz 3.4 von den Schilern/innen
abverlangte, sind katastrophal beantwortet worden. Aufgabe 5 konnte kein/e
Schiuler/in korrekt beantworten und bei Aufgabe 6 waren es auch nur vier. Diese
Grundkompetenz ist also bei den Befragten so gut wie nicht vorhanden. Anhand der
Diagramme kann man auch erkennen, dass bei diesen Aufgaben nur geraten wurde,

denn es treten sehr viele Kombinationen auf.

Als nachste Kompetenz wurde Kompetenz FA 1.5 in Aufgabe 7 abgefragt. Auch
diese Kompetenz ist in den Képfen der Schiler/innen wenig verankert, da nur zwei
diese Aufgabe korrekt beantworten konnten. Definitionen zu globalen und lokalen
Extrema sind also keineswegs bei allen Schulern/innen abrufbar.
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Aufgabe 8 ist hingegen passabel beantwortet worden. Bis auf den letzten Graphen,
wo die Schiler/innen vergaBen, dass es auch eine entartete Polynomfunktion vierten
Grades sein koénnte, wurde diese Aufgabe eigentlich gut beantwortet, da vier
Graphen der Grad zugeordnet werden musste und zumindest 15 Schiler/innen
entweder drei oder vier richtige Kreuze gesetzt haben.

Aufgabe 9, in der die Grundkompetenz FA 5.1 zur Geltung kommt, wurde perfekt
beantwortet. Alle der befragten Schiler/innen I6sten die Aufgabe korrekt. Diese
Grundkompetenz durfte also durchaus vorhanden sein.

Mit der Aufgabe 10 bin ich wenigstens teilweise zufrieden, da 15 von 27
Schulern/innen zumindest 3 richtige Antworten gaben. Die Grundkompetenz FA 5.4
wurde meines Erachtens von den Schilern/innen teilweise erworben. Vier
Schuler/innen kreuzten allerdings nichts an und haben daher vermutlich keine
Ahnung.

Aufgabe 11 behandelt zwei Kompetenzen, namlich FA 6.1 und FA 6.2. So eine
Aufgabe wurde laut den Schilern/innen nicht im Unterricht behandelt. Dennoch
wussten manche Bruchstiicke. Dies kommt vielleicht auch daher, dass sie in der
Physik schon Begriffe wie Amplitude oder Schwingungsdauer gehdért haben.
Immerhin wussten elf Schiler/innen Uber die Amplitude Bescheid.

Aufgabe 12 wurde im Unterricht gar nicht behandelt und kommt daher bei meiner

Auswertung und Analyse nicht mehr vor.

Alles in allem bestéatigt sich mein Eindruck, dass bei den Schilern/innen viel
Bruchstiickwissen und kein vollstandiges Basiswissen vorhanden ist. Ansatze sind
da, aber mehr nicht; ob sie die meisten Grundkompetenzen der Funktionenlehre
erworben haben, ist sehr fraglich.
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4.2 Mandliche Befragungen der Schiler/innen

Nun mdchte ich genauer auf meine mindlichen Interviews, die ich mit zehn
Schulern/innen und neun Studenten/innen durchgefihrt habe, eingehen.

Zunéchst befragte ich die Schuler/innen zu weiteren Aufgaben aus dem Buch. Die
Studenten/innen hingegen befragte ich zu drei Aufgaben der schriftlichen Befragung,
die ich in den Schulen durchgefihrt habe. Wichtig an dieser Stelle ist vielleicht auch,
dass die Studenten/innen keine Mathematiker/innen sind, sondern aus anderen

Studienrichtungen kommen.

In weiterer Folge habe ich nur die interessanten Stellen transkribiert, da nur diese fir

meine Analyse relevant sind.

Aufgabe 7.15:

715 Gib an, ob eine Funktion x — y vorliegt! Wenn nicht, begriinde warum!
(1) (2) (3) (4)

ik o 2
y y Yy

Schiiler C:

Schuler C: Em. (Pause 10 s) Das weiB3 ich nicht.
Interviewer: Was, vielleicht irgendeine Vermutung oder?
Schuler C: Nein, nicht einmal eine Vermutung

Interviewer: Wie habt ihr den Begriff ,,Funktion® in der Schule gemacht?
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Schuler C: Em, eigentlich nur em, quasi (Schuler rauspert sich), em als Strich auf
einer, auf dem Koordinatensystem. Em, bléde gesagt, im Prinzip ist eine Funktion,
gibt es eine andere Bedeutung fir Strich? (Schuiler lacht)

Interviewer: Ja aber da ist ja eine Funktion kein Strich oder?

Schiler C: Ja, ja ein Runder halt. (Schiler lacht) Ja es gibt eben, Funktion von 1)
und 2) und 3), und da ist eben ob es eine Gerade ist, ob es eine Kurve, zwei Kurven,
drei Kurven hat und weiter.

Interviewer: O.K.

Schiler C: So haben wir das dann weiter gemacht, das haben wir in der Sechsten
gemacht, oder, glaub ich.

Interviewer: Wenn du da zum Beispiel ratest, ist 4) eine Funktion oder nicht?

Schuler C: 4) ist eine Funktion ja, em, ja Funktionen sind im Prinzip ja alle.

Gesamtbeurteilung:

Dieser Schiler kennt die Definition einer Funktion nicht und kann sie daher auch

nicht anwenden. Er hat nur eine Vorstellung, dass der Graph einer Funktion eine
gerade oder auch gebogene Linie ist.

Schiiler E und Schiilerin G:

Schuler E: Em, 1) ist keine Funktion, 2) auch keine, 1) kénnte eine sein, 2) ist keine,
3) ist eine und 4) ist keine.

Interviewer: Und wieso ist 4) zum Beispiel keine?
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Schiler E: Weil ich nicht glaube, dass eine Funktion y mehr als einmal geschnitten
werden darf.

Interviewer: Ah O.K. und was war noch keine Funktion bei dir?

Schiler E: Em, 2) zum Beispiel.

Interviewer: Wieso ist 2) keine?

Schuler E: Weil (Pause 5 s) hier wieder y zweimal geschnitten wird im Prinzip, zwar

nicht direkt auf der Achse, aber halt der Lange nach.

Interviewer: O.K. passt.

Schuler E: Einem x- Wert kdnnen nicht zwei y- Werte zugeordnet werden.
Schulerin G: Ja also es ist 3) und, nein 3) und 1) sind eine Funktion und 2) und 4)
nicht.

Interviewer: Wieso sind 2) und 4) keine Funktionen?

Schulerin G: Weil sie so gehen und nicht auf der x entlang, sondern auf dery.
Gesamtbeurteilung:

Bei diesem Schuler und dieser Schiilerin ist die Definition einer Funktion intuitiv
vorhanden. Trotz der Unsicherheit des Schilers am Anfang, kommt er auf die
richtige L6sung. Warum er sich bei 1) nicht ganz sicher ist, kdnnte daran liegen,
dass er Funktionsgraphen die senkrecht auf der 1.Achse enden, nicht akzeptieren
(was man auch in der Forschung festgestellt hat).

Die Schilerin G hat die Aufgabe einigermafen richtig geldst, auch wenn sie sich ein
bisschen holprig ausdrickt.
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Schiilerin F:

Interviewer: Du glaubst, dass 3) eine Funktion ist. Und was ist mit den anderen, 1),
2), 3), sind das Funktionen?

Schulerin F: Ich weiB nicht, ich habe noch nie solche Funktionen gesehen.
(Schiilerin lacht). Méglicherweise das auch noch.

Interviewer: 4) O.K.

Schulerin F: Alles andere habe ich noch nie gesehen.

Interviewer: Punkt 1) und Punkt 2) hast du noch nie gesehen?

Schilerin F: Nein.

Interviewer: O.K., wie habt ihr den Funktionsbegriff in der Schule gemacht?

Schulerin F: Na sicher. (Schulerin lacht) Ja schon aber.

Interviewer: Also bei dir sind jetzt 1) und 2) keine Funktionen.

Schilerin F: Na ja, O.K. wahrscheinlich schon.

Interviewer: Warum ist 1) und 2) keine Funktionen?

Schilerin F: Es schaut so komisch aus.

Interviewer: O.K. es schaut komisch aus. (Schiilerin und Interviewer lachen)

Schilerin F: Na ja vielleicht ist es eh eine Funktion, aber ich wisste nicht, weil alle

Funktionen, die wir bisher gemacht haben, die steigen, oder so Linien oder drunter
oder.
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Interviewer: O.K.

Schulerin F: Aber kein Halbkreis.

Gesamtbeurteilung:

Diese Schiulerin hat wenig Ahnung von der Materie. Auffallig ist, dass sie keinen
Halbkreis als Funktion zulassen mdchte. In der Forschung hat man festgestellt, dass

Schdler/innen oft einen Halbkreis nur mit der Geometrie und nicht mit der
Funktionenlehre verbinden und daher diese auch nicht als Funktionen akzeptieren.

Aufgabe 7.32:

7.32  Wenn jemand langere Zeit lduft, nimmt seine Leistung ab. Die nétige Energie wird zuerst
vorwiegend durch Abbau von Phosphaten, dann von Kohlenhydraten und schliefilich von Fetten
geliefert. In einem sportmedizinischen Buch findet sich die {
nebenstehende Abbildung, die die Abnahme der Leistung mit
der Zeit wiedergibt.

a) Welche Mangel fallen an der Beschriftung der Achsen auf?
Kann man die Darstellung trotzdem rechtfertigen?
b) Was kann man aus der Abbildung alles herauslesen? ‘
¢) Wie lange sollte man nach dieser Abbildung mindestens ‘Eo hydrate Fette
laufen, um durch das Laufen wirkungsvoll abzunehmen? 10s 1r;1in 1h Zeit

2
=
=1

—_—

S|

Schilerinnen A und C:

Schilerin A: Bei Beispiel a), em wirde ich sagen, ah, fehlt einmal die Beschriftung
der y- Achse.

Interviewer: O.K.

Schiilerin A: Es ist nur die x-Achse mit der Zeit beschriftet, die y-Achse miisste man
dann noch beschriften.

Interviewer: Mhm.
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Schulerin: Em, ja man kann herauslesen, dass em, nach zehn Sekunden, also am
Anfang ist der Abbau von den Phosphaten sehr hoch. Mit zunehmender Zeit wird der
Abbau der Phosphate niedriger.

Interviewer: Mhm.

Schiulerin A: Und em, ab einer Stunde werden dann Fette erst abgebaut und es

bleibt dann ziemlich konstant.

Interviewer: O.K. ja gut, c) vielleicht noch.

Schilerin A: Mhm. Ja also mindestens eine Stunde, dass man erst einmal anfangt,
Fette abzubauen.

Schulerin C: Em ja, also da fallt mir einmal auf die y-Achse ist irgendwie nicht richtig
beschrieben worden, also wie viele jetzt da an Phosphaten abnimmt oder
Kohlenhydrate und Fette, em, ob man es trotzdem rechtfertigen kann? Em, es Iasst

sich zumindest veranschaulichen einmal.

Interviewer: O.K., b).

Schulerin C: Em, herauslesen kann man halt einmal, em, die Zeit. Nach wie viel
Sekunden, Minuten oder so was passiert.

Interviewer: Mhm.

Schulerin C: Und (Pause 10 s). Und em, auf jeden Fall langer als eine Stunde, damit
Fett abgebaut wird.
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Gesamtbeurteilung:

Diese Schilerinnen haben im Prinzip die Aufgabe richtig gel6st. Das einzige was sie
vergessen haben, ist, dass die Skala nicht dquidistant ist, das heiBt dass
verschiedene Einheiten auf der Achse verwendet werden.

Schiiler D:

Schuler D: Bei der Beschriftung fallt natarlich ganz klar auf, dass bei dieser Achse
keine Einheiten dabei stehen. Man kann sich nicht wirklich vorstellen in welchem
Rahmen, das jetzt stattfindet.

Interviewer: Bei welcher Achse ist das jetzt genau?

Schuler D: Das ist die y-Achse.

Interviewer: Mhm.

Schuler D: Ja was kann man aus der Abbildung alles herauslesen. Ja (Schiiler
rauspert sich), dass man eigentlich Gberhaupt recht viel Sport machen muss, damit
man Fett, so fern man Fett verbrennen will, Fett verbrennt.

Naja wenn das die Leiste der Energie ist, die man hat, ja. Man nimmt ja am Anfang
relativ schnell ab eigentlich.

Interviewer: O.K..

Schiler D: Was fast erschreckend ist (Schiler lacht), wenn das, wenn man dem
vertrauen kann.

Ja zum Punkt c), man sollte eigentlich mindestens eine Stunde laufen, damit man
Fett verbrennt und dadurch kann man erst abnehmen. Kohlenhydrate, na ja tragen
jetzt nicht so bei zur Gewichtsabnahme wie Fette, also mindestens eine Stunde.
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Gesamtbeurteilung:

Dieser Schuler hat ebenso nicht erkannt, dass die Skala nicht &quidistant ist.
Dennoch hat er die Aufgabe gut interpretiert, da er anders als die anderen erkannt
hat, dass es zu einer raschen Abnahme der Phosphate kommt.

Aufgabe 8.45:

8.45 Eine Badewanne wird gleichmafiig mit Wasser voll gefillt. Vo)

Die Abhangigkeit des in der Wanne befindlichen Wasser- iy 384 2 e i 0 B2

volumens V(t) (in Liter) von der Zeit t (in Minuten) ist rechts

dargestellt.

1) Was bedeuten die Zahlen a, b, ¢? 1T

2) Wie viel Liter Wasser flieen pro Minute zu? €

3) Fliefit in der doppelten Zeit die doppelte Wassermenge zu? \ I c

4) Verdoppelt sich in der doppelten Zeit das Volumen des Was-
sers in der Wanne?

5) Ubertrage die Abbildung in das Heft und zeichne zusétzlich den Graphen der Funktion t — V(t)
ein, wenn pro Minute doppelt so viel Wasser zuflief3t! Zeichne auch den Zeitpunkt d ein, zu
dem in diesem Fall die Wanne voll ware! Ist die Wanne in der halben Zeit wie vorhin voll?

Schiiler B:

Schuler B: Also a ist die Volumenzunahme des Wassers im Bad.

Interviewer: Mhm.

Schuler B: Und b wird die Zeit sein und c die Liter.

Interviewer: Mhm.

Schiler B: Wie viel ist eine Minute, ein Kasterl oder?

Interviewer: Mh ja, also da muss man erst feststellen, was damit gemeint ist.
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Schuler B: Aja mhm (Pause 10).

Interviewer: Wenn du es nicht weif3t, kein Problem, dann gehen wir hald zum

nachsten Punkt.

Schiler B: O.K. Ja und Punkt 3) misste eigentlich so stimmen, also wenn es
konstant zunimmt, musste in der doppelten Zeit doppelt soviel Wasser sein am

Schluss.

Interviewer: Mhm ja.

Schiler B: Wirde ich jetzt nicht sagen, genau begriinden, also 4).

Interviewer: Wieso hast du auch eine Erklarung daftir oder?

Schiler B: Em, na ja das Volumen ist ja mehr oder weniger, das ist, wie erklare ich
das, ah, na ja ich habe so eine Ahnung, es steigt ja, das Volumen steigt viel zu hoch,
dadurch dass es hoch Drei ist, das heif3t das doppelte Volumen (Pause 10), nein
kann ich nicht wirklich.

Gesamtbeurteilung:

Dieser Schuler kann diese Aufgabe gar nicht I6sen. a, b und ¢ wurde véllig falsch
interpretiert und somit ist auch der Rest der Aufgabe falsch. Die Grundkompetenz, k

und d in Anwendungssituationen deuten, ist also bei diesem Schililer sicherlich nicht

vorhanden.

Schiiler E:

Schiler E: Na ja also, a durfte in dem Fall, ich gehe davon aus, dass die Wanne am
Anfang leer ist, oder? Deshalb verstehe ich nicht ganz warum das einen
Anfangsgraphen schon hat, so zu sagen, dann wéare schon was drinnen, weil das ist

viel, viel weiter oben.
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Interviewer: Mhm.

Schuler E: Em, ja und dann wird es durch eine lineare Funktion weiter vollgefllt.

Interviewer: Ja.

Schuler E: Und b ist der Punkt, wo die Wanne voll ist.

Also b ist der Punkt auf der x-Achse, &h, flr den Zeitpunkt eben wo die Wanne auf

der y-Achse b, ah voll.

Interviewer: Mhm.

Schiller E: Ah wie viel Liter Wasser flieBen pro Minute zu? Das kommt dann drauf an,

was flr eine Einheit gegeben ist. Da steht jetzt keine da.

Interviewer: O.K..

Schuler E: Deshalb kann man das nicht sagen.

Interviewer: Gut.

Schiler E: FlieBt in der doppelten Zeit die doppelte Wassermenge zu? Ja, weil es

eine lineare Funktion ist.

Interviewer: Ja.

Schuler E: Verdoppelt sich in der doppelten Zeit das Volumen des Wassers in der

Wanne? Ja.

Gesamtbeurteilung:

Auch dieser Schiler kann mit den Parametern a, b und ¢ nichts anfangen. Im

Gegensatz zu Schiiler B, hat er aber 3) und 4) verstanden.
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Schiilerin G:

Schilerin G: Ja also a ist die Steigung, also Ansteigende.

Interviewer: O.K.

Schulerin G: Variable. Mm, b und c sind Hilfslinien. (Schulerin lacht)

Interviewer: Hilfslinien ....

Schiulerin G: Ja (Schulerin rauspert sich). Hm (Pause 10 s), ja ich wiirde sagen, 1,5

Liter pro Minute, oder so.

Interviewer: Wieso?

Schilerin G: Keine Ahnung, ich kann das da ablesen, da sind keine Zahlen.

Interviewer: O.K.

Schilerin G: (Pause 10) Ja die doppelte Menge fliet in der doppelten Zeit zu.

Interviewer: O.K.

Schulerin G: 4) ist nein.

Interviewer: 4) ist nein, wieso?

Schilerin G: Gute Frage, ja weil es ja, weil ja die Wanne nicht so haftig ist, sondern,
na ja obwohl, hm, vielleicht nimmt es doch zu, gleich viel zu.
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Gesamtbeurteilung:

Bei Schilerin G hat man den Eindruck, dass sie die Aufgabe l16sen kdnnte, wenn
konkrete Werte angegeben waren. Ohne Einheiten tut sie sich schwer und ist

allgemein auBer Stande diese Aufgabe angemessen zu interpretieren.

Schiiler I:

Schiiler I: a ist die Steigung des Volumens, so zu sagen, also der Volumenverlauf.
Interviewer: Ja du kannst es als Punkte auch sehen.

Schiler I: Ja ich meine, wenn a der Punkt da ware, wére es der Startpunkt, wo es
losgeht, so zu sagen. Nein Blédsinn, wenn da Volumen ist und da Zeit. Also die
Strecke a gibt einmal an, wie sich das Volumen im Verlauf der Zeit andert. b ist die
Zeit, die vergeht und c ist eben das Volumen, das sich dann in der Badewanne
befindet.

Interviewer: Mhm.

Schiiler |: Wie viel Liter Wasser flieBen pro Minute zu? Ah, haben wir fiir t eine
Einheit?

Interviewer: Nein.

Schduler I: Ah t in Minuten, das heif3t.

Interviewer: Aber es ist alles allgemein.

Schiler I: Allgemein.

Interviewer: Mhm.
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Schiiler I: Hm, pro Minute geht demnach ein halber Liter.
Gesamtbeurteilung:
Auch dieser Schiler lechzt nach konkreten Zahlen. Interessant ist, dass er a als

Steigung des Volumens oder den Volumenverlauf interpretiert. Vielleicht kann er k

als Steigung auffassen, im vorliegenden Fall beschreibt er jedoch k falsch.

Aufgabe 3.46 a:

Gib fiir die folgende Funktion f zwei Intervalle an, in denen f streng monoton steigend ist, und
zwei Intervalle, in denen f streng monoton fallend ist! Gib ferner ein Intervall an, in dem f weder
streng monoton steigend noch streng monoton fallend ist!

df(x) 4 ()

Schiiler C:

Interviewer: Also wo ist f einmal streng monoton steigend?

Schiler C: Em, streng ist da da.

Interviewer: Wenn du vielleicht dazu sagst, was fir ein Intervall.

Schuler C: Also von -2 bis 2.

Interviewer: O.K.

Schiler C: Und von 5 bis 6, ins Unendliche hald, also von 5 bis ins Unendliche.
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Interviewer: O.K., streng monoton fallend?

Schiler C: Ist von -6 bis -4 und 2 bis 5.

Interviewer: Und dann haben wir noch ein Intervall, weder streng monoton steigend

noch streng monoton fallend.

Schiler C: Das ist von -4 bis -2.

Gesamtbeurteilung:

Im Prinzip hat der Schiiler die Aufgabe richtig geldst. Einziges Manko ist, dass er

davon ausgeht, dass, die Funktion fir x = 6 streng monoton steigend ist. Dies kann

jedoch nicht abgelesen werden

Schilerin F:

Schulerin F: Also streng monoton steigend, zwei Intervalle.

Interviewer: Mhm.

Schilerin F: Naja das ware von, also, -2, -2 und das ist +2 und +3, und dann 5, 6
und 1, 6.

Interviewer: Ja.

Schdilerin: Und streng monoton fallend halt von minus Unendlich bis -4, -2.

Interviewer: Mhm.

Schilerin F: Und von 3 bis 6.
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Interviewer: Ok und ein Intervall, wo es weder streng monoton fallend noch streng

monoton wachsend ist.

Schiilerin F: Ja das wére eigentlich das, von -4, -2 bis -2, -2.

Gesamtbeurteilung:

Diese Schilerin bezieht die Monotonie nicht immer auf Intervalle, sondern auf
isolierte Stellen. Sie hat also eine falsche Vorstellung von Monotonieintervallen.

Aufgabe 4.25:

4.25 Ein Pulver |6st sich in Wasser so auf, dass nach t Sekunden nur mehr N(t) =100 - 0,9%(g) des
ungeldsten Pulvers vorhanden sind.
a) Wie viel Pulver wurde in das Wasser geschittet?
b) Auf welchen Bruchteil sinkt die Menge ungel&sten Pulvers pro Sekunde?
¢) Um wie viel Prozent nimmt die Menge ungeldsten Pulvers pro Sekunde ab?
d) Auf welchen Bruchteil sinkt die Menge ungeldsten Pulvers in einer Minute?
e) Um wie viel Prozent nimmt die Menge ungeldsten Pulvers pro Minute ab?

Schiilerin A:

Schdulerin A: Also em, es wurde dann ein Gramm von dem Pulver in das Wasser

geschdittet, stimmt das?

Interviewer: Mh.

Schilerin A: Nein?

Interviewer: Wie kommst du auf ein Gramm?



108

Schdilerin A: Ich hétte jetzt gesagt, da wir da unsere Gleichung sozusagen haben
und nur 0,9 haben, hatte ich gedacht, dass wir ein Gramm hineingeschittet haben.
Und dass 0,9 Uber bleiben, so hatte ich das jetzt gesagt.

0.K., bei b) dann, missen wir ja weil t die Zeit ist, em, halt einsetzen, dass wir das
pro Sekunde bekommen und, also wir setzen da jetzt ein: 0,9% fiir die Sekunden.

Interviewer: O.K..

Schdulerin A: Dann, em, dann wei3 man auf welchen Bruchteil es absinkt.

Interviewer: Mhm.

Schilerin A: Und dann kann man sich die Prozent ausrechnen.

Interviewer: O.K. ja.

Schdilerin A: Und dann, em, rechnet man in einer Minute, ja das ist jetzt die Frage, ja
so ist das Prinzip.
Interviewer: Und, em, von was flir einem Wachstum beziehungsweise Abnahme

sprechen wir?

Schilerin A: Jetzt bei diesem Beispiel?

Interviewer: Was fir ein Abnahme- bzw. Wachstumsprozess ist das da, was fir ein
Modell?

Schilerin A: Em, wie heiBt das. Mir fallt jetzt der Begriff nicht ein. Mir fallt das jetzt

nicht ein.
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Gesamtbeurteilung:

Diese Schilerin kann die Parameter a und ¢ nicht deuten und beantwortet keine
Frage zufriedenstellend. Den Begriff des ,exponentiellen Abnahmeprozess® weil3 sie

auch nicht.

Schiiler D:

Schiuler D: Auf welchen Bruchteil sinkt die Menge ungelésten Pulvers pro Sekunde.
Na ja, das Wasser nimmt pro Sekunde ab um ein Zehntel, also pro Sekunde wird ein
Neuntel, ah, zehn Neuntel.

Interviewer: Mhm.

Schaler D: Um wie viel Prozent nimmt die Menge ungeldsten Pulvers pro Sekunde
ab. Das sind, ah eigentlich zehn Prozent, um 10 Prozent nimmt es ab.

Interviewer: O.K.

Schuler D: Auf welchen Bruchteil sinkt die Menge ungeldsten Pulvers in einer Minute?

60 na ja.

Interviewer: Muss man da was rechnen, oder sieht man das gleich?

Schiiler D: Nein da schreibt man dann einfach &h: 100 - 0,9%, man geht von
Sekunden aus, also 60 Sekunden sind eine Minute und dadurch kann man das
ausrechnen.

Interviewer: O.K. ja.

Schuler D: Was das genau ist, kann ich jetzt nicht sagen.
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Interviewer: O.K. Punkt e).

Schuler D: Um wie viel Prozent nimmt die Menge ungelésten Pulvers pro Minute ab.
Ja, hm, um wie viel Prozent nimmt die Menge ungeldsten Pulvers pro Minute ab, das
wird interessant. Taschenrechner darf man da nicht verwenden oder?

Interviewer: Mh, du brauchst nur sagen, was man machen soll oder was man?
Schaler D: .... Em, man muss eigentlich die Rechnung von d) weiterfihren.
Interviewer: O.K. ja.

Schiler D: Da rechnet man sich aus wie viel tbrig bleibt nach einer Minute und dann
wie viel Prozent, da muss man zuerst ausrechnen, also was wegkommt, dann was
dbrig bleibt, je nachdem, em, man nimmt den Grundwert, also 100, also 100 minus
dem Ergebnis und daraus ergeben sich dann die Prozent.

Gesamtbeurteilung:

Dieser Schuler gibt sehr vage Antworten, die nicht falsch sind. Ob er die Aufgabe

I6sen kann, ist fraglich. Dennoch ist meines Erachtens bei diesem Schiler ein
grundlegendes Verstandnis vorhanden.

Schiiler H:

Schiler H: 100, die Einheit ist, also Gramm. Em also pro Sekunde auf das 0,9- fache.

Interviewer: O.K., also %

Schiler H: Um zehn Prozent.

Interviewer: Mhm.
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Schiiler H: Wie viel ist 0,9%°?

Interviewer: Sag einfach was man hier rechnen muss.

Schuler H: Also man setze fur t, eine Minute hat 60 Sekunden, ein und dann
bekommt man den Wert.

Interviewer: O.K. was ist dann bei d) und e)? Was macht man dann mit dem
Ergebnis?

Schiler H: Also bei, ah, d) hat man gleich direkt das Ergebnis und bei e) rechnet

man Eins minus dem Ergebnis von d).

Interviewer: Was flir eine Abnahme haben wir da, was fiir ein Modell wird hier

verwendet, was wirdest du sagen?

Schuler H: Em, hm.

Interviewer: Ja was fur eine Abnahme, was?

Schiler H: Eine konstante Abnahme.

Interviewer: Konstant?

Schiler H: Konstanter Verfall.

Gesamtbeurteilung:

Dieser Schuler hat eigentlich eine gute Vorstellung, nur die letzte Antwort macht
mich ein bisschen stutzig. Der Schiiler redet hier von einer konstanten Abnahme. Er
verwechselt anscheinend lineare mit exponentiellen Abhangigkeiten.
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Aufgabe 4.113:

Schiiler B und Schiiler I:

Interviewer: Vielleicht das was du sofort herauslesen kannst.

Schiler B: Ist der gerade? (im Bezug auf C)

Interviewer: Nein, nicht gerade.

Schiler B: Mhm. (Pause 5). Ja dann wirde, 1) misste dann B) sein.

Interviewer: 1) B).

Schiler B: Em 2) misste dann, em, A) sein.

Interviewer: 2) A).

Schiler B: Hm. (Pause 10). Ja und die restlichen habe ich nicht im Kopf.

Schiiler I: 1) gehért zu C)
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Interviewer: 1) zu C).

Schiler I: Wenn es wahr ist, gut das lassen wir mal so. Ahm (Pause 10), em 2)

gehort zu D).

Interviewer: 2) D).

Schuler I: (Pause 10 s) Em dann 5) sag ich jetzt einmal gehért zu B).

Interviewer: 5) B).

Schuler I: 6) wirde ich zu F) tun.

Interviewer: 6) F).

Schiler I: Bleiben noch Uber 4), O.K. und was habe ich noch nicht, O.K. das habe
ich alles schon, ah, dann sage ich 4) zu A) und 3) zu E).

Gesamtbeurteilung:

Diese Schiuler sind nicht in der Lage eine richtige Zuordnung zu treffen. Es wird
geraten, ohne dass sie eine Strategie verfolgen, die Aufgabe zu lésen.

Schiiler E:

Interviewer: Das was du sofort erkennst?

Schiler E: Mhm. (Pause 10) Gut A) ist eine quadratische, also eigentlich eine
Exponentialfunktion. Ok, dann wiirde ich sagen, ich tue mir da jetzt schwer. Hm, da

kann ich jetzt wirklich nur nach Geflhl antworten eigentlich.

Interviewer: Mhm.
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Schuler E: Wirde sagen A) ist 5).

Interviewer: A) 5) O.K.

Schiuler E: B) hm (Pause 7 s), B), dannist B) 2).
Interviewer: B) 2) O.K.

Schuler E: Mhm. Und &h ja, kann ich das umdrehen A) ist 2) und B) ist 5).
Interviewer: O.K. A) 2) und B) 5).

Schiller E: Ah C) ist, hm (Pause 5), C) diirfte 3) sein.
Interviewer: C) 3).

Schuler E: B), B) sagen wir 6).

Interviewer: Sagen wir 6).

Schiler E: E) ist 1).

Interviewer: O.K.

Schuler E: Und F) ist dann 4).

Interviewer: O.K. danke, das wars.

Schuler E: War irgendeine von denen richtig?
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Gesamtbeurteilung:

Dieser Schuler kann fir grundlegende Funktionen eine Zuordnung treffen.
Quadratische, exponentielle und lineare Funktionen wird Schiiler E haufig erkennen.
Bei den anderen ist er jedoch tberfordert. Verwunderlich ist, dass keiner der
Befragten Werte einsetzt, um auf den richtigen Funktionsterm zu stoBen. Auch keine
Monotonielberlegungen werden durchgefihrt. Prinzipiell fehlen allgemein den

Schulern/innen erprobte Hilfsmittel um Aufgaben zu bewaltigen.

Aufgabe 3.44 a):

Kann man etwas Uber das Monotonieverhalten der Funktion f im Intervall [4; 4] aussagen, wenn
von f das Folgende bekannt ist? Begriinde die Antwort!
f(=3)=-7 f(-2)=- Fur alle x e ]—4; 4] gilt: f(x) < f(—4)

Schiiler H:

Schuler H: Ja kann man schon, also es ist streng monoton fallend, zwischen den

zwei Punkten.

Gesamtbeurteilung:

Schiler H nimmt gar keinen Bezug auf die Punkte und 16st daher die Aufgabe nicht
korrekt.
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4.3 Mindliche Befragungen der Studenten/innen

Aufgabe 2):

Der Radfahrer fahrt diesen Hiigel hinauf. Welcher der drei Graphen zeigt am besten, wie sich die
Geschwindigkeit im Lauf der Zeit &ndert?

bv(t) dv(t) Lv(t)

Student C:

Student C: Ich wiirde sagen die Nummer C).

Interviewer: Wieso glaubst du das?

Student C: Em, aso, das habe ich mir noch gar nicht so genau angeschaut, aber ich
wirde trotzdem dabei bleiben, em, weil die Geschwindigkeit relativ hoch
wahrscheinlich beginnt und je weiter er hinaufkommt und nachdem das ja die Zeit ist,
wird die Geschwindigkeit immer weniger und am Schluss vermute ich ja, dass wir da
heroben sind und dass er dann wieder Berg ab fahrt.

Gesamtbeurteilung:

Dies ist ein Beispiel fur eine korrekte Antwort.

Studentin E:

Studentin E: Aha das Erste.

Interviewer: Das Erste, wieso ist das Erste richtig?
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Studentin E: Warte einmal muss ich Uberlegen, also warte einmal, na warte einmal,
der fangt ja mit der Geschwindigkeit 0 an und da fangt er schon mit einer
Geschwindigkeit an, em er fangt eigentlich bei 0 an. Na ja weil er am Anfang
Geschwindigkeit zulegt und mit zunehmender Zeit an Geschwindigkeit verliert, weil

er mide wird.
Gesamtbeurteilung:
Diese Studentin hat eine eigene Interpretation, sie schaut nicht auf den Higel,

sondern denkt nur an den Erschépfungszustand mit zunehmender Zeit die der
Radfahrer fahrt.

Studentin H und Studentin B:

Studentin H: Theoretisch braucht er am Anfang mehr, nein Geschwindigkeit ist am

Anfang langsam, nein das da wird es sein.

Interviewer: Antwort B) wieso?

Studentin H: Na weil du zuerst langsamer bist wenn du Berg auf bist und Berg ab
bist du schneller.

Studentin J: B)

Interviewer: Warum ist das die Nummer?

Studentin: Ja weil er zuerst langsamer wird und oben wieder schneller, weil es

einfach steiler ist, oder nicht.
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Gesamtbeurteilung:

Diese beiden schildern zwar die Situation richtig, tippen aber auf den falschen

Graphen. Vielleicht sind sie Opfer des photographischen Fehlers geworden.

Aufgabe 3):

Der Graph welcher Funktion f ist hier dargestel|t?
O f(x)=—2x+6 O f)==—3x+2

| f)=—3x+6 O f)=2-3

Studenten A,B und C:

Student A: Ja 2x + 6.

Interviewer: 2x + 6 warum glaubst du das?

Student A: Weil der Graph da durch 2 geht und da durch 6.

Interviewer: Mhm.

Student A: Nein, 2 - % stimmt.

Interviewer: Wieso?

Student A: Weil, wie geht das mit der Steigung, ah, ein x hinauf und zwei hinlber

oder irgendwie so (Student lacht) und 2 ist %von 6.
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Interviewer: O.K.

Student A: Das heif3t 2 - %beschreibt die Funktion vom Graphen.

Student B: Also das ist eine lineare Funktion. Aso warte, das ist -2. (Pause 4) Das ist
Antwort C) oder?

Interviewer: C) wieso?

Student B: Weil d 2 ist.

Student C: Ich glaube es ist die Antwort D), weil soweit ich mich erinnern kann, em
wenn man mit 2 anfangt und dann das x, pro, immer ein Stiickerl wegnimmt, em,

was ist das da herunten, nein das musste hinhauen, ich wirde sagen die Antwort D).
Gesamtbeurteilung:

Diese drei Studenten wissen Uber das d in etwa Bescheid und sehen nur schnell hin
und sagen C), weil d in gewohnter Weise zum Schluss steht. Bei Antwort D) steht
das d vor dem k und wird daher auch nicht akzeptiert. Die Vertauschung der
Reihung und das partielle Anschauen eines Terms bewirken haufige Fehler bei

Schiler/innen.

Student D und Studentin J:

Student D: Das Erste.

Interviewer: Punkt A), wieso glaubst du das?
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Student D: Mm, weil das das einzig (Student lacht) ist, wo beide Zahlen vorkommen.

Studentin J: Ich glaube C), ich habe keine Ahnung.

Interviewer: Warum ist es C)?

Studentin J: Ich kann das auch nicht begriinden.

Interviewer: O.K.

Studentin J: Weil da Plus 2 steht und deswegen wirde ich weil Plus 2 da hinauf und
da Plus 6.

Gesamtbeurteilung:

Dieser Student und diese Studentin haben keine Ahnung, weder von d noch von k.

Student G:

Student G: Hatte ich einmal gesagt spontan Nummer C).

Interviewer: C) wieso?

Student G: Das einzige was ich weiB ist, dass plus 2 wahrscheinlicher der Wert dann,
der die Hohe auf der x-Achse angibt.

Interviewer: O.K. und, dass -3x das weift du nicht.

Student G: Das weiB ich nicht, nein ich hatte das eigentlich nur wegen plus 2 gesagt.
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Gesamtbeurteilung:

Wiederum ist dies ein typisches Beispiel flr die Schwierigkeit der Reihenfolge.
Dieser Student sagt vermutlich das Falsche, weil der Term in der gewtinschten Form
mit f(x) = k - x + d da steht. Die richtige Antwort steht allerdings in der Form

f(x) =d + k - x da und wird somit nicht akzeptiert, weil nicht an die Vertauschung der
Reihenfolge gedacht wird.

Studentin H:
Studentin H: Ich weiB es nicht, ist es D)?

Interviewer: Wieso, warum glaubst du das?
Studentin H: Na ja, 6 durch 3 ist eigentlich 2, also é ist x 2.

Gesamtbeurteilung:

Diese Studentin hat vielleicht fir x = 6 eingesetzt. Warum sie jedoch auf diese

Antwort kommt, ist mir unklar.

Aufgabe 5):

Welche Formeln beschreiben eine indirekte Proportionalitat zwischen v und w (u konstant)?

i 1L M = — - 1 r o
B N=RT LI'V*W=Qy B =Ty Ov=u-w
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Student A:

Student A: Das verstehe ich nicht.

Student A: Es ist einmal A) richtig.

Interviewer: A) wieso?

Student A: Weil wenn w gréBer wird, indirekt proportional.

Interviewer: Ist noch was richtig?

Student A: Weif3 ich nicht.

Interviewer: Also glaubst du nur, dass das Erste richtig ist?

Student A: Ich glaube schon.

Gesamtbeurteilung:

Dieser Student hat keine Ahnung von indirekter Proportionalitat.

Student C:

Student C: Ich wirde sagen B) aber das ist nur Gefthl, aber ich weiB3 nicht warum.

Interviewer: Irgendeine Ahnung, was mit indirekter Proportionalitat gemeint ist, oder?

Student C: Nein weiB ich gar nicht mehr.
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Gesamtbeurteilung:

Dieser Student hat zwar ein Gefuhl fir die richtige Antwort, kann es jedoch nicht
begrinden.

Student F:

Student F: Ja A), mal u durch v. A).

Interviewer: Warum ist A) richtig?

Student F: Ja weil es v, weil man w durch v hat und darum ist es indirekt proportional.

Interviewer: Ja aber da steht ja w durch u.

Student F: Ja aber wenn ich mal u rechne und durch v, habe ich w durch v.

Interviewer: O.K. ist sonst noch was richtig von denen, B), C), D) ist das richtig?

Student F: O.K., die sind direkt proportional.

Interviewer: Mhm.

Student F: Da hédngen sie auch zusammen, da sind sie auch direkt proportional.

Interviewer: Mhm.

Student F: Ja und da gibt es eh nur Plus und Minus, da gibt es kein Dings.
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Gesamtbeurteilung:

Dieser Student hat eine Fehlvorstellung zu indirekten Proportionalitaten. Er glaubt,

dass Zahler und Nenner immer indirekt proportional zu einander sind. B) und C) sind
daher bei ihm nicht richtig, weil v - w dort steht und nicht % . D) kann es nicht sein,

weil es bei Plus und Minus keine direkten Proportionalitaten gibt, was ja eigentlich

stimmt, nur unter falschen Voraussetzungen.

Student G:

Student G: Da hatte ich gesagt Antwort A) und D).

Interviewer: Wieso?

Student G: Weil bei Antwort B) und C) das Ergebnis ist und somit nicht absolut sein
kann, also bei B) und C) wird sich u immer andern, egal was fir v und w dann
eingesetzt wird, flr ein Wert.

Gesamtbeurteilung:

Dieser Student wahlt meines Erachtens B) und C) nicht, weil da u neben dem
Gleichheitszeichen steht und das laut seiner Definition nicht sein darf.

Studentin H:

Studentin H: Ich hatte gesagt A) und D).

Interviewer: Wieso, geraten oder?

Studentin H: Nein, weil du das deswegen hast, weil du einfach auf beiden Seiten

einmal das v und einmal das w hast.
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Gesamtbeurteilung:

v und w auf derselben Seite wird von Studentin H ausgeschlossen.

Student I:

Student I: Da kdnnte ich das eine hertber bringen, dann habe ich 1 durch w, ja das
schon.

Interviewer: B) O.K.

Student I: C) &h, wenn ich das da riber bringe, ja B) und C).

Interviewer: Wieso stimmt C)?

Student I: Ja weil wenn ich das v auf diese Seite zum Beispiel bringe, dann habe ich

v ist 1 durch w und dann habe ich indirekte Proportionalitat.
Student I: Em da ned, weil dass ist ein Minus und kein Mal.

Gesamtbeurteilung:

Dies ist der einzige Student, der die Aufgabe richtig begriindete und léste.
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4.4 Gesamtresiimée

Nach der schriftlichen sowie mindlichen Befragung lassen sich verschiedene

Schwachen der befragten Schiiler/innen sowie auch Studenten/innen angeben:

1) Definitionen und Eigenschaften kbnnen kaum wiedergegeben werden

Dies sieht man vor allem, bei den mindlichen Interviews, bei denen ich zum Beispiel
nach der Definition einer Funktion gefragt habe. Kaum einer/e konnte mir auf Anhieb

eine Antwort darauf geben.

2) Ungenaues Lesen der Angabe

Ungenaues und rasches Lesen der Angabe rufen bei Schilern/innen meist Fehler
hervor, die vermieden werden kdnnten, wenn die Angabe einer Aufgabe sorgfaltig
gelesen wird. So auch bei der 3. Aufgabe meiner schriftlichen Befragung, bei der
manche Schdiler/innen nur gesehen haben, dass d = 2 ist und dann sofort

angekreuzt haben, ohne dass sie das k abgelesen haben.

3) Keine geeigneten Hilfsmittel und Strateqgien

Anstatt sich Hilfsmittel fir Aufgaben anzueignen, verlassen sich Schiler/innen zu oft
auf ihr Geflihl. Sie orientieren sich, wie man im Interview sehen kann an subjektiven
AuBerungen und oft komisch klingenden Vorstellungen. Bei Aufgabe 4.113 hatte
man beispielsweise nur Werte einsetzen missen, um dem Graphen die richtige

Termdarstellung zuzuordnen.
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4) Photographisches Abbild

Fehler des photographischen Abbilds sind den Schilern/innen weniger unterlaufen,

daflr sind die befragten Studenten/innen in diese Falle 6fters getappt.

5) Probleme mit Allgemeinheit

Aufgabe 8.45 war flir die Schiler/innen ein groBes Problem, sie sehnten sich nach
konkreten Werten, da sie mit den Variablen in einer Anwendungssituation nichts

anfangen konnten.

6) Unkonzentriertheit beim Ablesen aus einem Funktionsgraphen

Die erste Aufgabe der schriftlichen Befragung dirfte normalerweise keine Probleme
fir Schaler/innen bewirken. Bei meiner Umfrage haben allerdings 11 von 27
Schuler/innen die Aufgabe nicht korrekt geldst; dies zeigt mir, dass bereits das
Ablesen aus einem Funktionsgraphen Schwierigkeiten mit sich tragen kann. Meine
Meinung ist, dass bei hdherer Konzentration der Schiler/innen solche
Aufgabenstellung problemloser bewéltigt werden kdnnten.

7) Sprachliche Mangel

Schiler/innen wissen oftmals nicht, wie sie etwas sagen sollen. Insbesondere

beherrschen sie wichtige mathematische Sprech- und Schreibweisen nicht.
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