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1 Einleitung

Seit den Anfangen der Philosophie ist Wahrheit ein zentraler Begriff philosophischer
Reflexion. Dennoch ist es angemessen zu behaupten, dass dieser Begriff erstmals im let-
zen Jahrhundert formal prézisiert und dadurch exakten und strengen formalen Regeln
unterworfen wurde. Diese Arbeit verdanken wir Alfred Tarski, welcher als Griinderva-
ter jeglicher formaler Wahrheitstheorien gilt. Durch seine und darauf folgende Arbeit
wurde es moglich, umgangssprachlich formulierte philosophische Intuitionen mathema-
tisch zu modellieren und rigoros Konsequenzen daraus abzuleite. Nichtsdestotrotz ist
das Verhéltnis von philosophischer und formaler Wahrheit dadurch nicht geklart; oder
gar der philosophische Wahrheitsbegriff durch einen formal-mathematischen ersetzt
worden. Denn einerseits liegen vielen formalen Theorien philosophische Intuitionen
zugrunde, andererseits lassen sich aus formalen Ergebnissen erneut Riickschliisse auf
die Philosophie ziehen. Was diese Verbindungen sind und wie sie hergestellt werden
konnen, ist neben der Prasentation und Diskussion von Tarskis und Kripkes formalen
Wahrheitstheorien ein Hauptanliegen der vorliegenden Arbeit. Ein zweites zentrales
Anliegen dieser Arbeit ist eine detaillierte Ausarbeitung von Kripkes Fixpunktseman-
tik. Dies scheint mir aus mehreren Griinden sehr wichtig zu sein. Denn obwohl das
zentrale Lemma (das Kripke Fixpunktlemma) eigentlich sehr einfach zu beweisen ist,
bendtigt man ein Versténdnis der Feinstruktur dahinter um weitere wichtige Theoreme
daraus abzuleiten zu konnen, um die Unterschiede zu anderen Theorien zu verstehen
und um die Entwicklung nach Kripke nachvollziehen zu kénnen.

Abgesehen von dieser Einleitung und dem Anhang beseht diese Arbeit aus vier Kapi-
tel. Die ersten beiden stellen eine Prasentation von Tarskis Wahrheitstheorien in ihrer
modernen Formulierung (Kap. 2) und der daran anschriefenden philosophischen Dis-
kussion iiber den Deflationismus (Kap.3) dar. Die beiden anderen bestehen aus einer
Auseinandersetzung mit dem formalen Rahmen von Kripkes Theorie (Kap. 4) und der
daran anschlieBenden formalen Weiterentwicklung seiner Theorie im Zusammenhang
mit der modernen Deflationismusdebatte (Kap.5). Insofern verlduft die Arbeit (abge-
sehen von dem erwihnten Schwerpunkt auf Kripkes Fixpunktsemantik) symmetrisch
und erlaubt es die zentralen Unterschiede und Problemstellungen der Theorien und
philosophischen Debatten klar herauszuarbeiten. Da es sehr gut argumentierbar ist,
dass Tarskis und Kripkes Theorien die zentralen Grundlagen der modernen Forschung
darstellen, wird dem Leser damit eine solide Grundlage fiir weitere Arbeit am Thema
geschaffen.

Ich hatte das Gliick ungewohnlich viel Unterstiitzung bei der Erarbeitung der fiir diese

Arbeit relevanten Inhalte zu haben. Ich bedanke mich diesbeziiglich bei allen Mit-



gliedern des ‘Wiener Forum fiir Analytische Philosophie‘ fiir zahlreiche Diskussionen
in den Kolloquien, bei allen Teilnehmern der Konferenz ‘Nothing but the Truth® im
Mérz 2012 und bei allen Teilnehmern des Seminars ‘Philosophische und formale Wahr-
heitstheorien‘, das Georg Schiemer und ich im WS 2011 gehalten haben. Fiir all dies
bin ich dariiber hinaus Prof. Richard Heinrich, Prof. Elisabeth Nemeth, Prof. Esther
Rambharter und dem Dekanat des Instituts fiir Philosophie und Bildungswissenschaf-
ten fiir iiberaus freundliche Unterstiitzung zu Dank verpflichtet. Auflerdem bedanke
ich mich bei Prof. Hannes Leitgeb fiir die freundliche Aufnahme an seinem ‘Munich
Center for Mathematical Philosophy* wihrend meines Erasmusaufenthalts in Miinchen
im SS 2011.

Auflerdem bin ich den folgenden Personen fiir sehr aufschlussreiche Diskussionen zu
Dank verpflichtet: Martin Fischer, Ole Hjortland, Leon Horsten, Paul Horwich, Jeffrey
Ketland, Naomi Osorio-Kupferblum, Hannes Leitgeb, Julien Murzi, Thomas Schindler,
Katharina Sodoma, Michael Toppel und Maximilian Wielédnder.

Ganz besonders bedanke ich mich bei Giinther Eder und Georg Schiemer fiir zahlreiche
Diskussionen und Unterstiitzung bei allen formalen und philosphischen Angelegenhei-
ten dieser Arbeit.

Nicht zuletzt bedanke ich mich bei meiner Betreuerin MMag. DDr. Esther Ramharter
fiir ihr Engagement und ihre konstruktive Kritik bei allen mathematischen und philo-
sophischen Belangen der Arbeit.

Nichtsdestotrotz bin ich fiir den hier présentierten Inhalt selbst verantwortlich und
hoffe sehr, dass er in Anbetracht der gerade aufgelisteten Hilfestellungen nicht allzu

bescheiden ausgefallen ist.

2 Tarskis Erbe

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Wahrheitstheorien von Alfred Tarski in
ihrer modernen Formulierung présentiert. Im Zuge dessen werden einige zentrale Pro-
bleme ausgearbeitet, welche im weiteren Verlauf der Arbeit wichtig sein werden. Da
Tarskis Wahrheitstheorien eine wichtige historische Grundlage bilden und die sich dar-
aus ergebenen Problemstellungen fiir alle weiteren Diskussion zentral sind, ist deren

Darstellung sowohl ein natiirlicher Ausgangspunkt, als auch eine wichtige Einleitung.

2.1 Technische Vorbemerkungen

Um unserer Diskussion einen formalen Boden, auf dem wir gehen kénnen, zu geben,
miissen einige technische Vorbedingungen geklért werden. Da unsere Basissprache - die-
jenige Sprache iiber die wir sprechen - im Zuge aller technischen Uberlegungen Peaon

Arithmetik (= PA) sein wird, muss diese dargestellt werden. Auerdem bendtigen wir



eine passende Kodierung dieser Sprache. Abgesehen davon nehme ich einfach an, dass
der Leser mit den grundlegenden Eigenschaften der natiirlichen Zahlen vertraut ist.
Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnen wir als w.

Die Sprache der Peano Arithmetik £p4 besteht aus einem logischen und einem mathe-
matischen Vokabular, das gemeinsam die Grundlage fiir die Axiome derselben Theorie
bildet. Das logische Vokabular von Lp, besteht aus den logischen Konnektiven A, =, V
(V, —, >, 3 werden durch diese 3 definiert), sowie aus unendlich viele Variablen z; fiir
1 € N und dem Identitatssymbol =. Das mathematische Vokabular von Lp s besteht aus
s (Nachfolger), 0 (Nullkonstante) und den Funktionssymbolen + und x fiir Addition
und Multiplikation.

In der Sprache Lp4 kann nun die Theorie PA formuliert werden. Diese besteht aus

folgenden nichtlogischen Axiomen:

1. —3(s(z) = 0

~—

2. VoIy(s(z) = y)

3. VaVy(s(z) = s(y) = = = y)

4. Vr(z+0) ==

5. VaVy(s(z + y) = = + s(y))

6. Va(x x 0) =0

7. Vavy(z x s(y) = (z x y) + )

8. (9(0) AVz(¢(z) = ¢(s(2)))) = Va(o(z)) fiir alle ¢(z) € Lpa

Weiters sei die Sprache L1 die Spache Lp,4 mit Wahrheitspridikat und die Theorie
PA7p die Theorie PA formuliert in L7 (vgl. [37], S. 28f).

Die Ausdriicke der Sprache L1 kénnen aulerdem durch natiirliche Zahlen kodiert wer-
den[l] Das Numeral einer Zahl n € w ist das Symbol 0 mit n Nachfolgersymbolen
vorangestellt. Das Numeral der Zahl 3 ist z.B. SSSO und wir bezeichnen dieses als 3.
Fiir eine beliebige Zahl n bezeichnet n das Numeral von n.

Da wir alle Ausdriicke ¢ € L1 kodieren kénnen, sei "¢ das Numeral des Kodes von ¢.
Satze der Form ¢(z) stehen fiir Formeln der Sprache £ der Arithmetik.

Ein Punkt iiber den logischen Konnektiven (=, A, V) steht fiir das ihnen korrespondie-
rende Funktionssymbol in £. So steht z.B = fiir das Funktionssymbol in £, welches,
wenn es auf eine Formel ¢ angewendet wird, deren Negation —¢ liefert. Analoges gilt
fiir A und v

Weiters bendtigen wir eine Substitutionsfunktion z(t/s), die fiir eine Formel z, einen

Term s und einen Term ¢, das Resultat der Substitution von s mit ¢ liefert. Ahnlich

IDiese Kodierung nennt man Godel-Kodierung. Details dazu finden sich in z.B. in [7], Kap.14 und [59], Kap 15.



liefert z(¢/v) das Resultat der Substitution von ¢ mit der Variable v in einer Formel.
Das Symbol ° ist die Evaluierungsfunktion, die fiir einen geschlossenen Term von L
dessen Wert liefert. Z.B. driickt 2° = y aus, dass y der Wert von z ist; und 2° = ¢°
driickt aus, dass der Wert von z gleich dem Wert von y ist.

Die Menge aller Sitze von £ wird durch Sent(z) bezeichnet, die Menge aller Sétze von
Ly durch Sentr(x). (vgl. [35], Kap. 5)

Grundsitzlich sind damit alle Anliegen der Notation geklédrt. Fiir weitere Details sei
jedoch auf [35], [7] und [59] verwiesen. Da diese Notation sehr kompliziert sein kann,
werde ich aus Griinden besserer Anschaulichkeit 6fter zu einer einfacheren (obwohl
nicht ganz korrekten) Notation wechseln. Dies ist sowohl zweckdienlich als auch weit

verbreitet (siehe [37], [24]). Das heifit wir schreiben manchmal Séitze der Form
Vo € Lpa:T(pANY) < TodNTo,

anstatt dem viel schwieriger zu lesenden Satz

VaVy (Sent(zAy) — (T(zAy) < T(x) NT(y))),

den der Leser gerne nach den gerade gegebenen Definitionen entschliisseln darf.

2.2 Tarskis Theorem

Das erste limitative Resultat aus dem Bereich der mathematischen Logik ist Tarskis
Theorem. Dieses zeigt, dass keine Theorie, die minimalen formalen Anforderungen
geniigt, ihr eigenes (unrestriktiertes) Wahrheitspradikat ausdriicken kann; d.i. alle Sitze
der From T("¢7) > ¢, fiir alle ¢ € L1 beweisen kann. Intuitiv bedeutet das, dass
‘es keine Wahrheitsdefinition fiir die Arithmetik in der Arithmetik gibt‘ ([16], S.195).
Es gilt ndmlich fiir jede Theorie mit Wahrheitspridikat, die stark genug ist, um ihre
eigene Syntax auszudriicken und Diagonalisierung erlaubﬂ, dass es einen Satz der Form
A <> =T ("A7) gibt. Dieser Satz A ist der Liignersatz und sagt intuitiv von sich selbst

aus, dass er falsch ist.

Theorem 2.1 Eine Theorie, die den Lignersatz beweist, kann nicht alle T-Bikonditonale
der Form T("¢™) <> ¢, fir alle ¢ € Lr ableiten.

Beweis: Angenommen es gilt T("¢™) <> ¢, fiir alle ¢ € Ly.Dann gilt fiir den Lignersatz
T("A") <> A. Da X equivalent ist zu =T ("\7), folgt daraus T("A\7) «» =T ("\7).O

Tarski hat aufgrund von diesem Problem darauf geschlossen, dass die Anforderung

einer Wahrheitsdefinition in einer unrestriktierten (universalen) Sprache, fiir eben diese

2siehe [16], [7], [18] [59] fiir eine Erklirung dieser Begriffe



Sprache selbst, unmoglich ist. Diese Tatsache veranlasste ihn auch dazu, skeptisch
beziiglich der Mdoglichkeit einer Wahrheitsdefinition fiir die Umgangssprache zu sein,

da diese derart universal ist:

Der Versuch, eine strukturelle Definition des Terminus ‘wahre Aussage‘ auf-
zubauen, stosst - auf die Umgangssprache angewendet - auf Schwierigkeiten,
die wir nicht iiberwinden konnen. ([62], S. 277f)

Sind obige Bemerkungen richtig, so scheint selbst die Moglichkeit eines konse-
quenten und dabei mit den Grundsétzen der Logik und dem Geiste der Um-
gangssprache iibereinstimmenden Gebrauchs des Ausdrucks ‘wahre Aussage
und, was daraus folgt, die Moglichkeit des Aufbaus irgend welcher korrekter
Definitionen dieses Ausdrucks sehr in Frage gestellt. ([62], S. 279)

Wire diese Diagnose zutreffend, konnte man zurecht daran zweifeln, ob eine formale
Wahrheitstheorie auflerhalb der mathematischen Logik etwas zu sagen hat. Die Tra-
dition nach Tarski ist ihm bei diesem Zweifel jedoch nicht gefolgt. Einerseits kénnte
man nadmlich gegen Tarski einfach den Allgemeinheitsanspruch fallen lassen und sich
passenden Fragmenten der Umgangssprache zuwenden; andererseits konnte man ver-
suchen eine Wahrheitstheorie aufzustellen, welche der ‘universalen‘ Umgangssprache
gerecht wird. Letzteres steht, wie wir noch sehen werden, spétestens seit Saul Kripikes
Arbeit ([43]) im Raum und wird heute als legitime Herangehensweise an das von Tarski
gestellte Problem betrachtet.

2.3 TB

Angesichts der Probleme, die der Liignersatz verursacht, war Tarskis Losung eine Ty-
pisierung des Wahrheitspréidikats. Informell bedeutet das, dass das Wahrheitspradi-
kat nicht unrestriktiert auf sich selbst angewendet werden darf. D.h; dass wir keine
Satze der Form T..TT("2 + 2 = 47) bilden konnen, sondern nur Sitze der Form
T,.. T'T("2+2 = 47) und, dass auf der untersten Stufe die Applikation des Wahrheits-
priadikats auf Sétze von Lps (PA ohne Wahrheispriadikat) eingeschrénkt wird. Diese
restriktierte Form erlaubt es nun, eine widerspruchsfreie Theorie aufzustellen.

Zusétzlich zu ihrer Widerspruchsfreiheit, muss die Theorie jedoch auch material adaquat

sein. Damit meint Tarski, dass alle Aquivalenzen der Form
(T) X ist wahr genau dann, wenn p,

wobei p eine Aussage der Basissprache und X der Name von p ist, ableitbar sein sollen.
In Tarskis Worten:



Nun sind wir endlich imstande, die Bedingungen, unter denen wir den Ge-
brauch und die Definition des Terms ‘wahr‘ vom sachlichen Standpunkt aus
als angemessen berachten, in eine préizise Form zu bringen: wir wollen den
Term ‘wahr‘ so gebrauchen, daf alle Aquivalenzen der Form (T) behauptet
werden kénnen, und wir wollen eine Definition der Wahrheit ‘angemessen’

nennen, wenn alle diese Aquivalenzen aus ihr folgen. ([63], S. 145)

Da ich hier eine andere und modernere Terminologie als Tarski verwende, wird diese

Anforderung in folgende Definition {ibersetzt:

Definition 2.2 ([37], S. 49) Fine Wahrheitsdefinition fir die Sprache Lp ist materi-
al addiquat, genau dann, wenn T'("¢7) <> ¢ fir jeden Satz ¢ € Lpy in der Metatheorie

beweisbar ist.

Die einfachste Theorie, die diese Anforderung erfiillt, ist die Theorie TB (Tarski Bikon-

ditionale), welche sich aus PAr und den restriktierten Tarski-Bikonditionalen ergith]

Definition 2.3 (vgl.[35], S. 53,[37], S. 50) Die Theorie TB besteht aus dem Aziom:

T("¢p™) <> ¢ fiir alle p € Lpa

TB hat folgende nettd] Eigenschaften (vgl. [37], S. 51f):

e Die Modelle von TB basieren auf den natiirlichen Zahlen. Die Extension des Wahr-

heitspradikats sind daher alle arithmetischen Wahrheiten.

e T'B ist konsistent.

Obwohl TB eine konsistente und material adédquate Theorie ist, erfiillt sie insbesondere

zweil intuitiv wiinschenswerte Anforderungen nicht:

e TB beweist keine infiniten Generalisierungen.

e TB ist konservativ iiber PA.

Da die Beweise dieser beiden Fakten sehr dhnlich sind, behandeln wir sie gemeinsam.
Eine allgemeine Diskussion des Problems der Konservativitdt wird auf das néchste
Kapitel verschoben. Ich beginne damit zu zeigen, dass TB keine infiniten Generalisie-
rungen beweist. Zuerst wird der abstrakte Beweis prisentiert, dann gebe ich Beispiele.

Die Anforderung infinite Generalisierungen zu beweisen, bedeutet informell, dass eine

3Ich folge nicht Tarkis urspriinglicher Préisentation, sondern orientiere mich an einer modernen axiomatischen Dar-
stellung, wie sie in [35] und [37] gegeben wird.
4ich verwende ‘nett‘ im technischen Sinn und meine damit ‘von einem formalen Standpunkt aus wiinschenswert.



Wahrheitstheorie Sétze wie z.B.
Alle Sétze der Form ‘Wenn p, dann p‘ sind wahr

beweisen soll. Es kann jedoch gezeigt werden, dass TB diese Form der Generalisierung
nicht beweisen kann. Mit der Phrase ‘alle Sétze® verlangen wir nédmlich eine unendliche
Anzahl von Satzen, TB kann jedoch nur eine endliche Anzahl dieser beweisen. Daher

lasst sich im Fall von TB auch nur von finiten Generalisierungen sprechen (vgl. [35], S.
57).

Theorem 2.4 ([35], S. 57f,[37], S. 69f) Wenn TBt Vx(p(x) — Tx) und ¢(z) ist eine
L - Formel, dann gibt es ein n, sodass PA beweist, dass es hochstens n ¢‘s gibt; bzw,
sodass gilt: PA & 3<, x ¢(x).

Wobei d<,, x ¢(x) eine Abkiirzung der Formel ist, die ausdriickt, dass es hochstens n
Objekte gibt, die ¢(x) in der Sprache der Logik erster Stufe mit Identitéat erfiillen.
Ungekiirzt hat sie folgende Form:

Vay . Ve (o(x) Ao Ad(xp1) > 21 =29V o VI =2 V.. V2, = Tyaq)

Daher ist jede beweisbare Generalisierung, die durch das Wahrheitspriadikat in TB
ausgedriickt wird, nur eine finite Generalisierung. Der Beweis dafiir basiert auf der
Moglichkeit, jeden Beweis einer arithmetischen Formel mit Wahrheitspradikat (aus

TB) in einen Beweis in PA derselben Formel umzuwandeln.

Beweis: Sei ein Beweis von Yz (¢p(x) — Tx) gegeben. Da dieser Beweis endlich ist,
kann er auch nur endlich viele Sitze der Form T " <> 1 beinhalten. D.h. wir kénnen

diese Sdtze auflisten
o Ty <>y
o TTihy ! <> 1y

° Tl—wn—l s wn

Sei 7(x) die Formel

(x:F¢17 VAN Qﬂl)\/...\/(iﬁzriﬂnj A wn)
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Ersetze das Wahrheitsprddikat dberall im Beweis durch T und fige fir alle i < n
die Beweise fir T("1;7) <> ¢; hinzu, wo diese Sdtze die Disquotationssitze ersetzt ha-
ben. Dies fihrt zu einem Beweis von Vx(¢(x) — 7(x). Gemeinsam mit dem logischen

Theorem 3<,, x T(x) liefert dies das erwiinschten Resultat. (]

Abhéngig davon, welchen Satz wir fiir ¢(z) einsetzen, konnen wir Beispiele fiir dieses
Theorem anfithren. Bemerke zuerst, dass obwohl TB keine infiniten Generalisierungen

beweist, sehr wohl z.B. jede Instanz von Kompositionalitidt beweist.

Korrollar 2.5 (vgl. [35], S. 57,[37], S. 70) V¢ € Lpa TBET(p Np) <> T(o) ANT().

Beweis: das folgt aus Theorem 2.4 , da jeder Beweis in TB in einen PA Beweis ver-

wandelt werden kann und umgekehrt. [J
Dennoch kann TB diese Instanzen nicht zu einem Theorem zusammenfassen.

Korrollar 2.6 ([37],S. 70) TB¥ Vo, € Lpa: (T(p) NT(¥)) <> T(dp A1)

Beweis: Das folgt direkt aus Theorem 2.4. [

Aus denselben Griinden beweist TB diese infiniten Generalisierungen auch nicht fiir an-
dere logische Prinzipien. Als Beispiel ziehe ich das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten

heran.

Korrollar 2.7 ([37],S. 70) TB¥N¢ € Lpa: T(¢) VT (—9)

Beweis: Analog zu Korrollar 2.6. [

Ahnliches gilt natiirlich fiir logische Gesetze beziiglich der Negation und der Quantoren
(vgl. [37], S. 70). Dies ist ein erster wichtiger Grund dafiir, dass TB keine gute Wahr-

heitstheorie ist. Beziiglich des Mangels an Kompositionalitéit schreiben Leon Horsten:

In summary, (TB) fails to fully validitate our intuitions concerning the com-
positional nature of the notion of truth (i.e. the fact the property of truth
‘distributes‘ over the logical connectives). In fact, our intuition that truth is
compositional is (...) just as basic as our intuition that truth is a disquota-
tional divice. Our truth theory has an obligation to either do justice to it or

explain what is wrong with it. ([37], S. 70)
Beziiglich der mangelnden infiniten Generalisierungen schreibt Volker Halbach:

The main criticism that deflationist theories based on the disquotation sen-

tences or simalar axioms have to meet was raised by Tarski: the disquotation
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sentences to not allow one to prove generalizations (...). ([35], S.61f)

Jeffrey Ketland bringt das Problem auf den Punkt und nennt TB aufgrund dieser

Probleme w - unvollstandig.

Compare this with the notion of w- incompleteness from mathematical logic.
A theory T in the language of arithmetic £ is w -incomplete if and only if

there is a formula P(x) such that

1. For all natural numbers n, T = P(n)

2. T does not imply VxP(x)
([40], S. 84)
Ein weiteres Problem von TB ist, dass sie konservativ iiber PA ist [

Definition 2.8 ([35], S. 44, [37], S. 75) Eine Wahrheitstheorie T ist konservativ iber
einer Theorie S, formuliert in der Sprache L ohne Wahrheitspridikat, genau dann,

wenn alle T - Theoreme ¢ in der Sprache L auch Theoreme von S sind.

Im Folgenden sei unsere Theorie S = PA.

Theorem 2.9 ([35], S. 55, [37], S. 75) TB ist konservativ iber PA.

Beweisskizze: Die Beweisidee ist dieselbe wie in Theorem 2.4. In einem Beweis von
TB kénnen nur endlich viele Disquotationsaziome T" ;"' <> ¢;(i < n) vorkommen. In
dem Beweis werden atomare Formeln der Form Ts, fir einen Term s, mit folgender

Formel substituiert:

(S = l—(bl—l A (b1> V..V (S = r¢n—| A\ (bn))

wobei ¢y bis ¢, simtliche Sitze ¢; der Disquotationsariome im Beweis sind. Um den
Beweis zu vervollstindigen, muss gezeigt werden, dass jeder TB-Beweis einer arith-
metischen Formel in einen PA-Beweis der selben Formel transformiert werden kann.
OJ

TB unterscheidet sich daher in seiner beweistheoretischen Stérke nicht von PA und
fiigt deshalb letzterer Theorie auch keine neuen Theoreme hinzu. Dass dies nicht auf

jede Wahrheitstheorie zutrifft, wird sich im néchsten Abschnitt zeigen.

5dass dies ein Problem fiir TB ist, ist a priori nicht klar. Dies ist Gegenstand einer eigenen Debatte, die im nichsten
Abschnitt behandelt wird.



12

2.4 Kompositonale Wahrheit

Eine Theorie, welche die oben besprochenen Probleme von TB iiberwindet, ist die
Theorie CT (= Compositional Truth). Diese geht wie TB auf Tarski zuriick und wird
hier als Axiomatisierung seiner sogenannten induktiven Klauseln préasentiert. Diese
stellen eine Wahrheitsdefinition fiir die Sprache £ der Arithmetik dar. Da wir Sétze
mit Zahlen identifizieren, wird die Menge S der wahren £ - Sétze eine Menge von
Zahlen sein. Ich beginne mit Halbachs Version von Tarskis induktiven Klauseln und

gebe dann zwei Definitionen der Theorie ‘Compositional Truth® an.

Definition 2.10 ([35], S. 64) (Wahrheitsdefinition fir L) Die Menge der wahren L -
Sdtze ist die Menge S von L - Sdtzen, welche folgende Bedingungen, fiir alle geschlos-
senen Terme s, t und L - Sdtze ¢,1,Yvx, und vy, erfillt:

(i) s =t €S gdw der Wert von s identisch ist mit dem Wert von t.
(1)) ~¢p € S gdw ¢ ¢ S.

(i1i) ¢ N gdw (¢ € Sundyp € S).

(iv) ¢V 1 gdw (¢ € Soderi € 5).

(v) Yox € S gdw fiir alle geschlossenen Terme t, x(t/v) € S.

(vi) vy € S gdw fiir einen geschlossenen Term t, x(t/v) € S.

2.4.1 CT]

Im Folgende unterscheide ich die axiomatische Theorie CT|, in welcher das Wahrheits-
pradikat nicht im Induktionsaxiom vorkommen darf, von der Theorie CT, in welcher
dies der Fall sein darf. Es wird sich zeigen, dass diese Unterscheidung einen sehr feinen,

jedoch wichtigen Punkt impliziert, der in der Literatur kaum explizit gemacht Wurdeﬁ
Definition 2.11 ([35], S. 65) (CT[) Das System CT| besteht aus allen Aziomen von

PA und den folgenden Axiomen:

CT1VsVt(T(s=t) <> s° =1°)
CT2 Vx(Sent(x) — (T'(-x) <» —Tx)

CT3 Vavy(Sent(xAy) — (T(xAy) < T(z) ANT(y)))
CTy ‘v’mVy(Sent(@\'/y) — (T(x\/y) < T(x)VT(y)))
CT5 Yovz(Sent(Vox) — (T'(Vvx) <> VT (x(t/v))))
CT6 Yovz(Sent(3vz) — (T (Fvz) + HT(x(t/v))))

6Eine Ausnahme ist natiirlich [35], wo dies vollkommen klar gemacht wurde. Dennoch ist der Punkt aufgrund des
Umfangs der Untersuchung nicht leicht zu erkennen.
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Wie leicht ersichtlich ist, beweist CT| die geforderten Generalisierungen aus Abschnitt
2.3. So ist zum Beispiel die Anforderung der Kompositionalitéit schon in den Axiomen
enthalten. Das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten ist ebenfalls leicht aus den Axiomen
zu beweisen. Dennoch gibt es Generalisierungen, welche in CT| nicht beweisbar sind.
Zum Beispiel beweist CT| nicht, dass alle Satze der Form 0 = 0A ... A0 = 0 wahr sind
([35], S.102) und auch nicht, dass die Substitution von identischen Termen Wahrheit
beibehélt. D.i.:

Theorem 2.12 ([35], S. 102) CT| ¥ Va VsVt (Sent(Voz A s° = t° — (Txz(s/v)
Tx(t/v)))

Beweis: siehe ([35], S. 102). O

Weiters - und das ist etwas iiberraschend - gilt fiir CT| folgendes:

Theorem 2.13 (Halbach) CT| ist konservativ iber PA.

Beweis: siehe ([35], Kap. 8.1). O

Dies ist sehr bemerkenswert, da man erwarten koénnte, dass die geforderten Gene-
ralisierungen aus Kap. 2.3 einen beweistheoretischen Unterschied machen. Die Kon-
servativitdt von CT| zeigt jedoch, dass kein direkter Zusammenhang zwischen den
geforderten Verallgemeinerungen und Nichtkonservativitit besteht. Den zentralen Un-
terschied macht daher, wie wir gleich sehen werden, offensichtlich das Induktionsaxiom

aus.

242 CT

Definition 2.14 ([35], S. 102) (CT) Das System CT resultiert aus CT|, indem alle

Instanzen des Induktionsaxioms zu der Sprache Ly hinzugefiigt werden.

Die formalen Eigenschaften der Theorie CT unterscheiden sich in zentraler Hinsicht von
denen ihrer Vorginger TB und CT [. Insbesondere ist CT nicht konservativ iiber PA.
Dies folgt aus einigen Lemmata, welche im Folgenden dargestellt werden. Sei Bewpa

das Beweisbarkeitspradikat.

Lemma 2.15 ([35], S. 104, [37], S. 76) Die Theorie C'T beweist das globale Reflexions-
prinzip fir PA; d.i.:

CT FVz(Sent(x) N Bewpa(x) — Tx)

Beweisidee: Der Beweis ist via Induktion tiber die Linge der Beweise in PA. Fs muss
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gezeigt werden, dass die logischen Axiomenschemata wahr sind und, dass die arithme-

tischen Axiome von PA inklusive dem Induktionsaxziom wahr sind. O

Wie angekiindigt ist es fiir dieses Theorem zentral, dass das Wahrheitsradikat im

Induktionsaxiom vorkommt.

(...) allowing T to occur in the induction scheme is essential for the proof of
the uniform reflection theorem to work. (...) the truth truth predicate (...)
occurs in the instance of mathematical induction that is used to show that

all instances of the induction axiom of PA are true. ([37], S. 78)
Da CT das globale Reflexionsprinzip beweist, gilt aulerdem

Lemma 2.16 CT - —~Bewpa("0=1")

Beweis: Angenommen es gilt CT = Bewpa("0 = 17). Dann wiirde gemafs 2.15 auch
T("0 =17) gelten. Dies ist offensichtlich falsch. O

Sei Con(PA) definiert als =Bewpa (" L"), wobei L das Zeichen fiir eine Absurditét ist.

Dann folgt aus dem gerade Gesagten:

Lemma 2.17 CT + Con(PA)

Beweis: ~Bewpa ("0 = 17) ist per definitionem dquivalent zu Con(PA). O
Dies ergibt weiters:

Theorem 2.18 CT ist nicht konservativ tiber PA.

Beweis. Es gilt CT F Con(PA). Gidels zweiter Unvollstindigkeitssatz besagt, dass
PAY Con(PA) gilt. Daraus folgt nach der oben gegebenen Definition von Konservati-
vitdt, dass C'T nicht konservativ iiber PA ist. [J

Zu bemerken ist aulerdem, dass CT Generalisierungen beweist, welche in CT| nicht
beweisbar sind. So beweist C'T, dass die Substitution von identischen Termen Wahrheit
beibehalt.

Lemma 2.19 ([35], S. 102) CT & Va VsVt (Sent(VozAs® = t° — (Tz(s/v) < Tz(t/v)))

Beweis: siehe ([35], S. 102). O

Letztlich sei darauf hingewiesen, dass weder TB, noch CT| oder CT Wahrheitsiteratio-
nen der Form T...T'("¢7) beweisen. Die Axiome wurden auf die Basistheorie PA ohne

Wahrheitspriadikat eingeschrénkt und verhindern damit genau das, da sonst Tarskis
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Theorem zu einem Widerspruch fithren wiirde. Da eine Theorie wie CT, aus densel-
ben Griinden wie im Fall von PA, seine eigene Konsistenz nicht beweisen kann, ist
es naheliegend, erneut zu einer stérkeren Theorie aufzusteigen um die Konsistenz der
vorhergehenden zu beweisen. Die stédrkere Theorie darf natiirlich ebenfalls nicht ihr
eigenes Wahrheitspradikat enthalten. Deshalb zieht man getypte Wahrheitspriadikate
Ty, T, Ty, Ts .... T, heran, wobei jedes T, nur auf ein Wahrheitspriadikat T;, (i < n)
niedrigerer Stufe angewendet werden darf. Axiomatisiert man diesen Prozess, erhilt
man eine Theorie fiir ramifizierte Wahrheit (siehe [35], S.127f).

3 Deflationismus und Konservativitit

Im Anschluss an die urspriinglich von Tarski vorgebrachten Theorien ergeben sich
einige sehr interessante philosophische Diskussionen, welche insbesondere fiir die De-
flatonismusdebatte zentrale Bedeutung haben. Im Folgenden werden die wichtigsten

Probleme diesbeziiglich dargestellt.

3.1 Allgemeines zum Deflationismus

Deflationismus ist eine These mit vielen Gesichtern und historisch betrachtet ist es
schwierig einen einheitlichen Kern zu erkennen. Die Auseinandersetzung damit ist vor
allem in der klassischen Sprachphilosophie zentral und eng mit Problemen der Bedeu-
tung, Referenz und ‘Inhalt’ verbunden[] Da dies jedoch nicht Thema der vorliegenden
Arbeit ist, werde ich nur diejenigen Thesen des Deflationismus heranziehen, welche ich
fiir common-sense in der Forschungslandshaft halte. Diese werden daher auch in Bezug
auf Autoritdten der Geschichte und Gegenwart der analytischen Philosophie gerecht-
fertigt und synthetisiert. Ich werde zuerst die wichtigsten Thesen des Deflationismus
prasentieren und diese mit einigen Zitaten belegen. Zu beachten ist hierbei, dass sich
die Thesen gegenseitig bedingen und daher nur gemeinsam eine adaquate Darstellung

ergeben. Die vier zentralen Thesen des Deflationismus sind:

1. Wahrheit ist ein metaphysisch leichter Begriff ohne Substanz.
2. Wahrheit beinhaltet nicht Repréasentation.
3. Wahrheit is nur ein logischer Begriff.

4. Das Bikonditional T'("¢") <> ¢ ist die zentrale (wenn nicht einzige) Rolle des
Wahrheitspradikats.

Die erste These ist hochstwahrscheinlich die zentrale philosophische Leitidee des De-

flationismus. Diese Behauptung wird von Leon Horsten explizit ausgesprochen:

"siche z.B.: [9], [14], [20], [21], [39], [53]
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The core idea of deflationism is that truth is an insubstantial, light notion. It
is a notion that does not carry a heavy philosophical burden or commitment

of any kind (metaphysical, epistemological, moral, etc.) ([36], S. 557)

Natiirlich ist dies sehr intuitiv und ungenau. A priori ist ndmlich nicht klar, was es
bedeuten soll, dass Wahrheit leicht und insubstantiell ist. Dies kann jedoch veranschau-
licht werden, wenn man beachtet, dass eine substantielle Wahrheitstheorie oft mit dem
Begriff der Représentation verkniipft wird. So geht die Idee des Delfationismus, dass
Wahrheit metaphysisch wenig Gewicht hat, oft mit einem Skeptizismus beziiglich Re-
préasentation einher; d.h. mit These 2. Dies diirfte z.B. die Idee von von Jeffrey Ketlands

Charakterisierung der deflationistischen Position sein [

(...) the idea (of deflationism; LS) perhaps is that we need to ‘deflate‘ the
correspondence notion that truth expresses a substantial or theoretically si-

gnificant language-world relation. ([40], S. 69)

Um ein Beispiel anzufiihren, wogegen sich dies wendet, kann man (ironischer wei-
se) Tarskis eigene Interpretation seiner Theorie heranziehen, da dieser selbst seine
Wahrheitstheorie als eine Korrespondenztheorie interpretiert hat, wie folgendes Zitat

veranschaulichen soll:

Wir mochten, dafl unsere Definition den Intuitionen der klassischen aritoteli-
schen Konzeption der Wahrheit gerecht wird - die in ihren Ausdruck in den
wohlbekannten Worten der Metaphysik des Aristoteles finden: Von etwas, das
ist, zu sagen, dafl es nicht ist, oder von etwas, das nicht ist, daf§ es ist, ist
falsch, wdhrend von etwas, das ist, zu sagen, dafs es ist, oder von etwas, das
nicht ist, daf$ es nicht ist, wahr ist.

Wenn wir uns der modernen philosophischen Terminologie anpassen wollen,
kénnten wir diese Konzeption vielleicht durch die bekannte Formulierung aus-
driicken: Die Wahrheit einer Aussage besteht in ihrer Ubereinstimmung (oder
Korrespondenz) mit der Wirklichkeit.

(...) so konnen wir zum selben Zweck auch sagen: Fine Aussage ist wahr,
wenn sie einen existierenden Sachverhalt bezeichtnet. (...) Dergestalt mufl die
Definition der Wahrheit, wenn sie unserer Konzeption entspricht, die folgende
Aquivalenz implizieren: Die Aussage ‘Schnee ist weifi* ist wahr genau dann,

wenn Schnee weiff ist. ([63], S. 142)

Da wir nun wissen, wogegen sich der Deflationismus wendet, bendtigen wir im néchsten
Schritt eine positive Charakterisierung dieser Position. Dies fiihrt uns zuerst zu These
3, welche besagt, dass Wahrheit ein logischer Begriff ist und deshalb genauso unwichtig,

bzw insubstantiell ist, wie die logischen Konnektive.

8siehe auch [61]: ‘Philosophers ofthen make suggestions like the following: truth consists in correspondence to the
facts (...). According to the deflationist, however, such suggestions are mistaken (...).‘
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At a first approximation, deflationistm claims that the notion of truth is
akin to logical notions like ‘and,’ and ‘not‘. Logical notions are usually not
regarded as deep philosophical notions. In a similar fashion, truth should be

regarded as a superficial notion. This is what is meant when it is said that

the notion of truth should be deflated. ([37], S. 60)

Das Wahrheitspriadikat hat demnach zwar durchaus einen logischen Mehrwert. Wie
wir schon gesehen haben, konnen wir durch das Hinzufiigen eines Wahrheitspradikats
zu einer Sprache gewisse logische Tatsachen beweisen. Dennoch bleibt die zentrale
These bestehen, dass Wahrheit abgesehen von dieser Funktion, welche als insubstantiell
betrachtet wird, eigentlich entbehrlich ist.

Eine weiterer Aspekt der Behauptung, dass das Wahrheitspradikat insubstantiell ist,
besteht nun aus These 4. Diese driickt ndmlich formal aus, dass das Wahrheitspradikat

eigentlich entbehrlich und redundant ist.

According to the doctrine known as deflationism about truth, the concept of
truth (...) is redundant and dispensable (...). ([40]. S. 69)

Diese These findet sich historisch betrachtet in mehreren Ausformungen. Die zwei
zentralen davon sind die Redundanz-Theorie und der ‘Disquotationalismus‘.ﬂ Erstere
Theorie geht auf Ramsey zuriickgeht und besagt, dass das Wahrheitspriadikat redun-

dant ist. D.i; alles was sich iiber Wahrheit sagen lasst, wird durch das Schema
die Proposition, ‘dass p‘ ist wahr genau dann, wenn p.

ausgedriickt, welches Ramsey folgendermafien interpretiert.

Truth and falsity are ascribed primarily to propositions. (...) it is evident that
Tt is true that Caesar was murdered’” means no more than that Caesar was
murdered, and It is false that Caesar was murdered’ means that Caesar was
not murdered. They are phrases which we sometimes use for emphasis or for
stylistic reasons. ([54], S. 142)

Die zweite Theorie geht auf W.V.O Quine zuriick und besagt, dass die Funktion des

Wahrheitspriadikat génzlich durch das Disquotationsschema der Form
Der Satz ‘xyz‘ ist wahr genau dann, wenn xyz.

ausgedriickt wird. Dieses interpretiert Quine wie folgt:

9Der zentrale Unterschied dieser beiden Positionen ist, dass gema8 der Redundanz-Theorie Propositionen die Triger
von Wahrheit sind (anders formuliert bedeutet dies, dass das Wahrheitspridikat nur Propositionen zugeschrieben wird),
wobei der Disquotationalismus behauptet, dass Sédtze die genuinen Trager von Wahrheit sind. Diesbeziiglich gibt es
zahlreiche Diskussionen. Siehe z.B. [11], [39]
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To say that the statement ‘Brutus killed Caesar® is true, or that ‘The atomic
weight of sodium is 23° is true, is in effect simply to say that Brutus killed
Caesar, or that the atomic weight of sodium is 23. ([52], S. 24)

Zu sagen, dass ein Satz wahr ist, ist daher (nach Quine) dasselbe, wie den entspre-
chenden Satz selbst zu duflern und dies wird formal durch das Tarski-Bikonditional
T("¢7) +> ¢ eingefangen.

Obwohl diese historischen Beispiele die entsprechende Problematik sehr schon veran-
schaulichen, muss dennoch darauf hingewiesen werden, dass es formallogisch wenig
Unterschied macht, ob das Wahrheitspriadikat eine Eigenschaft von Sétzen oder Pro-
positionen ist. Dies ist deshalb so, weil hier das Wahrheitspridikat eine Eigenschaft
von Godel - Codes von Sétzen ist.

Da somit der Hintergrund zum Deflationismus zumindest allgemein geklért ist, ge-
he ich im Folgenden auf zwei zentrale Kritikpunkte diesbeziiglich ein. Dabei handelt
es sich um Kritiken aus dem Bereich der mathematischen Logik, welche die formale

Adéquatheit der soeben vorgebrachten Thesen betreffen.

3.2 Das Generalisierungsproblem

Eine weitere zentrale Behauptung des zeitgenossischen Deflationismus, welche in enger
Verbindung mit den oben besprochenen Thesen 1-4 steht, ist, dass der einzige Zweck des
Wahrheitspradikats derjenige ist, infinite Generalisierungen auszudriicken, die anders
nicht ausgedriickt werden konnen. Dies ist offensichtlich eine Spielart von These 3 und
findet sich erstmals bei Quine [53] und wurde spéter von prominenten Autoren wie

Horwich (vgl. [38], [39]) und Field (siehe[21]) iibernommen. Quine schreibt:

The truth predicate is a divice of disquotation. We may affirm the single
sentence by just uttering it, unaided by quotation or by the truth predicate;
but if we want to affirm some infinite lot of sentences that we can demarcate
only by talking about sentences, then the truth predicate has its use. ([53],
S. 12)

Horwich schreibt:

Thus our concept of truth is a divice of generalization. That is its function.
And it is able to perform that function in virtue of its role within the so-
called equivalence schema, ‘< p > is true <> p‘. Nothing more is needed; and
nothing less will do. ([39], S. 5)

Wiirde man nun die Thesen 1-4, gemeinsam mit der Behauptung, dass das Wahr-
heitspradikat einzig ein Instrument zur Generalisierung ist, in einen formalen Rahmen

gieBen, ergibt dies die Theorie TB, die wir in Abschnitt 2.3 kennengelernt haben.
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Genau dies wurde von vielen Autoren getan und wird heute weitgehend als korrekte
mathematische Préazisierung der gerade dargestellten Behauptungen des Deflationis-
mus angesehen (vgl. [21], [35], [37], [40], [56] ). Daraus ergibt sich die These des frithen
Deflationismus (kurz FD):

(FD) Die Theorie TB driickt formal alles aus, was iiber Wahrheit zu sagen ist.

Wie jedoch schon in Abschnitt 2.3 gezeigt wurde, entstehen hier die ersten Proble-
me. Das erste ist, dass TB keine infiniten Generalisierungen beweisen kann, wie z.B.
Quine dies behauptet hat. Diese geforderten Generalisierungen (wie z.B Kompositio-
nalitét) sind jedoch grundlegende Intuitionen, welche von einer Wahrheitstheorie auch
erfiillt werden sollten. Der Deflationist muss diesbeziiglich daher entweder seine Theo-
rie modifizieren oder seine philosophischen Intuitionen dndern.

Obwohl daher die Theorie TB, eigentlich schon aus diesem Grund keine gute Wahr-
heitstheorie ist, wurde dieses Problem nicht als bezwingend betrachtetm Aus diesem
Grund wurde ein stirkeres Argument gegen TB und der mit ihr verbundenen philoso-
phischen Thesen vorgebracht. Der zentrale Kritikpunkt betrifft hier ebenfalls die These
(FD), jedoch in Zusammenhang mit der Leitidee des Deflationismus, dass Wahrheit ein
metaphysisch leichter und unwichtiger Begriff ist. Um diese Problematik angemessen

darzustellen, muss jedoch weiter ausgeholt werden.

3.3 Konservativitit

Zuerst sei als Wiederholung angemerkt, dass die Theorie TB konservativ iiber Peano
Arithmetik ist und daher keine Theoreme beweisen kann, welche nicht schon von PA
bewiesen werden konnen (Theorem 2.9). Insofern resultiert durch das Hinzufiigen der
Tarksi-Bikonditionale nichts Wichtiges oder Neues. Dies ist, man mdochte meinen, fiir
den Deflationismus, genau so wie es sein soll. Zumindest scheint es These 1 gerecht zu
werden, welche besagt, dass Wahrheit ein metaphysisch leichter und unwichtiger Begrift
ist. Wéren aus dem Hinzufiigen einer Wahrheitstheorie zu einer gegebenen Basistheo-
rie neue Theoreme beweisbar - so die Idee - |, konnte man nicht mehr behaupten, dass
Wahrheit ein unwichtiger Begriff ist. Aus diesem Grund haben Jeffrey Ketland und
Stewart Shapiro dem Deflationisten unterstellt, dass er auf eine konservative Wahr-
heitstheorie festgelegt ist.E|

Indeed, one might go further: if truth is non-substantial - as deflationists
claim - then the theory of truth should be conservative. Roughly: non-substantiality

= conservativeness. ([40], S. 79)

0siehe dazu [38], [39]
HEigentlich geht dieses Argument auf Leon Horsten zuriick. Leider ist es jedoch sehr schwierig auszumachen, wo und
wie er dies vorgebracht hat.
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I submit that in one form or another, conservativeness is essential to defla-
tionism. ([56], S. 497)

Die Tatsache jedoch, dass TB konservativ iiber PA ist, stellt nach Ketland und Sha-
piro ein zentrales Problem dar. Denn wie wir bereits wissen, kann eine konservati-
ve Wahrheitstheorie, aufgrund von Goédels zweiten Unvollstdndigkeitssatzes, nicht die
Konsistenz von PA beweisen. Ketland und Shapiro argumentieren jedoch, dass dies

eine addquate Wahrheitstheorie unbedingt leisten sollte.

Suppose we accept a standard axiomatization of arithmetic (PA, say). It
seems correct to say that we also (implicitly) accept its truth, and thus we
surely think that it is consistent. (...) So, we have accepted PA, we think it‘s

true, and we seem to be committed to thinking it consistent. ([40], S. 91)

Formal gesprochen erwarten wir daher, dass eine Wahrheitstheorie alle Theoreme von
PA als wahr (kurz: T(PA)) beweist. Dies wird am besten durch das globale Reflexions-

prinzip der Form
Va(Sent(z) A Bewpa(z) — T(x))

ausgedriickt. Deshalb schreibt Jeffrey Ketland:

Any adequate theory of truth should be able to prove the ‘equivalence‘ of a
(...) theory T and its ‘truth’ True(T) (that is, the metalanguage formula
Va(Sent(z) A Bewpa(z) — T(x)))[B([40], S. 90)

Wie wir bereits wissen, ist das globale Reflexionsprinzip beweistheoretisch dquivalent zu
der Aussage Con(PA). Das Argument von Ketland und Shapiro lautet nun kurz gesagt,
dass die Theorie TB aufgrund ihrer Konservativitat keine gute Wahrheitsheorie istE
Eine Theorie wie TC jedoch - so geht das Argument weiter -, welche die Konsistenz
von PA und daher auch T(PA) beweist, ist fir einen Deflationisten aus zwei Griinden
nicht akzeptabel (vgl. [40], [56]):

1. Sie bringt Konsequenzen mit sich, welche durch das Hinzufiigen einer Wahrheits-
theorie (zu einer Basistheorie) entstehen. D.h. das Wahrheitspriadikat hat nicht nur
eine disquotationale Funktion. In der Tat erlaubt es uns Theoreme zu beweisen,

welche die Basistheorie alleine nicht beweisen kann.

2. Aussagen wie T(PA) und Con(PA) sind substantiell. Eine Wahrheitstheorie, die

sie beweist, kann nicht unwichtig und metaphysisch leicht sein.

2hier PA
13Notation angepasst
14 Aus denselben Griinden ist daher CT| ebenfalls keine gute Wahrheitstheorie.
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Viele Autoren haben daraus geschlossen, dass Deflationismus in der oben angegebenen
Form nicht aufrecht zu erhalten ist. Obwohl (meines Wissens nach) die meisten nach-
folgenden Autoren diesbeziiglich mit Ketland und Shapiro iibereinstimmen, werden wir
jedoch im n#chsten Abschnitt Griinde dafiir angeben, dass der Deflationismus von der

Konservativitatsanforderung befreit werden sollte.

3.4 Deflationismus ohne Konservativitit

Zuerst sei bemerkt, dass die Behauptung, dass der Deflationismus auf eine konservative
Wahrheitstheorie festgelegt ist, sehr stark ist. Wire dies die richtige Charakterisierung
der deflationistischen Position, miisste sie aufgrund der beschriebenen Méngel von TB
ein fiir alle Mal aufgegeben werden. Dass dies problematisch ist, wurde im weiteren
Verlauf dieser Diskussion auch eingebracht.

Voker Halbach (in [33]) hat als erster angemerkt, dass die Anforderung der Konserva-
tivitdt, wie sie von Ketland und Shapiro eingebracht wurde, vage ist, da nicht klar ist,
woriiber eine Wahrheitstheorie konservativ sein soll. Zu diesem Zweck unterscheidet
er die beiden Anforderungen ‘konservativ iiber PA‘ und ‘konservativ iiber Logik‘ und
hat gezeigt, dass letztere Anforderung unmoglich zu erfiillen ist. Zuerst jedoch zu einer
Charakterisierung dessen, was ‘konservativ iiber Logik‘ bedeutet. Dazu schreibt Leon

Horsten:

A truth theory T is conservative over logic if and only if all sentences that
are provable from T but that do not contain the truth predicate are provable
from the laws of logic alone. ([37], S. 81)

Diese Anforderung kann jedoch nicht einmal von der schwéchsten Version von TB
erfiillt werden. Diese beweist ndmlich schon, dass es zumindest zwei Objekte gibt und
das ist mehr, als aus reiner Logik folgt. Um dies zu veranschaulichen, nehmen wir die

folgenden restriktierten Bikonditionale zur Hand:

TNVex:z=z)Ve:o=x
TVx:x#z) > Ve:x#a

Die Logik erster Stufe impliziert nun, dass die rechte Seite des ersten Bikonditionals
wahr ist und die rechte Seite des zweiten Bikonditionals falsch ist. Da identische Ob-
jekte dieselben Eigenschaften haben, muss der Satz Vx : x = x ein anderes Objekt sein
als der Satz Vz : x # x. Das heif3t, dass die Theorie TB, auch ohne eine gegebene Ba-
sistheorie, beweist, dass es zumindest zwei Objekte gibt. Reine Logik kann dies jedoch
nicht tun.

Ausgehend davon, sind die meisten modernen Autoren der Ansicht, dass der Deflatio-



22

nismus von der Konservatitvitatsanforderung befreit werden sollte. Die Analogie diirfte
hier sein, dass dhnlich, wie keine Wahrheitstheorie konservativ iiber Logik sein kann,

keine gute Wahrheitstheorie konservativ iiber PA sein kann. So schreibt Horsten:

The nonconservativenss of truth over mathematics is a phenomenon.

So Halbach is right when he states that if deflationism about truth is to be
given a chance at all, it must be dissociated from mathematical conserva-
tiveness claims (Halbach, 2001). Conservativeness over mathematics should

not be regarded as an essential component of deflationism about truth. ([37],

S. 92)

Das Argument gegen die Konservatitivitdtsanforderung lautet demnach, dass Nicht-
konservativitiat eine Tatsache ist, die man hinnehmen muss. Wiirde man weiterhin
behaupten, dass Konservativitat essentiell fiir den Deflationismus ist, miisste man ihn
fiir immer verabschieden, da keine gute Wahrheitstheorie diese Anforderung erfiillt.
Dennoch braucht man Kritierien dafiir, welche verfiigharen Wahrheitstheorien defla-
tionistisch sind und welche nicht. Kénnte man diese Unterscheidung nicht anfiihren,
wére die Debatte iiberfliissig, da ansonsten jede gute Wahrheitstheorie schlicht inflatio-
nistisch wére. Daraus folgt, dass die Frage, welche Elemente zentral fiir den Deflatio-
nismus sind, erneut gestellt werden muss. Darauf werden wir in Kapitel 5 im Kontext

moderner Variationen von Kripkes Wahrheitstheorie zuriickkommen.

4 Kripke

Neben der Arbeit von Tarski, wurde im zwanzigsten Jahrhundert nur eine &dhnlich
einflussreiche Wahrheitsheorie hervorgebracht; und diese wurde von Saul Kripke in
seinem ‘Outline of a Theory of Truth‘ [43] dargelegt. In diesem Abschnitt wird zuerst
kurz Kripkes Kritik an Tarski préisentiert, danach werden die mathematischen Aspekte
seiner Theorie detailliert aufgearbeitet; wobei ein Schwerpunkt auf seine semantische

Theorie und dem Beweis des Fixpunktlemmas gelegt wird.

4.1 Kritik an Tarski

Wie wir bereits wissen, konnte Tarski, durch die Einfithrung eines getypten Wahrheits-
pradikats, eine konsistente Wahrheitstheorie formulieren und so Widerspriiche vermei-
den. Kripkes setzt nun genau an diesem Punkt an und behauptet, dass ein typisiertes
Wahrheitspriadikat unnatiirlich und unintuitiv ist. Seine Gegenthese lautet schlicht,

dass unsere Umgangssprache eigentlich ein ungetyptes Wahrheitpradikat enthélt.

Surely our language contains just one word ‘true‘, not a sequence of distinct
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phrases "true, ', applying to sentences of higher and higher levels. ([43], S.
695)

Aber warum ist dies so? In Tarskis Fall hatten wir eine syntaktische Markierung, wel-
che dem Wahrheitspréadikat die relevanten Levels zuschreibt. Ist dies nicht moglich,
ist der Satz in Tarskis Theorie syntaktisch nicht wohlgeformt. Dennoch duflern wir in
unserer Umgangssprache wohlgeformte Satze, die diese Anforderung nicht erfiillen. So
kénnen wir z.B. ohne Bedenken folgenden Satz formulieren, ohne die relevanten Levels

im voraus zu kennen.
(1) Alles, was Sokrates sagt ist wahr.

Diesbeziiglich schreibt Kripke:

In general, if a sentence such as (1) asserts (all, some, most, etc.) of the
sentences of a certain class C are true, its truth value can be ascertained if
the truth values of the sentences in the class C can be ascertained. If some
of these sentences themselves involve the notion of truth, their truth value
in turn must be ascertained by looking at other sentences, and so on. If
ultimately this process terminates in sentences not mentioning the concept

of truth, we call the original sentence grounded; otherwise ungrounded. ([43],
S. 693f)

Ein Sprecher, der eine Aussage macht, kann jedoch nie sicher sein, ob sein Satz groun-
ded ist oder nicht und kann daher seinen Aussagen nicht mmer die relevanten Levels

zuschreiben.

Ordinarily, however, a speaker has no way of knowing the ‘levels‘ of (the)
relevant utterances. ([43], S. 695)

Die Tradition nach Kripke hat ihm diesbeziiglich zugestimmt. Dennoch miissen wir
nun versuchen, diese Intuitionen formal zu modellieren. Da wir von Tarskis Theorem
wissen, dass ein ungetyptes Wahrheitspradikat, in klassischer Logik formuliert, zu einem
Widerspruch fiihrt, verwendet Kripke eine nichtklassiche Logik um seine Intuitionen

formal umzusetzen. Die grundlegende Idee fasst er wie folgt zusammen:

There is to be only one truth predicate, applicable to sentences containing
the predicate itself; but paradox is to be avoided by allowing truth-value gaps
and by declaring that paradoxical sentences in particular suffer from such a
gap. ([43], S. 698)
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Die nichtklassische Logik, von welcher Kripke spricht, wird im Folgenden (in erster Li-
nie) eine Starke-Kleene Logik mit Wahrheitswertliicken (K3) sein[)] Anders als in einer
zweiwertigen Logik, in welcher fiir jeden Satz gilt, dass er entweder wahr oder falsch ist,
erlaubt diese Logik drei Werte: wahr, falsch und unbestimmt. Damit &ndert sich einiges.
So konnen wir insbesondere Tarskis induktive Klauseln (Definition 2.10) nicht mehr
verwenden. Dies ist deshalb so, weil in einer klassischen Logik gilt, dass die Vereinigung
der Extension des Wahrheitspriadikates T, mit deren Komplement (die Antiextension
von T), die Menge der natiirlichen Zahlen w ist. Verwenden wir dagegen eine mehr-
wertige Logik mit Wahrheitswert-Liicken, bildet die Vereinigung von Extension und
Antiextension nicht w. Deshalb verwenden wir das Starke-Kleene Evaluierungsschema,
welches nicht-klassische Modelle mit Extension und Antiextension liefert. Aus diesen
Defnitionen folgen die wichtigsten formalen Figenschaften von Kripkes Theorie, welche

im Folgenden expliziert werden.

Bevor wir beginnen, wird auf informeller Ebene der grundlegende Unterschied zwi-
schend Ordinalzahlen und Kardinalzahlen erklart. Dies wir fiir das néchste Kapitel
wichtig sein. Kardinalzahlen messen die Méchtigkeit oder Grofie einer Menge, Ordinal-
zahlen représentieren den Zahlprozess, durch welchen eine gegebene Menge generiert
wird. Zwei Kradinalzahlen «, (8 sind gleich grof}, gdw es eine Bijektion von « auf g gibt;
zwei Ordinalzahlen sind gleich grofl; wenn sie beziiglich der Ordnung, die durch den
Zéahlprozess generiert wird, gleich grof sind. Im Finiten gibt es keinen Unterschied zwi-
schen Ordinalzahlen und Kardinalzahlen. Z.B. ist der Kardinalitéitsaspekt der Menge
{1,2, 3} gleich ihrem ordinalen Aspekt, ndmlich 3. Im Transfiniten macht dies jedoch
einen Unterschied. Sei w die Menge der natiirlichen Zahlen. Wir generieren die Menge
w, indem wir mit 0 beginnen und einfach ins Transfinite 0, 1, 2, 3, ... weiterzdhlen.
Andern wir nun den Zéhlprozess und beginnen mit 1, 2, 3, ... und nehmen 0 als letztes
Element dieser Menge, erreichen wir eine neue Ordinalzahl, da die Menge unter diesem
letzten Element ordnungs-isomorph zu der Menge w ist und daher ein Element mehr
besitzt. Wir nennen diese Menge w+1. Diesen ‘Trick‘ kénnen wir nun unendlich oft wie-
derholen; dh. wir kénnen mit 2, 3, 4, ... zu zdhlen beginnen und 0, 1 als letzte Elemente
anhéngen und so die Menge w + 2 erzeugen. Ganz allgemein kénnen wir mit irgendei-
ner Zahl n beginnen und alle n-1 hinten anhédngen: also n, n+1, ..., 0,1, ..., n-1 und so
eine Menge w + n erzeugen. Die so erzeugten Mengen sind jedoch alle gleich grofi und
haben daher dieselbe Kardinalitéit. Diese Mengen nennt man abzéhlbar unendlich und
ihre Kardinalzahl nennt man Xy. Die Menge w der natiirlichen Zahlen ist die kleinste
abzéhlbar unendliche Ordinalzahl und hat daher die Kardinalitit Ng. Wichtig fiir die
vorliegenden Zwecke ist aulerdem, dass es keine Menge aller Ordinalzahlen gibt. Es

gibt iiberabzéhlbar viele abzédhlbare Ordinalzahlen. Auflerdem sei angemerkt, dass es

5Wir werden diese Logik erst spiter formal explizieren (siche S. 30).
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auch viel groflere Kardinalzahlen als R, gibt. Z.B. sind die reellen Zahlen iiberabzahlbar
unendlich. Fiir weitere Details diesbeziiglich siehe [16] und [50].

4.2 Induktive Defninitionen, monotone Operatoren und der minimale Fix-

punkt

Das starke Kleene Evaluierungsschema (K3) mit Wahrheitswertliicken erlaubt es uns
einen monotonen Operator auf Teilmengen der Extension und Antiextension zu definie-
ren, was eine Vorbedingung fiir Kripkes Fixpunktlemma ist. Diese Tatsache folgt aus
abstrakten Uberlegungen aus der Rekursions- und Beweistheorie, welche im Folgenden
besprochen werden.

Zuerst werden wir einen monotonen Operator definieren und im allgemeinen Fall das
Fixpunktlemma beweisen. Um maximale Klarheit zu erreichen, wird weiters gezeigt,
dass der allgemeine Fall auf Kripkes Wahrheitstheorie iibertragen werden kann. Um ein
Gefiihl dafii zu bekommen, wie monotone Operatoren eingefiihrt werden, werfen wir
zuerst einen Blick auf induktive Deﬁnitionen.m Wir werden zeigen, dass nur positive

induktive Definitionen monoton sind.

Definition 4.1 (vgl.[35], S. 116) Sei S C w. Eine positive induktive Definition hat die
Form:

n € S genau dann wenn 6(n,S),

wobei € S nur positiv in 6(n, S) vorkommt; d.i.: nur innerhalb einer geraden Anzahl
von Negationssymbolen. Insbesondere darf ¢ S nicht in §(n, S) vorkommen. Abgesehen
von € S, ist f(n, S) ein arithmetisches Pradikat.

Zu beachten ist, dass in Tarskis Theorie die Existenz einer Menge S, welche die Bedin-
gungen (i) - (vi) (siehe Definition 2.10) erfiillt, durch Induktion iiber den Formelaufbau
bewiesen wird. Hat man jedoch positive induktive Definitionen, folgt die Existenz ei-
ner Menge S, die gewisse Bedingungen erfiillt, aus allgemeinen Fakten {iber eben diese
Definitionen. (vgl. [35], S. 117).

Lemma 4.2 Positive induktive Definitionen sind monoton; d.i.: gegeben zwei Mengen
S1 und S sodass, S1 C Sy, dann gilt fiir alle n € w:

(Q(TL, Sl) — 9(71, Sg))
Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach den Rang der Formeln gefiihrt (sie-

he[50], S. 88). O

16Ein Beispiel fiir induktive Definitionen sind zum Beispiel Tarski‘s induktive Klauseln in Definition 2.10.
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Lemma 4.3 Tarskis Definition ist aufgrund des Vorkommens von ¢ S in Klausel (ii)

von Definition 2.10 nicht monoton.

Beweis: Sei Sy C S und sei das Pridikat ¢ S in 6(n,S) enthalten. Angenommen
n ist ¢ und ¢ ¢ Sy. Dann gibt es eine Menge Sy sodass S1 C So und ¢ € Sy. Dh.: es
gilt nicht O(n, S1) — 0(n,Ss) fir S; C Sy. O

Auf der Basis dieser positiven induktiven Definition konnen wir nun einen monotonen

Operator einfithren. Im Folgenden sei Pot(z) die Potenzmengenoperationm

Definition 4.4 (vgl.[35], S. 117f, [50], S. 84f) Ein monotoner Operator fir eine Men-
ge S C w st die Operation:

[y : Pot(S) — Pot(S), sodass
Ly(S) :={n:0(n,9)}

Die Idee dieser Definition ist, dass, ausgehend von der leeren Menge, durch die wie-
derholte Anwendung des Operators I'y immer neue Mengen erzeugt werden, fiir welche

0(n, S) gilt. Weiters nennen wir eine Menge S korrekt, wenn gilt, dass S C T'y(.5).

Definition 4.5 ([68], S. 119 Wenn S korrekt ist, sei die Sequenz (I'y(S)| a eine Ordi-
nalzahl ) dber transfinite Rekursz'orﬁ wie folgt definiert:

[9(S) = S und T§(S) = Te(Ty1(S)) fiir alle o > 0,
wobei, wenn a eine Limes-Ordinalzahl isﬂ ist, dann gilt:

1571(S) = Usea I5 (5).

Auflerdem sollte aus dem gerade gesagten klar sein, dass insbesondere fiir eine Limes-
Ordinalzahl « gilt, dass I'G(S) = T'g(Us, Fg(S)).

Definition 4.6 Sei I := I'§(S). Ausgehend von Definition 4.5 ist 1§ die unter T'y

abgeschlossene Menge.

Oben wurde gezeigt, dass positive induktive Definitionen monoton sind. Daher ist auch

der soeben eingefiihrte Operator I'y monoton. D.i; es gilt:

17Siche [16], S. 35 f fiir weitere Details.

18transfinite Rekursion generalisiert die primitive Rekursion ins Transfinite fiir alle Ordinalzahlen. Fiir Details, siche
[50] S. 23f

Y Eine Ordinalzahl « ist eine Limes-Ordinalzahl, wenn VB(8 < a — B < a) gilt. Fiir weitere Details, siehe [50], S.
22.
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Lemma 4.7 ([68], S. 116) Die Sequenz (I'y(.S)) ist nichtabsteigend. D.i. Fir alle Or-
dinalzahlen o, 5, wenn o < B, dann I'§(S) C FE(S).

Beweis: Es ist zu zeigen, dass T3 *(S) C T¢(S), fiir jede Ordinalzahl o > 0, gilt.
Der Beweis ist tiber transfinite Induktion ]

Wenn o = 1, dann ist T 1(S) C T'9(S) dquivalent 2u der Aussage, dass S korrekt

18t.

Wenn « eine Nachfolgerodinalzahl ist, dann gilt aufgrund der Induktionshypothese
[572(S) C Ty '(S). Aus der Monotonie von T'y folgt T51(S) C Tg(9).

Wenn « eine Limes-Ordinalzahl ist, dann gilt T (S) = Us<a T0(S), sodass fir alle
Ordinalzahlen § < a, T3(S) C T$7Y(S). Eine Anwendung von Ty auf beide Seiten ergibt
fiir alle f < «, FSH(S) < T'9(S). Die Vereinigung aller < « ergibt das erwiinschte
Resultat T71(S) C T¢(S). O

Aus Kardinalitdtsgriinden kénnen wir nun zeigen, dass der Prozess, in welchem durch
den Operator I'y immer groflere Mengen generiert werden, an einem gewissen Punkt
endet. Dieser Punkt ist der minimale Fixpunkt des Operators I'y. Dieser wird ausgehend

von der leeren Menge generiert und ist folgendermaflen definiert:

Definition 4.8 (vgl. [35], S. 118, [50], S. 86) Die Menge Ig ist der minimale Fixpunkt
der Operation Ty, wenn es eine Ordinalzahl & < w™ gibt, fir die gilt:

I5(S) =T57'(S).

Um aufwéndige technische Details zu vermeiden, gebe ich einfach nur eine Skizze des
Kardinalitdtsarguments (Details, siehe [50], S. 85f).

Sei | X| die Kardinalitidt einer Menge X und sei |(X)|T das kleinste Kardinal grofier
als |X|. Eine Menge a ist abzdhlber, wenn |a| < w. Insbesondere ist die Menge S,
welche oben definiert wurde, abzihlbar. Sei w™ := w; das kleinste iiberabzihlbare
Kardinal gréBer w. Dann gibt es |(X)|t viele Ordinalzahlen der Kardinalitdt kleiner
gleich | X|. Insbesondere gibt es w™ viele abzidhlbare Ordinalzahlen. Fiir unsere Zwecke
ist auBerdem wichtig, dass es w™ viele abzidhlbare Ordinalzahlen < w gibt. Das ist
deshalb so, weil sup{a : a < wt} = w* = |{a: |a| < w}|P] Anschaulich gesprochen
bedeutet das, dass wir mehr Ordinalzahlen zur Verfiigung haben, als wir benétigen um

eine abzahlbare Menge zu erzeugen. In unserem Fall wollen wir durch den monotonen

20Transfinite Induktion ist die Verallgemeinerung der Induktion ins Transfinite fiir alle Ordinalzahlen. Fiir Details
siehe [50], S. 22f.

21 sup steht fiir das Supremum einer Menge. Ein Ordinal « ist das Supremum einer Menge M, wenn « das minimale
Ordinal ist, fiir das gilt, V8 € M (8 < «). Siehe [50], S. 22.
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Operator I'y die Menge w der natiirlichen Zahlen erzeugen, haben jedoch w™ viele
Ordinalzahlen zur Hand um diese Menge zu erzeugen. Daraus folgt, dass unsere Menge
an einem gewissen Punkt voll ist und das Hinzufiigen einer weiteren Operation Fg keine

neue Menge mehr erzeugt.

Theorem 4.9 ([50], S. 86, [49], S. 118,[35], S. 118) (Fizpunkt) Es gibt eine Ordinal-
zahl £ < wt, sodass FE(S) = Fg_l(S). Die so generierte Menge Ig ist der minimale
Fixpunkt der Operation Ty.

Beweis: Fiir alle durch den Operator Ty generierten Mengen S C w gilt |S| <w < wt.
Es gibt w™ wiele Ordinalzahlen < w™. Insbesondere gibt es w™ wviele Ordinalzahlen < w.
Deshalb gibt es eine Ordinalzahl ¢ < w < wt fir die T5(S) = T57(S) gilt. Die so

erzeugte Menge Ig ist der minimalen Fizpunkt der Operation I'y. [

Auflerdem gilt natiirlich Ig = Ig_l. Man nennt £ die Abschlussordinalzahl von I'y, wenn
¢ die minimale Ordinalzahl ist, fiir die T'5(S) = I';7"(S) gilt. Fiir diese Ordinalzahl gilt

auflerdem, dass Ig = Uneon 1§'s wobei On die Klasse aller Ordinalzahlen ist.

4.3 Die Semantik von Kripkes Theorie

Ausgehend von diesen Uberlegungen, kénnen wir nun eine Kripke-Wahrheitsmenge
definieren. Diese ist die Kripke-Variante von Definition 2.10 und bildet die Grundlage

fiir das Kripke-Feferman Axiomensystem, welches spéter besprochen wird.

Definition 4.10 ([35], S. 204) Eine Menge S C w ist eine Kripke-Wahrheitsmenge
genau dann, wenn sie nur Lp - Sdtze enthdlt und, fir geschlossene Terme s und t,
sowie fiir die Sdtze ¢,v, und Yvx aus Lr, die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) s =t €S gdw s und t denselben Wert haben.

(i) s #t € S gdw s und t nicht denselben Wert haben.

(iii) ~—¢p € S gdw ¢ € S.

(iv) pANY €S gdwop e S undip €S.

(v) 2(pANY) €S gdw —¢p €S oder —p € S.

(vi) oV p € S gdw ¢ € S oderp € S.

(vii) =(¢ V) € S gdw —¢p € S und —) € S.

(viit) Yxx € S gdw fir alle n, x(n) € S

(ix) =Vax € S gdw es ein n gibt mit —=x(n) € S.

(x) Jxx € S gdw es gibt ein n mit x(n) € S.

(i) =Fxx € S gdw fir alle n, ~x(n) € S.

(zit) Tt € S gdw der Wert von t ein Lr Satz in S ist.

(ziii) =Tt € S gdw der Wert von t kein L Satz ist oder ein Ly ist, dessen Negation
n S ist.



29

Bemerke, dass in dieser Definition das Priadikat € S nur positiv vorkommt und daher,
wie oben beschrieben, Anlass zu einem monotonen Operator I' gibt. Daher gilt, dass
S eine Kripke Wahrheitsmenge ist gdw sie ein Fixpunkt dieses Operators ist; d.i.: gdw
['(S) = S. Weiters ist der minimale Fixpunkt I'(S) = S konsistent; d.i. es gibt keinen
Ly - Satz, sodass sowohl der Satz als auch seine Negation in I'(S) = S ist. AuBerdem
sei bemerkt, dass wenn I'(S) = S gilt, dann gilt auch T("¢") € S gdw ¢ € S. All dies
folgt aus den in Abschnitt 4.2 prasentierten Eigenschaften von induktiven Definitionen
und monotonen Operatoren. Was sich geédndert hat ist einzig, dass in Definition 4.10
ein Wahrheitspriadikat vorkommt. Da Definition 4.10 jedoch noch nicht in 3-wertiger
Logik formuliert ist und daher von Kripkes Ansatz abweicht, sparen wir uns die Be-
weise fiir eine Sprache mit Wahrheitspridikat fiir spéter auf.(vgl. [50], S. 204ff
Definition 4.10 bildet die Grundlage fiir das Axiomensystem Kripke-Feferman, in dem
das Starke Kleene Evaluierungsschema nur implizit ist. Im Folgenden werden wir daher
dieses Evaluierungsschema explizieren und seine formalen Eigenschaften beschreiben.
Dabei wihlen wir in erster Linie eine dreiwertige Logik, welche Wahrheitswert-Liicken
erlaubt. Aufgrund dieser Tatsache miissen wir auch unsere Modelle é&ndern. Klassische
Modelle sind Paare (9, 5), fiir die gilt, dass die Antiextension S~ von ST schlicht
das Komplement von ST ist. Da wir jedoch Wahrheitswert-Liicken erlauben, gilt dies
nicht: die Vereinigung von Extension und Antiextension bildet nicht die gesamte Men-
ge der natiirlichen Zahlen. Formal: ST U S~ # w. Weil letztere Aussage dquivalent
zu der Aussage ist, dass die Theorie vollstindig ist, spricht man auch von einer pa-
ravollstdndigen Theorie. Starke-Kleene Modelle haben daher die Form (9t,S*,S7),
wobei 9t ein Modell von £ ist und St und S~ Teilmengen der Doméine von 9t sind.
Da hier das arithmetische Vokabular standardméafig interpretiert ist, definieren wir das
Starke-Kleene Evaluierungsschema Fgg fiir 991 = N. Unsere Modelle sind also Tripel
der Form (N, S*,S7).

Definition 4.11 ([35], S. 205) (Das Starke Kleene Evaluierungsschema.) Fiir die Men-
gen ST, 87 C w, ist (N,ST,57) Egsg, fir alle geschlossenen Terme s, t, Ly - Sitze
¢, und Ly - Formeln x(z), mit genau z frei, folgendermafen definiert:

(i) (N, ST, S7)Esk s =t gdw s und t denselben Wert haben.

(i1) (N, S*,57) Fsx —s =t gdw s und t nicht denselben Wert haben.

(i11) (N, S*,S7) Egk Tt, gdw t ein geschlossener Term ist, dessen Wert ein Lr - Satz
in ST ist.

(i) (N, ST, S57) Esx =Tt gdw t ein geschlossener Term ist, dessen Wert ein Ly in S~
ist oder dessen Wert kein L1 - Satz ist.

(v) (N, ST, 57) Fsx =—¢ gdw (N, ST, 57) Esk ¢.

(vi) (N, ST, 57) Esk ¢ A gdw (N, ST, 57) Egk ¢ und (N, ST,57) Egk 1.

22Ich folge hier [35]. Obwohl es an dieser Stelle vielleicht ungewénlich erscheint, die Konsequenzen von Definition 4.10
einfach kurz aufzulisten, ersparen wir uns dadurch einige Wiederholungen und somit auch viel Arbeit. Im Prinzip wurde
damit nur etwas vorgegriffen.
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(vii) (N, ST, 57) Fsx =(¢p A1) gdw (N, ST, S57) Egk =, oder (N, ST, S57) Egx ).
(viii) (N, S*,87) Esie 6V 1 gdw (N, ST, 57) Eskc ¢ oder (N, S+, 57) Egx 1.

(iz) (N, ST, 57) Egxg —(¢p V) gdw (N, ST, S7) Fex =¢ und (N, ST,57) Egr ).
(r) (N, ST, 57) Esk Vao(z) gdw fir allen € w (N, St,57) Fgx ¢(n).

(i) (N, ST, S7) Egx —Vad(x) gdw fiir zumindest ein n € w (N, ST, 57) Egx —d(n).
(zii) (N, ST, S7) Egx Jxg(x) gdw fir zumindest einn € w (N, ST, 57) Egx o(n).
(ziii) (N, ST, 57) Fgx —Jxd(x) gdw fiir allen € w (N, S*,S57) Fgx —o(n).

(N, ST, S7) Egk n gilt fiir kein n das nicht ein Kode eines Lp - Satzes ist.

Offensichtlich erfiillt Definition 4.11 die Anforderungen einer positiven induktiven De-
finition. Die folgenden Beispiele veranschaulichen dies und sind direkte Konsequenzen

der Definitiion:

(%Z)/ (N, SJF,S*) Fsk Th gdw n € S+
(iv)r (N, S*,S7) Esx =Tn gdwn € S~

(vi)r (N, ST,57) Fex ¢ A gdw ¢ € ST und ¢ € ST
(vig)r (N, 87, 57) Egk =(p Ap) gdw —¢ € S~ oder - € S™.

Da wir Wahrheitswert-Liicken erlauben, ist ein defekter, bzw. paradoxaler Satz weder
wahr noch falsch. Sei n so ein Satz. Dann gilt n ¢ ST U S~ und weder T'n, noch =77
werden vom Modell (N, St 57) erfiillt (vgl. [35], S. 206).

Definition 4.12 (Konsistenz) ([35], S. 207) Ein SK Modell ist konsistent gdw es kei-
nen Ly - Satz ¢ gibt, fiir den gilt (N,S*,57) Eskx ¢ und (N, ST, S7) Fgx —¢.

Um zu veranschaulichen wie wir diese konsistenten Modelle erhalten, werden im Folgen-
den die semantischen Eigenschaften einer starken-Kleene Logik (K’3) mit Wahrheitswert-
Liicken dargestellt. Die semantischen Eigenschaften der Konnektive sind in den folgen-
den drei Tabellen dargestellt (vgl. [51] S. 122f, [35], S. 207):

¢ | 9 ¢ || oNY ¢ | |oVY
w | f wlw|w wW|wW | W
f |w wi|f |f wif | w
- - flwlf f lw|w
ff|f f1f|f
w- |- wl- |w
f - |f f1-1-
- lw|- - lwlw
-t f - | f |-
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Aufgrund dieser Definition ist mehr oder weniger klar, dass, wenn A der Liigner Satz ist,
er den Wahrheitswert ‘- (unbestimmt) erhélt. Wie wir bereits wissen, gibt es aufgrund
des Diagonallemmas einen Satz A <» =T'("A\™"). Wiirden wir in klassischer Logik arbei-
ten, wiirde aufgrund der Definition 4.11 sowohl A € S* (A und Definition 4.11 (4i7)/)
als auch A\ € S~ gelten (=7("A\7) und Definition 4.11 (iv)7). Somit wire A € ST NS~
und Definition 4.11 wére inkonsistent (nach Definition 4.12). Da wir jedoch mit der
dreiwertigen Logik K3 arbeiten, ist A unbestimmt. Diese Tatsache, gemeinsam mit der
offensichtlichen Definition von <+ aus A,V und — aus der Semantik fiir K3, ergibt,
dass A <> =T("A\7) unbestimmt ist und A weder in ST noch in S~ ist und deshalb wie
erwiinscht ST N S~ = () gilt.

Daher erhalten wir folgendes Lemma:

Lemma 4.13 ([35], S. 207) Wenn ein SK-Modell (N, S, S™) konsistent ist, dann gibt
es keinen Satz ¢ fir den gilt (N, ST, S7) Fgx ¢ und (N,ST,57) Esx —¢.

Beweis: Induktion dber die Linge von ¢. Wenn ¢ atomar ist, folgt die Behauptung
direkt aus der Konsistenz des Modells (siehe Definition 4.12). Fir kompleze Formeln
nehmen wir die Konjunktion als Beispiel und machen die folgenden zwei Annahmen

um einen Widerspruch zu erzeugen:

(i) (N, S*,57) Fsx ¢ AN
(ii) (N, S7,57) Fsk =(o A1)

Aus (i) und Definition 4.10 folgt

(N, ST, 57) Egx ¢ und (N, ST,57) Egk 1.

Annahme (ii) besagt jedoch, dass entweder

(N, S*,57) Esx —¢ oder (N, ST,S7) Egx —) gelten muss.

Dies widerspricht jedoch der Induktionsvoraussetzung (Definition 4.12) die besagt, dass
ein SK-Modell nicht gleichzeitig ¢ und —¢ oder b und =) enthalten kann. Wire dem
so, dann wdire, aufgrund der Definition von (N,S*,S7), ¢ sowohl in ST als auch in

S~. Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung direkt. Analoges gilt fiir die anderen

Fdlle. O

Nun konnen wir das Fixpunktlemma fiir das starke Kleene Evaluierungsschema be-
weisen. Wie oben bemerkt, kann Definition 4.11 leicht in eine positive induktive De-

finition umgewandelt werden. Die positive induktive Definition iiber 6(n, S), aus dem
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vorhergehenden Abschnitt, muss daher auf diese Definition mit Extension S* und
Antiextension S~ verallgemeinert werden. Das ist kein Problem, da hier ausgehend
von Definition 4.11 und Definition 4.1 eine positive induktive Definition die Form
n € (ST,57) gdw o(n,S*,S7) hat. AuBlerdem ist klar, dass als entsprechende Va-
riation davon o(n, S*,S7) gdw (N, S*,S7) Egk n gilt. Dies vorausgesetzt, konnen wir

nun einen monotonen Operator einfiihren.

Definition 4.14 ([35], S. 208, [37], S. 118) Ein monotoner Operator fiir die Mengen
(S*,S57) Cw ist die Operation:

A, : Pot(St,S7) — Pot(S*,S7), sodass
A(ST,87) = ({p € Lr: (N,ST,57) Fsk ¢}, NSatzU{¢ € Ly : (N,S1,57) Egg
—0}),

wobet NSatz die Menge der Zahlen ist, die keine Codes von Lr - Sdtzen sind.

Intuitiv geschieht in dieser Konstruktion Folgendes: wir beginnen mit einem Tupel von
zwei leeren Mengen. Die Extension des Wahrheitspriadikats ist daher 0ty = (N, 0, 0).
D.h. an dieser Stelle sind alle Sétze, auf die das Wahrheitspradikat zutrifft, undefiniert.
Dann wenden wir den monotonen Operator auf diese Menge an und bestimmen so die
Menge der Sitze S;, die von 9y wahr gemacht wurden und die Menge der Sétze Sy,
deren Negation von 9, wahr gemacht wurden. So erhalten wir ein neues Modell 91,
= (N, S;", S7), welches dazu verwendet wird, wieder eine neue neue Extension S5 und
Antiextension S; zu bestimmen, usw. Der monotone Operator A, liefert also durch
wiederholte Anwendung immer die Menge der Sétze, welche vom Vorgéngermodell wahr
gemacht werden (ad infinitum) (vgl. [37], S. 118, [43], S. 703). Formal wird A, analog
zu Definition 4.5 wie folgt definiert.

Definition 4.15 Fiir die Operation A, sei die Sequenz (A% (ST, S7)|a eine Ordinalzahl)

tber transfinite Rekursion wie folgt definiert:

A2(ST S7) = (ST,57) und A%(ST,57) = A, (A 1(ST,87)), fiir alle a > 0,
wobei, wenn « eine Limes-Ordinalzahl ist, dann gilt:

g S*,57) = Uyoo AY(S*,57)

Insbesondere gilt fiir eine Limes-Ordinalzahl, dass A5 (S™,57) = As(Ugq AP(ST,57)).
Offensichtlich ist der Operator A, monoton. Daraus ergibt sich:

Lemma 4.16 Wenn S C Sy, und Sy C S5, dann A, (S}, S7) € A, (S5, S5).
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Beweis: Dies folgt aus der Monotonie der positiven induktiven Definition. [J
sowie

Lemma 4.17 Fiir alle Ordinalzahlen o, B, wenn o < B, dann A%(ST,S7) C AB(S*,S57).

Beweis: Analog zu Lemma 4.7. [
Wie wir oben gesehen haben, haben diese Lemmata die folgende Konsequenz:

Theorem 4.18 Es gibt ein Ordinal &, fir das gilt: AS(ST,S7) = AS71(ST,57).

Beweis: Analog zu Theorem 4.9. [J

Die durch AS generierte Menge ist der minimale Fixpunkt und enthilt alle ¢ € Ly,
fiir die (N, S*,57) Esx ¢ und NSatz U (N, ST, S7) Fgx —¢ gilt.

Dieses Theorem liefert uns nun die minimale Extension fiir das Wahrheitspradikat.
Zu bemerken ist hier, dass der Fixpunkt stufenweise, ausgehend von der leeren Menge,
aufgebaut wurde. Eine dhnliche Konstruktion findet sich bei Tarski fiir mehrere getypte
Wahrheitspradikate Ty ... T),. Kripke merkt dazu an:

The minimal fixed point (...) avoids explicit subscripts but nevertheless has
a notion of level; in this respect it can be compared with standard set theory

as opposed to the theory of types. ([43], Fuinote 10)

Dies ist deshalb bemerkenswert, weil hier eine historische Analogie anklingt: Ahnlich
wie man im Fall der Metamathematik im frithen zwanzigsten Jahrhundert von einer
Typentheorie zur Mengenlehre iibergegangen ist, wird hier von einer getypten zu einer
ungetypten Wahrheitstheorie gewechselt, welche als natiirlicher angesehen wird als ihr
Vorgénger.

Das néchste Theorem zeigt eine weitere wesentliche Eigenschaft von Kripkes Theorie,
welche - wie wir sehen werden, eine zentrale Rolle in der modernen Deflationismusde-
batte spielt. Es etabliert die Intersubstituierbarkeit von T'("¢ ") und ¢ fir alle ¢ € L.

Theorem 4.19 ([35], S. 209, [37], S. 121) Wenn AS(S*,S™) ein Fizpunkt ist, dann
gilt (N, ST, S7)Egx TT¢7 gdw (N, ST,57) Egk ¢.

Beweis: Definition 4.10 liefert (N,S*,S87) Fgx T ¢ gdw ¢ € ST. Im minimalen
Fizpunkt ist ST die Menge aller Ly - Sitze ¢, fir die gilt, dass (N,ST,S7) Esk ¢.
Deshalb gilt, wenn ¢ € ST, ebenfalls (N, S*,S7) Egx ¢. O

Beziiglich dem minimalen Fixpunkt verdanken wir Kripke aulerdem folgende Defini-
tion (vgl. [43], S. 706f):
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Definition 4.20 (Grounding) Ein Lt - Satz ¢ ist grounded gdw er im minimalen Fix-
punkt enthalten ist.

Ein Satz ¢ ist ungrounded gdw er nicht im minimalen Fizpunkt enthalten ist.

Intuitiv besagt Grounding, dass ein Satz von nicht-formalsemantischen Fakten abhéngt.
Da wir bei der Konstruktion des minimalen Fixpunkts von der leeren Menge ausgegan-
gen sind, dann Sétze ohne Wahrheitspriadikat betrachtet haben und so immer weiter
gegangen sind, héngt jeder Satz im minimalen Fixpunkt von Sétzen ohne Wahrheits-
pradikat ab.

(...), the least fixed point model is special. In the first stage, the extension
and the anti-extension of the truth predicate were taken to be empty. Then
we looked at the world (the world of natural numbers, in this case) to include
sentences in the extension and in the anti-extension. Then we built on that.
As a result, the sentences in the extension and anti-extension of the least
fixed point are all grounded in the world. Their truth value is ultimately
determined by facts in the (mathematical) world. For other fixed points, this
is not always the case. ([35], S. 122)

Zu bemerken ist hierbei, dass es mehrere Fixpunkte neben dem minimalen gibt. Obwohl
mehrere Autoren dem minimalen Fixpunkt einen speziellen Status einrdumen (siehe
Zitat Horsten oben, [45]) leisten die nichtminimalen Fixpunkte wichtige Beitrige zur

Behandlung verschiedener Paradoxien und sind daher auf keinen Fall abzutun.

Arguably, Kripkes main contribution was not so much the construction of the
smallest fixed point of A but rather his classification of the different consis-
tent fixed points and the discussion of their use for discriminating between

ungrounded sentences, paradoxical sentences, and so on. ([35], S. 210).
Dieser Ansicht war auch Kripke selbst.

Nor is it even my present purpose to make any firm recommendation between
the minimal fixed point of a particular valuation scheme and the various other
fixed points.* Indeed, without the nonminimal fixed points we could not ha-
ve defined the intuitive difference between ‘grounded‘ and ‘paradoxical‘. My
purpose is rather to provide a family of flexible instruments which can be
explored simultaneously and whouse fertility and consonance with intuition
can be checked. ([43], S. 712)

*Though the minimal fixed point certainly is singled out as natural in many
respects. (Fuinote 29, p.712)
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Da die Klassifizierung diverser Fixpunkte eine eigene Arbeit erfordern wiirde, sei hier

nur auf [27], [9], [43] verwiesen.

4.4 KF

Die Theorie KF ist eine Axiomatisierung von Kripkes semantischer Theorie, die auf

Solomon Feferman zuriickgeht. Die Basis fiir KF ist Definition 4.10.

Definition 4.21 (KF) ([35], S. 201) Das System KF besteht aus allen Aziomen von
PAr und den folgenden Aziomen:

KF1Vs vVt (T(s=t) <> s° =1°)
KF2NsVt (T'(hs=t) <> s° #1°)
KF3Vzx(Sentr(z) — (T'(-zx) «» Tx))

KF, ¥z Yy ((Sentr(xAy) — (T(zAy) +> Tz AN Ty))

KF5 Yz Yy ((Sentr(xAy) = (T(xAy) < Tz oder T-y))
KF6 Nz Yy ((Sentr(zVvy) — (T(xVy) +> Tz Vv Ty))

KF7Vx Yy ((Sentr(xVy) — (TH(xVy) <> Tz A Ty))
KF8 v Ya ((Sentr(Vvz) — (T(Vvx) < Yt T(x(t/v))))
KF9 Yo Va ((Sentr(Vox) — (T(=Vvz) < 3t T(-x(t/v))))
KF10 Vv Yz ((Sentr(Jvz) — (T(Jvz) < 3t T(x(t/v)))
KF11 Vv Vz ((Sentr(3vx) — (T(=3vx) < YVt T(~x(t/v)))))

KF12Vt (T(Tt) + Tt°)

KF13Vt (T-Tt < (T-t° V =Satzp(t°)))

Da wir schon bei der Besprechung der Semantik von KF' viele wichtige Eigenschaften
der Theorie kennengelernt haben und die wichtigsten philosophischen Uberlegungen

im Zuge dieses Kapitels geklart wurden, begniige ich mich hier nur mit drei zentralen

Konsequenzen von KF'
e KF ist w - konsistent (siche [37], S.126)
e KF ist arithmetisch korrekt. (siehe [37], S.126)

e KT beweist alle Disquotations-Sitze der Form Vt, ..Vt (T" ¢(t1, ..., 1,) 7 <> ¢(t3, ..., 12)),
fiir alle T-positiven Formeln ¢(zy, ..., ;). (siehe [35], S.201)

4.5 Wahrheitswert-Uberschneidungen und Supervaluierung

Bisher haben wir in unserer Evaluierung eine dreiwertige Logik verwendet, die Wahrheitswert-
Liicken erlaubt. Diese ist jedoch nicht exklusiv. Ebenso kénnen wir eine Logik verwen-
den, die Wahrheitswert-Uberschneidungen erlaubt. Galt fiir eine Logik mit Wahrheits-

wert Liicken, dass die Schnittmenge von Extension und Antiextension leer ist (siehe
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auch Definition 4.12), die Vereinigung von Extension und Antiextension jedoch nicht
die Menge der natiirlichen Zahlen w ist (da nicht jeder Satz einen Wahrheitswert erhélt),
gilt fiir eine Logik mit Wahrheitswert-Uberschneidungen genau das Gegenteil: die Ver-
einigung von Extension und Antiextension ist w (d.h. sie ist vollsténdig), die Schnitt-

menge von Extension und Antiextension ist jedoch nicht leer. Formal ([35], S.208):

(a) ST US™ = w (Vollstandigkeit)
(b) ST NS~ =0 (Konsistenz)

Gemeinhin wird eine Logik mit Wahrheitswert-Uberschneidungen LP (= Logik der
Paradoxien) genannt. Die Semantik dieser Logik wird in folgender Tabelle veranschau-
licht ([35], S. 207, [51], S. 124):

¢ | ¢ ¢ |V | oNY ¢ v oV
f wo|w W wo|w W
f w w | f f w | f W
w/f | w/f f w | f f wo|lw
f f f f f f
w | w/f| w/f w o |w/f|w
f w/f | f f w/f | w/f
w/f|w | w/f w/i|lw |w
w/f | f f w/f | f w/f
w/f| w/f| w/t w/f| w/f| w/t

Ein zentraler Unterschied zwischen den beiden Logiken K3 und LP ist, dass in K3 das
Gesetz des ausgeschlossenen Dritten nicht gilt; also K3 ¥ ¢V —¢, die Logik LP es jedoch
erfiillt; also LP E ¢ V —¢. (vgl. [51], S. 124f)

Will man in einem axiomatischen System wie KF Wahrheitswert-Uberschneidungen
ausschliefen, kann man ihm folgendes Konsistenz Axiom hinzufiigen, welches besagt,
dass kein Satz sowohl wahr als auch falsch ist (vgl. [35], S. 212).

(Konsistenz) Va(Sentr(x) — —(Tx AN T+x))

Will man Wahrheitswert-Liicken ausschlieen, kann man folgendes Vollstindigkeits
Axiom hinzufiigen, welches besagt, dass jeder Satz entweder wahr oder falsch ist (oder
beides) (vgl. [35], S. 212).

(Vollstandigkeit) VYa(Senty(x) — (T'x V T+x))
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Sowohl die Logik K3 als auch die Logik LP basieren auf dem starken Kleene Evaluie-
rungsschema. Ein alternatives Evaluierungsschema, welches hier nur angemerkt wird,
ist das Supervaluierungsschema. In diesem Schema ist ein Satz ¢ € L giiltig in ei-
nem partiellen Modell (N, S*,S7) gdw er giiltiig in jedem klassischen Modell (N, .S)
ist. Der minimale Fixpunkt dieses Schemas lédsst den Liigner Satz A unbestimmt. Da
jedoch das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten giiltig ist, gilt ebenfalls A V =\. Das
fithrt zwar nicht zu einem direkten Widerspruch, hat jedoch die unangenehme Kon-
sequenz, dass die Supervaluations-Variante von Kripkes Theorie nicht kompositional
ist. Da dies jedoch eine der wenigen intuitiven Anforderungen ist, an die wir auch fest
glauben, werten wir diese Tatsache als unakzeptablen Nachteil dieser Theorie. Eine
Axiomatisierung dieser Theorie, genannt VF (nach van Fraassen), wurde von Cantini
vorgebracht. (vgl. [37], S. 123, [35], S. 264f, [51], S.134f)

4.6 Revenge

Kripkes Theorie hat viele nette Eigenschaften, jedoch ein zentrales Problem: sie ist nicht
revenge-immun. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass, obwohl wir eine mehrwertige
innere Logik verwendet haben, die Metatheorie (die Axiome KF) in klassischer Logik
formuliert sind. So ist zum Beispiel aufgrund unserer mehrwertigen Logik und der
Tatsache, dass weder der Liignersatz A, noch seine Negation, im minimalen Fixpunkt
enthalten sind, der Liignersatz A weder wahr noch falsch. Demnach ist 7" AV =\ kein
Theorem von KF. Dennoch ist AV —A\ eine klassische Tautologie und daher ein Theorem
von KF und wir wiirden gerne sagen, dass der Liignersatz nicht wahr ist, konnen es
aber nicht. (vgl. [35], S. 206, [37], S. 124, [24], S.73)

For Kripke‘s theory, the problem is simply that he has presented his theory
as a piece of orthodox mathematics, in a classical metalanguage, and has
allowed himself to say, for instance, that if \ is the liar sentence, then \ is
not true. But according to his own theory, if A is the liar sentence, then not
T(A) is itself not true. So in expounding his theory, he seems to be saying

things that, according to that very theory are not true. ([10] S. 13)

Formal ist die geradlinigste mir bekannte Art und Weise dies auszudriicken, die Be-
hauptung, dass Kripkes Theorie nicht symmetrisch ist. Um dies formulieren zu kénnen,
benotigen wir jedoch noch drei Definitionen ([35], S. 152f).

Definition 4.22 (NEC) Die Regel NEC ist:

¢

T("¢")
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Diese Regel korrespondiert dem Schema ¢ — T'("¢ ") und erlaubt es von ¢ auf T'("¢ ™)
zu schlieBen. NEC darf nicht auf Annahmen in einem Kalkiil angewendet werden und

ist insofern schwicher als das Schema.

Definition 4.23 (CONEC) Die Regel CONEC ist:

T("¢")

¢

Diese Regel korrespondiert dem Schema T'("¢7) — ¢ und erlaubt es von 7'("¢ ") auf ¢
zu schliefen. CONEC darf ebenfalls nicht auf Annahmen in einem Kalkiil angewendet

werden und ist insofern schwéicher als das Schema.

Definition 4.24 (Symmetrie) Fine Wahrheitstheorie ist symmetrisch gdw sie abge-
schlossen ist unter NEC und CONEC.

Ist eine Wahrheitstheorie nicht symmetrisch, muss sie entweder NEC oder CONEC
einschrinken. Da die beiden Regeln NEC und CONEC schwicher sind als die ihnen
korrespondierenden Axiome (T'("¢") — ¢ und ¢ — T("¢7)), die gemeinsam das Bi-
konditional ergeben, ist es aulerdem klar, dass eine asymmetrische Theorie nicht un-
restriktiert alle Bikonditionale ableiten kann.

Die folgenden Lemmata zeigen, dass KF + NEC inkonsistent und KF daher asymme-
trisch ist.

Lemma 4.25 ([37], S. 127) Fiir alle ¢ € Lo, KF FT("¢7) — ¢.

Beweis: Fiir jeden Satz T("¢™), der im minimalen Fizpunkt enthalten ist, gilt, dass
auch ¢ im minimalen Fixpunkt enthalten ist, da ein Satz mit Wahrheitsprdadikat nur

dann einen Wert erhdlt, wenn er auch ohne Wahrheitsprddikat einen Wahrheitswert

hat. [

Lemma 4.26 ([37], S. 127) KF FAA-T("A7).

Beweis: Es gibt einen Satz \, sodass KF = X <> =T ("A\7).
(i) =\ (Annahme)

(i) T("A\7) (Def. von \)

(11i) X (Lemma 4.20)

(iwv) X (von (iii) und (i))

(v) =T ("X ((iv) und Def. \)

(vi) AN =T (AT ((iv) und (v)). O
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Lemma 4.27 ([37], S. 128) KF + NEC ist inkonsistent.

Beweis: Dies folgt aus Lemma 4.26. Eine Anwendung von NEC auf (iv) ergibt (*)
T("AY). (*) und (v) ergeben T("A") A =T("A7). O

Korrollar 4.28 KF ist nicht symmetrisch. Das folgt aus Lemma 4.27 und der Defini-

tion von Symmetrie.

Natiirlich hat Kripke auf dieses Problem selbst aufmerksam gemacht. Da Kripkes For-
mulierungen prézise, wichtig und einzigartig sind, lohnt es sich, diese hier ausfiihrlich

zu wiederholen.

It seems likely that many who have worked on the truth-gap approach to
the semantic paradoxes have hoped for a universal language, one in which
everything that can be stated at all can be expressed. (...) Now the languages
of the present approach contain their own truth predicate and even their own
satisfaction predicates, and thus to this extent the hope has been realized.
Nevertheless the present approach does not claim to give a universal language,
and I doubt that such a goal can be achieved. First, the induction defining
the minimal fixed point is carried out in a set-theoretic metalanguage, not in
the object language itself. Second, there are assertions we can make about the
object language which we cannot make in the object language. For example,
Liar sentences are not true in the object language, in the sense that the
induction process never makes them true; but we are precluded from saying
this in the object language by our interpretation of negation and the truth
predicate. (...) The necessity to ascend to a metalanguage may be one of the
weaknesses of the present theory. The ghost of the Tarski hierarchy is still
with us. ([43], S. 714)

Kripke selbst hat den positiven Wert seiner Arbeit jedoch vorallem darin gesehen,
eine Theorie vorgebracht zu haben, die ein ungetyptes Wahrheitspradikat definiert und

daher unserer Umgangssprache ndher kommt.

On the basis of the fact that the goal of a universal language seems elusive,
some have concluded that truth-gap approaches, or any approaches that at-
tempt to come closer to natural language than does the orthodox approach,
are fruitless. I hope that the fertility of the present approach, and its agree-
ment with intuitions about natural language in a large number of instances,
cast doubt upon such negative attitudes. ([43], S. 715)

Zusammenfassend sind wir daher einerseits aufgrund des Revenge-Problems und der

Tatsache, dass wir auf mengentheoretische Ressourcen weitgehend nicht verzichten
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konnen, berechtigt zu bezweifeln, dass wir eine universale Sprache aufstellen kénnen.
Andererseits enthélt die Sprache von Kripkes Theorie ihr eigenes ungetyptes Wahrheits-
und Erfiillungspriadikat und kommt so unserem intuitiven Sprachversténdnis néher als
Tarskis Theorie. Im néchsten Kapitel werden wir sehen, wie die Tradition nach Kripke

diese Problemstellungen beurteilt hat.

5 Deflationismus nach Kripke: Die zeitgenossische Debatte

In Kapitel 3 wurde der frithe Deflationismus im Anschluss an Tarskis Wahrheitstheori-
en besprochen. Wir haben damit geschlossen, dass die These des frithen Deflationismus
nicht haltbar ist und wir uns deshalb einer anderen Form des Deflationismus zuwenden
sollten. Genau dies wurden im Anschluss an Kripke sowohl in formaler als auch in phi-
losophischer Hinsicht getan. Im Folgenden werden daher die zentralen Entwicklungen

der letzten Jahre nach Kripke présentiert und kritisch begutachtet.

5.1 Eine neue Form des Deflationismus

In Abschnitt 3 wurde behauptet, dass ein zentrales Anliegen des Deflationismus die
Ableitung aller Tarski-Bikonditionale ist. Im Kontext von Tarskis Theorien ist dies die
Forderung, T'("¢") <> ¢ fiir alle ¢ € Lp4 abzuleiten. Die zwei zentralen Probleme in
diesem Zusammenhang sind: (1) Eine Theorie mit dem Tarski - Bikonditional als ein-
zigem Axiom (TB), ist formal nicht addquat, da sie keine infiniten Generalisierungen
beweist und konservativ ist (siche Kapitel 3 und Abschnitt 2.3). In diesem Zusammen-
hang wurde dann auch die Idee verabschiedet, dass Daflationismus auf Konservativitét
festgelegt ist. (2) Ein getyptes Wahrheitspréadikat entspricht nicht unseren Intuitionen
und ist daher aus philosophischen Griinden zu verabschieden.

Daraus ergibt sich natiirlich die Frage, worauf der Deflationismus im Kontext einer
ungetypten Wahrheitstheorie festgelegt ist und welche philosophischen Ideen damit
verbunden sind. Wie zuvor ist diese Frage nicht ganz eindeutig zu beantworten. Hin-
zu kommt an diesem Punkt auflerdem, dass es sich dabei um sehr junge Probleme
handelt und die verfiighare Literatur zum Thema sowohl rar als auch skizzenhaft ist.
Nichtsdestotrotz werde ich versuchen, die Position so klar wie moglich, mit den mir zur
Verfiigung stehenden Mitteln, darzustellen.

Oben wurde gezeigt, dass Kripke eine konsistente Wahrheitstheorie aufgestellt hat, in
welcher es moglich ist, ein ungetyptes Wahrheitspradikat fiir die Sprache L7 aufzu-
stellen. Seine Theorie hat aulerdem die nette Eigenschaft, dass in jedem Fixpunkt
T("¢7) < ¢ fiir alle ¢ € L gilt. Dennoch ist seine Theorie (wie in Abschnitt 4.6 ge-
zeigt wurde) nicht revenge-immun; bzw nicht symmetrisch: T'("¢ ") <> ¢ fiir alle ¢ € L

hélt in seiner Theorie nicht im Allgemeinen.
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Weiters wurde schon besprochen, dass die Forderung der Intersubstituierbarkeit von
T("¢™) und ¢ eng mit der Ansicht verbunden ist, dass Wahrheit metaphysisch unwich-
tig, bzw. insubstantiell ist und daher sehr gut zum Projekt des Deflationismus passt
(vgl. Abschnitt 3.1). Obwohl sowohl Tarskis als auch Kripkes Theorien dies in der einen
oder anderen Form leisten, ist dies bei ihnen nicht im Allgemeinen (respektive fiir die
Sprachen Lp4 und L7) moglich, da sie jeweils weder revenge-immun sind, noch ihre
eigene Metasprache enthalten konnen. Nimmt man die Forderung der Intersubstitu-
ierbarkeit von T'("¢") und ¢ daher ernst, sind fiir einen Deflationisten weder Tarskis
noch Kripkes Theorie akzeptabel und es ergibt sich eine neue These des Deflationismus

(TD). Diese ist, dass in einer deflationistische Theorie alle Sitze der Form
(TD) T'("¢") <> ¢ fiir alle ¢ € L7 im Allgemeinen

ableitbar sein miissen. Eine zentrale Konsequenz von (TD) ist, dass ihre Umsetzung ei-
ne durchgéngige Revision klassischer Logik erfordert. Wie bereits gezeigt wurde, wurde
in Kripkes Theorie das Revenge - Problem und die Asymmetrie durch eine Diskrepanz
von innerer und duBerer Logik verursacht. D.i; wihrend die innere Logik (auf welcher
die Konstruktion des Fixpunktes basiert) nichtklassisch ist, wurde die Metatheorie -
insbesondere das Axiomensystem KF - in klassischer Logik formuliert. Um daher eine
revenge-immune Theorie, die (TD) erfiillt, aufstellen zu kénnen, muss dieser Fehler
ausgemarzt werden und die Metatheorie ebenfalls in nichtklassischer Logik formuliert
werden.

Da Kripkes Theorie und ihr zugehériges Axiomensystem, von einem formalen Stand-
punkt aus betrachtet, natiirlich konsistent ist, gibt (TD) auch ein Abgrenzungskrite-
rium zu nicht-deflationistischen Theorien an die Hand. Ein Inflationist kann ndmlich,
wenn er sich nicht auf (TD) festlegt, zB Kripkes Theorie durchaus akzeptieren.

Um zu sehen, warum dies so ist, bemerke zuerst, dass abgesehen von der These (TD)
- welche hier die These (FD) und die Konservativitdtsanforderung ersetzt - und der
damit einhergehenden Forderung einer durchéngingen Revision klassischer Logik, der
Deflationismus (und daher auch der Inflationismus) immer noch so definiert ist wie zu-
vor. Beziiglich (TD) und der Revision klassischer Logik scheiden sich jedoch erneut die
Geister. Gegen den Deflationismus behauptet ndmlich der Inflationismus, dass (TD) un-
motiviert ist, da erstens die Forderung einer vollkommen abgeschlossenen Sprache eine
Mlusion ist; und zweitens, dass eine hierarchische Wahrheitstheorie durchaus natiirlich
ist (vgl. [28], [29]) %] Aus dhnlichen Griinden sieht der Inflationist auch keinen Anlass
dazu, von der klassischen Logik abzuweichen (vgl. [28], [29]) P

Diese Punkte sind weitgehend skizzenhaft und bediirften tiefergehender Diskussion.

23Bemerke, dass es eine wesentliche Motivation von (TD) ist, eine hierarchische Wahrheitstheorie zu vermeiden.
24 An diesem Punkt bin ich Jeffrey Ketland Hannes Leitgeb zu Dank verpflichtet.
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Leider ist es jedoch so, dass sich diese meines besten Wissens nach in der derzeitigen
Forschungslandschaft nicht findet. Da es deshalb auch kein Anliegen der vorliegenden
Arbeit ist, diese zu kldren, hoffe ich, dass sich der Leser damit zufrieden gibt. Auf-
grund des Mangels an Forschungsliteratur wird diesbeziiglich im Folgenden auch kein

Standpunkt eingenommen.

5.2 Field

Der erste Philosoph, welcher das Projekt, eine durchgéingig nichtklassische Wahrheits-
theorie zu formulieren, die (TD) erfiillt, ernsthaft verfolgt hat, ist Hartry Field. Allge-
mein formuliert handelt es sich hierbei um eine nichtklassische Erweiterung von Kripkes

Theorie | Field formuliert sein Projekt folgendermafen:

The book ([24], LS)(...) offers a truth theory that includes all Tarski bicon-
ditionals (all sentences of the form T("¢™") <> ¢ ), and allows the general
intersubstitutivity of T'("¢7) with ¢ (except in opaque contexts). It does this
by restricting excluded middle (...); but classical reasoning emerges unscethed
except in contexts where ‘True’ or related predicates have ‘ungrounded‘ oc-

currences. ([25])

Bemerke, dass die Formulierung ‘all sentences of the form T("¢™") <> ¢, and allows the
general intersubstitutivity of T'("¢™") with ¢ (except in opaque contexts)‘ dquivalent ist
zu (TD). Field nennt dies die naive Wahrheitstheorie ([23], S. 139). Auflerdem sollte
klar sein, dass die Qualifikation ‘except in opaque contexts‘ - dhnlich wie bei Kripkes
Theorie - keine Einschrénkung der Bikonditionale bedeutet, sondern vielmehr deren
unbeschrankte Ableitung erst ermoglichen soll.

Im Folgenden sein die grundlegendsten Ideen und formalen Eigenschaften von Fields
Theorie dargestellt@ Dabei werde ich mich auf diejenigen Aspekte seiner Arbeit kon-
zentrieren, welche ausgehend von Kripkes Theorie verstindlich gemacht werden kénnen.
Field beginnt seine Kritik an Kripke mit der Bemerkung, dass seine Theorie kein Kon-
ditional enthélt.

(...) An unpleasant feature of the theory is that there is no biconditional <«
for which ¢ <> ¢ is a logical law, or (equivalently, given the intersubstituti-
vity property) for which T("¢™") <> ¢ holds in general. Indeed, there is no
conditional — for which ¢ — ¢ or its converse hold generally. ([23], S. 139)

Dies ist ein sehr guter Punkt, welcher auf einfache Art und Weise veranschaulicht

werden kannm Zuerst sei bemerkt, dass das gewohnliche materiale Konditional ¢ D 1

2541 will propose a natural extension of Krike's theory (...)* [23].

26Da Fields Theorie verhiltnismiBig kompliziert ist und ihr ein eigener formaler Apparat zu Grunde liegt, wiirde eine
genaue Darstellung den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

27Ich halte es fiir einen gorflen Vorteil dieser Argumentation, dass sie die Probleme ohne aufwendige Details derart
abstrakt auf den Punkt bringt. Da in dieser Arbeit schon jedes diesbeziiglich wichtige Theorem und Lemma bewiesen
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definiert ist als —¢ V 1. Dies ist eine Instanz des ausgeschlossenen Dritten, da ¢ D ¢
aquivalent ist zu —¢ V ¢. Da X in Kripkes Theorie keinen Wahrheitswert hat, kénnen
daher die entsprechenden Sétze, die aus diesem Konditional geformt werden, nicht
im Allgemeinen giiltig sein. Mit dieser Diagnose haben wir gleich mehrere der vorher
besprochenen Probleme auf den Punkt gebracht (vgl. [24], S.73, [23], S.139, [37], S.
144ft, [35], S. 235).

e Da das gewohnliche Konditional D das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten bein-

haltet, veranschaulicht dies das Problem der Asymmetrie von innerer und duflerer

Logik

e Da D in Kripkes Theorie nicht allgemein gilt, kann auch das T-Bikonditional
T("¢™") <> ¢ nicht allgemein gelten, da <» aus D und A definiert ist.

e Da diese Probleme dadurch verursacht werden, dass wir ‘unbestimmte’ Sétze wie
=T ("A7") &ulern, veranschaulicht dies die Ausdrucksschwéche von Kripkes Theo-

rie; kurz: wir konnen nicht alles duflern was wir duflern wollen.

Ausgehend von dieser Kritik fithrt Field sein eigenes Konditional ein, welches die oben
besprochenen Kritikpunkte {iberwinden soll. Er beginnt damit, dass er der Sprache ein
neues Konditional — hinzufiigt, woraus die Sprache L, resultiert. Fiir diese Sprache
konstruiert er partielle Modelle - deren Konstruktion wir spéater kurz besprechen wer-
den -, welche fiir alle ¢ € L+_, das Field-Bikonditional

¢=T("¢7)

erfiillt (vgl. [37], S. 145). Obwohl dieses Konditional eine ganze Liste klassischer Gesetze
erfiillt (siche [24] S. 266 ff), erfiillt es zwei wichtige Gesetze nicht, bzw nur beschriankt
(vgl. [24], S. 269f). Diese sind der konditionale Beweis der Form

LoFy
TFo—1v

und der Modus Ponens:

F@N(0—1)) =9

Diese sind nur eingeschrankt giiltig, d.i. in nicht-defekten Kontexten, in denen das
Gesetz des ausgeschlossenen Dritten angenommen werden kann. Der giiltige einge-

schrankte konditionale Beweis hat die Form:

LoFEY
LoV—-oF¢—1

wurde, sollte es nicht schwierig sein die Details dahinter zu erkennen.
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Analog dazu, hat der giiltige eingeschrankte Modus Ponens die Form:

PV =YV Y E (PN (P —¢)) — ¢

Die betreffenden Regeln sind daher nur schwach giiltig. Obwohl der Eindruck besteht,
dass die hier notwendigen Einschrinkungen dhnlich natiirlich sind wie die Anwendung
einer dreiwertigen Logik, in welcher defekte Sétze den Wahrheitswert *-* (undefiniert)

erhalten 5 bezeichnet es Field als eine Schwiiche seiner Theorie.

The fact that quite a few standard ‘laws® (...) turn out invalid in their un-
restricted form is, I think, an unpleasant eature of the current theory. In
the case of many of these ‘laws‘, they must fail to be unrestrictedly valid if
anything like the current theory is correct. ([24], S. 270)

Ahnlich, jedoch weitaus kritischer, bemerkt auch Leon Horsten:

Formalized modus ponens is not only satisfied by the familiar material im-
plication but also by all of the implication relations that have been proposed
in the recent literature as candidates for capturing central aspects of the se-
mantics of indicative conditionals in English. Thus it is questionable whether
the Field-biconditionals are biconditionals in our sense of the word. ([37], S.
145)

Ausgehend von diesem Zitat scheint eine zentrale Kritik von Horsten zu sein, dass das
Bikonditional in der Forderung (TD) sowohl klassisch (und daher aus D und A definiert
ist), als auch natiirlich ist und daher Fields Theorie, aufgrund seines nichtklassischen
Konditionals —, unnatiirlich ist und das selbst auferlegte Ziel, (TD) zu erfiillen, ver-
fehlt. Obwohl es jedoch offensichtlich stimmt, dass Fields Konditional andere formale
Eigenschaften hat als Tarskis, werde ich kurz dafiir argumentieren, dass diese Kritik
nicht definitiv ist.

Zuerst sei zur Wiederholung bemerkt, dass Fields Konditional den Modus Ponens
erfiillt, solange fiir die betreffenden Sétz das Gesetz des ausgeschlossenen Dritten gilt.
Der klassische Modus Ponens wird hier insbesondere in Kontexten, in welchen durch
das Hinzufiigen eines Wahrheitspriadikats zu unserer Sprache Paradoxien entstehen, ein-
geschréinkt.@ Dementsprechend ist auch Horstens Vergleich mit den indikativen Kon-
ditionalen verfehlt: Solange wir unserer Sprache kein Wahrheitspriadikat hinzugefiigt
haben, erfiillt Fields Konditional den klassische Modus Ponens. Meines besten Wissens
nach ist die Logik indikativer Konditionale nicht mit dem Verhalten des Wahrheits-
préadikats beschéftigt (siehe [6]) und somit erfiillt Fields Konditional die entsprechende

28Gegeben, dass dies natiirlich ist
29Es ist sehr wichtig zu sehen, dass es sich hier um spezifisch Wahrheitstheoretische Probleme handelt und, dass es
nicht a priori klar ist, dass diese analog zu anderen Problemen behandelt werden sollten.
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Anforderung in allen relevanten Zusammenhéngen. Insofern ist daher mit Fields Kon-
ditional alles in Ordnung, da es eher eine Verallgemeinerung als eine Einschrénkung
des klassischen Konditionals darstellt (sieche dazu auch [24], S.30f).

Obwohl man daher gute Griinde hat anzunehmen, dass diese Kritik Fields Theorie
nicht gerecht wird, besteht ganz allgemein ein dhnlicher Einwand. Der Vorwurf wiére
aber nicht, dass Fields Konditional unnatiirlich ist, sondern vielmehr, dass die erwéhnte
Verallgemeinerung des klassischen Konditionals unmotiviert ist. So wiirde ein Vertreter
der klassischen Logik behaupten, dass es keinen Grund gibt, angesichts der Paradoxien
(welche durch das Hinzufligen eines Wahrheitspréidikats entstehen) ein neues Kondi-
tional einzufiigen um diese zu blockieren. Die klassische Logik, so der Einwand, gilt
allgemein fiir alle Sétze unserer Sprache und somit sind die entstandenen Paradoxi-
en schlicht und einfach hinzunehmen. In diesem Sinn wére Fields Theorie auch keine
Verallgemeinerung einer klassischen Theorie (formuliert in klassischer Logik), da diese
selbst im Allgemeinen gilt.

Dennoch ist dieser Einwand ebenfalls nicht definitiv und bedarf daher weiterer Dis-
kussion. Die Standard - Antwort ist natiirlich in erster Linie, dass die Giiltigkeit der
klassischen Logik im Allgemeinen nicht ausgemacht ist. Insbesondere ist zu bemerken,
dass es sich hier um eine Sprache mit spezifisch wahrheitstheoretischen Inhalt han-
delt und es a priori nicht klar ist, wie diese zu behandeln sind. So ist es zum Beispiel
nicht ausgemacht, dass Spachen mit Wahrheitspradikat auf dieselbe Art und Weise an
die klassische Logik gebunden sind wie z.B Peano Arithmetik oder Mengenlehre erster
Stufe (wo es sehr plausibel ist, dass sie an die klassische Logik erster Stufe gebunden
sind). Da es diebeziiglich meines besten Wissens nach keinen Konsens in der modernen
Forschungslandschaft gibt, sei dies hier jedoch nur dahingestellt.

Dies angemerkt, fahren wir nun mit der Darstellung von Fields Theorie fort.

Fields Konditional — erlaubt es nun einen Begriff der Determiniertheit einzufiihren,
durch welchen es moglich wird zu sagen, dass der Liigner Satz nicht determiniert wahr

ist.

Definition 5.1 Sei D ein Determiniertheitsoperator. D(¢) ist definiert als

PN (T — &)

So definiert, gilt in Field's Modellen =D("\™). Daraus ergibt sich jedoch, dass man
einen verstiarkten Liigner \* konstruieren kann, welcher von sich selbst sagt, dass er
nicht determiniert wahr ist. Natiirlich kann man ausgehend davon erneut einen super-
verstiarkten Liigner \** konstruieren und erhélt somit (wie zuvor) einen neuen Sinn, in
dem dieser nicht determiniert wahr ist. Field begegnet diesem Problem, indem er eine
Hierarchie der Determiniertheit einfiihrt. Dieser Prozess wird ad infinitum fortgesetzt;

wobei es nicht moglich ist auszudriicken, dass alle Satze der Form A, \*, \**, ... nicht
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determiniert wahr sind. (vgl. [37], S. 146)

Sehr interessant sind auch die Modelle von Fields Konditional —; und zwar deshalb,
weil sie auf einer iterierten Kripke-Fixpunktkonstruktion basieren, die fiir die jeweili-
ge Stufe, in welcher wir uns in der Determiniertheits-Hierarchie befinden, ein Modell

liefert. Steven Yablo beschreibt diesen Prozess folgendermafen:

Field uses a three-valued scheme in which sentences are assigned either 1
(determinate truth, or something like it), 0 (determinate falsity), or 1/2 (in-
determinate). Values are generated by a transfinite series P of Kripkean fixed
points, each the Kripke-closure (...) of a ‘seed‘ valuation S® that assigns va-
lues only to conditionals, defined here as statements whose main connective
is —. Each P“ gives clues to the proper interpretation of —, clues that guide
the construction of S#*!, which forms the basis of P?*!. This results in a
back-and-forth process (...). ([69], S. 314)

Zu bemerken ist hierbei, dass der Prozess, in dem wir in der Hierarchie der Determi-
niertheit, fiir das neue Konditional —, aufsteigen, anders als in Kripkes Theorie, nicht
monoton ist (vgl. [24], S. 249).

Diese hierarchisch aufgebaute Theorie ist jedoch nicht unproblematisch. Insbesondere
deshalb, weil es ein zentrales Anliegen der Tradition nach Tarski war, genau diesen

hierarchischen Aufbau zu vermeiden. Leon Horsten schreibt daher:

(...) this is unsatisfactory. The whole point of moving to type-free theories of
truth was that it seemed implausible that what seems to be one notion (truth)
on closer inspection turns out to be an irrevocably fragmented concept. But
then we should be equally skeptical of the view that a closely related notion
(determinate truth) that appears to be every bit as much unified on closer

inspection proves to be irrevocalbly fragmented. ([37], S. 146)

Diese Kritik ist ziemlich treffend und bedarf weiterer Diskussion. Da die genauen for-
malen Eigenschaften von Fields Theorie jedoch noch nicht vollstdndig ausgearbeitet
sind (siehe [67]), wird die Zukunft entscheiden, wie zutreffend die Kritik wirklich ist.

5.3 PKF und inferentieller Deflationismus

Eine weitere Theorie, welche, um das Revenge - Problem zu vermeiden, durchgehend
in nichtklassischer Logik formuliert ist, ist PKF (= Partial Kripke Feferman). Diese
geht zuriick auf Volker Halbach und Leon Horsten ([34]) und ist eine Variante von KF.
Die Idee dahinter ist, Kripkes Theorie vollstandig in partieller starker Kleene Préadikaten-
Logik zu formulieren; d.h. auch die Axiome der Theorie werden hier in nichtklassischer

Logik formuliert. Daher werden auch sehr elementare Axiomenschemata der klassischen
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Logik, wie z.B ¢ — ¢ nicht mehr allgemein giiltig sein. Dies ist in diesem Fall genau
so, wie es sein soll. Denn &hnlich wie zuvor bei Field, bemerkt Leon Horsten, dass
wir (riickblickend auf die Probleme die sich bei Kripkes Theorie ergeben haben) keine
Theoreme der Form A — X haben wollen. In der Theorie PKF muss insbesondere der

Konditionale Beweis der Form
LoEqd
'E¢—1
auf Wahrheitsdeterminierte Sétze eingeschrankt werden. Die restriktierte Form des

konditionalen Beweises nimmt daher folgende Form an:

DT VT(=¢),¢F ¢
TFE¢— ¢

Leon Horsten beschreibt PKF als ein System, das entsteht, wenn man die Axiome von
KF durch Regeln ersetzt. Die Regeln von PKF sind:

PKF 1 val™(ty =t)  T(ty =t»)
T(ty=t2)  wal*(t; =ta)
prpa2  LW@OATW)  T@OAY)
T(eAY)  T(0)AT(Y)
pkp3 L@ VTE)  T(evy)
T(eve)  T(9)VT(Y)
pkp4  _2L@)  T(Veg(x))
T(Vzo(x))  VaT(p(x))
pkr5  2T@w@)  T(Eré(x))
T(3z¢(x))  FaT(H(z))
PKF 6 T(9)  T(T(9)
T(T(9)) T(9)
PKF 7 —1'(¢) (—¢)
T(—¢) ~T(9)

Zuerst sei bemerkt, dass in diesen Regeln ty,ts, ¢, und i als Variablen, die iiber Ter-
me und Formeln laufen, fungieren. In den Regeln wird implizit {iber eben diese Terme
und Formeln ‘all’- quantifiziert und somit gleicht PKF in dieser Hinsicht eher CT (in
welchem dies explizit getan wird) als DT.

Anders als die Theorien, die wir bisher kennengelernt haben, macht PKF keine Aus-
sagen iiber den Wahrheitswert des Liignersatzes; und beweist somit weder A noch —A,
noch T'(A\) oder T'(—\). Somit ist PKF ebenfalls nicht auf den verstarkten Liigner, bzw.
das Revenge-Problem anfillig. (vgl. [37], S. 144)
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Die folgenden zwei Lemmata zeigen, dass PKF formal korrekt ist und minimale Adéaquat-

heitsbedingungen erfiillt.

Lemma 5.2 (Korrektheit) Wenn PKF & ¢, dann gilt (N, ST, S7) Fsk ¢ fiir alle Fiz-
punktmodelle.

Beweis: siehe [35], S. 239 O

Lemma 5.3 (Materiale Addquatheit) Fir alle Formeln ¢(xq, ..., z,) von L gilt:

Beweis: siehe [35], S. 241 O

Lemma 5.3 zeigt, dass PKF die restriktierten Tarski-Bikonditionale beweist (vgl. [35],
S. 241, [37], S.135). Fiir Sétze ¢ aus L gilt dies jedoch nicht und PKF muss daher

folgendermaflen eingeschriankt werden:

Lemma 5.4 Fiir alle Séitze ¢ aus L gult:
PKFv- ¢ gdw PKF = T("¢7).

Beweis: siehe [35], S. 24100

Wobei Sétze der Form T("¢7) nur durch Anwendung der Regeln von PKF gebildet

werden kénnen. Weiters ist PKFE symmetrisch:
Lemma 5.5 ([37], S. 138) NEC und CONEC sind zulissige Regeln von PKF.
Auflerdem gilt:

Lemma 5.6 PKF hat ein Standardmodell.

Beweis: Da PKF ein Kripke-Fixpunktmodell hat, hat es auch ein Standardmodell. [

Leon Horsten behauptet nun, dass PKF sowohl die kompositionale Natur des Wahr-
heitspriadikats vollstindig ausdriickt (vgl. [37], S. 135), als auch philosophisch korrekt
ist ([37], S. 137). Sein Grund fiir die erste Behauptung ist, dass die Einfithrungs- und
Eliminationsregeln von PKF symmetrisch sind. Der Grund fiir letztere Behauptung
ergibt sich aus den formalen Eigenschaften von PKF, die wir oben aufgezeigt haben.

Im Folgenden werde ich argumentieren, dass Horstens Diagnose zumindest teilweise
verfehlt ist. Dafiir muss jedoch noch etwas Vorarbeit geleistet werden. Zuerst ist zu
bemerken, dass wir in PKF die Disquotationssitze aus Lemma 5.3 nicht auf Satze, die

das Wahrheitspradikat beinhalten, ausweiten kénnen. D.i.:
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Lemma 5.7 PKF ¥ Vt,. Nt ,(To(t1, ..., t,) <> (t1, ..., t,)) fir alle p(xq,...,x,) € L.

Ganz allgemein gilt auBlerdem, dass keine einzige Regel von PKF durch ein ihr kor-
respondierendes Axiom ersetzt werden kann (vgl.[37], S. 144). Daraus erhalten wir

insbesondere:
Lemma 5.8 PKF ¥ Vx Yy ((Sentr(zAy) = (T(zAy) + Tz AN Ty))

Daraus folgt, dass Kompositionalitét (dhnlich wie in Lemma 5.3 die Disquotationssétze)
auf Satze von L eingeschrinkt werden muss und Wahrheitsiterationen nur durch die
dazu korrespondieren Regeln (hier PKF 2) gebildet werden kénnen. Bemerke weiters,
dass KF die in Frage stehende quantifizierte Version des Kompositionalitdtsprinzips
als Axiom (KF 4) enthilt.

Dies vorausgesetzt, beginne ich mit dem Einwand. Horsten scheint seine oben gegebe-
nen Behauptung beziiglich der philosophischen Korrektheit von PKF darauf zu stiitzen,
dass das System Tarskis materiale Adaquatheitsbedingung erfiillt und symmetrisch ist
(und daher auch Kompositionalitéit voll ausdriickt). Um dies angemessen zu veran-

schaulichen, hier ein Zitat:

Like all the truth theories that we consider, PKF meets minimal adequa-
cy conditions. For instance, PKF proves the restricted Tarski-biconditionals.
([37], S. 135)

(...) PKF does appear to explicate the compostitional nature of the con-
cept of truth in a natural and elegant way. Its introduction and elimination

rules display a pleasing symmetry. ([37], S. 135)

Obwohl es natiirlich stimmt, dass PKF sowohl minimal addquat in Tarski‘s Sinn, als
auch symmetrisch ist, behaupte ich, dass dies nicht ausreichend ist um in diesem Zu-
sammenhang PKF als philosophisch korrekte Wahrheitstheorie zu qualifizieren.

Der erste Teil des Arguments ist, dass Tarskis minimale Adédquatheitsbedingung in
diesem Kontext zu schwach ist. So war doch ein wesentlicher Teil der Motivation, wel-
cher uns veranlasst hat, von Tarskis getypter Wahrheitstheorie zu einer ungetypten
iberzugehen, gerade derjenige, dass man (auf Stufe 0) die Restriktion der Anwendung
des Wahrheitspréadikats auf Sétze ohne Wahrheitspradikat (d.i. auf Sétze ¢ € L) iiber-
winden wollte[?] Damit #ndern sich natiirlich auch die Standards fiir eine adiquate
Wahrheitstheorie und wir sollten nun nicht mehr nur die Ableitung von T("¢7) <> ¢
fir alle ¢ € L fordern, sondern vielmehr T("¢") < ¢ fir alle ¢ € L5. Daher ist

es verfehlt, eine ungetypte Wahrheitstheorie mit einer getypten in dieser Hinsicht zu

3080 ist es klarer weise auch ein Charakteristikum getypter Wahrheitstheorien, dass sie nichts iiber die Wahrheit
von Sétzen aussagen, die das Wahrheitspridikat beinhalten. ‘Sloppy speaking, these (typed, LS) theories do not say
anything about the truth of sentences containing the truth predicate. ([35], S. 144)
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vergleichen und die Standards letzterer auf erstere anzulegen. Daraus ergibt sich, dass
PKF - obwohl addquat in Tarskis Sinn - nicht Kripke-addiquat ist.

Der zweite Teil meines Arguments betrifft die Kompositioanlitdtsanforderung und
verlauft dhnlich wie das vorhergehende. Zuerst sei bemerkt, dass wir den Einwand man-
gelnder Generalisierung und Kompositionalitdt schon einmal im Kontext von Tarski‘s
Theorie TB angetroffen haben. Diese Probleme wurden von der Theorie CT iiberwun-
den, in welcher Kompositonalitéit schon in den Axiomen vollstdndig ausgedriickt wird.
Wie zuvor sollten wir jedoch die philosophische Korrektheit von PKF nicht dadurch
rechtfertigen, dass sie wie CT Kompositionalitét fiir alle Satze ¢ € L beweist. Vielmehr
sollte aus den oben gegebenen Griinden PKF mit ihrem axiomatischen Pendant KF
verglichen werden. Wie wir gesehen haben, beweist PKF die Verallgemeinerung der
Kompositionalitit, welche in KF jedoch als Axiom enthalten ist, nicht und wir sind
daher berechtigt zu behaupten, dass PKF (dhnlich wie TB) Kompositionalitidt nicht
vollstéandig ausdriickt.

Daraus ergibt sich, dass PKF weder Kripke-addquat, noch Kripke-kompositional ist
und wir konnen mit Recht beanstanden, dass Horstens Behauptung der philosophi-

schen Korrektheit von PKF auf schwachen philosophischen Annahmen beruht.

Obwohl PKF mit diesen Argumenten eigentlich schon disqualifiziert ist, sein noch kurz
die philosophischen Thesen skizziert, die Leon Horsten mit der Theorie PKF verbindet.
Wie wir schon gesehen haben, besteht PKF aus den zu den Axiomen von KF korrespon-
dierenden Regeln. Gegen die gerade vorgebrachten Einwénde behauptet Leon Horsten
jedoch, dass dies eine vorteilhafte Eigenschaft von PKF ist und Anlass zu einer neu-
en Theorie des Deflationismus gibt. Diese nennt er Inferentiellen Deflationismus. Nach
Horsten passt PKF ndmlich sehr gut zur Leitidee des Deflationismus (siehe These 1,
S. 15), da es in ihr keine allgemeinen Wahrheitsprinzipien gibt, welche die Natur oder

Essenz von Wahrheit ausdriicken koénnten.

We have seen that, according to PKF, there are no unrestricted general
principles of truth. This can be explained by the fact that there is no nature
or essence of truth to be described by general principles. (Horsten, S. 143)

Da PKF auflerdem aus Schlussregeln und nicht aus Axiomen besteht, zieht Horsten
eine Analogie zum Inferentialismus. Dieser besagt in seiner schwachen Form, dass die
logischen Konnektive durch unser inferentielles Verhalten bestimmt sind und in seiner
starken Form, dass unsere Begriffe durch unser inferentielles Verhalten bestimmt sind
(siehe z.B. [15], [8]). Der infererentielle Deflationismus besagt nun, dass die Bedeutung

des Wahrheitspréadikats durch Schlussregeln bestimmt wird.

According to inferential deflationist, the meaning of the concept of truth is

explained in terms of rules of inference. ([37], S.147)
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We should not aim at describing the nature of truth because there is no
such thing. Rather we should aim at describing the inferential behavior of
truth. ([37], S.146)

Obwohl nun die Idee, dass die Bedeutung des Wahrheitspréidikats durch Schlussregeln
bestimmt ist, plausibel erscheint, werde ich im Folgenden kurz dafiir argumentieren,
dass diese Interpretation in Zusammenhang mit PKF {iberstrapaziert ist.

Erstens haben wir es eigentlich als Schwéche interpretiert, dass PKF nur aus Schluss-
regeln besteht. Zweitens ist es keinesfalls ein spezielles Charakteristikum der Theorie
PKF, dass sie aus Regeln besteht. Da die Regeln schwécher sind als die dazu kor-
respondierenden Axiome und deshalb konsistent sind, wenn die betreffenden Axiome
konsistent sind, kann jede konsistente axiomatische Wahrheitstheorie in ein System von
Regeln verwandelt Werden.@ Dementsprechend ist es mehr oder weniger willkiirlich,
PKF mit dem Namen ‘inferentieller Deflationismus‘ zu versehen. Dies wiirde nur dann
Sinn ergeben, wenn wir PKF im Vorhinein als gute Wahrheitstheorie auszeichnen kénn-
ten, was nicht der Fall ist. Weiters wird es aufgrund des bisher gesagten aus duflerst
fraglich, ob es {iberhaupt Sinn macht, Axiomensysteme in Systeme von Schlussregeln
umzuwandeln; und somit wird es ebenfalls fraglich, ob der ‘inferentielle Deflationismus'

eine attraktive philosophische Position sein kann.@

5.4 Zusammenfassung

Im Zuge dieser Arbeit wurden Tarskis und Kripkes formale Wahrheitstheorien gemein-
sam mit den philosophischen Thesen und Weiterentwicklungen, die mit ihnen in Verbin-
dung stehen, prasentiert. Zum Abschluss fasse ich die wichtigsten Punkte noch einmal
zusammen.

Tarskis Theorem hat gezeigt, dass es nicht moglich ist, ein unrestriktiertes Wahrheits-
pradikat fiir die Sprache der Arithmetik zu definieren. Seine Losung war eine Typisie-
rung des Wahrheitspriadikats, die es erlaubte, eine konsistente Wahrheitstheorie fiir die
Basissprache PA zu formulieren. Die schwéchste seiner Theorien, welche einzig aus den
Tarski-Bikonditionalen bestand (TB), ist konservativ und kann keine infiniten Gene-
ralisierungen logischer Gesetze ausdriicken. Deshalb musste sie zu ausdruckstérkeren
Theorien erweitert werden.

Dies fiihrte uns zu Theorien, welche die geforderten Generalisierungen schon in ihren
Axiomen enthalten. Dabei wurde zwischen der Theorie CTT (in welcher das Wahr-

heitspradikat nicht im Induktionsaxiom vorkommen darf) und der Theorie CT (die

31Vielleicht wire es sogar interessant dies wirklich zu tun und die formalen Eigenschaften dieser Theorien zu untersu-
chen. Hochstwahrscheinlich wiirde sich dabei jedoch zeigen, dass jedes derart formulierte System an d&hnlichen Problemen
wie PKF leidet, da die Regeln a priori zu schwach sind um z.B. Forderungen wie Kompositionalitdt voll auszudriicken.
32Ich bedanke mich an dieser Stelle bei Leon Horsten fiir eine Diskussion dieser Punkte.



92

das Wahrheitspradikat im Induktionsaxiom enthélt) unterschieden. Ausgehend davon
wurde unter Verweis auf Volker Halbachs Theorem gezeigt, dass CT| konservativ ist
iiber PA. Danach wurde bewiesen, dass CT nicht konservativ ist und sowohl das Globa-
le Reflexionsprinzip als auch die Konsistenz von PA beweist. Dies hat veranschaulicht,
dass die Ursache der Nichtkonservativitdt von CT durch das Vorkommen des Wahr-
heitsradikats im Induktionsaxiom verursacht wird (und nicht durch die in den Axiomen
von CT| und CT vorkommenden infiniten Generalisierungen).

In Kapitel 3 wurden die mit Tarskis Theorien in Verbindung stehenden Thesen des
frithen Deflationismus ausgearbeitet. Wie wir gesehen haben, war die These des Defla-
tionismus in diesem Kontext, dass die Theorie TB alles ausdriickt, was iiber Wahrheit
zu sagen ist. Die zentrale Kritik an dieser Position war das Konservativitdtsargument
von Ketland und Shapiro. Dieses besagt in seiner Kurzfassung, dass eine konservative
Wahrheitstheorie nicht addquat ist, weil sie das Globale Reflexionsprinzip und daher
auch die Konsistenz von PA nicht beweist; und, dass eine nichtkonservative Wahr-
heitstheorie gewichtige Konsequenzen (wie eben das globale Reflexionsprinzip und die
Konsistenz von PA) mit sich bringt und deshalb fiir den Deflationisten nicht akzeptabel
sein kann. Da es jedoch allgemein akzeptiert ist, dass eine konservative Wahrheitstheo-
rie zu schwach ist, wurde der Deflationismus von dieser Anforderung wieder befreit.
Das Argument dafiir war, dass die Konservativitdtsanforderung zu stark ist, weil mit
ihr keine gute Wahrheitstheorie deflationistisch sein konnte. Im Kontext von Tarskis
Theorien blieb deshalb auch offen, auf welche formalen Anforderungen der Deflationis-
mus festgelegt werden sollte.

Danach wurde Kripkes Kritik an Tarski prasentiert. Diese war in ihren Grundziigen,
dass ein getyptes Wahrheitspriadikat unnatiirlich ist. Kripkes Projekt war dementspre-
chend, eine Wahrheitstheorie mit einem ungetypten Wahrheitspradikat zu formulieren.
Widerspriiche durch Paradoxien werden dabei durch die Anwendung einer dreiwertigen
Logik mit Wahrheitswertliicken vermieden. Ausgehend von dieser allgemeinen Darstel-
lung wurde besonderer Wert auf eine genaue Ausarbeitung seiner Fixpunktsemantik
gelegt, deren formale Eigenschaften eine Konsequenz der Anwendung der dreiwertigen
Logik sind. Zuerst wurden allgemeine Tatsachen iiber positive induktive Definitionen
und monotone Operatoren aus der Beiweistheorie prisentiert. Dabei wurde gezeigt,
dass positive induktive Definitionen Anlass zu einem monotonen Operator geben. Aus-
gehend davon wurde bewiesen, dass monotone Operatoren einen Fixpunkt haben. Diese
Beweise wurden dann auf Kripkes Theorie mit ihrem drei-wertigen Starken-Kleene Eva-
luierungsschema iibertragen und es wurde bewiesen, dass es in Kripkes Semantik einen
Fixpunkt gibt. Informell besagt dieses Lemma, dass der Prozess, in dem das Wahr-
heitspradikat immer neue Extensionen erhélt, ein Ende finden muss. Daraus resultiert
eine Semantik, welche fiir jeden Satz ¢ der Sprache mit Wahrheitspradikat, T'("¢™)

erfiillt genau dann, wenn sie ¢ erfiillt.
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Darauf aufbauend wurde die Axiomatierung KF von Krpikes Theorie priasentiert und
deren wichtigsten formalen Eigenschaften dargestellt. Zuletzt wurde das zentrale Pro-
blem von Kripkes Theorie besprochen. Dieses ist, dass Kripkes Theorie nicht Revenue-
immun ist. D.i.: obwohl durch die Anwendung einer dreiwertigen Logik Paradoxien
ausgeschaltet werden, entstehen auf einer Metaebene erneut Widerpriiche. Diese wer-
den durch eine Asymmetrie von innerer und duferer Logik verursacht. Denn obwohl
die innere Logik von Kripkes Theorie nichtklassisch ist, ist die Metatheorie (bzw. das
Axiomensystem KF) durchgénging in klassischer Logik formuliert.

In Kapitel 5 wurde ausgehend von Kripkes Arbeit veranschaulicht, auf welche These
der zeitgenossische Deflationismus festgelegt ist. Diesbeziiglich wurde auf Hartry Field
verweisen und behauptet, dass eine deflationistische Theorie das Revenge Problem
tiberwinden soll und alle Bikonditionale der Form T'("¢™") <> ¢ im Allgemeinen ablei-
ten konnen soll. Um zu zeigen, wie diese Anforderung formal umgesetzt werden kann,
wurden Fields Theorie und die Theorie PKF von Halbach und Horsten préasentiert und
kritisch begutachtet. Fields Theorie wurde dabei zwar gegen Horstens Einwénde ver-
teidigt, auf eine definitive Bewertung wurde jedoch verzichtet, da der Forschungsstand
diesbeziiglich noch weitgehend offen ist. Zuletzt wurde die Theorie PKF und die da-
mit in Verbindung stehende philosophische Position des inferentiellen Deflationismus
préasentiert; wobei dafiir argumentiert wurde, dass sowohl PKF als auch der inferentielle

Deflationismus von einem formalen Standpunkt aus betrachtet inaddquat sind.
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6.2 Abstract

Die Arbeit stellt eine kritische Auseinandersetzung mit den formalen Wahrheitstheorien
von Tarski und Kripke dar. Dabei wird sowohl der formal-mathematische Apparat, als
auch die jeweils daran anschlieende philosophische Diskussion présentiert. Dariiber
hinaus wird ein besonderer Schwerpunkt auf die formale Ausarbeitung von Kripkes
Fixpunktsemantik gelegt. Dies bildet eine solide Grundlage fiir ein Versténdnis der
Forschungsergebnisse nach Kripke, welche ebenfalls priasentiert werden.

Im ersten Teil der Arbeit werden Tarskis Theorien in ihrer modernen Formulierung dis-
kutiert. Es wird gezeigt, dass die schwiichste seiner Theorien (TB), welche einzig aus
den Tarski-Bikonditionalen besteht, keine infiniten Generalisierungen beweisen kann
und konservativ iiber Peano-Arithmetik ist; was als Schwéche dieser Theorie interpre-
tiert wird. Danach wird zu der stédrkeren Theore ‘Compositional Truth* iibergegangen,
welche die geforderten Generalisierungen schon in den Axiomen enthilt. Anhand der
Unterscheidung zwischen der Theorie CT| (ohne dem Wahrheitspradikat im Induk-
tionsaxiom) und der Theorie CT (mit dem Wahrheitspradikat im Induktionsaxiom)
wird gezeigt, dass CT| konservativ ist, CT jedoch nicht. Dies veranschaulicht, dass der
Grund fiir die Nichtkonservativitdt von CT im unrestriktierten Induktionsaxiom liegt.
Danach wird, ausgehend von Tarskis Theorien, die frithe Deflationismusdebatte prasen-
tiert und herausgearbeitet, dass der frithe Deflationismus auf Tarskis Theorie (TB)
festgelegt ist. Der zentrale Einwand dagegen wird sein, dass eine konservative Wahr-
heitstheorie wie TB formal nicht adédquat ist, eine nichtkonservative Wahrheitstheorie
- da sie gewichtige Konsequenzen mit sich bringt - fiir einen Deflationisten jedoch nicht
akzeptabel ist. Anschliefend daran wird dafiir argumentiert, dass der Deflationismus
von dieser Anforderung wieder befreit werden sollte, da diese zu stark ist.

Um Kripkes Theorie zu motivieren wird seine Kritik an Tarski préasentiert. Diese ist in
ihren Grundziigen, dass ein getyptes Wahrheitsprédikat nicht natiirlich ist. Ausgehend
davon wird Kripkes formale Theorie priasentiert, wobei ein besonderer Schwerpunkt auf
positive induktive Definitionen, monotone Operatoren und den minimalen Fixpunkt
gelegt wird. So wird die Feinstruktur von Kripkes Semantik detailliert ausgearbeitet.
Daran anschlieflend wird das Axiomensystem KF (Kripke Feferman) und dessen for-
male Eigenschaften prasentiert. Zuletzt wird das zentrale Problem von Kripkes Theorie
herausgearbeitet. Dieses ist, dass seine Theorie nicht revenge-immun, bzw. nicht sym-
metrisch ist; was sich aus der Asymmetrie von innerer und duflerer Logik ergibt (d.i.:
obwohl die innere Logik seiner Theorie nichtklassisch ist, ist die Metatheorie, bzw das
Axiomensystem KF, durchgehend in klassischer Logik formuliert).

Im letzten Teil der Arbeit wird, ausgehend von Kripkes Theorie, eine zeitgendssische
Form des Deflationismus in formaler und philosophischer Hinsicht ausgearbeitet. Es

wird gezeigt, dass der Deflationismus auf die Ableitung aller T-Bikonditionale im All-
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gemeinen festlegt ist; was eine revenge-immune Theorie, durchgehend in nichtklassi-
scher Logik formuliert, verlangt. Als Beispiele der Umsetzung dieser Forderung werden
Fields Theorie und die Theorie PKF (Partial Kripke Feferman) von Halbach und Hors-

ten herangezogen und kritisch begutachtet.
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