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Kapitel 1EinleitungGlü
ksspiele sind faszinierend. Das können ni
ht nur die zahlrei
hen Besu-
her von Casinos bestätigen. Au
h zu Hause wird in privaten Runden gernegespielt, man
hmal um Geld, man
hmal aber au
h nur zum Spaÿ. Zu denbeliebtesten Glü
ksspielen gehört Poker. Do
h dieses Spiel hat mehr zu bie-ten als Spaÿ, Nervenkitzel und Ärger über Geldverluste. In dieser Arbeit sollder wahrs
heinli
hkeitstheoretis
he Aspekt des Pokerspiels betra
htet wer-den. Wel
he Faktoren ents
heiden über Sieg oder Niederlage? Ist alles nurZufall, oder lässt si
h dem Glü
k in der einen oder anderen Weise na
hhel-fen? Mit Hilfe von Bere
hnungen soll im Folgenden versu
ht werden dieseund andere Fragen zu beantworten.Zu Beginn dieser Arbeit wird ein historis
her Abriss der Entwi
klung derWahrs
heinli
hkeitstheorie gegeben. Ans
hlieÿend werden grundlegende De-�nitionen, Sätze und Beispiele angeführt, die zum Verständnis der Lösungs-wege einzelner Fragestellungen von Bedeutung sein werden. Es handelt si
hdabei um Grundlagen der Wahrs
heinli
hkeitstheorie, die au
h in der gym-nasialen Oberstufe unterri
htet werden.Na
h der wahrs
heinli
hkeitstheoretis
hen Einleitung beginnt der Hauptteildieser Arbeit. Zu Beginn werden die Wahrs
heinli
hkeiten für das zufälli-ge Ziehen der einzelnen Pokerkombinationen bei den beiden bekanntestenPokervarianten, Five Card Draw und Texas Hold'em, bere
hnet. Diese sol-len au
h zur Lösung späterer Problemstellungen verwendet werden. Natür-li
h werden au
h weniger bekannte Pokerspiele, wie Stud Poker, am Randeerwähnt werden, da diese ebenfalls interessante Fragen aufwerfen. Mit die-sem Wissen ausgestattet sollen nun einzelne Spielsituationen dur
hgespieltwerden. Auf der Su
he na
h Faktoren, die den Ausgang eines Pokerspielsbeein�ussen, wird zunä
hst das Taus
hverhalten bei Five Card Draw näher5



untersu
ht. Wie viele und wel
he Karten sollte ein Spieler bei einem bestim-men Blatt taus
hen, um seine Gewinnwahrs
heinli
hkeit zu maximieren? Dieswirft die Frage auf, ob si
h die Gewinnwahrs
heinli
hkeit mit der zunehmen-den Anzahl an Spielern verändert. Do
h au
h das Spiel Texas Hold'em wirftinteressante Fragestellungen auf. Wel
he Startkarten sollten gespielt werdenund wann sollte ein Spieler besser aus dem Spiel aussteigen? Die Lösung deszweiten Problems steht im engen Zusammenhang mit der Gröÿe des Pots,wie am Ende dieser Arbeit gezeigt werden soll. Im Anhang be�ndet si
hein Glossar, das zum Verständnis der spezi�s
hen Pokerbegri�e nützli
h seinkann.Die Bes
hreibungen der Spielregeln der einzelnen Pokervarianten folgen demReglement von Casinos Austria.Die Autorin verzi
htet zum Zwe
k der besseren Lesbarkeit auf die Verwen-dung gendergere
hter Spra
he und wählt im Folgenden die grammatikalis
heinfa
here Form. Wenn etwa von Spielern die Rede sein wird, sind au
h weib-li
he Spielerinnen gemeint.
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Kapitel 2Die Wahrs
heinli
hkeitstheorie
2.1 Historis
he Betra
htungenWahrs
heinli
hkeitstheorie und Statistik sind heutzutage neben Analysis undanalytis
her Geometrie zwei der wi
htigsten Bestandteile des Mathematik-unterri
hts. Dies ist jedo
h eine verhältnismäÿig neue Entwi
klung. Obwohlbereits die Grie
hen und Römer si
h die Zeit mit Glü
ksspielen vertrieben,existiert die Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung als Theorie erst seit dem 17. Jahr-hundert, wobei das axiomatis
he Fundament ni
ht vor dem 20. Jahrhunderthinzugefügt werden konnte. Eine einheitli
he De�nition für den Begri� Wahr-s
heinli
hkeit konnte aber bis heute ni
ht gefunden werden.Jedes mathematis
he Teilgebiet hat seine eigenen Aufgaben.Die Wahrs
heinli
hkeitstheorie ist der Zweig der Mathematik, dersi
h mit Zufallsexperimenten befasst, mit ihrer Bes
hreibung undder Aufde
kung von Gesetzmäÿigkeiten.1Als Beginn der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung wird o�ziell der Briefwe
hselder französis
hen Mathematiker Pierre Fermat und Blaise Pas
al gesehen,den die beiden 1654 über Lösungen vers
hiedenster Fragestellungen des fran-zösis
hen Edelmannes Chevalier de Méré über Gewinnaussi
hten bei Glü
ks-spielen führten. Insbesondere gelang es Pas
al das sogenannte Teilungspro-blem zu lösen. Darin geht es um die Gewinnaufteilung bei einem Spiel, dasvorzeitig abgebro
hen werden muss. Dieses Problem soll später no
h genauer1Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): Einführung in die Wahrs
heinli
hkeitstheorieund Statistik. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg. S. 1.7



behandelt werden. Die Lösung dazu bes
hrieb Pas
al in seiner Abhandlung�Traité du triangle arithmétique�, die jedo
h erst na
h seinem Tod verö�ent-li
ht wurde. Christiaan Huygens, ein niederländis
her Astronom, Mathema-tiker und Physiker erfuhr von dem Briefwe
hsel, konnte si
h jedo
h keinegenauen Informationen über den Re
henweg bes
ha�en. Also su
hte er na
heigenen Lösungen zu diesen Problemen. Huygens war au
h der erste, der mitErwartungswerten re
hnete.2Auÿerdem arbeitete er an selbständig formulierten Fragestellungen, die er1657 in seinem Hauptwerk �De ratio
iniis in ludo aleae� verö�entli
hte. Dieswar die erste systematis
he Abhandlung zur Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung derGes
hi
hte, denn Pas
als Werk wurde erst dana
h verö�entli
ht.3Für die Probleme, die Fermat, Pas
al und Huygens in mühevoller Arbeit ge-löst haben, existieren heute einfa
he Lösungen, die au
h in Oberstufen vonAllgemeinbildenden Höheren S
hulen unterri
htet werden.Jakob Bernoulli hatte 1713 in seinem Bu
h �Ars 
onie
tandi� (Kunst des Ver-mutens) die Ideen Huygens' aufgegri�en und weitergeführt. Hauptsä
hli
hwidmete er si
h kombinatoris
hen Fragen. Do
h s
hon einige Zeit davor zeig-te Bernoulli unter anderem Interesse für die Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung. Inden �Meditationes�, die von Bernoulli wie ein wissens
haftli
hes Tagebu
h ge-führt wurden, bes
häftigte er si
h, neben seinem Hauptinteresse � der In�ni-tesimalre
hnung 4 � ab 1683 au
h mit der Glü
ksspielre
hnung. Er gri� dabeiHuygens' Problemstellungen wieder auf und bes
häftigte si
h mit Chan
en-verhältnissen. Bald begann Bernoulli die Ergebnisse seiner Re
hnungen aufAlltagssituationen zu übertragen, wie zum Beispiel die Flu
ht vor einem Erd-beben oder die Verteilung des Erbes bei einem Ehevertrag. Bis 1690 hatte ervermutli
h sämtli
he Materialien für seinen Aufbau der Wahrs
heinli
hkeits-re
hnung gefunden. Es sollte allerdings bis na
h seinem Tod 1705 dauern,bis sie au
h verö�entli
ht wurden. Sein Werk �Ars 
onie
tandi� enthält groÿ-teils die Überlegungen aus seinen �Meditationes�. Im ersten der vier Teile desBu
hes gab er Huygens' Abhandlung wortwörtli
h wieder, fügte allerdingsausführli
he Kommentare hinzu. Im zweiten Teil bes
häftigte er si
h mit derKombinatorik. Diese beiden theoretis
hen Teile benutzte Bernoulli im drittenTeil, um Anwendungsbeispiele zur Glü
ksspielproblematik zu lösen. Erst imvierten Teil widmete er si
h dem Wahrs
heinli
hkeitsbegri�. Er verwendete2vgl.: Hauser, Walter (1997): Die Wurzeln der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung. Die Ver-bindung von Glü
ksspieltheorie und statistis
her Praxis vor Lapla
e. Franz Steiner Verlag,Stuttgart. S. 15.3vgl.: Bandelow, Christoph (1989): Einführung in die Wahrs
heinli
hkeitstheorie. BI-Wissens
haftsverlag, Mannheim; Wien; Züri
h. S. 18.4In�nitesimalre
hnung ist eine früher häu�g gebrau
hte Te
hnik der Di�erential- undIntegralre
hnung. Sie wurde dur
h Grenzwertbere
hnungen abgelöst.8



hierzu ni
ht nur die Ergebnisse von Huygens, sondern au
h die Entwi
klungenin der Statistik, deren Anfänge auf den Engländer John Graunt zurü
kgehen.Bernoulli verband beide Teilgebiete miteinander und interpretierte sie somitneu. Er war es au
h, der die Urne als Hilfsmittel zur Verdeutli
hung wahr-s
heinli
hkeitstheoretis
her Probleme heranzog. Auÿerdem stammt von ihmdie erste Version des Gesetzes der groÿen Zahlen.5Fünf Jahre na
h Jakob Bernoullis fundamentaler Verö�entli
hung, kam dasnä
hste wi
htige wahrs
heinli
hkeitstheoretis
he Werk auf den Markt: �TheDo
trine of Chan
es� vom französis
hen Mathematiker Abraham de Moivre.Er konnte darin das Gesetz der groÿen Zahlen, das Bernoulli bereits aufge-stellt hatte, vers
härfen und bewies die Konvergenz der Binomialverteilunggegen die Normalverteilung. Neben der Normalverteilung wird ihm au
h dieFormulierung des zentralen Grenzwertsatzes zuges
hrieben.6De Moivres �Do
trine of Chan
es� wurde erst 1795 abgelöst. Pierre-SimonLapla
e, ein französis
her Mathematiker und Astronom, verö�entli
hte seinLehrbu
h zur Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung �Théorie analytique des probabi-lités�. In diesem Werk behandelte Lapla
e Experimente mit endli
h vielen,glei
h wahrs
heinli
hen Ergebnissen.7Do
h au
h im 19. Jahrhundert gab es no
h zahlrei
he Mathematiker, die zuneuen Erkenntnissen in der Wahrs
heinli
hkeitstheorie kamen. Darunter �n-den si
h zum Beispiel: Johann Carl Friedri
h Gauÿ, Pafnuti L. Ts
hebys
hevoder Andrej A. Markov. In dieser Zeit wurden s
hlieÿli
h au
h die Anwen-dungsberei
he der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung weiter ausgedehnt. Sie fandnun in der statistis
hen Me
hanik, der Vererbungslehre und dem Versi
he-rungswesen Verwendung.8Den Beweis, dass die Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung längst eine ernstzuneh-mende Teilwissens
haft der Mathematik war und bis heute ist, erbra
hte 1900David Hilbert. Der deuts
he Mathematiker stellte im Rahmen des zweiteninternationalen Mathematikerkongresses seine berühmte Liste von 23 Proble-men der damals ungelösten mathematis
hen Probleme vor. Die Lösung dieserProbleme war für Hilbert von zentraler Bedeutung, da sie im jeweiligen Teil-gebiet der Mathematik einen gewaltigen Forts
hritt bedeutet hätte. Bis zumheutigen Tag wurden die meisten Aufgaben gelöst, was den Mathematikern,wel
he die Lösung fanden, groÿen Ruhm einbra
hte. Im se
hsten Problemforderte Hilbert die mathematis
he Behandlung der Axiome der Physik.5vgl.: Hauser, Walter (1997): S 74�89.6vgl.: Hauser, Walter (1997): S. 150f.7vgl.: Bandelow, Christoph (1989): S. 18.8vgl.: Bandelow, Christoph (1989): S. 19.9



Dur
h die Untersu
hung über die Grundlagen der Geometrie wirduns die Aufgabe nahe gelegt, na
h diesem Vorbilde diejenigen phy-sikalis
hen Dis
iplinen axiomatis
h zu behandeln, in denen s
honheute die Mathematik eine hervorragende Rolle spielt; dies sindin erster Linie die Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung und die Me
ha-nik.Was die Axiome der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung (Vgl. Bohlmann,Ueber Versi
herungsmathematik 2te Vorlesung aus: Klein undRie
ke, Ueber angewandte Mathematik und Physik, Leipzig undBerlin 1900) angeht, so s
heint es mir wüns
henswert, daÿ mitder logis
hen Untersu
hung derselben zuglei
h eine strenge undbefriedigende Entwi
klung der Methode der mittleren Werte derin der mathematis
hen Physik, spe
iell in der kinetis
hen Gas-theorie Hand in Hand gehe. 9Das Problem der Axiomatisierung der Physik ist bis heute ungelöst.Die Axiomatisierung der Wahrs
heinli
hkeitstheorie sollte ni
ht mehr all-zu lange auf si
h warten lassen. Erste Versu
he ma
hte der österrei
his
heMathematiker Ri
hard von Mises. 1919 versu
hte er vergebens in seinemWerk �Grundlage der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung� mit Hilfe eines analyti-s
hen Grenzwertbegri�es die Wahrs
heinli
hkeit zu de�nieren. Do
h erst demrussis
hen Mathematiker Andrej Nikolaevi£ Kolmogorov gelang 1933 in sei-ner S
hrift �Grundbegri�e der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung� die axiomatis
heEinführung der Wahrs
heinli
hkeit als normiertes Maÿ auf einem messbarenRaum.10Im Laufe der Ges
hi
hte musste die Wahrs
heinli
hkeitstheorie au
h mas-senhaft Kritik einste
ken. Die Theologie warf der Wahrs
heinli
hkeitsre
h-nung Blasphemie vor, da ihre Hauptbes
häftigung darin bestand den Zufall(S
hi
ksal) bere
hnen zu wollen. Au
h die Anhänger der Aufklärung warenmit diesem Teilgebiet der Mathematik äuÿerst unzufrieden, da sie von de-terministis
hen Naturgesetzen ausgingen und somit die Existenz des Zufallsüberhaupt bestritten. Do
h selbst Mathematiker standen der neuen Entwi
k-lung mit Skepsis gegenüber, denn bisher war ihr einziges Ziel die Gültigkeitvon Vermutungen zu beweisen, und zwar mit 100 prozentiger Si
herheit.9Hilbert, David (1900): Mathematis
he Probleme. Vortrag, gehalten auf dem in-ternationalen Mathematiker-Kongreÿ zu Paris 1900. In: Na
hri
hten von der Gesell-s
haft der Wissens
haften zu Göttingen. Mathematis
h-Physikalis
he Klasse. Zeits
hrif-tenband. S. 253�297. DigiZeits
hriften. Das deuts
he digitale Zeits
hriften Ar
hiv:http://www.digizeits
hriften.de/dms/img/?PPN=GDZPPN002498863, (12.02.2011). S.272.10vgl.:Bandelow, Christoph (1989): S. 19.10



Trotz aller Kritik wurde die Wahrs
heinli
hkeitstheorie zu einer der wi
h-tigsten Teilgebiete der Mathematik, die im Unterri
ht, im Finanz- und Ban-kenwesen und in unzähligen anderen Berei
hen Anwendung gefunden hat.2.2 TerminologieIn diesem Kapitel sollen diverse Grundbegri�e geklärt werden, die in dieserArbeit laufend gebrau
ht werden. In der Wahrs
heinli
hkeitstheorie werdenElementarergebnisse ω eines Zufallsexperiments betra
htet. Die Menge al-ler Ergebnisse wird als Ereignisraum Ω bezei
hnet. Man
hmal werden au
hallgemeinere Ereignisse benötigt. Diese werden als A ⊆ Ω bezei
hnet.Dies soll nun anhand eines Würfels erklärt werden:
Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.Als Ereignis könnte man das Werfen einer geraden Zahl wählen: A = {2, 4, 6}.Ein Ergebnis ist das Werfen einer bestimmen Zahl, zum Beispiel: ω = 2.Ereignisse können wie Mengen betra
htet werden. In der Wahrs
heinli
h-keitstheorie �nden si
h häu�g Begri�e wie Teilmenge, Vereinigungsmenge,S
hnittmenge oder leere Menge. Die na
hfolgende Gra�k soll helfen, si
h un-ter diesen Begri�en etwas vorstellen zu können.Darstellung Bezei
hnung Bedeutung in der Wahrs
heinli
h-keitstheorie

∅ das unmögli
he Ereignis
Ω das si
here Ereignis

Ω\A Ereignis A tritt ni
ht ein11



Darstellung Bezei
hnung Bedeutung in der Wahrs
heinli
h-keitstheorie
A ∪B Ereignis A oder B tritt ein
A ∩B Ereignisse A und B treten ein
B\A Ereignis B tritt ein, A aber ni
ht
A ⊆ B wenn A eintritt, tritt au
h B einAbb. 1

2.3 Axiomatis
he Wahrs
heinli
hkeitAu
h die Wahrs
heinli
hkeitstheorie ist, wie jedes Teilgebiet der Mathematik,auf Axiomen aufgebaut. Es wird von Ereignissen (Mengen) ausgegangen,denen eine Wahrs
heinli
hkeit zwis
hen 0 und 1 zugeordnet wird.Die Wahrs
heinli
hkeit eines Ereignisses ist jene Zahl, um diesi
h die relativen Häu�gkeiten des Ereignisses bei einer groÿenSerie von Wiederholungen des Experimentes im allgemeinen zustabilisieren s
heinen.1111Bandelow, Christoph (1989): S. 13. 12



Aufgrund dieser Erfahrungen können Axiome abgeleitet werden, wel
he dieGrundbausteine der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung bilden. Mit deren Hilfe kön-nen alle weiteren Aussagen abgeleitet werden. Axiome selbst sind allerdingsni
ht beweisbar. Das Axiomensystem der Wahrs
heinli
hkeitstheorie wur-de von Andrej Nikolaevi£ Kolmogorov aufgestellt und 1933 in seinem Werk�Grundbegri�e der Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung� verö�entli
ht.12Zuerst sollen die Axiome formuliert werden, später wird erklärt wel
he Er-eignisse zulässig sind.Axiom 1: Sei Ω die Menge aller mögli
hen Ergebnisse eines Experimentsund A ⊆ Ω ein Ereignis. Dann gibt es eine Funktion P , die jedem Ereignis
A eine ni
ht negative Wahrs
heinli
hkeit zuordnet.

P (A) ≥ 0Weiters sind Ω und Ω\A Ereignisse. Sei (Ai)i∈N eine Folge paarweise disjunk-ter Ereignisse, so sind au
h A1 ∩A2 und ⋃
i∈N

Ai Ereignisse.Axiom 2: P (Ω) = 1.Axiom 3: Sei (Ai)i∈N eine Folge paarweise disjunkter Ereignisse, so gilt:
P (
⋃

i∈N

Ai) =
∑

i∈N

P (Ai)Beispiel: Die Bedeutung der Axiome soll anhand eines Würfelbeispiels ver-deutli
ht werden. Die einzelnen Augen des Würfels, die bei einem Wurf ge-worfen werden können, werden Elementarereignisse genannt. Sie entspre
henden natürli
hen Zahlen 1�6: ω = 1, ..., 6.Oft werden aber kompliziertere Ereignisse betra
htet. Das Ereignis �Augen-zahl ist gerade� entspri
ht zum Beispiel der Menge A = {2, 4, 6}.Alle Ereignisse sind Teilmengen von Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.Au
h Ω (eine der Zahlen 1 bis 6 zu würfeln) und die leere Menge ∅ (keine derZahlen 1 bis 6 zu würfeln) sind Teilmengen von Ω. Das Ereignis, irgendeineZahl von 1 bis 6 zu würfeln, tritt si
her ein, also P (Ω) = 1, während dasEreignis keine dieser Zahlen zu würfeln, unmögli
h ist.12vgl.: Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): S. 11.13



Die Eigens
haft des dritten Axioms wird au
h σ -Additivität genannt. Umdiesen Begri� na
hvollziehen zu können, wird eine De�nition benötigt, wel-
he die Anforderungen ausdrü
kt, die an ein Ereignissystem gestellt werden.De�nition: Sei Ω 6= ∅. Eine Familie A von Teilmengen von Ω heiÿt σ-Algebra, falls:(i) Ω ∈ A.(ii) A ∈ A ⇒ Ω\A ∈ A.(iii) (Ai)i∈N ∈ A ⇒
⋃

i∈N

Ai ∈ A.
(Ω,A) nennt man Ereignisraum.Im ersten Axiom wurde bereits erwähnt, dass es si
h bei dem Begri� Wahr-s
heinli
hkeit um eine Funktion handelt, die jedem Ereignis eine Wahrs
hein-li
hkeit zuordnet. Dieses Maÿ soll nun genauer de�niert werden, wobei R+die Menge der ni
htnegativen reellen Zahlen bedeutet.De�nition: Sei (Ω,A) ein Ereignisraum. Eine Funktion P : A → R

+, wel
hedie Axiome 2 und 3 erfüllt, nennt man Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ.
(Ω,A, P ) heiÿt dann Wahrs
heinli
hkeitsraum.Diese Wahrs
heinli
hkeitsräume spielen die Hauptrolle in den wahrs
hein-li
hkeitstheoretis
hen Untersu
hungen.Aus den Axiomen können sofort die ersten Eigens
haften des Wahrs
hein-li
hkeitsmaÿes abgeleitet werden.Satz: (i) P (∅) = 0.(ii) P (

n⋃

i=1

Ai) =
n∑

i=1

P (Ai), falls Ai (1 ≤ i ≤ n) paarweise disjunkte Ereignissesind (n ∈ N).(iii) ∀A ∈ A : 0 ≤ P (A) ≤ 1.(iv) Sind A1 ⊆ A2 Ereignisse ⇒ P (A1) ≤ P (A2).(v) P (Ω\A) = 1− P (A).
14



Beweis. ad (i) Sei Ai := ∅. Somit sind alle (Ai)i∈N paarweise disjunkt.
⇒ P (∅) = P (

⋃

i∈N

Ai)In Axiom 3 heiÿt es: P (
⋃

i∈N

Ai) =
∑

i∈N

P (Ai).
⇒ P (∅) = 0ad (ii) Seien An+1 := An+2 := ... := ∅. Mit Hilfe des 3. Axioms erhält man:

P (

n⋃

i=1

Ai) = P (
⋃

i∈N

Ai) =
∑

i∈N

P (Ai) =

n∑

i=1

P (Ai)ad (iv) Falls A1 ⊆ A2, dann gilt:
A2 = A1 ∪ ((Ω\A1) ∩ A2) ⇒ P (A2) = P (A1) + P ((Ω\A1) ∩ A2)

⇒ P (A1) ≤ P (A2)ad (iii) Laut dem 1. und dem 2. Axiom sind P (A) ≥ 0 und P (Ω) = 1. MitHilfe von (iv) erhält man:
0 ≤ P (A) ≤ P (Ω) = 1ad (v) A ∪ (Ω\A) = Ω.

⇒ P (A) + P (Ω\A) = P (Ω) = 1Beispiel: (i) Zurü
k zu dem Würfelbeispiel oben. Bei einmaligem Würfelnkeine der Zahlen 1 bis 6 zu würfeln ist unmögli
h. Also P (∅) = 0.(ii) Beim S
hieÿen auf eine Darts
heibe tri�t ein Spieler das Bull's Eye (Kreisin der Mitte der Darts
heibe) � Ereignis A1 � mit einer Wahrs
heinli
hkeitvon 0,09 und das Bull (Kreisring um das Bull's Eye) � Ereignis A2 � mitder Wahrs
heinli
hkeit von 0,24. Nun soll die Wahrs
heinli
hkeit bere
hnetwerden, dass der Spieler das Bull's Eye oder das Bull tri�t. Es handelt si
halso um die Wahrs
heinli
hkeit, dass die Vereinigung der Mengen A1 und A2eintritt. P (A1 ∪A2) = P (A1) + P (A2) = 0, 09 + 0, 24 = 0, 33.(iii) Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass der Spieler weder das Bull'sEye, no
h das Bull tri�t. Es handelt si
h dabei um die Gegenwahrs
heinli
h-keit. P (Ω\(A1 ∪ A2)) = 1− P (A1 ∪ A2) = 1− 0, 33 = 0, 66.15



2.4 Lapla
e-ExperimenteLapla
e-Experimente sind Zufallsexperimente mit endli
h vielen,glei
h wahrs
heinli
hen Ergebnissen.13De�nition: EinWahrs
heinli
hkeitsraum (Ω,A, P ) heiÿt Lapla
e-Experiment,falls Ω eine endli
he Menge ist und alle einelementigen Teilmengen ω ∈ Ωdie glei
he Wahrs
heinli
hkeit besitzen.Alle Ergebnisse ω ∈ Ω werden übli
herweise als �mögli
he Fälle� bezei
hnet,während alle Ergebnisse in A die �günstigen Fälle� darstellen.De�nition: Sei Ω ein endli
her Ereignisraum. Für A ⊆ Ω de�niert
P (A) =

|A|

|Ω|die Lapla
e-Wahrs
heinli
hkeitsverteilung auf Ω.
|A| bezei
hnet sie Mä
htigkeit von A.
(Ω, P ) heiÿt Lapla
e-Raum.Um Lapla
e-Experimente lösen zu können, müssen also die jeweiligen Mä
h-tigkeiten bestimmt werden. Dies wird die Hauptaufgabe der Kombinatoriksein, auf die später no
h genauer eingegangen wird.Lemma: (i) P (Ω) = 1.(ii) P (A ∪B) = P (A) + P (B) für A,B disjunkt.(iii) P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).Beweis. (i) und (ii) folgen direkt aus den Axiomen 2 und 3.ad (iii) Die Menge A∪B wird in die disjunkten Teilmengen A\B, B\A und
A ∩B zerlegt. Nun folgt aus Axiom 3:

P (A ∪B) = P (A\B) + P (A ∩B) + P (B\A)Da A = (A ∩B) ∪ (A\B) und B = (A ∩B) ∪ (B\A), folgt dur
h umformenund einsetzen:
P (A ∪ B) =(P (A)− P (A ∩ B)) + P (A ∩B) + (P (B)− P (A ∩ B))

=P (A) + P (B)− P (A ∩ B)13Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): S. 7.16



Während der Anfänge der Wahrs
heinli
hkeitstheorie gab es zahlrei
he Fra-gestellungen, die unter den renommiertesten Mathematikern Streit verur-sa
hten. Heutzutage gehören diese Aufgaben zu den Grundbeispielen derWahrs
heinli
hkeitsre
hnung in der S
hule. Eines dieser berühmten Beispielesoll nun vorgestellt werden.Beispiel (Croix ou Pile): Der französis
he Mathematiker und PhysikerJean d'Alembert bes
häftigte si
h mit der Frage wie ho
h die Wahrs
hein-li
hkeit ist, beim Werfen von zwei unverfäls
hten Münzen mindestens einmalKopf zu werfen. 1754 s
hrieb er in dem Artikel �Croix ou Pile� (Kopf oderZahl), dass das Ergebnis dieser Aufgabe 2
3
sei.14Zunä
hst wird der Ereignisraum der beiden Würfe bestimmt:

Ω = {KK,KZ,ZK,ZZ}, wobei K für Kopf und Z für Zahl steht.Das Ereignis, das für dieses Beispiel gesu
ht ist, besteht aus der Menge
A = {KZ,ZK,ZZ}. Laut der Formel von Lapla
e kann man nun die Wahr-s
heinli
hkeit bere
hnen: P (A) = |A|

|Ω|
= 3

4
.1814 wurde d'Alemberts Ansi
ht von Lapla
e kritisiert, da er entde
kte, dassdie Mögli
hkeiten KZ und ZK unters
hieden werden müssen. Laut heutigerInterpretation wollte d'Alembert allerdings nur die damalige Au�assung derWahrs
heinli
hkeitstheorie zur Diskussion stellen.15Es sollen später no
h zwei weitere bekannte Paradoxa aus der Ges
hi
hteder Wahrs
heinli
hkeitsre
hnung vorgestellt werden, jedo
h werden zu derenLösung zusätzli
he Informationen gebrau
ht.2.5 UnabhängigkeitDie Unabhängigkeit zweier oder mehrerer Ereignisse ist auss
hlaggebend fürden weiteren Re
hengang. Der Begri� der Unabhängigkeit bedeutet in diesemZusammenhang:(Die)Wahrs
heinli
hkeit des Eintretens von A wird ni
ht beein-�usst dur
h die Information, dass B eingetreten ist, und umge-kehrt gibt das Eintreten von A keine Veranlassung zu einer Neu-bewertung der Wahrs
heinli
hkeit von B.1614vgl.: Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): S. 8.15vgl.: Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): S. 8f.16Georgii, Hans-Otto (2007): Sto
hastik. Einführung in die Wahrs
heinli
hkeitstheorieund Statistik. Walter de Gruyter, Berlin. S. 66.17



De�nition: Sei (Ω,A, P ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum. Zwei EreignisseA,B ∈
A heiÿen sto
hastis
h unabhängig bezügli
h P , wenn gilt:

P (A ∩ B) = P (A) · P (B)Beispiel: In einer Urne be�nden si
h 3 weiÿe und 5 s
hwarze Kugeln. Fol-gende Ereignisse werden betra
htet:A: die erste Kugel ist weiÿ.B: die zweite Kugel ist s
hwarz.(i) Es werden nun zwei Kugeln aus dieser Urne mit Zurü
klegen gezogen.Somit gilt P (A) = 3
8
· 8
8
= 3

8
und P (B) = 8

8
· 5
8
= 5

8
. Diese beiden Ereignissesind unabhängig, denn: P (A ∩B) = 3

8
· 5
8
= 15

64
.(ii) Nun soll sollen zwei Kugeln aus derselben Urne ohne Zurü
klegen gezo-gen werden. Nun ist P (A ∩ B) = 3

8
· 5
7
= 15

56
. Diese Ereignisse sind also ni
htunabhängig, denn P (A ∩ B) 6= P (A) · P (B).Zwei Ereignisse, von denen mindestens eines die Wahrs
heinli
hkeit 0 oder 1besitzt sind trivialerweise unabhängig. Au
h die folgenden Zusammenhängekönnen lei
ht eingesehen werden:Satz: Falls A,B unabhängig ⇒ A, (Ω\B) ; (Ω\A), B und (Ω\A), (Ω\B)unabhängig.Beweis. Es wird nur die erste Behauptung gezeigt, die übrigen werden analogbewiesen.

P (A∩ (Ω\B)) = P (A)−P (A∩B) = P (A)−P (A) ·P (B) = P (A) ·P (Ω\B)De�nition:A1, A2, ..., An heiÿen unabhängig, wenn für jedes k ∈ {1, 2, ..., n}und für jede Auswahl von Indizes 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n gilt:
P (Ai1 ∩ ... ∩ Aik) = P (Ai1) · ... · P (Aik)Bemerkung: In dieser De�nition rei
ht paarweise unabhängig ni
ht aus, alleEreignisse müssen unabhängig voneinander sein.
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Beispiel: Es be�nden si
h vier Zettel mit den Zahlenkombinationen 112,121, 211, 222 in einer Urne. Ein Zettel wird blind gezogen. Dabei werdenfolgende Ereignisse betra
htet:A: die erste Zi�er ist eine 1.B: die zweite Zi�er ist eine 1.C: die dritte Zi�er ist eine 1.
P (A) = P (B) = P (C) = 1

2
⇒ P (A∩B) = P (B∩C) = P (A∩C) = 1

2
· 1
2
= 1

4
.Aber: P (A ∩B ∩ C) = 0 6= 1

8
= P (A) · P (B) · P (C).Mit diesemWissen lassen si
h zwei weitere frühere Probleme der Wahrs
hein-li
hkeitsre
hnung lösen.Beispiel (Problem von Christiaan Huygens): 1657 s
hrieb ChristiaanHuygens das Werk �De ratio
iniis in ludo aleae� (Abhandlungen über diebei Glü
ksspielen mögli
hen Bere
hnungen) und bearbeitete darin folgendesProblem:A spielt mit B unter der Bedingung, dass derjenige, wel
her zuerstdreimal gewonnen hat, den Spieleinsatz erhält. Nun hat A bereitszweimal, B aber erst einmal gewonnen, und i
h will wissen, wieder Spieleinsatz in gere
htem Verhältnisse getheilt werden muss,wenn Beide jetzt das Spiel abbre
hen. Wieviel erhält A? 17Angenommen beide Spieler haben dieselbe Gewinnwahrs
heinli
hkeit, also0,5. Spieler A würde unter folgenden Umständen das Spiel gewinnen:

E1: Spieler A gewinnt das nä
hste Spiel.
E2: Spieler B gewinnt das nä
hste und Spieler A das übernä
hste Spiel (zweiunabhängige Ereignisse).
P (E1) = 0, 5, P (E2) = 0, 5 · 0, 5 = 0, 25 ⇒ P (E1 ∪ E2) = 0, 5 + 0, 25 = 0, 75.Spieler A sollte also 75% des Einsatzes erhalten, wenn das Spiel an dieserStelle beendet werden soll.Beispiel (Paradoxon von Chevalier de Méré): Pierre Fermat und BlaisePas
al führten 1654 einen Briefwe
hsel über die Lösung einiger Fragestellun-gen, die Chevalier de Méré zum Thema Gewinnwahrs
heinli
hkeit gestellthatte. Eines der zahlrei
hen Probleme lautete folgendermaÿen: Die Wahr-s
heinli
hkeit bei viermaligem Würfeln mindestens einmal 6 zu werfen ist17Übersetzung von Propositio IV aus Christiaan Huygens �Abhandlungen über die beiGlü
ksspielen mögli
hen Bere
hnungen� in: Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): S. 19.19



gröÿer als 0, 5, während die Wahrs
heinli
hkeit bei 24 Würfen mit zwei Wür-feln mindestens eine Doppelse
hs zu werfen kleiner als 0, 5 ist.18Zunä
hst wird die Wahrs
heinli
hkeit einen Se
hser zu würfeln benötigt:
P (6) = 1

6
.Die Wahrs
heinli
hkeit keinen Se
hser zu würfeln beträgt demna
h:

P (keine 6) = 1− P (6) = 1− 1
6
= 5

6
.Nun kann Ereignis A, bei viermaligem Würfeln mindestens einmal 6 zu wer-fen, bere
hnet werden:

P (A) = 1− P (Ω\A) = 1− P (keine 6) = 1−

(
5

6

)4

≈ 0.51774691Die Ereignisse zweimal eine Se
hs, also eine Doppelse
hs, zu werfen sindunabhängig ⇒ P (Doppelse
hs) = 1
6
· 1
6
= 1

36
.Somit beträgt die Wahrs
heinli
hkeit keine Doppelse
hs zu werfen:

P (keine Doppelse
hs) = 1− P (Doppelse
hs) = 1− 1
36

= 35
36
.Das Ereignis B, bei 24 Würfen mit zwei Würfeln mindestens eine Doppelse
hszu werfen, besitzt also folgende Wahrs
heinli
hkeit:

P (B) = 1−P (Ω\B) = 1−P (keine Doppelse
hs) = 1−

(
35

36

)24

≈ 0.49140388Man sieht also, dass die Wahrs
heinli
hkeit für das Ereignis A knapp über0,5 liegt, während Ereignis B nur mit einer Wahrs
heinli
hkeit von knappunter 0,5 eintritt.
2.6 KombinatorikDie Kombinatorik bes
häftigt si
h mit dem Abzählen von Mengen, was zurBere
hnung von Wahrs
heinli
hkeiten unabdingbar ist. Meist wird von einerUrne mit n Kugeln ausgegangen aus denen k Kugeln gezogen werden. DieArten der Ziehung müssen allerdings unters
hieden werden. Man kann diegezogene Kugel wieder in die Urne zurü
klegen, bevor man die nä
hste Ku-gel zieht oder ni
ht. Auÿerdem ist man
hmal die Reihenfolge der gezogenenKugeln von Bedeutung (geordnet) und man
hmal ni
ht (ungeordnet). DieseVoraussetzungen beein�ussen die Experimente.18Bandelow, Christoph (1989): S. 18 und 37.20



Ziehen mit Zurü
klegen, geordnetSatz: Zu einer n�elementigen Menge gibt es nk geordnete Sti
hproben vomUmfang k mit Zurü
klegen.Beweis. Jede Koordinate des k�Tupels der Elementarereignisse (ω1, ..., ωk)kann n Werte annehmen ⇒ n · ... · n
︸ ︷︷ ︸

k-mal

= nk.Beispiel: In einer Urne be�nden si
h 10 nummerierte Kugeln. Wie viele ver-s
hiedene Zahlenfolgen kann man beim Ziehen von 5 Kugeln mit Zurü
klegenund Bea
htung der Reihenfolge ziehen?
105 = 100000.Ziehen ohne Zurü
klegen, geordnetSatz: Zu einer n�elementigen Menge gibt es

(n)k :=
n!

(n− k)!
= n · (n− 1) · ... · (n− k + 1)geordnete Sti
hproben vom Umfang k ohne Zurü
klegen.Beweis. Für die Auswahl der ersten Koordinate des k�Tupels (ω1, ..., ωk)gibt es n Mögli
hkeiten, für die der zweiten Koordinate nur no
h (n − 1)Mögli
hkeiten. Der Rest folgt analog.Falls k > n gilt (n)k = 0. Diese Tatsa
he ers
heint logis
h, da es ni
ht mögli
hist mehr Kugeln aus einer Urne zu ziehen, als vorhanden sind. Falls k = n,ist (n)n = n · (n−1) · ... · 1. In diesem Fall werden alle n Kugeln aus der Urnegezogen.De�nition: Für n ∈ N gibt es n! = n · (n− 1) · ... · 1 vers
hiedene Permu-tationen.Weiters gilt: 0! := 1.Beispiel: Eine 11-köp�ge Fuÿballmanns
haft lost drei Spieler für das Elfme-ters
hieÿen aus. Wie viele vers
hiedene Spielerzusammenstellungen gibt es,wenn die Reihenfolge von Bedeutung ist?

(11)3 =
11!

(11−3)!
= 990. 21



Ziehen ohne Zurü
klegen, ungeordnetNun spielt die Reihenfolge keine Rolle mehr. Man kann si
h vorstellen, dassalle k Kugeln auf einmal aus der Urne gezogen werden.Satz: Eine n�elementige Menge besitzt
(
n

k

)

=
(n)k
k!

=
n!

k! · (n− k)!
=

n · (n− 1) · ... · (n− k + 1)

k!

k�elementigen Teilmengen.Beweis. Zunä
hst wählt man eine k�elementige geordnete Teilmenge aus der
n�elementigen Menge aus. Die Anzahl der vers
hiedenen Anordnungen dieser
k Koordinaten ist lei
ht zu bere
hnen. Es handelt si
h um eine Permutationder k Elemente. Mittels Division dur
h k! erhält man die gewüns
hte Anzahl.Beispiel: Eine Prüfung besteht aus 6 Fragen. 4 davon müssen ausgearbeitetwerden, um eine positive Note zu errei
hen. Wie viele mögli
he Kombinatio-nen gibt es?
(
6
4

)
= (6)4

4!
= 6!

4!·(6−4)!
= 15.Bemerkung: (n

k

) wird au
h Binomialkoe�zient genannt. (n
k

)
= 0 falls k > n.Satz: Der Binomialkoe�zient hat unter anderem folgende wi
htige Eigen-s
haften:(i) ( n

n−k

)
=
(
n

k

).(ii) (n
k

)
+
(

n

k+1

)
=
(
n+1
k+1

).Beweis. ad (i) Trivial.ad (ii) (n+1
k+1

) ist die Anzahl der (k+1)�elementigen Teilmengen einer (n+1)�elementigen Menge. Darunter �ndet man (n
k

) Teilmengen, die das Element
(n + 1) beinhalten und ( n

k+1

), die es ni
ht beinhalten.Ziehen mit Zurü
klegen, ungeordnetSatz: Zu einer n�elementigen Menge gibt es (n+k−1
k

)
= (n+k−1)!

k!·(n−1)!
ungeordneteProben vom Umfang k mit Zurü
klegen.Beweis. Angenommen es gibt n vers
hiedene Kugeln in einer Urne. Es wirdeine Tabelle angefertigt, die jedes Element vom nä
hsten dur
h einen Stri
h22



teilt. Jede Kugel hat also eine eigene Spalte in der Tabelle. Nun wird na
hjeder Ziehung ein Punkt bei jener Spalte gema
ht, die zur gezogenen Kugelgehört. Ans
hlieÿend wir die Kugel wieder in die Urne zurü
kgelegt. EineZiehung von k Kugeln lässt si
h demna
h folgendermaÿen darstellen:
• • ... • | • •... • |...| • •...•In dieser Liste gibt es nun k Punkte und (n − 1) Stri
he, also insgesamt

(k + n − 1) Symbole. Somit gibt es (n+k−1
k

) Mögli
hkeiten k Punkte auf
(k + n− 1) Plätzen zu verteilen.Beispiel: Wie viele vers
hiedene Kombinationen von Augenzahlen gibt esbeim Werfen von zwei Würfeln?Ein Würfel hat se
hs vers
hieden bedru
kte Seiten⇒ n = 6 und es wird zwei-mal geworfen ⇒ k = 2. Somit gibt es (k+n−1

k

)
=
(
2+6−1

2

)
=
(
7
2

)
= 7!

2!·(7−2)!
= 21vers
hiedene Kombinationen.Bemerkung:Man kann den obigen Satz au
h so formulieren: Es gibt (n+k−1
k

)Mögli
hkeiten, k ununters
heidbare Kugeln auf n unters
heidbare Urnen auf-zuteilen.Die k Kugeln werden also auf n unters
heidbare, zum Beispiel nummerierte,Urnen verteilt, wobei die Kugeln völlig glei
h aussehen. Was passiert aller-dings, wenn die Kugeln si
h in ihrem Aussehen unters
heiden, zum Beispielin der Farbe?Satz: Es gibt ( k

k1,k2,...,kn

)
:= k!

k1!·k2!·...·kn!
Mögli
hkeiten k unters
heidbare Ku-geln auf n unters
heidbare Urnen zu verteilen.Beweis. Zunä
hst sollen die k1 Kugeln auf die erste Urne verteilt werden.Dafür gibt es bekanntli
h ( n

k1

) Mögli
hkeiten. Für die zweite Urne stehennun nur no
h k − k1 Kugeln zur Verfügung, aus denen k2 Kugeln gezogenwerden: (k−k1
k2

). Insgesamt erhält man also für die Verteilung der Kugeln:
(
k

k1

)

·

(
k − k1

k2

)

· ... ·

(
kn

kn

)

=

=
k!

k1! · (k − k1)!
·

(k − k1)!

k2! · (k − k1 − k2)!
· ... ·

kn!

kn!
=

=
k!

k1! · k2! · ... · kn!
=

(
k

k1, k2, ..., kn

)
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Um einen besseren Überbli
k zu bewahren sollen die vers
hiedenen Ziehungs-arten in einer Tabelle zusammengefasst werden.Satz: Für das zufällige Ziehen einer k�elementigen Sti
hprobe aus einer n�elementigen Menge gilt:mit Zurü
klegen ohne Zurü
klegen Permutation(Variation) (Kombination)geordnet nk n!
(n−k)!

k!
k1!·...·kn!ungeordnet (

k+n−1
k

) (
n

k

)
n!

2.7 Erwartungswert und Standardabwei
hungDer Erwartungswert ist eine wi
htige Gröÿe in der Wahrs
heinli
hkeitstheo-rie. Man brau
ht ihn, um bei Glü
ksspielen den Gewinn und den Einsatzfestzusetzen.Bei einer frequentistis
hen Interpretation von Wahrs
heinli
hkeitist dies (der Erwartungswert, Anm.) der mittlere Gewinn bei ei-ner langen Folge von Wiederholungen des Spiels, und dies werdenwir später bestätigt �nden dur
h das Gesetz der groÿen Zahlen.19Die Standardabwei
hung gibt die Abwei
hung der Werte vom Erwartungs-wert an.2.7.1 ErwartungswertDe�nition: Sei (Ω,A, P ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum.(i) Eine Funktion X : Ω → R heiÿt messbar, falls für alle α ∈ R gilt:
{ω : X(ω) ≤ α} ∈ A(ii) Eine messbare Funktion X : Ω → R nennt man Zufallsvariable.Somit ist eine Zufallsvariable eine vom Zufall abhängige, veränderli
he Gröÿe.19Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): S. 81.24



De�nition: Eine ZufallsvariableX heiÿt diskret, wenn es eine endli
he oderabzählbar unendli
he Teilmenge D ⊆ R gibt mit P (X ∈ D) = 1.De�nition: Sei X eine diskrete Zufallsvariable.Falls ∑x∈X(Ω) |x| · P (X = x) ≤ ∞, existiert der Erwartungswert von X .Er wird de�niert dur
h:
E(X) := µ :=

∑

x∈X(Ω)

x · P (X = x)Bemerkung: Die Forderung ∑x∈X(Ω) |x| · P (X = x) ≤ ∞ na
h absolu-ter Konvergenz ist notwendig, da si
hergestellt werden muss, dass die Reihe
∑

x∈X(Ω) x · P (X = x) ni
ht von der Reihenfolge der Summanden abhängt.Beispiel: Es wird ein Spiel gespielt, bei dem ein Spieler einen Würfel wirft.Bei einer geraden Augenzahl erhält er für jeden Punkt auf dem Würfel einenEuro. Bei einer ungeraden Augenzahl muss er für jeden Punkt auf demWürfeleinen Euro an die Bank zahlen. Wie ho
h ist der Erwartungswert bei diesemSpiel?
P (X = x) = 1

6
für jede Augenzahl des Würfels. Daher:

E(X) = (−1) ·
1

6
+ 2 ·

1

6
+ (−3) ·

1

6
+ 4 ·

1

6
+ (−5) ·

1

6
+ 6 ·

1

6
=

=
1

6
· (−1 + 2− 3 + 4− 5 + 6) =

1

6
· 3 = 0, 5Der Spieler kann also mit einem Gewinn von 50 Cent re
hnen, wenn er diesesSpiel spielt.Satz: Eigens
haften des Erwartungswertes: Seien X und Y diskrete Zufalls-variablen. Dann gilt für a, b ∈ R:(i) Monotonie: Für X ≤ Y gilt E(X) ≤ E(Y ).(ii) Linearität: (a) E(a ·X) = a · E(X). (b) E(X + Y ) = E(X) + E(Y ).(iii) Produktregel: Sind X, Y unabhängig so gilt: E(X · Y ) = E(X) · E(Y ).(ohne Beweis)
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2.7.2 VarianzDe�nition: Sei (Ω,A, P ) ein Wahrs
heinli
hkeitsraum und X : Ω → R eineZufallsvariable, für die E(X − E(X))2 existiert. Dann ist
Var(X) := σ2 := E(X − E(X))2die Varianz von X .

√

Var(X) = σ heiÿt Standardabwei
hung.Die Varianz ist per de�nitionem die mittlere quadratis
he Abwei-
hung der Zufallsvariable X von ihrem Erwartungswert und somitein Maÿ für die Streuung. Es gibt kein intrinsis
hes Argument,weshalb man gerade die quadratis
he Abwei
hung verwenden soll-te und ni
ht die absolute Abwei
hung oder eine höhere Potenz.20Satz: Sei X eine Zufallsvariable. Es gilt für a, b ∈ R:(i) Var(a ·X + b) = a2 · Var(X).(ii) Var(X) = E(X2)− (E(X))2.Beweis. ad (i): Die Linearität des Erwartungswertes besagt:
E(a ·X + b) = a · E(X) + b. Somit gilt:

Var(a ·X + b) = E(a ·X + b− (a · E(X) + b))2 =

= a2 · E(X − E(X))2 = a2 · Var(X)ad (ii): Es gilt:
Var(X) = E(X − E(X))2 = E(X2 − 2 · (E(X)) ·X + (E(X))2) =

= E(X2)− (E(X))2

20Dehling, Herold / Haupt, Beate (2003): S. 89f.26



2.8 Die Gesetze der groÿen ZahlenDie Gesetze der groÿen Zahlen sind die berühmtesten Gesetze der Wahr-s
heinli
hkeitstheorie.(Sie haben) die Konvergenz der Mittelwerte gegen den gemeinsa-men Erwartungswert zum Gegenstand21Sei zum Beispiel X1, X2, ... eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, die denglei
hen Erwartungswert besitzen. Nun ist Mn = X1+X2+...+Xn

n
der Mittel-wert der ersten n Zufallsvariablen. Je gröÿer n ist, desto näher liegt Mn bei

µ. Wenn n na
h unendli
h strebt, strebt der Unters
hied zwis
hen µ und Mngegen Null. Es gibt nun zahlrei
he Varianten dieses Gesetz zu mathematisie-ren. Die beiden wi
htigsten sind aber das s
hwa
he Gesetz der groÿen Zahlenund das starke Gesetz der groÿen Zahlen.22Das Gesetz der groÿen Zahlen geht zurü
k auf den Mathematiker Ja
ob Ber-noulli, der Anfang des 18. Jahrhunderts seine Version beweisen konnte. Je-do
h wurde dieser Beweis erst na
h seinem Tod publiziert. Im Laufe derJahre wurden zahlrei
he Veränderungen und Verbesserungen vorgenommen.Erst 1933 erhielt das Gesetz der groÿen Zahlen seine vorläu�g endgültige For-mulierung. Sie stammt vom russis
hen Mathematiker Andrej Kolmogorov.23Bemerkung: Eine Folge x1, x2, ... strebt gegen eine Zahl x. Wenn n gegenunendli
h geht, ist x der Grenzwert der Folge: limn→∞ xn = x oder xn → nfür x → ∞.Bei einer konvergenten Folge gibt es zu jedem ε > 0 ein endli
hes N , sodass si
h alle darau�olgenden Folgenglieder in einer Epsilonumgebung um xbe�nden:
|xn − x| ≤ ε.De�nition: Sei (Xn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen auf einem Wahr-s
heinli
hkeitsraum (Ω,A, P ) und X eine Zufallsvariable.(i) Xn konvergiert gegen X in Wahrs
heinli
hkeit (Xn

P
−→ X), wenn füralle ε ≥ 0 gilt:

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 121Georgii, Hans-Otto (2007): S. 120.22vgl.: Häggström, Olle (2006): Streifzüge dur
h die Wahrs
heinli
hkeitstheorie.Springer-Verlag, Berlin. S. 63.23Häggström, Olle (2006): S. 64. 27



(ii) Xn konvergiert gegen X P�fast si
her (Xn
f.s.
−−→ X), wenn gilt:

P ( lim
n→∞

Xn = X) = 1Bemerkung: P�fast si
here Konvergenz impliziert Konvergenz in Wahr-s
heinli
hkeit, aber ni
ht umgekehrt.Satz (s
hwa
hes Gesetz der groÿen Zahlen): Seien X1, X2, ... unabhän-gige, identis
h verteilte Zufallsvariablen, die einen Erwartungswert besitzen.Dann gilt:
1

n

n∑

i=1

Xi
P
−→ E(X1)(ohne Beweis)Mit dem s
hwa
hen Gesetz der groÿen Zahlen ist man no
h ni
htganz zufrieden. Wenn man zum Beispiel eine faire Münze 100-malwirft, kann es mit geringer Wahrs
heinli
hkeit vorkommen, dassdie relative Häu�gkeit stark von 1

2
abwei
ht, aber diese Abwei-
hung sollte na
h und na
h vers
hwinden, wenn man lange genugweiter wirft. Dieser Intuition liegt ein anderer Konvergenzbegri�zugrunde.24Satz (Starkes Gesetz der groÿen Zahlen): Seien X1, X2, ... unabhängige,identis
h verteilte Zufallsvariablen, die einen Erwartungswert besitzen. Danngilt:

1

n

n∑

i=1

Xi
f.s.
−−→ E(X1)(ohne Beweis)Es sei aber no
h erwähnt, daÿ - wie zu erwarten - aus der Gültig-keit des s
hwa
hen Gesetzes der groÿen Zahlen im Allgemeinenni
ht auf die des starken Gesetzes ges
hlossen werden kann.2524Georgii, Hans-Otto (2007): S. 129.25Bauer, Heinz (1991): Wahrs
heinli
hkeitstheorie. Walter de Gruyter, Berlin. S. 72.28



Dieses Gesetz soll nun am Beispiel des Münzwurfes genauer betra
htet wer-den. Wenn eine Münze unendli
h oft geworfen wird, beträgt der Erwartungs-wert Kopf zu werfen genau 0,5. Dies kann dadur
h begründet werden, dassdie Wahrs
heinli
hkeit irgendwann Kopf zu werfen bei einer unendli
hen Ver-su
hsreihe 100 Prozent beträgt. Au
h wenn sehr oft hintereinander Zahl ge-worfen wird, wird man mit 100 prozentiger Si
herheit26 früher oder spätereinmal Kopf erhalten.Dies darf jedo
h ni
ht missverstanden werden. Nur weil eine Münze bereitseinige Male hintereinander auf Zahl gefallen ist, heiÿt das ni
ht, dass si
h dieWahrs
heinli
hkeit bei einem Münzwurf Kopf zu erhalten, vergröÿert. EineMünze hat kein Gedä
htnis. Trotzdem ist es wahrs
heinli
her, dass si
h einzu groÿer Mittelwert in den nä
hsten Versu
hen verringert, als dass er si
hvergröÿert.Beispiel27: Der Mittelwert beträgt 0,55, das heiÿt zu 55 Prozent wird beimWurf einer Münze Zahl geworfen. Damit dieser si
h in der nä
hsten Versu
hs-reihe verringert, muss allerdings ni
ht unbedingt öfter Kopf geworfen werdenals Zahl. Angenommen es wurde in den ersten 100 Versu
hen 55 Mal Zahlgeworfen: M100 =
55
100

= 0, 55. Wie oft darf nun bei den nä
hsten 100 WürfenZahl auftau
hen, damit si
h der Erwartungswert trotzdem verringert?
M200 =

55 + x

200
= 0, 54 ⇒ x = 53Es könnte also sogar 53�mal Zahl und nur 47�mal Kopf geworfen werden undder Mittelwert würde si
h trotzdem verringern.

26100 prozentige Si
herheit ist im Sinn der Wahrs
heinli
hkeitstheorie (also mit Wahr-s
heinli
hkeit 1) gemeint, entspri
ht also ni
ht der umgangsspra
hli
hen Bedeutung.27vgl.:Häggström, Olle (2006): S. 67f. 29





Kapitel 3Das PokerspielDie Spielkarten wurden von den Chinesen erfunden. Man vermutet, dass da-mals bereits Glü
ksspiele gespielt wurden, Pokern war aber wahrs
heinli
hno
h ni
ht bekannt. Au
h die Ägypter stellten wenig später Karten aus Elfen-bein her. Diese sahen den 
hinesis
hen Spielkarten nur bedingt ähnli
h. Vondort gelangten sie um 1360 na
h Europa. Au
h zu diesem Zeitpunkt wurdendie Karten no
h für andere Spiele verwendet, das Pokerspiel war vermutli
hno
h ni
ht bekannt.1Erst im 17. und 18. Jahrhundert begann man in Deuts
hland zu �po
hen�.Dieses Spiel ist für das Pokerspiel namensgebend, denn po
hen oder s
hlagenkann im Englis
hen mit �to poke� übersetzt werden. Etwas später wurde esin Frankrei
h bekannt, von wo es s
hlieÿli
h na
h New Orleans/Louisianagebra
ht wurde. Mit Hilfe der Mississippi-Dampfer, auf denen bevorzugtGlü
ksspiele gespielt wurden, konnte si
h das Pokerspiel zu Beginn des 19.Jahrhunderts in ganz Amerika verbreiten. Jonathan H. Green war der erste,der dieses Spiel namentli
h als Poker betitelte, als er es in seinem Bu
h als�Cheating Game� verurteilte.2Während des amerikanis
hen Bürgerkrieges 1861�1865 wurde Poker zum be-liebtesten Spiel im sogenannten �Wilden Westen�. Nahezu jeder Saloon besaÿdamals einen Pokertis
h. Besonders beliebt waren die beiden Varianten DrawPoker und Stud Poker. Zu dieser Zeit wurde au
h erstmals mit dem englis
henKartende
k zu 52 Karten gespielt. Davor beinhaltete ein Pokerde
k nur: Ass,1vgl.: Meinert, Jan (2007): Die Pokers
hule. Texas Hold'em Poker für Anfänger undFortges
hrittene. Knaur Tas
henbu
h Verlag, Mün
hen. S. 17.2vgl.: Meinert, Jan (2007): S. 17. 31



König, Dame, Bube, Zehn. Somit konnten neue Kombinationen hinzugefügtwerden, der Flush und das Straight.3Erst 1919 wurde erstmals ein Pokerspiel gespielt, das eine Gemeins
haftskar-te, also eine Karte, die jeder Spieler sehen und zur Vervollständigung seinesBlattes verwenden kann, beinhaltete. Dieses Spiel nannte si
h �Wild-Widow�.Den Regeln zufolge wurde, bevor jeder seine fünfte Karte ausgeteilt bekam,eine Karte o�en und für jeden Spieler si
htbar auf den Tis
h gelegt. Balddarauf entstanden au
h die heute beliebten Pokervarianten Texas Hold'emund Omaha Hold'em.4Poker begeisterte immer mehr Strategiespieler. 1970 fand zum ersten Mal inder Ges
hi
hte die World Series of Poker (WSOP), der gröÿte und bekanntes-te Pokerwettkampf der Welt, statt. Damit wurde Poker zu einemWettkampf-spiel und der Pokerboom war ni
ht mehr aufzuhalten. Ende der 1990er Jahrebegann si
h das Spiel au
h im Internet zu verbreiten. Man konnte nun zuHause vor dem Computer gegen andere Spieler antreten. Die Mögli
hkeit zujeder beliebigen Zeit online Poker zu spielen, erhöhte das Su
htrisiko um einVielfa
hes. Zahlrei
he Mens
hen verdienen si
h ihren Lebensunterhalt aus-s
hlieÿli
h mit diesen Online�Spielen, viele haben si
h aber au
h in den Ruingetrieben. Seit Anfang 2000 wurden Pokerwettkämpfe au
h über das Fern-sehen übertragen. Die neue �Hole�Card�Cam�, eine kleine in den Pokertis
hintegrierte Kamera, ermögli
hte es dem Zuseher zu Hause, die Karten allerMitspieler zu sehen.5
3.1 Die PokerkartenPokern wird mit anglo-amerikanis
hen Karten zu 52 Blatt gespielt. Dieseunters
heiden si
h von französis
hen Karten dadur
h, dass die Abkürzungenfür die Dame Q (Queen) und für den Buben J (Ja
k) lauten. Das Ass kannbei den meisten Pokervarianten sowohl den Wert 1, als au
h den hö
hstenWert (13) annehmen. Jeder Wert existiert in vier Farben: ♠ (Pik), ♥ (Herz),
♦ (Karo) oder ♣ (Kreuz bzw. Tre�). Diese Farben sind nur bei der Bildungeines Flushs von Bedeutung. Allerdings ist keine der Farben mehr wert alseine andere.3vgl.: Pokern.
om (2008) : Der Ursprung des Pokerspiels. http://www.pokern.
om/pokers
hule/allgemeine�poker�strategien/die�ges
hi
hte�des�poker.html,(20.02.2011).4vgl.: Balmer, Frank (2010): Poker Ges
hi
hte. http://www.poker�tipps�und�tri
ks.
om/allgemein/poker�ges
hi
hte, (20.02.2011).5vgl.: Meinert, Jan (2007): S. 18f. 32



Beim Pokerspiel gilt es mit fünf Karten eine mögli
hst gute Kombinationzu bilden. Die Rangfolge dieser Kartenkombinationen werden in der na
h-folgenden Tabelle der Reihe na
h, beginnend beim besten Blatt, angeführt.Auÿerdem �nden si
h dort die Abkürzungen für die einzelnen Karten, die imLaufe dieser Arbeit verwendet werden sollen.Bezei
hnung Beispiel AbkürzungRoyal Flush {A♦, K♦, Q♦, J♦, T♦}Straight Flush {J♣, T♣, 9♣, 8♣, 7♣}Four of a Kind {6♠, 6♥, 6♦, 6♣, Q♠}Full House {Q♥, Q♦, Q♣, 5♠, 5♦}Flush {A♥, J♥, T♥, 4♥, 2♥}Straight {T♣, 9♥, 8♣, 7♦, 6♥}Three of a Kind {K♠, K♥, K♣, T♣, 5♥}Two Pair {A♦, A♣, 2♠, 2♥, 3♦}Pair {T♦, T♣, A♠, J♠, 7♥}High Card {A♥, T♣, 7♣, 6♦, 3♣}Abb. 2
33



3.2 Der DealerDer Dealer ist ni
ht nur dafür zuständig die Karten zu mis
hen und auszu-teilen, er regelt auÿerdem die Pokerrunde.In Casinos oder bei Pokerturnieren übernimmt diese Aufgaben meist ein An-gestellter, der Dealer oder Croupier genannt wird.Sofern keine Mis
hmas
hine vorhanden ist, hat der Dealer die Karten ordent-li
h zu mis
hen. Dazu werden zuerst alle Karten mit der Bildseite na
h untenauf dem Tis
h ausgebreitet und in kreisförmigen Bewegungen dur
hgewühlt.Ans
hlieÿend werden die Karten wieder zu einem Stapel geformt. Dana
hwird der Stapel geteilt und mit Hilfe der Ri�e�Shu�e�Methode gemis
ht.Dabei hält jede Hand einen Stapel mit den Bild�ä
hen na
h unten fest undbiegt ihn mit dem Daumen na
h innen. Die Karten werden im Ans
hluss einena
h der anderen losgelassen, so dass si
h die beiden Stapel wie ein Reiÿver-s
hluss ineinander verzahnen. Man s
hiebt die Karten zusammen und derVorgang wird weitere ein oder zwei Mal wiederholt. Ans
hlieÿend hebt derDealer einen Teil des Kartenstapels auf und legt ihn unter den restli
henStapel. Zum S
hluss wird meist ein weiteres Mal die Ri�e�Shu�e�Methodeangewandt.Ans
hlieÿend hat der Dealer die Aufgabe die Karten auszuteilen. Er gibt je-dem Spieler zunä
hst eine Karte. Erst wenn jeder Spieler eine Karte in derHand hat, wird die zweite Karte ausgeteilt. Falls es Community�Cards, diealle Spieler sehen und zum Vervollständigen ihres Blattes nutzen können,gibt, hat der Dealer eine Karte des Stapels beiseite zu legen bevor er dieseKarten auf den Tis
h legt.Au
h während einer Runde hat der Dealer einige Aufgaben zu erledigen. Ermuss dafür sorgen, dass alle Spieler re
htzeitig ihre Einsätze ma
hen, ver-waltet den Pot und ermittelt, na
hdem alle im Spiel verbliebenen Spielerihre Karten aufgede
kt haben (Showdown), den Gewinner. Auÿerdem hat erdie Funktion des S
hiedsri
hters, falls es zu Meinungsvers
hiedenheiten oderStreitereien unter den Spielern kommt.Bei Pokerspielen im privaten Kreis spielt der Dealer meist selbst mit. Umdas Spiel trotzdem fair zu halten, wird jede Runde ein neuer Spieler zumDealer ernannt. Für die erste Runde wird der Dealer ausgelost. Dafür könnenvers
hiedene Verfahren angewandt werden, zum Beispiel könnte jeder Spielereine Karte aus dem Kartenstapel abheben, wobei die hö
hste Karte gewinnt.Der Spieler mit dieser Karte übernimmt für die erste Runde die Aufgaben desDealers. Wenn vorhanden, erhält dieser zur besseren Kennzei
hnung einenDealerbutton. Na
h jeder Runde wandert dieser im Uhrzeigersinn um einePosition weiter. Somit hat der nä
hste Spieler für die kommende Runde dieAufgaben des Dealers übernommen. 34



Im Internet ist es ni
ht sinnvoll einen Spieler zum Dealer zu ernennen. Dennwährend eines Online Poker Spiels kann ein Spieler jederzeit den Pokertis
hverlassen und bei einem anderen einsteigen. Dies ist au
h das Konzept derCash Games, auf die später no
h genauer eingegangen wird. Deshalb istvirtuelles Poker weitaus dynamis
her als das reale Pokerspiel. Die Aufgabendes Dealers übernimmt ein Zufallsgenerator, mit dessen Hilfe alle Kartenverteilt werden. Ein Spieler hat nur einige Sekunden Zeit um zu handeln,wenn er an der Reihe ist. Falls er die Zeit übersieht, ist er automatis
h ausdem Spiel ausges
hieden.3.3 Die Poker
hipsBeim Pokern wird selten mit ri
htigem Geld gespielt. Meist wird ein ge-wüns
hter Betrag gegen Spielgeld eingetaus
ht, die sogenannten Chips. Die-se Chips sind meist rund und haben je na
h ihrem Wert unters
hiedli
heFarben.Bevor die Karten ausgeteilt werden, müssen oft Zwangseinsätze, sogenannteAntes oder Blinds erbra
ht werden. Ein Ante ist ein Grundeinsatz, den jederSpieler vor Spielbeginn einzahlen muss. Dieser kommt bei Draw Poker Va-rianten gerne zum Einsatz um si
her zu stellen, dass das Spiel in S
hwungkommt. Blinds hingegen müssen nur von zwei Spielern erbra
ht werden. DerSpieler direkt links neben dem Dealer wird als Small Blind bezei
hnet, derlinks von diesem als Big Blind. Die Höhe der Blinds wird stets vor dem Spielfestgelegt. Der Big Blind hat meist den doppelten Wert des Small Blinds.Beim Online Poker wird oft mit Blinds zu 10/20 oder 25/50 Dollar gespielt.Bei vielen Turnieren ist es übli
h, die Blinds na
h einer gewissen Zeit zuerhöhen, meist sogar zu verdoppeln. Man will dadur
h vermeiden, dass dasPokerspiel zu lange dauert, da man bei einem Turnier ni
ht den Tis
h we
h-seln darf, wie es beim Online Poker oder beim Cash Game der Fall ist. Der BigBlind ist zuglei
h der Mindesteinsatz für jeden Spieler, der si
h ents
hlieÿtzu wetten.Grundsätzli
h wird zwis
hen Fixed Limit und No Limit Poker unters
hieden.Im Gegensatz zum Fixed Limit, bei dem nur das Setzen eines bestimmtenHö
hstbetrages erlaubt ist, gibt es beim No Limit Poker keine Obergrenzedes Einsatzes. Texas Hold'em wird meist ohne Limit (No Limit) gespielt. EinSpieler kann aber hö
hstens so viele Chips setzen, wie er no
h besitzt. Mö
hteein Spieler alle seine Chips (Sta
k) setzen, wird dieser Einsatz All�In genannt.35



3.4 Turnier/Cash GameBei Turnieren hat jeder Spieler denselben Betrag als Buy�In zu zahlen undbekommt dafür eine gewisse Anzahl an Chips. Der Wert der Chips muss ni
htmit dem zu zahlenden Geldbetrag übereinstimmen. Während des Spiels ist esni
ht erlaubt, das Spiel zu verlassen und die übrig gebliebenen Chips einzu-taus
hen. Wenn ein Spieler seinen gesamten Sta
k verspielt hat, ist das Spielfür ihn beendet. Er darf si
h keine neuen Chips kaufen um wieder einzustei-gen. So muss ein Spieler na
h dem anderen das Spiel verlassen, bis s
hlieÿli
hnur no
h ein Spieler übrig bleibt. Dieser ist der Gewinner des Turniers. Aberau
h er darf seine Chips ni
ht in Geld eintaus
hen. Der Gewinn wird vor demSpiel festgelegt und meist unter den drei Bestplatzierten so aufgeteilt, dassder Sieger die gröÿte und der Drittplatzierte die niedrigste Summe erhält.Bei einem Cash Game wird der Wert des eingebra
hten Geldes eines Spielersin Chips umgewe
hselt. Jeder darf einen beliebig groÿen Betrag eintaus
hen.Meist gibt es vers
hiedene Tis
he auf denen gepokert wird. Jedem Spielersteht es frei, jederzeit einen Tis
h zu verlassen und si
h zu einem anderenTis
h zu setzen (sofern no
h ein Platz frei ist). Bei Cash Games dürfen dieBlinds ni
ht erhöht werden, damit si
h die Spielsituation ni
ht verändert undjeder stets die glei
hen Chan
en besitzt.
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Kapitel 4Draw PokerDraw Poker ist der Überbegri� zahlrei
her Pokervarianten, wie zum BeispielFive Card Draw und Triple Draw, auf die im Folgenden näher eingegangenwerden soll. Gespielt wird beim Draw Poker mit französis
hen oder anglo-amerikanis
hen Karten zu 52 Blatt, übli
herweise ohne Joker. Jeder Spielererhält glei
h viele Karten, wobei die Anzahl von der jeweiligen Pokervarianteabhängt. Zumeist wird mit fünf Stü
k gespielt. Das Spiel besteht aus meh-reren Wettrunden. Na
h jeder besteht die Mögli
hkeit unerwüns
hte Kartenbeim Dealer auszutaus
hen. Wie viele Wettrunden und Taus
hvorgänge ge-spielt werden, hängt von der jeweiligen Pokervariante ab. Au
h die Anzahlder Karten, die getaus
ht werden dürfen, ist variabel. Alle Spieler, die na
hder letzten Wettrunde no
h im Spiel sind, liefern si
h einen Showdown. Jenermit den besten Karten gewinnt den Pot mit den gesetzten Chips.4.1 Five Card DrawFive Card Draw wurde in der Pionierzeit des 19. Jahrhunderts im Westen derheutigen USA, im sogenannten Wilden Westen, bevorzugt gespielt und ist dieälteste Variante des Draw Poker. Zahlrei
he Western�Filme beinhalten Sze-nen, in denen die Protagonisten bei diesem Pokerspiel gezeigt werden. Ni
htzuletzt deshalb war Five Card Draw lange Zeit die beliebteste Pokervariante,die gerne au
h im privaten Kreis mit Freunden gespielt wurde. Mittlerweilewurde es aber von Texas Hold'em, auf das später no
h genauer eingegangenwerden soll, abgelöst. 37



4.1.1 Die RegelnZu Beginn des Spiels wird unter allen Spielern ein Dealer ausgelost, der in derersten Runde für das Austeilen der Karten zuständig ist. Zur besseren Kenn-zei
hnung erhält er einen Dealerbutton. Dieser wandert na
h jeder Runde imUhrzeigersinn um eine Position weiter. No
h bevor die Karten ausgegebenwerden, muss jeder ein Ante in den Pot einzahlen. Ans
hlieÿend teilt derDealer allen Spielern je fünf Karten einzeln und verde
kt aus.Nun beginnt die erste Wettrunde, die der Spieler links vom Dealer erö�net.Ihm stehen zwei Mögli
hkeiten zur Verfügung: s
hieben (
he
k) oder wetten(bet). Wenn er s
hiebt, ist der nä
hste Spieler an der Reihe, dem seinerseitswieder diese beiden Mögli
hkeiten o�en stehen. Wenn er si
h aber ents
heidetzu wetten, hat der darau�olgende Spieler die Wahl mitzugehen (
all), zupassen (fold) oder zu erhöhen (raise). Auf diese Weise wird im Uhrzeigersinnweitergespielt. Für den Fall, dass alle Spieler bis auf einen ausgestiegen sind,gewinnt dieser den gesamten Pot und die Runde ist zu Ende. Ansonsten wirddas Spiel na
h denselben Regeln fortgesetzt, bis kein Spieler mehr erhöhenwill. Es ist nun aber jenem Spieler, der den letzten Einsatz erbra
ht hat,ni
ht erlaubt ein weiteres Mal zu erhöhen.Man kann Five Card Draw au
h mit einer zusätzli
hen Sonderregel spielen,bei der ein Spieler nur dann wetten darf, wenn er ein Paar Buben oder etwasBesseres in der Hand hält. Ist das ni
ht der Fall, muss er abwarten. Fallskein Spieler ein sol
hes Blatt besitzt, ist die Runde zu Ende. Die Kartenwerden gemis
ht und neu verteilt. Die Chips vom Ante bleiben aber im Pot,der bei dieser Spielvariante den tre�enden Namen Ja
kpot1 erhält. DiesesWort hat, wie au
h viele andere Pokerbegri�e, den Weg in den alltägli
henSpra
hgebrau
h gefunden.Na
h dieser ersten Wettrunde können nun, beginnend beim Spieler links vomDealer, Karten ausgetaus
ht werden. Übli
herweise dürfen alle fünf ersetztwerden, es gibt aber au
h Varianten bei denen nur vier oder no
h wenigerKarten ausgewe
hselt werden dürfen. Es steht aber natürli
h jedem Spielerfrei alle Karten zu behalten. Nun beginnt die zweite und letzte Wettrunde.Sie folgt dem glei
hen Prinzip wie die erste.Falls na
h dieser Wettrunde nur no
h ein Spieler übrig ist, erhält dieser dengesamten Pot und das Spiel ist beendet. Ansonsten kommt es zum Showdown.Alle verbliebenen Spieler müssen nun ihre Karten o�en zeigen, beginnend beidemjenigen, der zuletzt erhöht hat.1Ja
k ist der englis
he Begri� für jene Spielkarte, die im deuts
hen Bube genannt wird.38



Falls in dieser Runde ni
hts gesetzt wurde, hat der Spieler links von Dealerseine Karten zuerst aufzude
ken. Die beste Hand gewinnt den gesamten Pot.Falls zwei oder mehr Spieler ein glei
hwertiges Blatt besitzen, wird der Potzu glei
hen Teilen aufgeteilt.4.1.2 Die Chan
en auf ein gutes BlattBei Five Card Draw teilt der Dealer übli
herweise jedem Spieler immer nureine Karte aus, bis jeder Spieler fünf Karten in den Händen hält. Man willdadur
h vermeiden, dass die Spieler bei s
hle
ht gemis
hten Karten wiederdasselbe Blatt wie in der Vorrunde bekommen. In der Wahrs
heinli
hkeits-re
hnung wird allerdings von rein zufällig angeordneten Karten ausgegangen.In diesem Fall ist es unerhebli
h, ob alle Karten auf einmal oder in fünf Ratenausgegeben werden. Das sukzessive Austeilen muss also in der Re
hnung ni
htberü
ksi
htigt werden. Damit ist die Wahrs
heinli
hkeit für eine bestimmtePokerkombination au
h von der Spieleranzahl unabhängig.Allerdings ist anzumerken, dass bei den folgenden Beispielen no
h keine Kar-ten getaus
ht wurden. Es ist, wie oben bereits erwähnt, bei Five Card Drawerlaubt, na
h der ersten Wettrunde beliebig viele Karten beim Dealer auszu-we
hseln. Hier werden aber zunä
hst nur die Wahrs
heinli
hkeiten bere
hnet,ein bestimmtes Blatt glei
h na
h dem ersten Austeilen in den Händen zu hal-ten. Man kann den Taus
h ni
ht berü
ksi
htigen, weil dieser ni
ht rein vomZufall abhängig ist. Au
h wenn davon ausgegangen wird, dass die Kartenwahllos angeordnet sind, kann der Spieler selbst ents
heiden wie viele Kartener taus
hen will. Somit ist der Spieler zum Teil dafür verantwortli
h einen gu-ten Taus
h zu ma
hen oder ni
ht. Auf die Frage, wel
he und wie viele Kartenman bei einzelnen Startblättern auswe
hseln soll, damit die Wahrs
heinli
h-keit für ein gutes Blatt maximal wird, soll später no
h genauer eingegangenwerden.Von Royal Flush bis High CardRoyal Flush:Bei Five Card Draw wird mit 52 Karten gespielt, aus denen fünf gezogenwerden. Die Reihenfolge der Karten spielt keine Rolle und eine gezogeneKarte kann ni
ht ein zweites Mal ausgeteilt werden. Es handelt si
hdemna
h um eine Kombination ohne Wiederholung, wel
he si
h mit (n
k

)bere
hnen lässt. 39



Es gibt vier Mögli
hkeiten einen Royal Flush zu bekommen (entwederin der Farbe ♠,♥,♦ oder ♣).Mit Hilfe der Lapla
e-Formel erhält man:
P (Royal Flush) = 4

(
52
5

) ≈ 0, 00000154

Straight Flush:Es ergeben si
h neun günstige Mögli
hkeiten für einen Straight Flush:
{A, 2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5, 6}, {3, 4, 5, 6, 7}, {4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 7, 8, 9},
{6, 7, 8, 9, T}, {7, 8, 9, T, J}, {8, 9, T, J, Q}, {9, T, J, Q,K}.Alle fünf Karten müssen wie beim Royal Flush, die glei
he Farbe haben.Demna
h gibt es vier Mögli
hkeiten für die Farbauswahl. Da diese bei-den Ereignisse unabhängig voneinander sind, darf man sie miteinandermultiplizieren.Es werden natürli
h immer no
h fünf Karten aus insgesamt 52 gezogen.Man kommt also zu folgender Re
hnung:

P (Straight Flush) = 9 · 4
(
52
5

) ≈ 0, 00001385

Four of a Kind:Pokerkarten beinhalten insgesamt 13 vers
hiedene Werte, demna
h gibtes 13 Mögli
hkeiten vier glei
he Karten zu ziehen. Weiters muss genaueine Karte einen anderen Wert besitzen, also aus den 48 verbliebenenKarten stammen.Insgesamt ergibt si
h Folgendes:
P (Four of a Kind) = 13 · 48

(
52
5

) ≈ 0, 0002401

Full House:Für den Drilling stehen 13 Werte zur Verfügung. Jeder Wert existiertin vier vers
hiedenen Farben, aus denen drei für den Drilling gezogenwerden. Demna
h wird aus einer 4�elementigen Menge eine Sti
hprobevom Umfang 3 entnommen. 40



Die beiden Karten des Paares können nur no
h einen von 12 Wertenannehmen und in zwei der vier mögli
hen Farben gezogen werden.Somit erhält man:
P (Full House) = 13 ·

(
4
3

)
· 12 ·

(
4
2

)

(
52
5

) ≈ 0, 00144058Flush:Insgesamt gibt es vier vers
hiedene Farben, in denen ein Flush gezogenwerden kann. Es gibt 13 vers
hiedene Werte in jeder Farbe, von denenfünf gezogen werden. Es darf aber ni
ht mögli
h sein, aus diesen Kar-ten eine Straÿe zu bilden. Demna
h muss die Anzahl der potentiellenStraight Flushs und Royal Flushs abgezogen werden. Laut der obigenÜberlegung gibt es vier Mögli
hkeiten für einen Royal Flush und 36Mögli
hkeiten für einen Straight Flush, also insgesamt 40 Mögli
hkei-ten.Daher lautet die Wahrs
heinli
hkeit:
P (Flush) = 4 ·

(
13
5

)
− 40

(
52
5

) ≈ 0, 0019654Straight:Es existieren zehn vers
hiedene Arten ein Straight anzuordnen. Das nied-rigste Straight besteht aus den Karten {A, 2, 3, 4, 5} und das hö
hste aus
{T, J,Q,K,A}. Also muss die niedrigste Karte aus der 10�elementigenMenge {A, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, T} stammen.Diese fünf Karten dürfen allerdings ni
ht alle die glei
he Farbe besit-zen, denn sonst hätte der Spieler einen Royal Flush oder einen StraightFlush in der Hand. Bei der Anordnung von fünf Karten in vier Farbenhandelt es si
h um eine Variation mit Wiederholung, da die Reihenfolgeder Farbzusammenstellung von Bedeutung ist und eine Farbe mehrmalsangenommen werden kann. Eine Variation mit Wiederholung wird mit
nk bere
hnet. Von den insgesamt 45 Mögli
hkeiten fünf Karten in vierFarben anzuordnen, müssen demna
h vier, jene in wel
hen alle Kartendieselbe Farbe besitzen, abgezogen werden.Dies führt zu:

P (Straight) = 10 · (45 − 4)
(
52
5

) ≈ 0, 0039246541



Three of a Kind:Die Anzahl der Mögli
hkeiten einen Drilling zu ziehen wurde bereits imBeispiel Full House bere
hnet, sie lautet 52. Die restli
hen zwei Kartenmüssen allerdings sowohl vom Wert des Drillings, als au
h voneinander,vers
hieden sein. Das bedeutet, dass aus den verbliebenen 12 Wertenzwei gezogen werden. Diese beiden Karten können jede beliebige Farbeannehmen. Es handelt si
h wieder um eine Variation mit Wiederholung.Aus diesem Grund gibt es 42 Mögli
hkeiten diese zwei Karten in vierFarben anzuordnen.Somit erhält man:
P (Three of a Kind) = 52 ·

(
12
2

)
· 42

(
52
5

) ≈ 0, 02112845

Two Pair:Zunä
hst sollen die Werte für die beiden Paare ausgewählt werden. Ausinsgesamt 13 mögli
hen Werten werden demna
h zwei gezogen. Jedesdieser beiden Paare kann zwei der vier mögli
hen Farben annehmen.Die fünfte Karte muss einen von den beiden Paaren vers
hiedenen Wertbesitzen. Insgesamt stehen no
h elf Werte zur Verfügung. Diese Kartekann jede beliebige Farbe annehmen.Es folgt also:
P (Two Pair) = (

13
2

)
·
(
4
2

)
·
(
4
2

)
· 11 · 4

(
52
5

) ≈ 0, 04753902

Pair:Es stehen 13 Werte für das Paar zur Verfügung. Die Farben dieser bei-den Karten kann aus den vier mögli
hen Farben gewählt werden. Dierestli
hen drei Karten müssen aber einen unters
hiedli
hen Wert besit-zen. Demna
h werden drei Elemente aus einer 12�elementigen Mengegezogen. Diese drei Karten können jede beliebige Farbe annehmen. Esgibt also 43 Anordnungsmögli
hkeiten.42



Es ergibt si
h folgende Wahrs
heinli
hkeit:
P (Pair) = 13 ·

(
4
2

)
·
(
12
3

)
· 43

(
52
5

) ≈ 0, 42256903High Card:Es ist die Wahrs
heinli
hkeit gesu
ht, dass si
h aus den fünf Kartenkeine der oben angeführten Kombinationen anordnen lässt. Es handeltsi
h um die Gegenwahrs
heinli
hkeit des Ereignisses, dass si
h irgendeineKombination aus den Karten bilden lässt. Es werden also alle obigenWahrs
heinli
hkeiten von 1 abgezogen.Somit erhält man:
P (High Card) = 1− (P (Royal Flush) + P (Straight Flush)+

+P (Four of a Kind) + P (Full House) + P (Flush) + P (Straight)+
P (Three of a Kind) + P (Two Pair) + P (Pair)) ≈
≈ 1− (0, 00000154 + 0, 00001385 + 0, 0002401+

+0, 00144058 + 0, 0019654 + 0, 00392465+

+0, 02112845 + 0, 04753902 + 0, 42256903)

≈ 0, 5011774Tabelle: Five Card DrawUm eine bessere Übersi
ht über die Wahrs
heinli
hkeiten der jeweiligen Blät-ter in Five Card Draw zu erhalten, werden sie hier in einer Tabelle aufgelistet.Kombination Wahrs
heinli
hkeitRoyal Flush 0,00000154Straight Flush 0,00001385Four of a Kind 0,00024010Full House 0,00144058Flush 0,00196540Straight 0,00392465Three of a Kind 0,02112845Two Pair 0,04753902Pair 0,42256903High Card 0,5011774043



4.2 Triple DrawDas Spiel Triple Draw gehört au
h zur Draw�Poker�Familie, wird aber na
handeren Regeln gespielt. Bei diesem Spiel geht es darum ein mögli
hst s
hle
h-tes Blatt in den Händen zu halten. Diese Pokervariante nennt si
h Lowball.4.2.1 Die RegelnDie Regeln des Triple Draw sind denen von Five Card Draw sehr ähnli
h. EinUnters
hied besteht darin, dass es ni
ht nur eine Taus
hrunde gibt, sonderndrei. Somit gibt es vier Wettrunden, bevor es zum Showdown kommt. TripleDraw kennt zwei vers
hiedene Varianten: A�5 Triple Draw und 2�7 TripleDraw. Das Besondere bei diesen Pokerspielen ist, dass beide na
h den LowballRegeln gespielt werden, bei denen das s
hle
hteste Blatt gewinnt.Bei A�5 (A
e to Five) Triple Draw hat das Ass immer den Wert 1 und Flushsund Straights zählen ni
ht. Die s
hle
htest mögli
he Kartenkombination ist
{A, 2, 3, 4, 5}.Im Gegensatz dazu zählt bei 2�7 (Deu
e to Seven) Triple Draw sowohlder Flush, als au
h das Straight und das Ass nimmt stets den hö
hstenWert an. Die s
hle
hteste Hand, die man in diesem Spiel erhalten kann, ist
{2, 3, 4, 5, 7}.4.2.2 Die Chan
en auf ein s
hle
htes BlattDas Ziel des Spielers bei Triple Draw ist es, mögli
hst niedrige Karten in derHand zu halten, mit denen es ni
ht mögli
h ist, ein Paar oder etwas bessereszu bilden.2-7 Triple Draw:Da bei dieser Variante Straights und Flushs zählen und das Ass immerden hö
hsten Wert hat, ist das s
hle
hteste Blatt {2, 3, 4, 5, 7}, gefolgt von
{2, 3, 4, 6, 7}, {2, 3, 5, 6, 7} und {2, 4, 5, 6, 7}. Diese Vierergruppe nennt manSeven�Low. Die Karten dürfen allerdings ni
ht dieselbe Farbe haben. DasBlatt {2, 3, 4, 5, 6}, das eigentli
h die niedrigsten Karten beinhalten würde,44



zählt als Straight und lässt si
h deshalb ni
ht in die Liste der s
hle
htenKartenblätter einordnen. Allerdings stellt das Blatt {A, 2, 3, 4, 5} keine Stra-ÿe dar, da das Ass ni
ht den Wert 1 annehmen darf. Es ist also zu dens
hle
hten Blättern zu zählen.Es folgen jene Kartenkombinationen, deren hö
hste Karte eine 8 ist. Diesewerden Eight�Low genannt. Das nä
hstbeste Blatt besteht demna
h aus denWerten {2, 3, 4, 5, 8}. Die Reihenfolge kann auf dieselbe Weise wie die Seven�Low Blätter fortgesetzt werden. Die Eight�Low Blätter bestehen aber ausmehr Kartenkombinationen als die Seven�Low Blätter.Eight�Low KartenzusammenstellungenDa eine der insgesamt fünf Karten eine 8 sein soll, bleiben no
h vier freiePlätze für se
hs vers
hiedene Kartenwerte (2, 3, 4, 5, 6, 7). Es handelt si
hhierbei um eine Kombination ohne Zurü
klegen, da die Reihenfolge derKarten ni
ht von Bedeutung ist. Weiters muss ein Blatt, das Straight
{4, 5, 6, 7, 8}, abgezogen werden.Somit ergibt si
h für die Anzahl der Eight�Low Blätter: (6

4

)
− 1 = 14.Es gibt also 14 vers
hiedene Eight�Low Kartenzusammenstellungen.Die Liste der Lowball�Blätter lieÿe si
h mit den Nine�Low und Ten�LowKarten fortführen. Die Regeln bleiben aber immer die glei
hen.Die besten Voraussetzungen hat ein Spieler, dessen Karten keine der gu-ten Kombinationen ergeben. Alle fünf Karten müssen demna
h vers
hiedeneWerte haben. Auÿerdem dürfen sie kein Straight und keinen Flush bilden.Keine KombinationAlle fünf Kartenwerte müssen vers
hieden sein. Demna
h wird eine 5�elementige Sti
hprobe aus einer 13�elementigen Menge entnommen. Da-mit diese Karten aber kein Straight bilden, müssen neun Mögli
hkeitendavon abgezogen werden ({A, 2, 3, 4, 5} zählt ni
ht als Straight). Jededer fünf Karten kann jede beliebige Farbe annehmen, jedo
h müssen dievier Mögli
hkeiten, dass alle glei
her Farbe sind, abgezogen werden. Umdie Wahrs
heinli
hkeit zu erhalten muss no
h dur
h alle Mögli
hkeitenfünf Karten aus 52 zu ziehen dividiert werden. Natürli
h wurde au
hhier die Mögli
hkeit Karten auszutaus
hen ni
ht bea
htet.Insgesamt erhält man:

P (Keine Kombination) = ((
13
5

)
− 9
)
· (45 − 4)

(
52
5

) ≈ 0.5015698645



A�5 Triple DrawDie beste Hand bei A�5 Triple Draw wird �The Wheel� genannt. Da Flushsund Straights ni
ht zählen und Ass immer den Wert 1 besitzt, besteht dieseaus den Werten {A, 2, 3, 4, 5}. Dieses Blatt wird au
h Five�Low genannt. Dienä
hstbeste Kartengruppe nennt si
h Six�Low. Hierbei ist der hö
hste Wert,der von einer der fünf Karten angenommen wird, eine 6. Die Rangfolge kanndementspre
hend mit Seven�Low, Eight�Low und Nine�Low fortgeführt wer-den.The Wheel/5�LowJede Kombination aus fünf vers
hiedenen Werten hat dieselbe Wahr-s
heinli
hkeit. Somit steht diese Re
hnung exemplaris
h für jede mögli-
he Kartenkombination, da Flushs und Straights ni
ht gezählt werden.Jede Karte kann eine beliebige Farbe annehmen. Es gibt also 45 mög-li
he Farbkombinationen. Insgesamt werden wieder fünf Karten aus 52gezogen. So erhält man die Wahrs
heinli
hkeit:
P (The Wheel) = 45

(
52
5

) ≈ 0, 000394

6�LowDie beste Kartengruppe na
h Five�Low nennt si
h Six�Low. Diese be-steht aus fünf Kombinationen:
{A, 2, 3, 4, 6}, {A, 2, 3, 5, 6}, {A, 2, 4, 5, 6}, {A, 3, 4, 5, 6} und {2, 3, 4, 5, 6}Die Wahrs
heinli
hkeit eines dieser Six�Low Blätter beim ersten Austei-len zu erhalten lautet somit:

P (6�Low) = 5 · 45
(
52
5

) ≈ 0.00197002
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Kapitel 5Hold'em PokerHold'em1 Poker wird no
h ni
ht so lange gespielt wie Draw Poker, erfreutsi
h aber gerade in letzter Zeit groÿer Beliebtheit und hat Draw Poker sowohlbei Turnieren, als au
h bei Cash Games längst verdrängt. Bei diesem Spielwird eine gewisse Anzahl von Community�Cards o�en in die Mitte des Ti-s
hes gelegt, damit sie von allen Spielern zur Bildung ihrer Hand verwendetwerden können. Zusätzli
h erhält jeder Spieler verde
kte Hole�Cards. DerSpieler mit der hö
hsten Kombination aus fünf Karten, die sowohl mit denHole�Cards, als au
h mit den Community�Cards gebildet werden dürfen, hatdie Runde gewonnen.
5.1 Texas Hold'emTexas Hold'em ist die bekannteste Variante der Hold'em Familie. In Casi-nos ist es das am häu�gsten angebotene Pokerspiel und au
h im Fernsehenwerden immer öfter Texas Hold'em Turniere mit professionellen Pokerspie-lern übertragen. Sogar bei privaten Pokerrunden zu Hause wurde Five CardDraw bereits von Texas Hold'em verdrängt.1Hold'em ist eine Abkürzung für Hold them.
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5.1.1 Die RegelnTexas Hold'em wird ebenfalls mit französis
hen oder anglo�amerikanis
henKarten zu 52 Blatt, übli
herweise ohne Joker, gespielt. Wenn es keinen Crou-pier wie im Casino gibt, wird ein Dealer bestimmt, der die Karten mis
ht undausteilt. Zur besseren Erkennung erhält dieser einen Dealerbutton. TexasHold'em wird ni
ht mit Antes, sondern mit Blinds gespielt. Der Spieler linksvom Dealer setzt den Small Blind, sein Na
hbar den Big Blind. Erst na
hdiesen Einsätzen werden allen Spielern zwei verde
kte Hole�Cards ausgeteilt.Nun beginnt die erste Wettrunde, au
h Pre�Flop genannt. Der Spieler linksneben dem Big Blind beginnt. Jeder Spieler hat nun der Reihe na
h die Mög-li
hkeiten zu passen (fold), mitzugehen (
all) oder zu erhöhen (raise). Wennni
ht erhöht, sondern nur mitgegangen oder gepasst wird, ist die erste Rundebeendet. Zum S
hluss muss der Small Blind no
h die Di�erenz auf den BigBlind einzahlen, wenn er weiterspielen will. Jeder Spieler hat die Mögli
hkeitzu erhöhen. Die Runde endet, wenn alle übrigen Mitspieler bei einem Einsatzmitgegangen sind. Jener Spieler, der die letzte Erhöhung vorgenommen hat,darf nun kein weiteres Mal erhöhen.Na
hdem der Dealer die oberste Karte des Stapels zur Seite gelegt hat, wer-den drei Karten o�en auf den Tis
h gelegt. Diese Runde nennt si
h Flop.Der Spieler links vom Dealer hat nun die Wahl zu wetten (bet) oder zus
hieben (
he
k). Es gibt keine Blinds mehr. Wenn er s
hiebt, hat der nä
hs-te Spieler wieder dieselben zwei Mögli
hkeiten. Wenn er jedo
h wettet, kannder nä
hste Spieler mitgehen, erhöhen oder passen. Diese Runde geht wiederso lange, bis alle Spieler bei einer Erhöhung mitgegangen sind oder gepassthaben. Man
hmal wird die Anzahl der erlaubten Erhöhungen pro Runde ein-ges
hränkt, übli
herweise auf drei. Dadur
h will man vermeiden, dass eineRunde zu lange dauert.Der Dealer gibt die oberste Karte des Stapels wieder beiseite und legt dienä
hste o�ene Karte, Turn genannt, zu den anderen auf den Tis
h. Nunbeginnt die dritte Wettrunde, die analog zur zweiten verläuft.Na
hdem der River, so wird die fünfte und letzte der Community�Cardsgenannt, ebenfalls o�en auf den Tis
h gelegt wurde, beginnt die letzte Wett-runde, gefolgt vom Showdown. Beginnend bei jenem Spieler, der als letzteserhöht oder gewettet hat, de
kt jeder Spieler im Uhrzeigersinn seine Kartenauf. Falls niemand gesetzt hat, muss der Spieler links vom Dealer als ersterseine Karten zeigen. Sollten bereits alle Spieler bis auf einen aufgegeben ha-ben gewinnt der letzte verbliebene Spieler den gesamten Pot. Er muss seineKarten ni
ht den anderen zeigen. Falls aber no
h mehrere Spieler im Ren-48



nen sind, gilt es herauszu�nden, wer die beste Kombination aus fünf Kartenbilden kann. Dafür dürfen beliebig viele Hole�Cards und Community�Cardsverwendet werden. Es kann au
h vorkommen, dass die besten fünf Karten dieCommunity�Cards selbst sind. In diesem Fall wird der Pot unter den no
hverbliebenen Spielern aufgeteilt (Split Pot). Andernfalls gewinnt der Spielermit der besten Hand. Er erhält den gesamten Pot. Falls es zwei oder mehrereSpieler gibt, die eine Kombination von glei
hem Wert besitzen, kommt esebenfalls zum Split Pot.5.1.2 Die Chan
en auf ein gutes BlattBei Texas Hold'em ist es im Gegensatz zu Five Card Draw ni
ht erlaubtKarten zu taus
hen. Dieser Umstand sorgt dafür, dass die Wahrs
heinli
h-keiten für die einzelnen Blätter bei Five Card Draw ni
ht exakt bere
henbarsind. Zumindest ni
ht, wenn der Taus
h berü
ksi
htigt werden soll. Deshalbwurden im vorigen Kapitel nur die Wahrs
heinli
hkeiten jener Blätter ange-geben, die ein Spieler na
h dem ersten Austeilen in der Hand hält. Da esnun keine Taus
hrunden mehr gibt ist es bei Texas Hold'em mögli
h, voraus-zusagen, mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit ein Spieler ein bestimmtes Blatt inder Hand hält, na
hdem alle Karten ausgeteilt wurden. Dabei wird natürli
hvorausgesetzt, dass er die Runde zu Ende spielt und ni
ht aussteigt.Im Folgenden wird die Wahrs
heinli
hkeit, die jeweiligen Pokerkombinatio-nen aus fünf Karten unter sieben ausgeteilten vorzu�nden, bere
hnet. DerFrage na
h der Wahrs
heinli
hkeit für ein gutes Blatt während des Spielver-laufs, wenn also no
h ni
ht alle Karten bekannt sind, wird später na
hgegan-gen.Von Royal Flush bis High CardRoyal Flush:Es gibt vier vers
hiedene Mögli
hkeiten einen Royal Flush zu ziehen, inden Farben ♠,♥,♦ oder ♣. Die übrigen beiden Karten, die aus den 47verbliebenen genommen werden, können völlig beliebig gewählt werden,da es ni
ht mögli
h ist, mit diesen eine bessere Kombination zu erhalten.Es wird also eine 2�elementige ungeordnete Sti
hprobe aus einer 47�elementigen Menge ohne Zurü
klegen entnommen. Insgesamt gibt es 52Karten, aus denen sieben Stü
k entnommen werden.49



Mit Hilfe der Formel von Lapla
e erhält man die Wahrs
heinli
hkeit:
P (Royal Flush) = 4 ·

(
47
2

)

(
52
7

) ≈ 0, 00003232

Straight Flush:Einen Straight Flush gibt es in vier vers
hiedenen Farben. Man hat au-ÿerdem, wie bei Five Card Draw, neun Mögli
hkeiten ein Straight zubekommen:
{A, 2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5, 6}, {3, 4, 5, 6, 7}, {4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 7, 8, 9},
{6, 7, 8, 9, T}, {7, 8, 9, T, J}, {8, 9, T, J, Q} und {9, T, J, Q,K}.Das Ass darf ni
ht als hö
hste Karte gezogen werden, da die daraus ent-stehende Straÿe in die Kategorie Flush fallen würde. Nun muss bea
htetwerden, dass keine der beiden zusätzli
hen Karten das Blatt zu einemhöheren Straight ma
ht. Der jeweils nä
hsthöhere Kartenwert muss alsoaus den verbliebenen 47 Karten ausges
hlossen werden. Bei der Kombi-nation {A, 2, 3, 4, 5}, darf demna
h keine 6 gezogen werden, denn sonstwürde das höhere Straight {2, 3, 4, 5, 6} zählen. Man kann folgli
h diefehlenden zwei Karten nur aus einer Menge von 46 ziehen. Es ergibtsi
h:

P (Straight Flush) = 4 · 9 ·
(
46
2

)

(
52
7

) ≈ 0, 00027851Four of a Kind:Es stehen 13 vers
hiedene Werte für einen Poker zur Verfügung. Es gibtkeine Mögli
hkeit mit den übrigen drei Karten ein besseres Blatt zu er-halten, da es ni
ht mögli
h ist mit sieben Karten von denen vier den glei-
hen Wert besitzen eine Straÿe zu bilden. Somit wird eine 3�elementigeungeordnete Sti
hprobe aus einer 48�elementigen Menge gezogen. Ins-gesamt erhält man:
P (Four of a Kind) = 13 ·

(
48
3

)

(
52
7

) ≈ 0, 00168067
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Full House:Um dieses Beispiel zu lösen müssen einige Unters
heidungen vorgenom-men werden. Aus diesem Grund wird zunä
hst von einem bestimmtenWert für den Drilling und einem bestimmten Wert für das Paar ausge-gangen. Der Drilling kann in je drei der vier vorhandenen Farben gezogenwerden, das Paar nur in zwei. Somit gibt es (4
3

)
·
(
4
2

) Mögli
hkeiten einenbestimmten Drilling und ein bestimmtes Paar zu erhalten.Die beiden anderen Karten lassen si
h nur no
h aus einer 44�elementigenMenge ziehen. Denn alle Karten, die den Wert des Drillings oder des Paa-res besitzen, müssen von den ursprüngli
h 52 Stü
k subtrahiert werden.Es bleiben also zunä
hst (44
2

) Mögli
hkeiten, die übrigen beiden Kartenzu ziehen.Der Wert des Drillings soll im Folgenden mit k bezei
hnet werden undder Wert des Paares mit j. Um dem Re
hengang besser folgen zu können,werden den einzelnen Karten folgende Werte zugeordnet.Karte A K Q J T 9 8 7 6 5 4 3 2Wert 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13Nun muss eine Fallunters
heidung vorgenommen werden. Es ist nämli
hzu unters
heiden, ob der Wert des Drillings gröÿer oder kleiner ist alsder Wert des Paares. Da es nur vier Karten eines jeden Wertes gibt, istes unmögli
h, dass der Drilling und das Paar denselben Wert besitzen.1. Fall: k < jWenn der Wert des Drillings kleiner ist als der Wert des Paares, mussdie Anzahl jener Paare, die einen gröÿeren Wert als j besitzen von (44
2

)subtrahiert werden. Soll ein Spieler zum Beispiel das Blatt {9, 9, 9, J, J}besitzen, darf das Paar {K,K} ni
ht gezogen werden, denn dann ent-stünde das Full House {9, 9, 9, K,K}, das einen höheren Wert besitzt.Ein Bli
k auf die Wertetabelle zeigt, dass je (j − 1) Paare subtrahiertwerden müssen, die si
h wieder aus zwei der vier Farben zusammenstel-len lassen: (44
2

)
− (j − 1) ·

(
4
2

).Man erhält also für den ersten Fall:
(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

((
44

2

)

− (l − 1) ·

(
4

2

))
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2. Fall: k > jWenn der Wert des Drillings allerdings gröÿer ist als der Wert des Paa-res, führt eine ähnli
he Überlegung wie oben zur Lösung. Es müssenalle Paare, die einen gröÿeren Wert als j besitzen, von (44
2

) subtrahiertwerden. Diesmal ist aber au
h k unter diesen Werten. Da es ni
ht mög-li
h ist, no
h ein Paar mit dem Wert k zu ziehen, weil bereits dreiKarten dieses Wertes entnommen wurden, muss der Wert k ebenfallsabgezogen werden. Somit werden insgesamt (j − 2) Paare subtrahiert:
(
4
3

)
·
(
4
2

)
·
((

44
2

)
− (j − 2) ·

(
4
2

)).Da k > j ist, muss zusätzli
h bea
htet werden, dass no
h eine weitereKarte mit dem Wert j gezogen werden darf. Dieser Drilling hätte einenkleineren Wert als der bereits vorhandene und würde somit ni
ht gewer-tet werden. Wenn ein Spieler zum Beispiel das Blatt {J, J, J, 9, 9, 9, 4}hat, zählen die drei Buben und die zwei Neuner. Es müssen demzufol-ge wieder einige Kombinationen addiert werden. Nämli
h jene, in denenein Drilling vom Wert k gezogen wird, dana
h ein weiterer Drilling vomWert j und s
hlieÿli
h no
h eine beliebige Karte, die aus den übrigen 44kommen kann: (4
3

)
·
(
4
3

)
·
(
44
1

).Insgesamt ergibt si
h demna
h für den zweiten Fall:
(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

((
44

2

)

− (j − 2) ·

(
4

2

))

+

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

)Bis jetzt wurde von einem festen k und einem festen j ausgegangen. Nunsoll über alle j summiert werden, wel
he die Werte 1, 2, ..., 13 annehmenkönnen. Insgesamt erhält man:
13∑

j=1
j 6=k

[(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

((
44

2

)

− (j − 1) ·

(
4

2

))

+

+

(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

((
44

2

)

− (j − 2) ·

(
4

2

))

+

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

)]

=
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Die Summe wird aufgespalten, wobei j im Fall k < j die Werte
1, 2, ..., (k−1) annimmt und im Fall k > j die Werte (k+1), (k+2), ..., 13.
=

k−1∑

j=1

(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

((
44

2

)

− (j − 1) ·

(
4

2

))

+

13∑

j=k+1

(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

((
44

2

)

− (j − 2) ·

(
4

2

))

+

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

)

=Um die Re
hnung zu vereinfa
hen, wird (4
3

)
·
(
4
2

) herausgehoben:
=

(
4

3

)

·

(
4

2

)

·







13∑

j=1
j 6=k

(
44

2

)

−

(
4

2

)

·

(
k−1∑

j=1

(j − 1) +

13∑

j=k+1

(j − 2)

)







+

+

13∑

j=k+1

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

)

=Es be�nden si
h vier Summen in der obigen Re
hnung. Diese sollen nunseparat bere
hnet werden.(1) 13∑

j=1
j 6=k

(
44
2

)
= 12 ·

(
44
2

).(2) k−1∑

j=1

(j − 1) = 0 + 1 + 2 + ...+ (k − 2).(3) 13∑

j=k+1

(j − 2) = (k − 1) + k + ...+ 11.Die Ergebnisse der zweiten und dritten Summe können addiertwerden:
k−1∑

j=1

(j − 1) +

13∑

j=k+1

(j − 2) =

= 0 + 1 + ...(k − 1) + k + (k + 1) + ...+ 10 + 11 = 66(4) 13∑

j=k+1

(
4
3

)
·
(
4
3

)
·
(
44
1

)
= (13− k) ·

(
4
3

)
·
(
4
3

)
·
(
44
1

).53



Diese Teilergebnisse können nun in die Ausgangsre
hnung übertragenwerden:
=

(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

(

12 ·

(
44

2

)

− 66 ·

(
4

2

))

+ (13− k)

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

)Der Wert k ist immer no
h fest, also muss no
h über alle k summiertwerden.
13∑

k=1

[(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

(

12 ·

(
44

2

)

− 66 ·

(
4

2

))

+

+(13− k)

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

)]

=

=

(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

(

13 · 12 ·

(
44

2

)

− 13 · 66 ·

(
4

2

))

+

+

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

) 13∑

k=1

(13− k) =Die Summe wird wieder separat betra
htet:
13∑

k=1

(13− k) = 0 + 1 + ...+ 13 = 78.Daher erhält man insgesamt für die Anzahl der mögli
hen Full HouseZiehungen:
=

(
4

3

)

·

(
4

2

)

·

(

13 · 12 ·

(
44

2

)

− 13 · 66 ·

(
4

2

))

+ 78 ·

(
4

3

)

·

(
4

3

)

·

(
44

1

)

Nun lässt si
h die Wahrs
heinli
hkeit für ein Full House bere
hnen, in-dem man dur
h die Anzahl aller mögli
hen Ziehungen dividiert.
P (Full House) =

=

(
4
3

)
·
(
4
2

)
·
(
13 · 12 ·

(
44
2

)
− 13 · 66 ·

(
4
2

))
+ 78 ·

(
4
3

)
·
(
4
3

)
·
(
44
1

)

(
52
7

) ≈ 0.02596102
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Flush:Für einen Flush stehen vier Farben zur Auswahl.Zunä
hst muss eine Unters
heidung vorgenommen werden. Um aus deninsgesamt sieben gezogenen Karten einen Flush zu bilden, können fünf,se
hs oder sieben Karten die glei
he Farbe besitzen. Diese drei Mögli
h-keiten (Flush mit fünf glei
hfarbigen Karten, Flush mit se
hs glei
hfar-bigen Karten und Flush mir sieben glei
hfarbigen Karten) werden nunna
heinander behandelt.1. Fall:Im ersten Fall wird ein Flush mit fünf glei
hfarbigen Karten gezogen.Dazu werden aus den insgesamt 13 Werten fünf vers
hiedene ausgewählt.Diese dürfen allerdings keine Straÿe bilden. Also werden zehn Mögli
h-keiten, das entspri
ht der Anzahl der unters
hiedli
hen Straÿenkombina-tionen, wieder abgezogen. Es bleiben also no
h 39 Karten übrig, die eineandere Farbe besitzen. Aus diesen müssen no
h zwei Karten gezogenwerden. Somit erhält man für die Anzahl der Kombinationen:
((

13

5

)

− 10

)

·

(
39

2

)

2. Fall:Im zweiten Fall gibt es nun se
hs Karten der glei
hen Farbe. Man ziehtalso se
hs Werte aus einer Menge von 13 Werten. Wie im ersten Fall müs-sen die Mögli
hkeiten für einen Straight Flush und einen Royal Flushabgezogen werden. Insgesamt gibt es zehn mögli
he Straÿenkombinatio-nen. Wenn die fünf glei
hfarbigen Karten eine Straÿe mit einem Assals hö
hstem Wert bilden, wofür es nur eine Mögli
hkeit gibt, kann diese
hste Karte einen beliebigen der verbliebenen a
ht Werte dieser Far-be annehmen. Aus diesen wird einer ausgewählt. Bei den anderen neunStraÿenkombinationen darf die se
hste Karten nur aus sieben Wertengewählt werden, da je ein Wert das Blatt zu einem höheren Straightma
ht. Man betra
hte zum Beispiel die Kombination {J, T, 9, 8, 7, 6}. Indiesem Fall würde für den Spieler die Straÿe {J, T, 9, 8, 7} zählen undni
ht {T, 9, 8, 7, 6}. Aus den 39 Karten anderer Farbe wird no
h eineKarte gezogen. Insgesamt hat man folgende Anzahl von Mögli
hkeiten:
((

13

6

)

−

(

1 ·

(
8

1

)

+ 9 ·

(
7

1

)))

·

(
39

1

)
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3. Fall:S
hlieÿli
h gibt es no
h die Mögli
hkeit, dass alle sieben Karten dieselbeFarbe besitzen. In diesem Fall wird eine 7�elementige Sti
hprobe auseiner 13�elementigen Menge entnommen. Beim Subtrahieren der Straÿenwird wieder diejenige mit dem Ass als hö
hstem Wert von den anderenStraÿenkombinationen unters
hieden. Diesmal gibt es je zwei Werte, dieaus den a
ht beziehungsweise sieben übriggebliebenen gezogen werden.Daher ergeben si
h die Kombinationen:
(
13

7

)

−

(

1 ·

(
8

2

)

+ 9 ·

(
7

2

))

Um die Wahrs
heinli
hkeit für einen Flush bere
hnen zu können, müssenalle drei Fälle addiert werden, um das Ergebnis ans
hlieÿend dur
h dieAnzahl der Mögli
hkeiten, sieben Karten aus insgesamt 52 zu ziehen, zudividieren.
P (Flush) = 4 ·

(((
13
5

)
− 10

)
·
(
39
2

)
+
((

13
6

)
−
(
1 ·
(
8
1

)
+ 9 ·

(
7
1

)))
·
(
39
1

)

(
52
7

) +

+

(
13
7

)
−
(
1 ·
(
8
2

)
+ 9 ·

(
7
2

)))

(
52
7

) ≈ 0, 03025494StraightUm die Wahrs
heinli
hkeit ein Straight zu ziehen bere
hnen zu können,müssen vier Fälle unters
hieden werden.1. Fall: alle sieben Karten haben unters
hiedli
he WerteJede der sieben Karten kann in vier vers
hiedenen Farben gezogen wer-den, also gibt es 47 Mögli
hkeiten für die Farbauswahl.Aus diesen Karten darf jedo
h kein Flush entstehen. Ein Flush kann invier Farben gezogen werden. Da ein Spieler sieben Karten zur Bildungseiner Hand zur Verfügung hat, können fünf, se
hs oder sieben Kartendie glei
he Farbe besitzen. Wenn fünf der sieben Karten die glei
he Far-be haben, dann bleiben den anderen beiden Karten no
h drei Farbenzur Auswahl: (7
5

)
· 32.Falls aber se
hs der sieben Karten von glei
her Farbe sind, stehen derletzten Karte no
h drei Farben zur Verfügung: (7

6

)
· 3.Oder es besitzen alle sieben Karten die glei
he Farbe: (7

7

).56



Diese drei Mögli
hkeiten einen Flush zu erhalten müssen nun abgezogenwerden:
47 − 4

((
7

5

)

· 32 +

(
7

6

)

· 3 +

(
7

7

))Nun müssen fünf aus diesen sieben Karten eine Straÿe bilden. Wenn diehö
hste Straÿe {A,K,Q, J, T} gezogen wird, können die übrigen zweiKarten jeden beliebigen der a
ht Werte annehmen: 1 · (8
2

). Bei jeder an-deren der neun Straÿenkombinationen dürfen die letzten beiden Kartennur no
h einen von je sieben Werten annehmen, da ein Wert das Blattzu einer höheren Straÿe ma
hen würde: 9 · (7
2

).Somit ergibt si
h für den ersten Fall:
(

47 − 4

((
7

5

)

· 32 +

(
7

6

)

· 3 +

(
7

7

)))

·

((
8

2

)

+ 9 ·

(
7

2

))2. Fall: unter den sieben Karten be�ndet si
h ein PaarHier muss eine weitere Unters
heidung vorgenommen werden. Das Paarkann entweder mit einem Wert, der ni
ht Teil des Straights ist, gebildetwerden, oder ein Wert des Straights kommt doppelt vor.Zunä
hst soll das Paar mit einem von den Werten des Straights vers
hie-denen Wert gebildet werden. Die Farben der fünf Karten, die kein Paarbilden, können beliebig aus den insgesamt vier Farben gewählt werden.Die des Paares wird aus einer 4�elementigen Menge gezogen: 45 · (4
2

).Wieder müssen die Mögli
hkeiten für einen Flush abgezogen werden, dervier Farben annehmen kann. Wenn der Flush aus einer Karte des Paaresund vier der übrigen fünf Karten mit unters
hiedli
hen Werten besteht,können sowohl eine der fünf Karten (die ni
ht Teil des Flushs sind), alsau
h die zweite Karte des Paares no
h drei Farben annehmen: 5 · 3 · 3.Es können aber au
h alle fünf Karten von unters
hiedli
hem Wert dieglei
he Farbe besitzen. In diesem Fall können die zwei Karten des Paaresnur no
h drei Farben annehmen. Zuletzt gibt es no
h die Mögli
hkeit,dass eine Karte des Paares die glei
he Farbe hat wie die übrigen fünfKarten von unters
hiedli
hem Wert. Somit stehen für die zweiten Kartedes Paares nur no
h drei Farben zur Auswahl. All diese Mögli
hkeitenmüssen nun abgezogen werden:
45 ·

(
4

2

)

− 4 ·

(

5 · 3 · 3 +

(
3

2

)

+ 3

)57



Au
h diese Karten sollen eine Straÿe bilden. Da si
h unter den siebenKarten ein Paar be�ndet, stehen nur se
hs Werte für die Bildung desStraight zur Verfügung. Wenn fünf davon die hö
hstmögli
he Straÿebilden, kann der letzte Wert no
h aus allen a
ht verbliebenen Wertengezogen werden. Bei jeder der anderen neun Straÿenkombinationen, ste-hen nur no
h sieben Werte zur Auswahl, da sonst eine höhere Straÿeentsteht. Demna
h erhält man zunä
hst:
(

45 ·

(
4

2

)

− 4 ·

(

5 · 3 · 3 +

(
3

2

)

+ 3

))

· (8 + 9 · 7)Nun soll eine Karte des Paares au
h Teil des Straights sein. Da einStraight aus fünf vers
hiedenen Werten besteht, gibt es fünf Mögli
hkei-ten den Wert zu bestimmen, der doppelt vorkommen soll.Im Grunde besteht die glei
he Ausgangslage wie oben. Es gibt siebenKarten, die jede beliebige Farbe annehmen können, wobei es unmögli
hist, dass die Karten des Paares die glei
he Farbe besitzen. Die Mögli
h-keiten für einen Flush müssen wieder abgezogen werden. Wie oben sollau
h hier aus se
hs vers
hiedenen Werten eine Straÿe gebildet werden.Also können die bereits gewonnenen Informationen wieder verwendetwerden:
5 ·

(

45 ·

(
4

2

)

− 4 ·

(

5 · 3 · 3 +

(
3

2

)

+ 3

))

· (8 + 9 · 7)Die beiden Teilergebnisse des zweiten Falls können nun zusammengefasstwerden. Somit ergibt si
h insgesamt für den zweiten Fall:
(

45 ·

(
4

2

)

− 4 ·

(

5 · 3 · 3 +

(
3

2

)

+ 3

))

· (8 + 9 · 7)+

+5·

(

45 ·

(
4

2

)

− 4 ·

(

5 · 3 · 3 +

(
3

2

)

+ 3

))

· (8 + 9 · 7) =

= 6·

(

45 ·

(
4

2

)

− 4 ·

(

5 · 3 · 3 +

(
3

2

)

+ 3

))

· (8 + 9 · 7)3. Fall: unter den sieben Werten be�ndet si
h ein DrillingZuerst wird die Farbzusammenstellung betra
htet. Eine Karte des Dril-ling ist notwendigerweise au
h Teil des Straights, da nur sieben Karten58



gezogen werden. Der Wert des Drillings kann also aus den fünf Wertendes Straights ausgewählt werden. Um die Farbe des Drillings zu bestim-men wird eine 3�elementige Sti
hprobe aus einer 4�elementigen Mengegezogen. Die Farbe der übrigen vier Karten kann beliebig aus den ins-gesamt vier vorhandenen gewählt werden: 5 · 44 · (4
3

).Die Mögli
hkeiten für einen Flush müssen wieder abgezogen werden. Esgibt vier Farben, die ein Flush annehmen kann, wobei die übrigen zweiKarten nur no
h in drei Farben gezogen werden können. Da si
h einDrilling unter den sieben Karten be�ndet, gibt es keine weiteren Mög-li
hkeiten für die Bildung eines Flushs.
5 ·

(

44 ·

(
4

3

)

− 4 ·

(
3

2

))Nun muss aus den fünf unters
hiedli
hen Werten eine Straÿe gebildetwerden. Dafür gibt es zehn Mögli
hkeiten.2Demna
h bekommt man für den dritten Fall:
10 · 5 ·

(

44 ·

(
4

3

)

− 4 ·

(
3

2

))4. Fall: unter den sieben Karten be�nden si
h zwei PaareDa nur sieben Karten zur Verfügung stehen, muss eine Karte jedes Paa-res Teil des Straights sein. Somit ergeben si
h (5
2

) Mögli
hkeiten dieWerte für beide Paare unter fünf vers
hiedenen Werten auszuwählen.Die beiden Karten des Paares können in je vier Farben gezogen werden.Die drei übrigen Karten können jede beliebige der vier Farben anneh-men: (5
2

)
· 43 ·

(
4
2

)
·
(
4
2

).Die vier Mögli
hkeiten einen Flush zu erhalten müssen no
h abgezogenwerden. Den beiden anderen Karten des Paares stehen dann no
h dreiFarben zur Auswahl:
(
5

2

)

·

(

43 ·

(
4

2

)

·

(
4

2

)

− 4 · 3 · 3

)Da es insgesamt zehn Mögli
hkeiten gibt mit den fünf unters
hiedli
henWerten eine Straÿe zu bilden, lautet die Lösung für den vierten Fall:
10 ·

(
5

2

)

·

(

43 ·

(
4

2

)

·

(
4

2

)

− 4 · 3 · 3

)2siehe Kapitel 4.1.2 (Five Card Draw�Die Chan
en auf ein gutes Blatt): Straight.59



Um die Wahrs
heinli
hkeit ein Straight zu bekommen bere
hnen zu kön-nen, müssen nun alle vier Fälle addiert werden. Folgli
h erhält man:
P (Straight) =

=

(
47 − 4

((
7
5

)
· 32 +

(
7
6

)
· 3 +

(
7
7

)))
·
((

8
2

)
+ 9 ·

(
7
2

))

(
52
7

) +

+
6 ·
(
45 ·

(
4
2

)
− 4 ·

(
5 · 3 · 3 +

(
3
2

)
+ 3
))

· (8 + 9 · 7)
(
52
7

) +

+
10 · 5 ·

(
44 ·

(
4
3

)
− 4 ·

(
3
2

))
+ 10 ·

(
5
2

)
·
(
43 ·

(
4
2

)
·
(
4
2

)
− 4 · 3 · 3

)

(
52
7

) ≈

≈ 0, 04619382Three of a KindZunä
hst gibt es 13 vers
hiedene Werte, von denen man einen für denDrilling auswählen kann.Mit den übrigen vier Karten dürfen si
h keine Paare bilden lassen, dadas Blatt sonst zu einem Full House werden würde. Natürli
h darf au
hder Wert des Drillings ni
ht mehr vorkommen. Es wird demna
h eine4�elementige Sti
hprobe aus einer 12�elementigen Menge gezogen.Diese fünf Karten dürfen allerdings keine Straÿe bilden, womit die Mög-li
hkeiten dafür abgezogen werden müssen. Die Anzahl der Straÿenkom-binationen wird folgendermaÿen ermittelt. Angenommen der Drilling be-sitzt den Wert A, dann gibt es zwei mögli
he Straÿenkombinationen:
{A, 2, 3, 4, 5} und {T, J,Q,K,A}. Wenn der Drilling den Wert 2 besitzt,existieren ebenfalls zwei Straÿenkombinationen, die diesen Wert enthal-ten: {A, 2, 3, 4, 5} und {2, 3, 4, 5, 6}. Betra
htet man analog dazu die üb-rigen Werte, ergibt si
h folgende Tabelle, die jedem Wert des Drillingsdie Anzahl der mögli
hen Straÿenkombinationen zuordnet.Wert A K Q J T 9 8 7 6 5 4 3 2Straÿen 2 2 3 4 5 5 5 5 5 5 4 3 2Alle Mögli
hkeiten addiert ergeben 50. Diese müssen nun von der Ge-samtanzahl der Drillinge abgezogen werden. Somit erhält man:

13 ·

(
12

4

)

− 5060



Nun muss no
h die Farbzusammenstellung berü
ksi
htigt werden. DieKarten des Drillings können in drei der vier mögli
hen Farben gezogenwerden. Zunä
hst können die übrigen vier Karten jede beliebige Farbeannehmen. Es darf dabei allerdings kein Flush entstehen. Ein sol
heskann in vier Farben gezogen werden. Die restli
hen zwei Karten müssenjeweils eine der anderen drei Farben annehmen, da der Drilling aus dreivers
hiedenfarbigen Karten besteht.Somit erhält man für die Farbzusammenstellung:
(
4

3

)

· 44 − 4 ·

(
3

2

)Die Anzahl aller Mögli
hkeiten einen Drilling zu ziehen muss wiederdur
h (52
7

) dividiert werden. Insgesamt ergibt si
h also folgende Wahr-s
heinli
hkeit für ein Three of a Kind:
(
13 ·

(
12
4

)
− 50

)
·
((

4
3

)
· 44 − 4 ·

(
3
2

))

(
52
7

) ≈ 0.0482987Two PairIn diesem Beispiel müssen wieder zwei Fälle unters
hieden werden. Diedrei Karten, die ni
ht zu den beiden Paaren gehören, können entwedervöllig unters
hiedli
he Werte annehmen oder ein weiteres Paar bilden,wobei dann die letzte Karte einen anderen Wert haben muss.1. Fall:Für die zwei Paare wird jeweils ein Wert ausgewählt. Also zieht man ei-ne 2�elementige Sti
hprobe aus einer 13�elementigen Menge. Jede Karteder zwei Paare kann zwei der vier mögli
hen Farben annehmen.Die restli
hen drei Karten, die in diesem Fall unters
hiedli
hen Wertessind, können nun aus 11 Werten gezogen werden. Jede dieser drei Kartenkann jede beliebige Farbe annehmen. Somit erhält man vorerst:
(
13

2

)

·

(
11

3

)

·

(
4

2

)

·

(
4

2

)

· 43Es wurde allerdings no
h ni
ht bea
htet, dass bei der Farbzusammenstel-lung ein Flush entstehen könnte. Die Mögli
hkeiten dafür müssen no
habgezogen werden. Für einen Flush muss eine Karte des ersten Paaresdieselbe Farbe haben wie eine Karte des zweiten Paares. Auÿerdem müs-sen die übrigen drei Karten ebenfalls diese Farbe besitzen. Für die drei61



Karten von unters
hiedli
hemWert gibt es vier Mögli
hkeiten die glei
heFarbe zu besitzen, da es vier Farben gibt. Au
h eine Karte eines jedenPaares muss diese Farbe besitzen, wofür es dann nur eine Mögli
hkeitgibt. Die übrigen beiden Karten der Paare können eine beliebige der dreino
h vorhandenen Farben annehmen. Die neuen Erkenntnisse mit denalten zusammengefügt ergeben:
(
13

2

)

·

(
11

3

)

·

((
4

2

)

·

(
4

2

)

· 43 − 4 · 32
)Nun wurde allerdings no
h ni
ht bea
htet, dass keine Straights entste-hen dürfen. Die Anzahl dafür wird wieder wie im Beispiel Three ofa Kind abgezählt. Angenommen die beiden Paare haben die Symbole

A (Wert 1) und 2. Dann gibt es nur eine Mögli
hkeit für eine Straÿe:
{A, 2, 3, 4, 5}. Wenn die Paare aber die Symbole 2 und 3 haben, erge-ben si
h bereits zwei mögli
he Straÿenkombinationen: {A, 2, 3, 4, 5} und
{2, 3, 4, 5, 6}. Analog zu dieser Überlegung ergibt si
h:Paare A;2 2;3 3;4 4;5 5;6 6;7 7;8Straÿen 1 2 3 4 4 4 4Paare 8;9 9;T T ;J J ;Q Q;K K;AStraÿen 4 4 4 3 2 1Für die bena
hbarten Paare ergeben si
h also insgesamt 40 Mögli
hkei-ten für eine Straÿe.Nun wird ein Wert zwis
hen den Paaren frei gelassen. Angenommen eswurden die Paare mit dem Symbol A (Wert 1) und 3 gezogen. Es gibthier nur eine Mögli
hkeit für eine Straÿe: {A, 2, 3, 4, 5}. In diesem Sinneerhält man folgende Tabelle:Paare A;3 2;4 3;5 4;6 5;7 6;8Straÿen 1 2 3 3 3 3Paare 7;9 8;T 9;J T ;Q J ;K Q;AStraÿen 3 3 3 3 2 1In diesem Fall ergeben si
h 30 Mögli
hkeiten für eine Straÿe.

62



Nun werden je zwei Werte zwis
hen den beiden Paaren ausgelassen. Wer-den die Symbole A (Wert 1) und 4 gezogen, oder die Symbole D und
A (hö
hster Wert) ergibt si
h jeweils eine Mögli
hkeit für eine Straÿe:
{A, 2, 3, 4, 5} und {T, J,Q,K,A}. Für alle neun Wertpaare dazwis
hen(von den Paaren mit den Symbolen 3 und 5, bis zu den Paaren mit denSymbolen T und Q) gibt es je zwei vers
hiedene Straÿenkombinationen.Zum Beispiel gibt es für ein Paar mit den Symbolen 8 und J folgendeMögli
hkeiten: {7, 8, 9, T, J} und {8, 9, T, J, Q}.Somit ergeben si
h hier insgesamt 20 Straÿenkombinationen.Wenn drei Werte zwis
hen den Symbolen der Paare freigelassen werden,lässt si
h mit jedem der zehn Wertpaare eine Straÿe bilden. Zum Beispielergibt si
h für die Paare mit den Werten 7 und J : {7, 8, 9, T, J}.In diesem Fall hat man also 10 Mögli
hkeiten eine Straÿe zu bilden.Alle mögli
hen Paarkombinationen wurden berü
ksi
htigt. Wenn mandiese Mögli
hkeiten zusammenre
hnet, so erhält man: 40+30+20+10 =
100. Demna
h gibt es insgesamt 100 Straÿen, die mit zwei Paaren gebil-det werden können.Die Farbkombinationen der Straights müssen no
h näher betra
htet wer-den. Die Farbe der zwei Paare erhält man wieder dur
h ziehen einer2�elementigen Sti
hprobe aus einer 4�elementigen Menge. Die übrigendrei Karten können jede der vier mögli
hen Farben annehmen. Davonmüssen allerdings die Flushs abgezogen werden, da diese oben berü
k-si
htigt und somit bereits abgezogen wurden. Es gibt vier Mögli
hkeitenfür einen Flush, der nur aus je einer Karte eines Paares und den dreiübrigen Karten bestehen kann. Die zwei restli
hen Karten der Paare ha-ben notwendigerweise eine andere Farbe.Somit erhält man für den ersten Fall:

(
13

2

)

·

(
11

3

)

·

((
4

2

)

·

(
4

2

)

· 43 − 4 · 32
)

−

−100 ·

((
4

2

)

·

(
4

2

)

· 43 − 4 · 32
)2. Fall:Nun wird der Fall, dass unter den sieben Karten drei Paare zu �ndensind, behandelt.Es werden also drei der 13 Werte gezogen. Für die Farben jedes vondiesen Paaren wird eine 2�elementige Sti
hprobe aus einer 4�elementigenMenge entnommen. Der Wert der letzten Karte kann beliebig unter denübrigen Werten gewählt werden, da es ni
ht mögli
h ist, dass ein Flush63



oder ein Straight entsteht. Es darf nur kein Drilling gezogen werden.Demna
h bleiben no
h zehn Werte für die letzte Karte übrig, die in vierFarben auftreten darf.Also gilt für den zweiten Fall:
(
13

3

)

·

(
4

2

)

·

(
4

2

)

·

(
4

2

)

· 10 · 4Wenn man nun beide Fälle addiert und dur
h (52
7

) dividiert, erhält manfolgendes Ergebnis:
P (Two Pair) =(132 ) · (113 ) · ((42) · (42) · 43 − 4 · 32

)

(
52
7

)

−
100 ·

((
4
2

)
·
(
4
2

)
· 43 − 4 · 32

)

(
52
7

)

+

(
13
3

)
·
(
4
2

)
·
(
4
2

)
·
(
4
2

)
· 10 · 4

(
52
7

) ≈ 0, 23495536

PairFür das Paar stehen 13 vers
hiedene Werte zur Verfügung. Die übrigenfünf Karten dürfen nur unters
hiedli
he Werte aus den 12 verbliebenenannehmen, da kein Drilling und kein zweites Paar gezogen werden darf:
13 ·

(
12
5

).Nun muss no
h darauf gea
htet werden, dass si
h aus den sieben Kartenkein Straight zusammenstellen lässt. Die Anzahl der mögli
hen Straightsist teilweise vom Wert des Paares abhängig.Paar mit A:Wenn das Paar den Wert A hat, gibt es zwei mögli
he Straÿen, die miteiner Karte dieses Paares gebildet werden können:
{A, 2, 3, 4, 5} und {T, J,Q,K,A}.Die letzte Karte kann no
h einen der a
ht übrigen Werte annehmen.Natürli
h kann eine Straÿe au
h mit den fünf Karten unters
hiedli
henWertes gebildet werden. Dafür gibt es se
hs Mögli
hkeiten: {3, 4, 5, 6, 7},
{4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 7, 8, 9}, {6, 7, 8, 9, T}, {7, 8, 9, T, J} und {8, 9, T, J, Q}.Die übrigen vier Straÿen wurden bereits berü
ksi
htigt:
{A, 2, 3, 4, 5} und {T, J,Q,K,A} enthalten beide den Wert A und dieStraÿe {A, 2, 3, 4, 5}wird zu {2, 3, 4, 5, 6}wenn die siebte Karte den Wert64



6 besitzt. Weiters wurde die Straÿe {9, T, J, Q,K} bereits abgezogen, dasie aus dem Blatt {T, J,Q,K,A} und dem Wert 9 entsteht.Also gibt es 2 · 8+ 6 = 22 mögli
he Straÿen, wenn das Paar den Wert Abesitzt.Paar mit 2 bzw. K:Nun soll das Paar den Wert 2 besitzen. Bei der Straÿe {A, 2, 3, 4, 5} blei-ben no
h a
ht Werte für die letzte Karte und bei der Straÿe {2, 3, 4, 5, 6}bleiben no
h sieben Werte für die letzte Karte, da der Wert A bereitsberü
ksi
htigt wurde. Aus den übrigen fünf Karten lassen si
h auÿerdemno
h sieben Straÿen zusammenstellen, die no
h ni
ht bea
htet wurden:
{A, 2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5, 6} und {3, 4, 5, 6, 7} wurden bereits berü
ksi
h-tigt.Somit erhält man 1 · 8 + 1 · 7 + 7 = 22 mögli
he Straÿen, wenn das Paarden Wert 2 besitzt.Die Anzahl der Straÿenkombinationen für ein Paar mit dem Wert Kkann analog bere
hnet werden. Sie lautet somit ebenfalls 22.Paar mit 3 bzw. Q:Wenn das Paar den Wert 3 besitzt und die Straÿe {A, 2, 3, 4, 5} gezogenwird, kann die siebte Karte no
h a
ht Werte annehmen. Für die Straÿen
{2, 3, 4, 5, 6} und {3, 4, 5, 6, 7} stehen nur no
h sieben Werte zur Ver-fügung. Zusätzli
h können aus den fünf Karten mit unters
hiedli
hemWert no
h se
hs Straights gebildet werden: {A, 2, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5, 6},
{3, 4, 5, 6, 7} und {4, 5, 6, 7, 8} wurden bereits berü
ksi
htigt.Demna
h gibt es 1 · 8 + 2 · 7 + 6 = 28 Mögli
hkeiten eine Straÿe miteinem Paar des Wertes 3 zu erhalten.Für ein Paar des Wertes Q gilt dieselbe Überlegung, au
h hier gibt es28 mögli
he Straÿenkombinationen.Paar mit 4 bzw. J:Der Wert des Paares sei nun 4. Die Straÿe {A, 2, 3, 4, 5} lässt alle a
htübrigen Werte für die letzte Karte zu, während bei den darau�olgen-den drei Straÿen nur no
h sieben Werte gezogen werden dürfen. Zusätz-li
h können fünf Straÿen ohne eine Karte des Paares gebildet werden:
{6, 7, 8, 9, T}, {7, 8, 9, T, J}, {8, 9, T, J, Q},
{9, T, J, Q,K} und {T, J,Q,K,A}.Folgli
h ergeben si
h 1 · 8 + 3 · 7 + 5 = 34 mögli
he Straÿen.Somit gibt es für den Wert J au
h 34 Straÿenkombinationen.
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Paar mit 5 bzw. T :Wenn das Paar den Wert 5 annimmt, gibt es für die niedrigste Straÿea
ht Werte, wel
he die letzte Karte annehmen darf. Bei den darauf-folgenden vier Straÿen dürfen nur no
h jeweils sieben Werte gezogenwerden, da der a
hte Wert bereits berü
ksi
htigt wurde. Auÿerdem gibtes no
h vier mögli
he Straÿenkombinationen ohne den Wert 5, nämli
h:
{7, 8, 9, T, J}, {8, 9, T, J, Q}, {9, T, J, Q,K} und {T, J,Q,K,A}.Man erhält 1 · 8+ 4 · 7+ 4 = 40 mögli
he Straÿenkombinationen für denWert 5 und analog au
h für den Wert T .Paar mit 6, 7, 8 bzw. 9:Für die Paare mit den Werten 6, 7, 8 und 9 gelten dieselben Überlegun-gen. Es gibt hier jeweils drei zu bildende Straÿenkombinationen, die denWert des Paares ni
ht beinhalten.Für die Werte 6, 7, 8 und 9 bekommt man insgesamt folgende Anzahlmögli
her Straÿen: 1 · 8 + 4 · 7 + 3 = 39.Nun kann die Gesamtanzahl der mögli
hen Straÿenkombinationen be-re
hnet werden: 3 · 22 + 2 · 28 + 2 · 34 + 2 · 40 + 4 · 39 = 426.Somit erhält man folgende Mögli
hkeiten nur ein Paar zu ziehen:

13 ·

(
12

5

)

− 426Farben wurden allerdings no
h keine berü
ksi
htigt. Für die Farbe desPaares wird eine 2�elementige Sti
hprobe aus einer 4�elementigen Mengeentnommen. Die restli
hen fünf Karten können jede beliebige der insge-samt vier Farben annehmen: 45 · (4
2

).Von diesen müssen no
h die Mögli
hkeiten für ein Flush, der in vier Far-ben auftreten kann, abgezogen werden. Um ein Flush zu ziehen, könnenentweder se
hs oder fünf Karten von glei
her Farbe sein. Im ersten Fallkann die letzte Karte no
h drei Farben annehmen. Im zweiten Fall kannentweder eine Karte des Paares au
h Teil des Flushs sein, oder der Flushwird nur aus den fünf Karten vers
hiedener Werte gebildet. Wenn si
heine Karte des Paares unter den glei
hfarbigen Karten be�ndet, gibt esfünf Mögli
hkeiten eine Karte, die ni
ht zum Paar gehört und eine ande-re Farbe besitzen soll, auszuwählen. Diese hat drei Farben zur Auswahl,genauso wie die zweite Karte des Paares. Wenn der Flush aber nur ausden Karten mit unters
hiedli
hen Werten bestehen soll, können die Far-ben für die beiden Karten des Paares aus drei mögli
hen Farben gezogenwerden. 66



Die Anzahl der Flushs soll nun von der Gesamtanzahl der Farbkombi-nationen abgezogen werden:
45 ·

(
4

2

)

− 4

(

3 + 5 · 3 · 3 +

(
3

2

))Insgesamt beträgt die Wahrs
heinli
hkeit:
P (Pair) = (

13 ·
(
12
5

)
− 426

)
·
(
45 ·

(
4
2

)
− 4

(
3 + 5 · 3 · 3 +

(
3
2

)))

(
52
7

) ≈

≈ 0, 43822546

High CardNun fehlt nur no
h die Wahrs
heinli
hkeit, keine der eben erwähntenKombinationen zu ziehen. Au
h dann gibt es no
h die Chan
e das Spielzu gewinnen, falls die übrigen Spieler ebenfalls keine der Kombinationenerhalten. In diesem Fall, gewinnt der Spieler mit der hö
hsten Karte.Die Wahrs
heinli
hkeit mit fünf Karten kein Paar oder etwas besseresbilden zu können, wird wie bei Five Card Draw mit der Gegenwahr-s
heinli
hkeit bere
hnet:
P (High Card) = 1− (P (Royal Flush) + P (Straight Flush)+

+P (Four of a Kind) + P (Full House) + P (Flush) + P (Straight)+
P (Three of a Kind) + P (Two Pair) + P (Pair)) =

= 1− (0.00003232 + 0.00027851 + 0, 00168067 + 0, 02596102 + 0, 03025494+

+0, 04619382 + 0, 0482987 + 0, 23495536 + 0, 43822546) =

= 0.1741192Tabelle: Texas Hold'emUm eine bessere Übersi
ht über die Wahrs
heinli
hkeiten der jeweiligen Blät-ter in Texas Hold'em zu erhalten, werden au
h diese in einer Tabelle aufge-listet: 67



Kombination Wahrs
heinli
hkeitRoyal Flush 0,00003232Straight Flush 0,00027851Four of a Kind 0,00168067Full House 0,02596102Flush 0,03025494Straight 0,04619382Three of a Kind 0,04829870Two Pair 0,23495536Pair 0,43822546High Card 0,17411920Es fällt auf, dass ein Spieler, im Gegensatz zu Five Card Draw, eher ein Pairoder Two Pair als gar keine Kombination erhält. O�ensi
htli
h rei
hen zweizusätzli
he Karten aus, um die Wahrs
heinli
hkeit für ein gutes Blatt erheb-li
h zu verbessern.
5.2 Omaha Hold'emDie Regeln für Omaha Hold'em sind im Prinzip dieselben wie für TexasHold'em. Der einzige Unters
hied besteht darin, dass es vier Hole�Cards gibt.Jeder Spieler bekommt also glei
h zu Beginn des Spiels vier verde
kte Karten.Dana
h werden na
heinander die fünf Community�Cards aufgede
kt, jeweilsgefolgt von Wettrunden. Das für den Showdown ausgewählte Blatt muss al-lerdings aus zwei Hole�Cards und drei Community�Cards zusammengestelltwerden.5.2.1 Die Chan
en auf ein gutes BlattUm den Rahmen dieser Arbeit ni
ht zu sprengen, werden hier ni
ht alleWahrs
heinli
hkeiten von Royal Flush bis High Card bere
hnet. Es stellt si
hallerdings die Frage, ob si
h die Wahrs
heinli
hkeit für ein gutes Blatt nunerhöht oder verringert. Es lieÿe si
h vermuten, dass die Wahrs
heinli
hkeitgröÿer wird, da man mehr Karten für die Bildung seines Blattes zur Verfü-gung hat. Andererseits ist man gezwungen genau zwei Hole�Cards und drei68



Community�Cards für seine Hand zu verwenden, was die Chan
en wieder-um vers
hle
htert. Diese Frage soll nun anhand eines Beispiels beantwortetwerden.Royal Flush:Wie gewohnt gibt es wieder vier vers
hiedene Farben, in denen ein RoyalFlush auftreten kann.Zunä
hst werden die Kombinationen der vier Hole�Cards betra
htet.Zwei der fünf Karten, die einen Royal Flush bilden, müssen in diesenHole�Cards vorzu�nden sein. Die übrigen zwei können beliebig aus denno
h vorhandenen 47 Karten gezogen werden. Diese vier Hole�Cardswerden aus den insgesamt 52 Karten gezogen. Somit erhält man folgendeWahrs
heinli
hkeit zwei Karten des Royal Flush in einer bestimmtenFarbe unter den vier Hole�Cards zu �nden:
P (Royal Flush: Hole�Cards) = (

5
2

)
·
(
47
2

)

(
52
4

)Unter den fünf Community�Cards müssen nun die restli
hen drei Kar-ten, des Royal Flush vorzu�nden sein. Wiederum können die übrigenbeiden Community�Cards beliebig aus den no
h vorhandenen 45 Kartengewählt werden. Insgesamt werden nur no
h fünf Karten von 48 vorhan-denen gezogen. Aus diesem Grund ergibt si
h für die Wahrs
heinli
hkeitdie übrigen drei Karten des Royal Flush in den Community�Cards vor-zu�nden:
P (Royal Flush: Community�Cards) = (

3
3

)
·
(
45
2

)

(
48
5

)Nun können die Ergebnisse zusammengefügt werden:
P (Royal Flush) = 4 ·

(
5
2

)
·
(
47
2

)

(
52
4

) ·

(
3
3

)
·
(
45
2

)

(
48
5

) ≈ 0.00009235

Wenn man dieses Ergebnis mit dem von Texas Hold'em (≈ 0, 00003232)verglei
ht, sieht man, dass die Wahrs
heinli
hkeit für einen Royal Flush beiOmaha Hold'em gröÿer ist. Dies gilt gröÿtenteils für alle Kombinationen. Nur69



beim Pair ist die Wahrs
heinli
hkeit bei Texas Hold'em gröÿer, was eine logi-s
he Konsequenz der Tatsa
he ist, dass si
h bei neun Karten unwahrs
heinli-
her nur ein Paar ziehen lässt, da si
h zahlrei
he Kombinationsmögli
hkeitenergeben. Der Unters
hied der Wahrs
heinli
hkeiten von Texas Hold'em undOmaha Hold'em wird aber stets geringer.35.2.2 Omaha/8Besonders beliebt ist Omaha/8 oder 8�or�Better�High�Low Split Poker, daes die aufregendste Pokervariante ist. Hierbei geht nur der halbe Pot an denSpieler mit den besten fünf Karten, die na
h denselben Regeln wie bei OmahaHold'em gebildet werden können. Die andere Hälfte bekommt jener, der dies
hle
htesten fünf Karten besitzt. Dabei zählen, wie bei A�5 Triple Draw,keine Flushs oder Straights und das Ass hat stets den Wert 1. Zusätzli
h darfjede Karte hö
hstens den Wert 8 besitzen. Es dürfen also nur Karten von A�
8 zur Bildung der s
hle
htesten Hand verwendet werden. Es kann natürli
hau
h vorkommen, dass ein Spieler zuglei
h das beste und das s
hle
htesteBlatt in der Hand hält. Dies kann lei
ht passieren, wenn er einen niedrigenFlush, wie zum Beispiel {A, 2, 3, 4, 5} besitzt.Wenn es keinem Spieler gelingt si
h für den Low�Pot zu bewerben, falls alsojeder höhere Werte als 8 unter seinen Kartenkombinationen hat, geht dergesamte Pot an den Spieler mit der besten Hand. Der Pot wird selbstver-ständli
h geteilt, falls es mehrere Gewinner gibt.

3siehe: Gamblingplanet.org (2011): Online Poker�Omaha�Wahrs
heinli
hkeiten.www.gamblingplanet.org/de/Omaha-Wahrs
heinli
hkeiten, (20.02.2011).70



Kapitel 6Stud PokerEs existieren zahlrei
he Pokervarianten, deren Aufzählung alleine den Rah-men dieser Arbeit sprengen würde. Obwohl die wi
htigsten beiden, Draw Po-ker und Hold'em Poker, bereits ausführli
h behandelt wurden, gibt es no
hdrei Varianten, die eine nähere Betra
htung verdienen. Diese drei Pokervari-anten gehören zur Familie des Stud Poker und nennen si
h Five Card Stud,Seven Card Stud und Tropi
al Stud.Stud Poker ist eng mit Hold'em Poker verwandt. Es gibt au
h hier o�eneund verde
kte Karten. Im Unters
hied zum Hold'em Poker erhält beim StudPoker jeder Spieler seine eigenen o�enen Karten, es handelt si
h demna
hum keine Gemeins
haftskarten mehr.
6.1 Five Card StudVor Spielbeginn, also no
h bevor der Dealer die Karten verteilt, müssen alleSpieler ein Ante in den Pot einzahlen. Ans
hlieÿend erhält jeder Spieler ei-ne verde
kte und eine o�ene Karte, die vor ihm auf den Tis
h gelegt wird.Der Spieler, dessen o�ene Karte den geringsten Wert besitzt, hat die ersteWettrunde zu erö�nen. Falls der Wert mehrerer Karten derselbe ist, so ent-s
heidet die Farbe der Karte, wobei na
h dem Rang der Farben ents
hiedenwird, beginnend bei der besten: ♠, ♥, ♦, ♣. Es darf in dieser und au
h injeder weiteren Wettrunde hö
hstens drei Mal erhöht werden, es sei denn esbe�nden si
h nur no
h zwei Spieler im Spiel. Dann gilt diese Regel ni
ht, esdarf also so lange erhöht werden, bis ein Spieler mitgeht (
all) oder aufgibt(fold). 71



Na
h der ersten Wettrunde teilt der Dealer jedem Spieler eine neue o�eneKarte aus. Die zweite Wettrunde erö�net nun jener Spieler, dessen neu er-haltene Karte den hö
hsten Wert besitzt. Das Spielverhalten (raise, 
all, foldet
.) folgt denselben Regeln wie Draw Poker oder Hold'em Poker. Die letztenbeiden Runden werden jeweils von jenem Spieler erö�net, dessen o�ene Kar-ten die beste Kombination bilden. Na
h der vierten Wettrunde hat also jederSpieler, der no
h ni
ht ausgestiegen ist, eine verde
kte Karte in der Hand undvier o�ene Karten vor si
h auf dem Tis
h liegen. Es kommt zum Showdown,wobei der Spieler mit der besten Kartenkombination den Pot gewinnt.Bei Five Card Stud erhält ein Spieler insgesamt fünf Karten. Aus diesemGrund besitzen die Kartenkombinationen dieselben Wahrs
heinli
hkeiten wiebei Five Card Draw. Da aber vier der fünf Karten eines Spielers o�en auf demTis
h liegen, muss man au
h gute Blätter vorsi
htig spielen, da die Gegnerden Groÿteil der Karten kennen. Somit ist au
h blu�en s
hwieriger.6.2 Seven Card StudSeven Card Stud ist die bekannteste Pokervariante der Stud Poker Familieund wird in Casinos und auf Turnieren gespielt.Die Regeln sind im Prinzip die glei
hen wie bei Five Card Stud, jedo
h teiltder Dealer vor der ersten Wettrunde jedem Spieler zwei verde
kte Karten undeine o�ene aus. Ans
hlieÿend verläuft das Spiel analog zu Five Card Stud,bis na
h der vierten Wettrunde. No
h vor dem Showdown wird eine siebteKarte verde
kt an alle Spieler, die no
h ni
ht ausgestiegen sind, ausgeteilt.Erst na
h einer weiteren fünften Wettrunde kommt es zum Showdown.Da es si
h bei Seven Card Stud um eine Ziehung von sieben aus insgesamt 52Karten handelt, können die Wahrs
heinli
hkeiten analog zu Texas Hold'embere
hnet werden.6.3 Tropi
al StudTropi
al Stud ist eine sehr exotis
he Pokervariante. Hier spielen nämli
h alleSpieler gegen den Dealer (Croupier), ähnli
h wie bei Bla
k Ja
k. Aus diesemGrund eignet si
h dieses Spiel besonders gut für das Casino.72



Bevor das Spiel beginnt muss jeder Spieler ein Ante einzahlen. Die Chipswerden jedo
h ni
ht in einen Pot zusammengeworfen, sondern jeder Spielerhat seinen eigenen Pot vor si
h liegen. In den meisten Casinos gibt es proSpielerplatz zwei mit den Begri�en �Ante� und �Bet� gekennzei
hnete Felder.Jeder Spieler kann selbst ents
heiden wie viele Chips er als Ante einsetzenmö
hte. Es gibt allerdings ein Minimal� und ein Maximalgebot. Ans
hlieÿendteilt der Croupier jedem Spieler verde
kt fünf Karten aus. Au
h si
h selbstgibt er fünf Karten, von denen aber eine o�en vor ihm auf den Tis
h gelegtwird. Jeder Spieler kann nun ents
heiden, ob er aussteigt (fold) oder wettet(bet). Wenn ein Spieler wetten will, muss er das Doppelte seines Antes aufdas Feld �Bet� legen. Falls er allerdings aussteigen will, geht der Betrag seineserbra
hten Antes an die Bank. Ans
hlieÿend folgt eine Taus
hrunde. Es darfjeweils eine Karte beim Croupier ausgetaus
ht werden, allerdings nur gegenBezahlung eines Betrages in Höhe des Antes. Dieser Betrag wird ni
ht in denPot geworfen, sondern gehört der Bank. Es steht natürli
h au
h jedem freiseine Karten zu behalten. Nun hat der Croupier seine restli
hen vier Kartenaufzude
ken. Hat sein Blatt ni
ht zumindest den Wert der PokerkombinationAss�König, s
heidet er aus. Alle Spieler, die no
h ni
ht ausgestiegen sind,erhalten einen Gewinn in Höhe ihres Antes und dürfen ihre gesetzten Chipsbehalten. Besitzt der Croupier aber ein sol
hes Blatt, müssen au
h die Spielerihre Karten aufde
ken. Hat ein Spieler ein s
hle
hteres Blatt als der Croupier,gehen alle gesetzten Chips an die Bank. Hat ein Spieler aber ein besseresBlatt, so bekommt er die Höhe des Antes als Gewinn. Auÿerdem erhält er,abhängig von seiner Kartenkombination, einen Gewinnbetrag für die Chips,die er zusätzli
h zum Ante gesetzt hat. In der folgenden Tabelle sind dieVerhältnisse von Auszahlung und Einsatz (ohne Ante) aufgelistet. Falls einSpieler dasselbe Blatt (genau die glei
hen Karten) wie der Croupier hat,bekommt er seine Chips zurü
k, erhält jedo
h keinen Gewinn.Kombination AuszahlungRoyal Flush 100:1Straight Flush 50:1Four of a Kind 20:1Full House 7:1Flush 5:1Straight 4:1Three of a Kind 3:1Two Pair 2:1Pair / A�K 1:173



Da wiederum fünf Karten aus insgesamt 52 gezogen werden sind die Wahr-s
heinli
hkeiten für die einzelnen Kartenkombination dieselben wie bei FiveCard Draw. Wenn der Croupier aber eine s
hle
htere Kartenkombination als
A�K in den Händen hält, gewinnt der Spieler unabhängig von seinem Blatt.Wie groÿ ist aber die Wahrs
heinli
hkeit, dass der Croupier aus dem Spielaussteigen muss und der Spieler somit automatis
h sein Ante als Gewinn er-hält?Croupier muss aussteigen:Damit das Blatt des Croupiers s
hle
hter als ein Blatt der Kombination
A�K ist, darf kein Paar oder eine bessere Kombination gezogen werden.Man kann also die Wahrs
heinli
hkeit für High Card zu Hilfe nehmen.Diese beträgt 0, 5011774. Davon muss no
h die Wahrs
heinli
hkeit dasBlatt A�K zu erhalten abgezogen werden.Wenn das Blatt A�K gezogen werden soll, müssen die übrigen drei Kar-ten unters
hiedli
he und von A und K vers
hiedene Werte besitzen. Die-se drei Werte können also no
h aus den restli
hen elf gezogen werden. Al-lerdings ist unter diesen Mögli
hkeiten au
h eine Straÿe: {T, J,Q,K,A}.Diese muss no
h abgezogen werden:
(
11
3

)
− 1Alle fünf Karten können jede beliebige der vier Farben annehmen. Dievier Mögli
hkeiten daraus einen Flush zu bilden (in den Farben ♠, ♥, ♦und ♣) müssen aber abgezogen werden. Um die Wahrs
heinli
hkeit zubere
hnen, muss s
hlieÿli
h no
h dur
h (52

5

) dividiert werden.Somit erhält man für die Wahrs
heinli
hkeit das Blatt A�K zu ziehen:
P (A�K) =

((
11
3

)
− 1
)
· (45 − 4)

(
52
5

) ≈ 0, 06436421Um nun die Wahrs
heinli
hkeit dafür zu erhalten, dass der Croupieraus dem Spiel aussteigen muss, wird diese Wahrs
heinli
hkeit von derWahrs
heinli
hkeit für �High Card� subtrahiert.Insgesamt kommt man auf das Ergebnis:
P (Croupier muss aussteigen) = P (High Card)− P (A�K) ≈

≈ 0, 5011774− 0, 06436421 = 0.43681319
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Wie man sieht, liegt die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass der Croupier ausstei-gen muss, bei unter 50 Prozent. Das ist für ein Casino essentiell, da es immereinen Vorteil gegenüber den Spielern haben muss, um Gewinn zu ma
hen.Angenommen ein Spieler spielt um ein Ante in der Höhe von x Euro. In derWettrunde setzt er einen Betrag von 2x. Er ents
hlieÿt si
h keine Karte zutaus
hen. Wie ho
h ist nun der zu erwartende Gewinn für diesen Spieler?ErwartungswertIm Folgenden wird der Fall, dass sowohl der Spieler als au
h der Croupierdie glei
he Pokerkombination besitzen, ni
ht bea
htet. Wenn beide zumBeispiel ein Paar in der Hand halten, würde derjenige mit dem besserenPaar gewinnen, wenn beide dasselbe Paar besitzen, würde derjenige mitder hö
hsten zusätzli
hen Karte gewinnen. Falls aber alle Kartenwer-te ident sind, gewinnt niemand und der Spieler erhält seine gesetztenChips zurü
k. Um diese Situation zu vereinfa
hen, wird angenommen,dass der Gewinn glei
h null ist, falls der Spieler und der Croupier dieglei
he Kartenkombination besitzen. Dadur
h erhält man aber eine mi-nimale Abwei
hung vom e
hten Erwartungswert.Zur Bere
hnung des Erwartungswerts muss jeweils die Wahrs
heinli
h-keit mit dem dazu gehörigen Gewinn multipliziert werden, um die Ein-zelergebnisse ans
hlieÿend zu addieren:
E(X) =

n∑

i=1

xi · P (X = xi)Wenn das Blatt des Croupiers ni
ht zumindest den Wert A�K besitzt,gewinnt der Spieler den Betrag des Antes.
0, 43681319 · x.Hat der Croupier ein Blatt mit der Kombination A�K, so gewinnt derSpieler sowohl den Wert des Antes als au
h einen zusätzli
hen Betrag,der abhängig von seiner Kartenkombination ist. Womit der Wettbetragjeweils multipliziert werden muss, wurde in der obigen Tabelle bereitsaufgelistet. Wenn der Spieler zum Beispiel einen Royal Flush in denHänden hält, gewinnt er x+2x · 100 = 201x Euro. Den Gewinn für jedeeinzelne Kombination ist der folgenden Tabelle zu entnehmen:
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Kombination Wahrs
heinli
hkeit AuszahlungRoyal Flush 0,00000154 201xStraight Flush 0,00001385 101xFour of a Kind 0,00024010 41xFull House 0,00144058 15xFlush 0,00196540 11xStraight 0,00392465 9xThree of a Kind 0,02112845 7xTwo Pair 0,04753902 5xPair 0,42256903 3x
A�K 0,06436421 3xHier wird angenommen, dass der zu erwartende Gewinn glei
h null ist,falls beide, Croupier und Spieler, die glei
he Kartenkombination gezogenhaben.Hat der Croupier ein Blatt mit der Kombination A�K, so ist der Erwar-tungswert für den Spieler:

µA�K = P (Royal Flush) · 201x+ P (Straight Flush) · 101x+ ... + P (Pair) · 3x+
+P (A�K) · 0x+ P (keine Kombination) · (−3x) ≈

≈ 0, 00000154 · 201x+ 0, 00001385 · 101x+ 0, 0002401 · 41x+

+0, 00144058 · 15x+ 0, 0019654 · 11x+ 0, 00392465 · 9x+

+0, 02112845 · 7x+ 0, 04753902 · 5x+ 0, 42256903 · 3x+

+0, 06436421 · 0x+ 0, 43681319 · (−3x) = 0, 43296421 · xHat der Croupier allerdings ein Paar, ist der zu erwartende Gewinn desSpielers folgendermaÿen zu bere
hnen:
µPaar = 0, 00000154 · 201x+ 0, 00001385 · 101x+ 0, 0002401 · 41x+

+0, 00144058 · 15x+ 0, 0019654 · 11x+ 0, 00392465 · 9x+

+0, 02112845 · 7x+ 0, 04753902 · 5x+ 0, 42256903 · 0x+

+0, 5011774 · (−3x) = −1, 02783551 · xAuf dieselbe Weise können die zu erwartenden Gewinne für die übrigenBlätter des Croupiers bere
hnet werden. Alle Ergebnisse werden in derna
hfolgenden Tabelle aufgelistet. 76



Blatt des Croupiers Wahrs
heinli
hkeit zu erwartender Gewinndes SpielersRoyal Flush 0,00000154 -2,99999544xStraight Flush 0,00001385 -2,99964435xFour of a Kind 0,00024010 -2,99752520xFull House 0,00144058 -2,98335936xFlush 0,00196540 -2,95585446xStraight 0,00392465 -2,92246111xThree of a Kind 0,02112845 -2,82375391xTwo Pair 0,04753902 -2,53323770xPair 0,42256903 -1,02783551x
A�K 0,06436421 0,43296421xkeine Kombination 0.43681319 1xUm den Erwartungswert zu bere
hnen, müssen no
h die Wahrs
hein-li
hkeiten für eine bestimmte Kombination mit dem jeweiligen zu er-wartenden Gewinn des Spielers multipliziert werden. Insgesamt erhältman:

E(X) =0, 00000154 · (−2, 99999544x) + 0, 00001385 · (−2, 99964435x)+

+0, 0002401 · (−2, 9975252x) + 0, 00144058 · (−2, 98335936x)+

+0, 0019654 · (−2, 95585446x) + 0, 00392465 · (−2, 92246111x)+

+0, 02112845 · (−2, 82375391x) + 0, 04753902 · (−2, 5332377x)+

+0, 42256903 · (−1, 02783551x) + 0, 06436421 · (0, 43296421x)+

+0.43681319 · x = −0, 172082758 · xDer Erwartungswert für den Spieler ist also negativ, wie übli
h für ein Spiel,das im Casino angeboten wird. Mit Hilfe des Erwartungswertes kann au-ÿerdem eine Aussage über die Höhe des Verlustes gema
ht werden. Je öftergespielt wird, desto mehr nähert si
h der Verlust 17,2 Prozent des Einsatzesan.
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Kapitel 7Betra
htungen zum SpielverlaufIn diesem Kapitel sollen bestimmte Spielsituationen der beiden bekanntes-ten Pokervarianten (Five Card Draw und Texas Hold'em) näher betra
htetwerden.
7.1 Spielsituationen bei Five Card DrawDie Wahrs
heinli
hkeiten, ein bestimmtes Blatt beim ersten Austeilen zu er-halten wurde bereits bere
hnet. Nun stellt si
h allerdings die Frage, wie si
hdiese Wahrs
heinli
hkeiten verändern, wenn die Mögli
hkeit eines Taus
hesbesteht. Dies soll anhand bestimmter Blätter überprüft werden. Auÿerdemwird vergli
hen, wie viele Karten getaus
ht werden sollten, damit die Spiel-weise optimal wird.Weiters wird der Frage, ob die Anzahl der Spieler auss
hlaggebend für denGewinn ist, na
hgegangen. Es wurde bereits erwähnt, dass die Spieleran-zahl für die Wahrs
heinli
hkeit ein bestimmtes Blatt ausgeteilt zu bekom-men ni
ht zu bea
hten ist. Allerdings lässt si
h vermuten, dass es einfa
herist mit einer bestimmten Pokerkombination gegen einen Gegner zu gewinnen,als gegen vier, da es weniger Blätter gibt, die es zu s
hlagen gilt. Au
h dieseFrage soll mit Hilfe von Beispielkombinationen beantwortet werden.
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7.1.1 Taus
hIm Folgenden werden Starthände, anhand derer das Taus
hverhalten über-prüft werden soll, betra
htet. Es handelt si
h dabei um Starthände, die einSpieler auf jeden Fall spielen sollte. Es werden keine zusätzli
hen Spieler be-a
htet. Man
hmal kommt es vor, dass ein anderer Spieler die Karte, die zurVervollständigung eines Blattes benötigt wird, in den Händen hält. DieseKarte kann dann ni
ht mehr gezogen werden. Diese Situation wird hier au-ÿer A
ht gelassen.1. Beispiel: {2, 9, T, J, Q}Angenommen ein Spieler hat die Kartenkombination {2, 9, T, J, Q}, wobeidie Farben vorerst ni
ht bea
htet werden. Die Mögli
hkeit für eine Straÿe istgegeben. Der Spieler wird die Karte mit dem Wert 2 eintaus
hen und ho�en,dass er eine Karte des Wertes K oder 8 bekommt. Wie groÿ ist die Wahr-s
heinli
hkeit diese Starthand zu einem Straight zu ma
hen?Spieler bekommt ein Straight:Damit dieses Startblatt zu einem Straight wird, benötigt der Spieler ent-weder eine Karte mit dem Wert A oder eine mit dem Wert 9. Da dieFarbe dabei ni
ht von Bedeutung ist, gibt es a
ht mögli
he Karten, diedas Blatt zu einem Straight ma
hen. Insgesamt gibt es no
h 47 Karten.Somit lautet die Wahrs
heinli
hkeit:
P (Straight (1)) = 8

47
≈ 0, 17021277Falls der Spieler die Karten der Straÿe in derselben Farbe hat, zum Beispiel

{2♦, 9♠, T♠, J♠, Q♠}, hat er die Chan
e auf ein Straight, einen Flush odereinen Straight Flush. Alle drei wären ziemli
h si
her gewinnbringende Kom-binationen.Spieler bekommt ein Straight, einen Flush oder einen StraightFlush:Für einen Straight Flush gibt es nur zwei Mögli
hkeiten, der Spielererhält die Karte K♠ oder die Karte 8♠. Die übrigen se
hs Karten mitden Werten K und 8 liefern ein Straight, während die übrigen elf Kartender Farbe Pik einen Flush liefern. Alle diese Ereignisse s
hlieÿen si
h80



gegenseitig aus, dürfen also addiert werden.Die Wahrs
heinli
hkeit auf ein Straight, einen Flush oder einen StraightFlush lautet demna
h:
P (Straight, einen Flush oder einen Straight Flush) = 6

47
+

11

47
+

2

47
=

=
19

47
≈ 0, 40425532Die Wahrs
heinli
hkeit mit einem sol
hen Blatt zu gewinnen ist also relativho
h. Es fällt auf, dass bei diesem Beispiel die Wahrs
heinli
hkeit für einenFlush höher ist als für ein Straight, obwohl es in allgemeiner Form genauumgekehrt ist.2. Beispiel: {Q,Q,K, T, 6}Angenommen der Spieler hat folgendes Blatt: {Q,Q,K, T, 6}. Die Mögli
h-keit für einen Flush ist ni
ht gegeben. Das Blatt lieÿe si
h allerdings zu zweiPaaren, einem Drilling, einer Straÿe, einem Full House oder einem Vierlingvervollständigen.Wenn ein Spieler auf eine Straÿe ho�t, wird er die Karten mit den Werten Qund 6 taus
hen. Au
h dann ist no
h die Mögli
hkeit gegeben ein Paar, zweiPaar oder einen Drilling zu erhalten. Die Wahrs
heinli
hkeit mit einem Paarzu gewinnen ist allerdings ni
ht sehr ho
h, daher werden diese Kombinatio-nen hier ni
ht berü
ksi
htigt.Spieler taus
ht Q und 6:Für die Kombination Two Pair muss der Spieler entweder Q und Kziehen, Q und T oder K und T . Dabei ist zu bea
hten, dass die Ziehungvon Q und K von der Ziehung von K und Q unters
hieden werden muss.Die Reihenfolge ist von Bedeutung. Im Stapel be�nden si
h no
h zweiDamen, drei Könige und drei Zehner. Die Wahrs
heinli
hkeit zwei Paarezu erhalten ist demna
h:

P (Two Pair (2.1)) = 2 ·
2

47
·
3

46
+ 2 ·

2

47
·
3

46
+ 2 ·

3

47
·
3

46
≈ 0, 01942646
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Um die Kombination Three of a Kind zu erhalten, benötigt der Spielerzwei Damen, zwei Könige oder zwei Zehner. Die Wahrs
heinli
hkeit dafürbeträgt:
P (Three of a Kind (2.1)) = 2

47
·
1

46
+

3

47
·
2

46
+

3

47
·
2

46
≈ 0, 00647549S
hlieÿli
h kann der Spieler au
h die gewüns
hte Straÿe erhalten. Da-für muss er entweder Karten mit den Werten A und J ziehen oder mitden Werten J und 9. Eine Straÿe erhält man also mit der Wahrs
hein-li
hkeit:

P (Straight (2.1)) = 2 ·
4

47
·
4

46
+ 2 ·

4

47
·
4

46
= 0, 02960222Nun lässt si
h bere
hnen mit wel
her Wahrs
heinli
hkeit der Spieler einBlatt erhält, mit dem es si
h lohnt weiterzuspielen, wenn er Q und 6taus
ht:

P (gutes Blatt beim Taus
h von Q und 6) = P (Two Pair (2.1))+
+P (Three of a Kind (2.1)) + P (Straight (2.1)) ≈
≈0, 01942646 + 0, 00647549 + 0, 02960222 = 0, 05550417

Darüber hinaus könnte si
h der Spieler au
h ents
heiden die Karten mit denWerten 6 und T zu taus
hen, weil diese den geringsten Wert besitzen. Indiesem Fall hat der Spieler die Mögli
hkeit zwei Paar, einen Drilling, ein FullHouse oder einen Vierling zu erhalten. Nur die Karte mit dem Wert 6 zutaus
hen, bringt keine Aussi
hten auf Erfolg.Spieler taus
ht 6 und T :Um na
h dem Taus
h zwei Paare in der Hand zu haben, muss entwederein König (drei Karten) und ein unters
hiedli
her Kartenwert, also kei-ne Dame und kein König (42 Karten), gezogen werden, oder ein Paar.Wenn ein Paar gezogen werden soll, muss zwis
hen den Werten 6 und T ,von denen es nur no
h jeweils drei Stü
k gibt, und den übrigen Werten82



unters
hieden werden. Es gibt 36 Karten, die keinen der Werte 6, T , Qoder K besitzen. Somit erhält man:
P (Two Pair (2.2)) = 2 ·

3

47
·
42

46
+ 2 ·

3

47
·
2

46
+

36

47
·
3

46
≈ 0, 17206291Damit der Spieler einen Drilling erhält, muss er eine Dame ziehen und ei-ne Karte mit einem vonK undD vers
hiedenen Kartenwert. Andernfallswürde ein Full House entstehen, das ni
ht in diese Kategorie eingeordnetwird.

P (Three of a Kind (2.2)) = 2 ·
2

47
·
42

46
≈ 0, 07770583Der Spieler kann dur
h den Taus
h aber au
h ein Full House erhalten.Dazu muss er entweder eine Dame und einen König ziehen oder zweiKönige.

P (Full House (2.2)) = 2 ·
2

47
·
3

46
+

3

47
·
2

46
≈ 0, 00832562Die letzte Mögli
hkeit ist das Ziehen eines Vierlings. Hierfür muss derSpieler allerdings zwei Damen ziehen, eine andere Mögli
hkeit gibt esni
ht.

P (Four of a Kind (2.2)) = 2

47
·
1

46
≈ 0.00092507Somit kann man si
h die Wahrs
heinli
hkeit ausre
hnen, dass ein Spielerein gutes Blatt erhält, wenn er die Karten 6 und T taus
ht indem mandie einzelnen Wahrs
heinli
hkeiten addiert:

P (gutes Blatt beim Taus
h von 6 und T ) = P (Two Pair (2.2))+
+P (Three of a Kind (2.2)) + (Full House (2.2)) + P (Four of a Kind (2.2)) ≈
≈0, 17206291 + 0, 07770583 + 0, 00832562 + 0.00092507 = 0, 25901943Die letzte Mögli
hkeit, und vermutli
h au
h diejenige, wel
he die meistenSpieler intuitiv bevorzugen würden, ist das Taus
hen der Karten mit denWerten 6, T und K. Au
h in diesem Fall sind folgende gute Kartenkombina-tionen mögli
h: zwei Paar, Drilling, Full House oder Vierling.83



Spieler taus
ht 6, T und K:Für die Mögli
hkeit zwei Paare zu bekommen, brau
ht ein Spieler no
hein zusätzli
hes Paar und eine Karte von unters
hiedli
hem Wert. Daszweite Paar kann die Werte 6, T oder K besitzen, von denen es jeweilsno
h drei Karten gibt. Es kann aber au
h einen der no
h ni
ht auf-getretenen Werte annehmen. Die letzte Karte muss einen von beidenPaaren vers
hiedenen Wert besitzen. Die Reihenfolge muss allerdingsno
h bea
htet werden. Für die Anordnung der letzten Karte gibt es (3
1

)Mögli
hkeiten.
P (Two Pair (2.3)) = 3·

(
3

1

)

·
3

47
·
2

46
·
42

45
+

(
3

1

)

·
36

47
·
3

46
·
41

45
≈ 0, 15985199Die einzige Mögli
hkeit einen Drilling zu bekommen ist die, dass no
heine Dame und zwei Karten mit unters
hiedli
hemWert gezogen werden.

P (Three of a Kind (2.3)) =3 ·

(
3

1

)

·
2

47
·
3

46
·
42

45
+

(
3

1

)

·
2

47
·
36

46
·
41

45
≈

≈0, 11433858Ein Full House kann auf zwei Arten entstehen. Entweder eine Dame undein Paar oder ein Drilling wird gezogen. Es muss wieder unters
hiedenwerden, ob die Karten den Wert K, T oder 6 haben oder ni
ht.
P (Full House (2.3)) =3 ·

(
3

1

)

·
2

47
·
3

46
·
2

45
+

(
3

1

)

·
2

47
·
36

46
·
3

45
+

+3 ·
3

47
·
2

46
·
1

45
+

36

47
·
3

46
·
2

45
≈ 0, 01017576S
hlieÿli
h kann au
h ein Vierling gezogen werden. Dafür muss der Spie-ler zwei Damen erhalten. Die letzte Karte ist völlig beliebig zu wählen.

P (Four of a Kind (2.3)) = (3
1

)

·
2

47
·
1

46
· 1 ≈ 0, 00277521Nun kann die Wahrs
heinli
hkeit für ein gutes Blatt beim Taus
h derKarten mit den Werten K, T und 6 bere
hnet werden:

P (gutes Blatt beim Taus
h von K, T und 6) = P (Two Pair (2.3))+
P (Drilling (2.3)) + P (Full House (2.3)) + P (Four of a Kind (2.3)) ≈
≈ 0, 15985199 + 0, 11433858 + 0, 01017576 + 0, 00277521 = 0, 2871415484



Die gröÿte Wahrs
heinli
hkeit ein gutes Blatt (mindestens zwei Paar) zu be-kommen � rund 28,7 Prozent � hat ein Spieler also dann, wenn die drei Kartenvon unters
hiedli
hem Wert getaus
ht werden.7.1.2 Anzahl der SpielerAn einem Pokerspiel können unters
hiedli
h viele Spieler teilnehmen. Es stelltsi
h die Frage, ob die Wahrs
heinli
hkeit zu gewinnen von der Spieleranzahlabhängig ist. Da es bei mehr Spielern au
h mehr Mögli
hkeiten gibt, dassein Gegner ein besseres Blatt besitzt, ist es lei
ht einzusehen, dass die Wahr-s
heinli
hkeit zu gewinnen bei wa
hsender Spieleranzahl abnimmt.Angenommen zwei Spieler pokern gegeneinander, wobei ein Spieler das Blatt
{A♠, A♥, J♥, 5♦, 2♣} erhält. Die Mögli
hkeit einer Taus
hrunde ist ni
htgegeben. Damit dieser Spieler gewinnt, muss der andere ein s
hle
hteres Blattbesitzen. Dazu zählen: keine Kombination, ein Paar von kleinerem Wert als
A, ein Ass�Paar, wobei die übrigen drei Karten einen niedrigeren Wert als
J besitzen müssen, oder ein Ass�Paar mit einem Buben, wobei die anderenbeiden Karten von kleinerem Wert als 5 sein müssen.Gewinnwahrs
heinli
hkeit bei zwei Spielern:Einige Vorbemerkungen sollen helfen die Übersi
ht zu behalten.Da bereits fünf Karten bekannt sind (das Blatt des ersten Spielers), be-steht das Kartende
k nur no
h aus 47 Karten. Von diesen existieren nurno
h jeweils drei Karten mit den Werten J, 5 oder 2 (Menge Y ). Vondem Wert A sind nur no
h zwei Karten vorhanden. Demna
h gibt esneun Werte, von denen es no
h je vier Karten gibt (Menge X).
X = {3, 4, 6, 7, 8, 9, T, Q,K}.
Y = {2, 5, J}.Pair von 2�KDas Paar kann entweder aus der Menge X oder aus der Menge Y gezo-gen werden.Wenn es aus der ersten Menge stammt, gibt es neun Werte, die das Paarannehmen kann. Diese zwei Karten können zwei der vier mögli
hen Far-ben annehmen: (9

1

)
·
(
4
2

).
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Die übrigen drei Karten können entweder aus der nun nur no
h aus a
htElementen bestehenden Menge der no
h ni
ht verwendeten Kartenwerte
(X − 1) gezogen werden (jede Karte kann vier Farben annehmen) oderaus der Menge Y (nur no
h drei Farben pro Karte). Die drei Kartenkönnen aber au
h den Wert A (zwei Farben) beinhalten.Alle drei Karten werden aus (X − 1) gezogen: (8

3

)
· 43.Zwei Karten aus (X − 1) und eine aus Y : (8

2

)
· 42 ·

(
3
1

)
· 3.Eine Karte aus (X − 1) und zwei aus Y : (8

1

)
· 4 ·

(
3
2

)
· 32.Alle drei Karten aus Y : (3

3

)
· 33.Zwei Karten aus (X − 1) und ein Ass: (8

2

)
· 42 · 1 · 2.Eine Karte aus (X−1), eine Karte aus Y und ein Ass: (8

1

)
·4 ·
(
3
1

)
·3 ·1 ·2.Zwei Karten aus Y und ein Ass: (3

2

)
· 32 · 1 · 2.Der Wert des Paares kann aber au
h aus der Menge Y stammen. Dannkönnen die Farben der beiden Karten aus einer 3�elementigen Mengegezogen werden: (3

1

)
·
(
3
2

).Die übrigen drei Karten können demna
h aus der Menge X (jede Kartekann vier Farben annehmen) oder aus der Menge (Y − 1), wobei no
hdrei Farben zur Verfügung stehen, gezogen werden. Auÿerdem kann einAss gezogen werden, wel
hes no
h zwei Farben annehmen kann.Alle drei Karten werden aus der Menge X gezogen: (9
3

)
· 43.Zwei Karten kommen aus X und eine aus (Y − 1): (9

2

)
· 42 ·

(
2
1

)
· 3.Eine Karte aus X und zwei Karten aus (Y − 1): (9

1

)
· 4 ·

(
2
2

)
· 32.Zwei Karten aus X und ein Ass: (9

2

)
· 42 · 1 · 2.Eine Karte aus X , eine Karte aus (Y −1) und ein Ass: (9

1

)
·4 ·
(
2
1

)
·3 ·1 ·2.Zwei Karten aus (Y − 1) und ein Ass: (2

2

)
· 32 · 1 · 2.Diese Überlegungen können nun alle addiert werden. Um die Wahr-s
heinli
hkeit dafür zu bere
hnen, dass der zweite Spieler ein Paar vonkleinerem Wert als A besitzt, muss das Ergebnis no
h dur
h (47

5

) divi-diert werden. Insgesamt erhält man demna
h:
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P (Pair (2�K)) =

(
9
1

)
·
(
4
2

)
·
((

8
3

)
· 43 +

(
8
2

)
· 42 ·

(
3
1

)
· 3 +

(
8
1

)
· 4 ·

(
3
2

)
· 32
)

(
47
5

) +

+

(
9
1

)
·
(
4
2

)
·
((

3
3

)
· 33 +

(
8
2

)
· 42 · 1 · 2 +

(
8
1

)
· 4 ·

(
3
1

)
· 3 · 1 · 2 +

(
3
2

)
· 32 · 1 · 2

)

(
47
5

) +

+

(
3
1

)
·
(
3
2

)
·
((

9
3

)
· 43 +

(
9
2

)
· 42 ·

(
2
1

)
· 3 +

(
9
1

)
· 4 ·

(
2
2

)
· 32 +

(
9
2

)
· 42 · 1 · 2

)

(
47
5

) +

+

(
3
1

)
·
(
3
2

)
·
((

9
1

)
· 4 ·

(
2
1

)
· 3 · 1 · 2 +

(
2
2

)
· 32 · 1 · 2

)

(
47
5

) ≈ 0, 41631642Pair mit A und drei Karten < J:Um ein sol
hes Blatt zu erhalten, benötigt der Spieler auf jeden Fall diebeiden no
h vorhandenen Ass-Karten. Die übrigen drei Karten könnenentweder aus der Menge {3, 4, 6, 7, 8, 9, T}, von denen jede Karte no
hin vier Farben vorhanden ist, oder aus der Menge {2, 5}, die nur no
hdrei Farben annehmen können, gezogen werden.Aus der 7�elementigen Menge können drei, zwei oder bloÿ eine Kartegezogen werden. Abhängig davon müssen von der 2�elementigen Mengedie restli
hen Karten gezogen werden, also eine, zwei oder drei.Alle drei Mögli
hkeiten addiert und dur
h (47
5

) dividiert, ergeben dieWahrs
heinli
hkeit dafür, dass der zweite Spieler ein Ass�Paar und dreiKarten von geringerem Wert als J erhält.
P (AA und drei Karten < J) =

(
7
3

)
· 43 +

(
7
2

)
· 42 ·

(
2
1

)
· 3

(
47
5

) +

+

(
7
1

)
· 4 ·

(
2
2

)
· 32

(
47
5

) ≈ 0, 00293884Pair mit A, eine Karte mit Wert J und zwei Karten < 5:Um ein sol
hes Blatt zu erhalten, müssen die beiden Ass�Karten gezogenwerden, einer der drei no
h vorhandenen Buben und zwei Karten aus derMenge {2, 3, 4}. Karten vom Wert 2 sind allerdings nur no
h drei Stü
kvorhanden. Demna
h kann entweder der Wert 3 und der Wert 4 (jeweilsin vier Farben) gezogen werden, oder einer dieser beiden und zusätzli
hno
h der Wert 2 (in drei Farben). 87



Somit beträgt die Wahrs
heinli
hkeit, dass der zweite Spieler ein Ass�Paar, einen Buben und zwei Karten von geringerem Wert als 5 zieht:
P (AAJ und zwei Karten < 5) =

(
3
1

)
·
((

2
2

)
· 42 +

(
2
1

)
· 4 · 1 · 3

)

(
47
5

) ≈

≈0, 0000782keine Kombination:Es müssen fünf Karten gezogen werden, ohne dass si
h daraus eine Po-kerkombination zusammenstellen lässt. Diese Karten können entwederaus der Menge X , der no
h ni
ht vorgekommenen Werte stammen, ausder Menge Y oder es wird ein Ass gezogen. Die Werte aus der Menge Xsind no
h in vier Farben vorhanden, die Werte aus Y no
h in drei Far-ben und ein Ass kann in zwei Farben gezogen werden. Es muss auÿerdemdie Anzahl der mögli
hen Straÿen und Flushs abgezogen werden. DieseAnzahl ist jedo
h von den Kartenwerten abhängig. Um das Abzählen zuvereinfa
hen, werden in der na
hfolgenden Au�istung aller Werte dieje-nigen, die no
h in drei Farben vorhanden sind, blau ges
hrieben und derWert A, den es no
h in zwei Farben gibt, rot:
A, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, T, J, Q,K,ADie ni
ht mehr vollständig erhaltenen Werte 2, 5, J, A können in ver-s
hiedenen Farben gezogen werden, was später no
h von Bedeutung seinwird: Wert vorhandene Farben

A ♦, ♣
2 ♠, ♥, ♦
5 ♠, ♥, ♣
J ♠, ♦, ♣Wenn alle fünf Karten aus der Menge X stammen, gibt es eine mögli
heStraÿe ({6, 7, 8, 9, T}) und vier mögli
he Flushs (alle Farben):
((

9

5

)

− 1

)

·
(
45 − 4

)
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Falls vier Karten aus X und eine aus Y gezogen wird, können se
hs Stra-ÿen entstehen ({3, 4, 5, 6, 7} , {4, 5, 6, 7, 8}, {5, 6, 7, 8, 9}, {7, 8, 9, T, J},
{8, 9, T, J, Q} und {9, T, J, Q,K}) und drei Flushs (in den Farben derKarten aus Y ):

((
9

4

)

·

(
3

1

)

− 6

)

·
(
44 · 3− 3

)Drei Karten aus X und zwei aus Y ⇒ eine Straÿe ({2, 3, 4, 5, 6}) undzwei Flushs (in den Farben ♠ und ♥):
((

9

3

)

·

(
3

2

)

− 1

)

·
(
43 · 32 − 2

)Zwei Karten aus X und drei aus Y ⇒ ein Flush (♠):
(
9

2

)

·

(
3

3

)

·
(
42 · 33 − 1

)Vier Karten aus X und ein Ass ⇒ zwei Flushs (in ♦ und ♣):
(
9

4

)

· 1 · (44 · 2− 2)Drei Karten aus X , eine Karte aus der Menge {2, 5} und ein Ass ⇒ einFlush (in ♦ beim Wert 2 und in ♣ beim Wert 5):
(
9

3

)

·

(
2

1

)

· 1 · (43 · 3 · 2− 1)Drei Karten aus X , eine mit dem Wert J und ein Ass ⇒ eine Straÿe({T, J,Q,K,A}) und zwei Flushs (in ♦ und ♣):
((

9

3

)

· 1 · 1− 1

)

· (43 · 3 · 2− 2)Zwei Karten aus X , entweder {2, J} oder {5, J} und ein Ass⇒ ein Flush(in ♦ oder ♣):
(
9

2

)

· 2 · 1 · (42 · 32 · 2− 1)Zwei Karten ausX , die Werte {2, 5} und ein Ass⇒ eine Straÿe ({A, 2, 3, 4, 5}):
((

9

2

)

· 1 · 1− 1

)

· 42 · 32 · 289



Eine Karte aus X , drei aus Y und ein Ass ⇒ keine mögli
hen Straÿenoder Flushs: (
9

1

)

·

(
3

3

)

· 1 · 4 · 33 · 2Alle diese Ergebnisse können nun addiert werden. Dies ergibt die Wahr-s
heinli
hkeit, dass der zweite Spieler na
h dem Austeilen der Kartenkeine Kombination besitzt.
P (keine Kombination) = ((

9
5

)
− 1
)
· (45 − 4) +

((
9
4

)
·
(
3
1

)
− 6
)
· (44 · 3− 3)

(
47
5

) +

+

((
9
3

)
·
(
3
2

)
− 1
)
· (43 · 32 − 2) +

(
9
2

)
· (42 · 33 − 1) +

(
9
4

)
· (44 · 2− 2)

(
47
5

) +

+

(
9
3

)
·
(
2
1

)
· (43 · 3 · 2− 1) +

((
9
3

)
− 1
)
· (43 · 3 · 2− 2)

(
47
5

) +

+

(
9
2

)
· 2 · (42 · 32 · 2− 1) +

((
9
2

)
− 1
)
· 42 · 32 · 2

(
47
5

) +

+

(
9
1

)
· 4 · 33 · 2
(
47
5

) ≈ 0, 49849961Indem man sämtli
he Einzelergebnisse addiert, lässt si
h nun au
h dieGewinnwahrs
heinli
hkeit bei zwei Spielern ausre
hnen:
P (2 Spieler) = P (Pair (2�K)) + P (AA und drei Karten < J)+

+ P (AAJ und zwei Karten < 5) + P (keine Kombination) ≈
≈ 0, 41631642 + 0, 00293884 + 0, 0000782 + 0, 49849961 = 0.91783307Falls drei Spieler am Spiel beteiligt sind, ändert si
h die Wahrs
heinli
hkeitzu gewinnen für den ersten Spieler. Die obigen Überlegungen gelten nunfür beide Gegner, jeder von ihnen darf hö
hstens zwei Asse, einen Bubenund zwei Karten mit kleineren Werten als 5 besitzen. Da die Kartenanzahlbegrenzt ist, muss streng genommen bea
htet werden, dass für den drittenSpieler weniger Karten zur Verfügung stehen. Er kann die Karten, die demzweiten Spieler ausgeteilt wurden ni
ht mehr ziehen. Wenn der zweite Spielerzum Beispiel zwei Asse bekommt, sind für den dritten Spieler keine mehrvorhanden. 90



Um die Wahrs
heinli
hkeit gegen zwei Spieler zu gewinnen genau bere
hnenzu können, müssten alle mögli
hen Ziehungen der beiden Gegner bea
htetwerden, wobei der erste fünf Karten aus 47 zieht und der zweite nur no
h42 Karten zur Verfügung hat. Somit müssten, um diese Re
hnung korrektdur
hzuführen,
(
47

5

)

·

(
42

5

)

=
47!

5! · 5! · 37!
≈ 1, 3 · 1012rund 1, 3 · 1012 Mögli
hkeiten dur
hgespielt werden.Da dieser Umstand den Re
hengang extrem verkomplizieren, zuglei
h aller-dings das Ergebnis nur minimal verändern würde, wird er hier verna
hlässigt.Die Züge der beiden Gegner werden als unabhängige Ereignisse betra
htet,was sie in Wirkli
hkeit ni
ht sind. Vereinfa
ht lässt si
h die Wahrs
heinli
h-keit, dass der erste Spieler mit dem Blatt {A♠, A♥, J♥, 5♦, 2♣} gegen zweiGegner gewinnt, demna
h folgendermaÿen bere
hnen:

P (3 Spieler) ≈ P (2 Spieler) · P (2 Spieler) ≈ 0.917833072 ≈ 0.84241754Man sieht also, dass si
h die Wahrs
heinli
hkeit zu gewinnen von ungefähr 92Prozent auf rund 84 Prozent verringert hat. Dies wirft die Frage auf, wie dieChan
en zu gewinnen für einen Spieler mit dem Blatt {A♠, A♥, J♥, 5♦, 2♣}stehen, wenn viele Gegner vorhanden sind. Angenommen es spielen zehnSpieler an einem Tis
h, ein Spieler mit der obigen Kartenkombination müss-te si
h also gegen neun andere dur
hs
hlagen. Au
h in diesem Fall sollendie Ziehungen der Spieler fäls
hli
herweise als unabhängige Ereignisse an-genommen werden, um die Re
hnung zu vereinfa
hen. Andernfalls müssten
47!

(5!)9·2!
≈ 2, 5 · 1040 Mögli
hkeiten bea
htet werden.Die Wahrs
heinli
hkeit, dass der Spieler gegen neun Gegner gewinnt, beträgt:

P (10 Spieler) = P (2 Spieler)9 ≈ 0.917833079 ≈ 0.46224616Die Wahrs
heinli
hkeit zu gewinnen ist bei zehn Spielern auf rund 46 Prozentgesunken. Man sieht, dass die Spieleranzahl die Gewinnwahrs
heinli
hkeit be-ein�usst. Der Spieler mit dem Blatt {A♠, A♥, J♥, 5♦, 2♣} wird gegen einenoder zwei Gegner hohe Einsätze bringen können und ziemli
h si
her gewin-nen. Wenn er allerdings gegen viele Gegner antritt, sollte er mit einem sol
henBlatt ni
ht zu ho
h zu wetten.
91



7.2 Spielsituationen bei Texas Hold'emBei Texas Hold'em besteht ni
ht die Mögli
hkeit eine gewisse Anzahl der Kar-ten zu taus
hen. Es stehen jedem Spieler nur die sieben ausgeteilten Kartenzur Bildung seiner Kombination zur Verfügung. Deshalb ist Texas Hold'emmehr vom reinen Zufall anhängig wie Five Card Draw. Aus diesem Grundlassen si
h au
h genauere Bere
hnungen aufstellen.7.2.1 Gewinnbringende Hole�CardsBei Texas Hold'em werden jedem Spieler zuerst zwei Karten ausgeteilt. No
hbevor die drei Gemeins
haftskarten auf den Tis
h gelegt werden gibt es eineWettrunde. Dies wird Pre�Flop�Play genannt. Für einen Spieler ist es wi
h-tig gute Starthände zu erkennen.Wie viele vers
hiedene Starthandkombinationen gibt es?Aus insgesamt 52 Karten werden zu Beginn zwei Karten gezogen, diesebilden die Starthand (Hole�Cards). Somit gibt es
(
52

2

)

= 1326mögli
he Starthände, die ein Spieler ziehen kann.Im Folgenden sollen die besten und bekanntesten Starthände ausführli
herbetra
htet werden.Ein Spieler, der sofort ein Paar ausgeteilt bekommt, sollte auf jedem Fallweiterspielen, au
h wenn es si
h um ein niedriges Paar handelt.Starthand Pair:Es gibt 13 vers
hiedene Werte, die das Paar annehmen kann. Die Farbender beiden Karten können aus einer 4�elementigen Menge gezogen wer-den. Insgesamt werden für die Starthand zwei Karten aus 52 gezogen.Somit erhält man die Wahrs
heinli
hkeit:
P (Starthand Pair) = 13 ·

(
4
2

)

(
52
2

) ≈ 0, 0588235392



Das Paar ist als Starthand deshalb so beliebt, weil die Wahrs
heinli
hkeitdamit im Laufe des Spiels eine bessere Kombination zu erhalten relativ groÿist. Der Spieler ho�t darauf, das Blatt zu einem Three of a Kind, einem FullHouse oder einem Four of a Kind vervollständigen zu können. Die Wahr-s
heinli
hkeit die Pokerkombination Paar zu verbessern, soll anhand des fol-genden Beispiels bere
hnet werden.Starthand {J♥, J♣}:Damit der Spieler am Ende des Spiels einen Drilling hat, muss eine derCommunity�Cards den Wert J besitzen. Diese kann allerdings nur no
hzwei Farben annehmen: 1 · (2
1

).Die restli
hen vier Karten müssen vers
hiedene Werte besitzen, wel
heno
h aus 12 vorhandenen Werten gezogen werden können. Auÿerdem er-geben si
h vier Mögli
hkeiten für eine Straÿe ({7, 8, 9, T, J}, {8, 9, T, J, Q},
{9, T, J, Q,K} und {T, J,Q,K,A}), wel
he no
h abgezogen werden müs-sen: (12

4

)
− 4.Diese vier Karten können jede beliebige Farbe annehmen, allerdings er-geben si
h dabei drei Mögli
hkeiten für einen Flush (in den Farben ♥, ♣und der Farbe des dritten Buben), die ebenfalls abgezogen werden müs-sen: 44−3. S
hlieÿli
h muss das Ergebnis no
h dur
h sämtli
he Mögli
h-keiten fünf Karten aus den 50 verbliebenen zu ziehen dividiert werden.Somit erhält man insgesamt:

P (Pair → Three of a Kind) = 2 ·
((

12
4

)
− 4
)
· (44 − 3)

(
50
5

) ≈ 0, 1172601Ein Full House kann auf zwei Arten gezogen werden. Entweder es wirdein dritter Bube gezogen, wobei no
h zwei Farben zur Auswahl stehen:
1 ·
(
2
1

). Dann muss zusätzli
h no
h ein Paar gezogen werden, wel
hesno
h 12 Werte und zwei der vier vorhandenen Farben annehmen kann:
(
12
1

)
·
(
4
2

). Weiters müssen die übrigen beiden Karten vers
hiedene Wertebesitzen, also aus den elf verbliebenen Werten gezogen werden. Diesekönnen aber jede beliebige Farbe annehmen: (11
2

)
· 42.Die zweite Mögli
hkeit mit einem Paar als Starthand ein Full Housezu erhalten besteht darin, dass ein Drilling gezogen wird. Diesem ste-hen 12 Werte zur Verfügung und kann drei der vier Farben annehmen:

(
12
1

)
·
(
4
3

). Die restli
hen beiden Karten müssen wieder unters
hiedli
hen93



Wertes sein, können aber in jeder Farbe gezogen werden: (11
2

)
· 42.Dur
h addieren dieser beiden Mögli
hkeiten erhält man die Wahrs
hein-li
hkeit:

P (Pair → Full House) =2 · 12 ·
(
4
2

)
·
(
11
2

)
· 42 + 12 ·

(
4
3

)
·
(
11
2

)
· 42

(
50
5

) ≈

≈0, 07974476Die bestmögli
he Kombination, die man mit diesem Paar erhalten kannist ein Vierling. Hierfür müssen beide no
h im Kartenstapel verbliebe-nen Buben gezogen werden. Die drei restli
hen Karten können aus den12 übrigen Werten gezogen werden und können jede beliebige Farbe an-nehmen.Also:
P (Pair → Four of a Kind) = 1 · 1 ·

(
12
3

)
· 43

(
50
5

) ≈ 0, 0066454

Somit lässt si
h die Wahrs
heinli
hkeit bere
hnen, aus einem Paar mit Hilfeder fünf Communitiy�Cards ein gutes Blatt zu ma
hen:
P (Pair → gutes Blatt) = P (Pair → Three of a Kind)+

+P (Pair → Full House) + P (Pair → Four of a Kind) ≈ 0, 1172601+

+0, 07974476 + 0, 0066454 = 0, 20365026Insgesamt gibt es also eine rund 20 prozentige Chan
e auf ein gutes Blatt miteinem Paar als Starthand. Zusätzli
h, abhängig von den Farben des Paares,gibt es die Mögli
hkeit einen Flush oder ein Straight zu erhalten. Für diesebeiden Kombinationen gibt es allerdings Starthände, die besser geeignet sind.Auf diese wird später no
h genauer eingegangen werden.Die berühmteste unter den Startkartenkombinationen ist ohne Zweifel {A,K}.Sie hat sogar einen eigenen Namen, benannt na
h einer Tennisspielerin, vonder böse Zungen behaupten, dass sie nur gut aussieht, aber leider nie ge-winnt: Anna Kournikova.11verglei
hsweise könnte man zum Beispiel der Kombination {Q, J}, den Namen DavidBe
kham geben (deuts
he Bezei
hnung der Blätter: Dame, Bube).94



Starthand {A,K}:Es be�nden si
h vier Könige und vier Asse im Stapel. Die Reihenfolgemuss bea
htet werden, da sowohl zuerst das Ass als au
h zuerst derKönig gezogen werden können. Demna
h erhält man folgendes Ergebnis:
2 ·

4

52
·
4

51
=

8

663
≈ 0, 01206637Die erste Frage, die si
h ein Spieler, der ein sol
hes Blatt erhalten hat, stellenwird, ist: Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dass au
h ein anderer Spielerein Ass hat? Falls si
h nämli
h am Ende des Spiels keine Kombination ausden sieben Karten bilden lässt, hat dieser Spieler trotzdem no
h Chan
enmit einem Ass als High Card zu gewinnen.Andere Spieler besitzen mindestens ein Ass:Natürli
h muss hier wieder die Spieleranzahl bea
htet werden. Die Wahr-s
heinli
hkeit, dass kein Spieler ein Ass besitzt, verhält si
h indirekt propor-tional zur Spieleranzahl.Die Wahrs
heinli
hkeit, dass ein Spieler mindestens ein Ass besitzt, kannmit der Gegenwahrs
heinli
hkeit bere
hnet werden, also mit der Wahr-s
heinli
hkeit, dass dieser Spieler kein Ass besitzt. Im Stapel be�ndensi
h no
h insgesamt 47 Karten, von denen drei den Wert A haben. Somiterhält man die Ergebnisse:

P (mindestens ein Ass bei 2 Spielern) = 1−
47

50
·
46

49
≈ 0, 1175102

P (mindestens ein Ass bei 3 Spielern) = 1−
47

50
·
46

49
·
45

48
·
44

47
=

221

980
≈

≈ 0, 2255102

P (mindestens ein Ass bei 10 Spielern) = 1−
47

50
·
46

49
·
45

48
·
44

47
·
43

46
·
42

45
·

·
41

44
·
40

43
·
39

42
·
38

41
·
37

40
·
36

39
·
35

38
·
34

37
·
33

36
·
32

35
·
31

34
·
30

33
=

=
183

245
≈ 0, 74693878
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Die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass ein anderer Spieler ebenfalls ein Ass be-sitzt wird gerne unters
hätzt, besonders bei einer gröÿeren Spieleranzahl.Man kann deutli
h sehen, dass ein Startblatt {A,K} keinen Anlass gibt, dasSpiel bereits als gewonnen anzusehen.Eine weitere Frage, die gerne na
h dem Erhalt von {A,K} als Startblattgestellt wird, ist: Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit no
h weitere Asse oderKönige zu ziehen?Mindestens ein A oder K unter den Gemeins
haftskarten:Au
h diese Aufgabe kann mit der Gegenwahrs
heinli
hkeit bere
hnetwerden. Wenn si
h unter den Gemeins
haftskarten weder ein Ass no
hein König be�nden soll, darf nur aus 44 Karten gezogen werden. Somitergibt si
h:
P (mindestens ein Ass oder König) = 1−

44

50
·
43

49
·
42

48
·
41

47
·
40

46
≈ 0, 48743227

Dieses Ergebnis zeigt, dass {A,K} als Startblatt eine gute Ausgangslageist, da man mit fast 50 prozentiger Wahrs
heinli
hkeit am Ende der Rundezumindest ein hohes Paar in den Händen hält. Natürli
h ist au
h das keineGarantie zu gewinnen.Eine weitere gewinnbringende Starthand ist jene, wel
he aus zwei Kartenglei
her Farbe besteht, denn dann bestehen gute Chan
en auf einen Flush.Zwei Karten glei
her Farbe:Die erste Karte kann beliebig gezogen werden, die zweite muss allerdingsdieselbe Farbe besitzen wie die erste Karte. Davon sind no
h 12 Stü
kvorhanden. Das ergibt eine Wahrs
heinli
hkeit von:
P (zwei Karten glei
her Farbe) = 52

52
·
12

51
≈ 0, 23529412

Wenn ein Spieler ein sol
hes Blatt zu Beginn ausgeteilt bekommt, zum Bei-spiel {T♦, 4♦}, wie groÿ ist dann die Wahrs
heinli
hkeit im Laufe des Spielseinen Flush zu bekommen? 96



{T♦, 4♦} wird zu Flush:Es fehlen no
h drei Karten für einen Flush. Diese müssen dieselbe Farbehaben, weshalb alle von unters
hiedli
hem Wert sind. Die anderen bei-den Karten können beliebig aus den verbliebenen 39 Karten, die andererFarbe sind, gewählt werden: (11
3

)
·
(
39
2

).Es können aber au
h vier Karten die Farbe ♦ besitzen, der Spieler hättetrotzdem einen Flush: (11
4

)
·
(
39
1

).Dass alle fünf Gemeins
haftskarten dieselbe Farbe besitzen, ist ni
ht er-strebenswert, denn dann würden alle Spieler einen Flush besitzen. Des-halb wird diese Mögli
hkeit ni
ht dazu gezählt.Insgesamt erhält man demna
h:
P ({T♦, 4♦} → Flush) = (

11
3

)
·
(
39
2

)
+
(
11
4

)
·
(
39
1

)

(
50
5

) ≈ 0, 06378023Angenommen der Flop (die ersten drei Gemeins
haftskarten) sind ebenfallsbekannt: {Q♦, 8♦, 2♣}. Der Spieler wird si
h nun die Frage stellen, wie ho
hdie Wahrs
heinli
hkeit dafür ist, dass er mit den letzten beiden Karten einenFlush bekommt.Turn oder River ma
ht {T♦, 4♦, Q♦, 8♦, 2♣} zum Flush:Man kann die Re
hnung mit Hilfe der Gegenwahrs
heinli
hkeit, also derWahrs
heinli
hkeit keine Karte der Farbe ♦ zu ziehen, vereinfa
hen. Indiesem Fall dürfen nur no
h 38 Karten gezogen werden.
P ({T♦, 4♦, Q♦, 8♦, 2♣} → Flush) = 1−

38

47
·
37

46
≈ 0, 34967623Mit fast 35 Prozent Gewinnwahrs
heinli
hkeit ist dies eine gute Ausgangs-lage. Allerdings ist zu bedenken, dass, falls sowohl Turn, als au
h River dieFarbe ♦ besitzen, der andere Spieler bloÿ eine ♦�Karte brau
ht, um ebenfallseinen Flush in seinen Händen zu halten. Angenommen die Gemeins
hafts-karten sind: {Q♦, 8♦, 2♣, 2♦, 5♦}. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit, dassau
h der andere Spieler einen Flush besitzt. Au
h hier wird die Wahrs
hein-li
hkeit, dass ein anderer Spieler ebenfalls einen Flush besitzt gröÿer, je mehrSpieler si
h am Spiel beteiligen. 97



Der andere Spieler erhält ebenfalls einen Flush:Das Ergebnis kann analog zum obigen Beispiel bere
hnet werden, mitdem Unters
hied, dass si
h nur no
h 45 Karten im Stapel be�nden.
P (der andere Spieler erhält einen Flush) = 1−

38

45
·
37

44
=

287

990
= 0, 289Au
h diese Wahrs
heinli
hkeit ist relativ ho
h. Da der erste Spieler allerdingsals hö
hste Karte den Wert T besitzt, lieÿe si
h vermuten, dass er ein höhe-res Flush besitzt. Wie groÿ ist die Wahrs
heinli
hkeit dafür, dass der ersteSpieler do
h verliert?Der zweite Spieler hat einen höheren Flush:Man bere
hnet die Wahrs
heinli
hkeit wieder mit Hilfe der Gegenwahr-s
heinli
hkeit. Der zweite Spieler soll also ein niedrigeres Blatt besitzen.Dies ist der Fall, wenn die Karten J♦, Q♦, K♦ und A♦ ni
ht gezogenwerden. Es stehen also nur no
h 41 Karten zur Verfügung. Demna
herhält man:

P (2. Spieler hat einen höheren Flush) = 1−
41

45
·
40

44
=

17

99
= 0, 17Die Wahrs
heinli
hkeit, dass der erste Spieler gewinnt, ist in diesem Fallalso relativ ho
h. Falls der Spieler allerdings einen Flush mit niedrigerenKarten besitzt, sollte man beim Wetten vorsi
htig sein. Es wird nämli
hoft unters
hätzt, wie ho
h die Wahrs
heinli
hkeit ist, dass au
h ein andererSpieler einen Flush in seinen Händen hält.Zum S
hluss dieses Kapitels soll no
h eine Starthand betra
htet werden, diegut zu einer Straÿe vervollständigt werden kann. Sie besteht aus zwei be-na
hbarten Karten, am besten ohne ein Ass, da es sonst nur eine mögli
heStraÿenkombination gibt. Ein Beispiel dafür wäre das Blatt {9, T}.Starthand: zwei bena
hbarte Karten:Die erste Karte kann beliebig gewählt werden. Die zweite Karte solleinen bena
hbarten Wert besitzen. Zu jedem Kartenwert gibt es zweibena
hbarte Kartenwerte, deshalb gibt es insgesamt a
ht Karten, diegezogen werden dürfen (jeder Wert in vier Farben). Somit erhält man:

P (zwei bena
hbarte Karten) = 52

52
·
8

51
≈ 0, 1568627598



Angenommen ein Spieler hat ein sol
hes Startblatt (zum Beispiel: {9, T}).Soeben wurde der Flop aufgede
kt: {3, 8, J}. Zu einer vollendeten Straÿefehlt dem Spieler also no
h eine Dame oder eine Sieben. Wie groÿ ist dieWahrs
heinli
hkeit, dass eine dieser Karten gezogen wird?
{3, 8, 9, T, J} wird zum Straight:Au
h hier soll der Re
henweg vereinfa
ht werden, weshalb mit der Ge-genwahrs
heinli
hkeit gere
hnet wird. Gesu
ht sind jene Karten, die dasobige Blatt ni
ht zu einer Straÿe ma
hen würden. Da es no
h je vier Kar-ten mit den Werten D und 7 gibt, handelt es si
h dabei um 39 Karten.Somit kann die Wahrs
heinli
hkeit bere
hnet werden:

P ({3, 8, 9, T, J} → Straight) = 1−
39

47
·
38

46
≈ 0, 31452359

Au
h wenn nur no
h eine Karte zur erho�ten Straÿe fehlt, ist die Wahr-s
heinli
hkeit diese zu erhalten relativ gering. Besonders deutli
h wird dieseSituation, wenn nur eine Mögli
hkeit zu einer Straÿe gegeben ist. Ein Spielerhat zum Beispiel die Karten {9, Q} und im Flop liegen {2, T,K}. In diesemFall muss eine Karte des Wertes J gezogen werden.
{2, 9, T, Q,K} wird zum Straight:Der Re
henweg erfolgt analog zum obigen Beispiel. Diesmal sind es aller-dings 43Karten, die gezogen werden dürfen, um keine Straÿe zu erhalten.

P ({2, 9, T, Q,K} → Straight) = 1−
43

47
·
42

46
≈ 0, 16466235

Der Spieler sollte also ni
ht zu ho
h wetten, da die Wahrs
heinli
hkeit eineStraÿe zu bekommen nur bei knapp über 16 Prozent liegt.
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7.2.2 Made Hand vs. Draw SituationenIn einem Pokerspiel mit zwei Spielern kommt es oft zu einer sogenanntenMade Hand vs. Draw Situation. Einer der beiden Spieler hat die besserenKarten, weil er zum Beispiel ein Paar oder ein Ass hat. Dieser Spieler wirdals Made Hand bezei
hnet. Der andere Spieler, der Draw, hat zu diesem Zeit-punkt no
h keine Kombination, aber es steht zum Beispiel einen Flush oderein Straight in Aussi
ht. Keiner der Spieler will aussteigen und so kommt esin sol
hen Situationen meist dazu, dass si
h gegen Ende des Spiels eine Men-ge Geld im Pot be�ndet. Im Folgenden sollen zwei dieser Situationen näherbetra
htet werden, um zu sehen, wer die besseren Gewinn
han
en besitzt,Made Hand oder Draw.1. Beispiel:Flop: 2♦, 8♠, 9♠Spieler A: T♠, J♠Spieler B: A♥, 5♣Spieler B ist im Augenbli
k im Vorteil (Made Hand), er würde an dieserStelle mit Ass als High Card gewinnen. Spieler A könnte sein Blatt jedo
hno
h zu einem Straight, Flush oder Straight Flush vervollständigen (Draw).Es ist die Wahrs
heinli
hkeit gesu
ht, dass Spieler A do
h no
h gewinnt. Mitseinen Hole�Cards hat er die Mögli
hkeit auf ein Pair, Two Pair, Three ofa Kind, Straight, Flush oder Straight Flush. Mit jeder dieser Kombinationwürde er gegen Spieler B gewinnen, vorausgesetzt dieser erhält keine bessereKombination.Straight FlushUm einen Straight Flush zu bekommen, muss Spieler A die Karte Q♠oder 7♠ ziehen. Insgesamt be�nden si
h no
h 45 Karten im Stapel, derRest wurde bereits verteilt.Falls die Karte 7♠ gezogen wird, darf als zweite Karte ni
ht Q♠ gezogenwerden, denn dann würde aus dem Blatt ein höherer Straight Flush wer-den. Es stehen also nur no
h 43 Karten zur Verfügung. Die Reihenfolgeder Ziehung muss wieder bea
htet werden: 2 · 1
45

· 43
44
.
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Falls die erste gezogene Karte bereits Q♠ ist, kann dana
h eine beliebigeKarte gewählt werden: 2 · 1
45

· 44
44
.Insgesamt ergibt si
h also:

P (Spieler A → Straight Flush) = 2

45
·

(
43

44
+ 1

)

=
29

330
= 0.087

FlushFür einen Flush benötigt Spieler A mindestens eine Pik�Karte. Es darfjedo
h ni
ht 7♠ oder Q♠ gezogen werden, da Spieler A sonst einenStraight Flush hätte. Somit gibt es no
h sieben mögli
he Pik�Karten.Wird nur eine Pik�Karte gezogen, kann die zweite Karte no
h unter 36Stü
k gewählt werden, denn sie muss eine andere Farbe haben. Au
h dieReihenfolge der Ziehung muss bea
htet werden: 2 · 7
45

· 36
44
.Es können aber au
h zwei Pik�Karten gezogen werden, Spieler B hättedadur
h trotzdem kein für den Sieg ausrei
hendes Blatt: 7
45

· 6
44
.Somit erhält man:

P (Spieler A → Flush) = 7

45
·

(

2 ·
36

44
+

6

44

)

=
91

330
= 0, 275

StraightFür ein Straight benötigt Spieler A eine Karte mit den Werten 7 oder
Q.Es gibt drei Mögli
hkeiten eine Karte mit dem Wert 7 zu ziehen, da die-se ni
ht die Farbe ♠ haben darf. Die zweite Karte darf ebenfalls keinePik�Karte und au
h keine Dame sein. Demna
h dürfen no
h 32 Kartengezogen werden: 2 · 3

45
· 32
44
.Wenn der Wert Q gezogen wird, gilt für die zweite Karte nur die Ein-s
hränkung, dass sie ni
ht die Farbe Pik haben darf. Es können also no
h

35 Karten gezogen werden: 2 · 3
45

· 35
44
.Also:

P (Spieler A → Straight) = 2 ·
3

45
·

(
32

44
+

35

44

)

=
67

330
= 0, 203
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Three of a KindSpieler A benötigt dafür zwei Karten des Wertes T oder zwei Karten desWertes J .Von diesen beiden Karten existieren no
h je drei Stü
k. Aus diesemGrund beträgt die Wahrs
heinli
hkeit:
P (Spieler A → Three of a Kind) = 2 ·

3

45
·
2

44
=

1

165
= 0, 006Two PairEines der beiden Paare muss entweder den Wert T oder den Wert Jbesitzen. Somit gibt es folgende Mögli
hkeiten für Two Pair: JT , T9,

J9, T8, J8, T2 und J2, wobei die Karte mit dem Wert 2 ni
ht in derFarbe ♠ gezogen werden darf. Von diesem Wert stehen also nur no
hzwei Karten zur Verfügung, während von den anderen no
h je drei Stü
kgezogen werden können.Somit ergibt si
h folgende Wahrs
heinli
hkeit:
P (Spieler A → Two Pair) = 2 ·

3

45
·
3

44
· 5+ 2 ·

3

45
·
2

44
· 2 =

19

330
= 0, 057PairDamit Spieler A ein Paar hat, muss dieses entweder den Wert T oderden Wert J besitzen, wovon no
h je drei Karten vorhanden sind. Diezweite Karte darf keine ♠�Karte (neun Stü
k) sein, ni
ht die Werte 7oder Q (se
hs Stü
k) und au
h ni
ht einen der Werte T und J (voneinem sind no
h zwei vom anderen drei Stü
k vorhanden, je na
hdemwel
hen Wert das Paar hat) besitzen. Au
h die Werte 2, 8 und 9 (vomWert 2 existieren nur no
h zwei Karten, von den anderen beiden no
hdrei Karten) und der Wert A (zwei Stü
k) darf ni
ht gezogen werden,denn sonst hätte Spieler B eine höhere Kombination. Somit dürfen 30von den 44 übrigen Karten ni
ht gezogen werden. Die Reihenfolge derKartenziehung muss wieder berü
ksi
htigt werden.Insgesamt erhält man:

P (Spieler A → Pair) = 2 ·
3

45
·
14

44
· 2 =

14

165
= 0, 084
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Indem alle obigen Wahrs
heinli
hkeiten miteinander addiert werden, lässtsi
h nun die Gewinnwahrs
heinli
hkeit für Spieler A (Draw) ausre
hnen.
P (Spieler A gewinnt) = P (Spieler A → Straight Flush)+
+P (Spieler A → Flush) + P (Spieler A → Straight)+

+P (Spieler A → Three of a Kind) + P (Spieler A → Two Pair)+
+P (Spieler A → Pair) = 0.087 + 0, 275 + 0, 203 + 0, 006 + 0, 057 + 0, 084 =

= 0, 715Spieler A hat also eine Gewinnwahrs
heinli
hkeit von über 71 Prozent. Andiesem Beispiel kann man sehen, dass ein Spieler, der si
h in der Made HandPosition be�ndet (Spieler B), ni
ht unbedingt gewinnen muss.2. Beispiel:Flop: K♠, T♦, 4♥, 2♦Spieler A: A♥, A♣Spieler B: 8♦, 7♦Blinds: 20|40ePot: 200eDiesmal ist die Fragestellung eine andere. Es wird untersu
ht, bei wel
hemSpielzug Spieler A den gröÿtmögli
hen Gewinn erhält. Zunä
hst soll die Aus-gangssituation näher betra
htet werden. Die Turn�Karte wurde soeben auf-gede
kt. Spieler A ist an der Reihe die vorletzte Wettrunde zu erö�nen. Erbe�ndet si
h in der Made Hand Position, Spieler B kann jedo
h no
h miteinem Flush gewinnen.Gewinnwahrs
heinli
hkeiten:Spieler B gewinnt, wenn eine ♦�Karte gezogen wird, von denen si
hno
h neun Stü
k im Stapel be�nden. Insgesamt gibt es no
h 44 Karten.Somit betragen die Gewinnwahrs
heinli
hkeiten:
P (Spieler B gewinnt) = 9

44
= 0, 2045

P (Spieler A gewinnt) = 1−
9

44
=

35

44
= 0, 7954
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Spieler A hat nun die Mögli
hkeiten zu wetten (bet) oder abzuwarten (
he
k).Da er si
h in der Made Hand Position be�ndet, wird er ni
ht aus dem Spielaussteigen.Falls si
h Spieler A dazu ents
heidet abzuwarten, wird au
h Spieler B dieserEnts
heidung folgen, da er keine hohe Gewinnwahrs
heinli
hkeit hat. SpielerA könnte somit mit folgendem Gewinn re
hnen:A 
he
k ⇒ B 
he
kSpieler A gewinnt mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 35
44
. Da si
h niemandents
heidet zu wetten, bleibt der Pot bei einer Höhe von 200e. Somitbeträgt der von Spieler A zu erwartende Gewinn:

µA 
he
k =
35

44
· 200 =

1750

11
= 159, 09Spieler A kann aber au
h wetten. In diesem Fall muss si
h Spieler B ent-s
heiden, aufzugeben (fold) oder mitzugehen (
all). Angenommen Spieler Aents
heidet si
h für einen Wetteinsatz in der Höhe des Big Blinds (40e).Spieler B gewinnt mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 9

44
. Wenn er mitgehtund gewinnt, würde er einen Pot in der Höhe von 280e (200 + 2 · 40)erhalten. Um den Gewinn zu bere
hnen, müssen allerdings die 40e, dieSpieler B gesetzt hat, wieder abgezogen werden.

µB 
all = 9

44
· 280− 40 =

190

11
= 17, 27

µB fold = 0Spieler B wird si
h demna
h dazu ents
heiden mitzugehen, wenn Spieler Awettet. Nun stellt si
h no
h die Frage na
h dem zu erwartenden Gewinn vonSpieler A, falls dieser si
h ents
heidet zu wetten:A bet ⇒ B 
allSpieler A gewinnt mit einer Wahrs
heinli
hkeit von 35
44
. Der Pot würdesi
h dann bei einer Höhe von 280e be�nden. Der Einsatz muss abgezogenwerden.

µA bet = 35

44
· 280− 40 =

2010

11
= 182, 72104



Mit über 180 Euro ma
ht Spieler A den gröÿten Gewinn, wenn er si
h ent-s
heidet zu wetten. Diese Spielsimulation setzt natürli
h voraus, dass beideSpieler der optimalen Spielweise folgen. In der Praxis kann dies, da die Spielerdie Karten des Gegners ni
ht kennen, ni
ht vorausgesetzt werden.Die beiden Beispiele haben gezeigt, dass in einer Made Hand vs. Draw Situa-tion der Spieler in der Made Hand Position übli
herweise wettet. Der Spielerin der Draw Position muss si
h überlegen, ob seine Gewinnerwartung positivoder negativ ist und ma
ht sein Handeln (mitgehen oder aufgeben) davonabhängig.7.2.3 PotgröÿeNeben der Spielweise und der Anzahl der Spieler ist au
h die bisher no
hni
ht behandelte Potgröÿe auss
hlaggebend für gewinnen und verlieren. Abeiner gewissen Potgröÿe ist es für einen Spieler besser zu wetten, während erbei kleineren Pots besser aussteigen sollte. Dies soll nun anhand eines Bei-spiels verans
hauli
ht werden.Flop: A♥, Q♦, 7♥Spieler A: A♣, Q♣Spieler B: 3♥, 6♥Pot: 40eBlinds: 20|40eSpieler A be�ndet si
h in der Made Hand Position, Spieler B in der DrawPosition. Letzterer kann nur gewinnen, wenn er am Ende einen Drilling, eineStraÿe oder einen Flush in der Hand hält. Es wird vorerst nur die na
hfol-gende Wettrunde betra
htet, also die zweite Wettrunde. Spieler A ist an derReihe und ents
heidet si
h zu wetten, da er in der Made Hand Position ist.Nun muss Spieler B handeln. Ist es klüger mitzugehen oder aufzugeben? Umdiese Wettrunde zu gewinnen, brau
ht er einen Flush, denn mit jeder ande-ren Karte würde Spieler A no
h immer im Vorteil sein.
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Spieler B vervollständigt in dieser Wettrunde seinen Flush:Es be�nden si
h no
h neun ♥�Karten im Stapel. Jedo
h darf die Q♥ni
ht gezogen werden, sonst hätte Spieler A ein Full House.
P (B → Full House) = 8

45
= 0, 17̇

Pot: 40eSpieler A wettet 40e. Spieler B muss si
h nun ents
heidet, ob er mitgehenwill oder ni
ht.Wenn Spieler B mitgeht (
all), be�nden si
h im Pot 120e (40 + 2 · 40).Sein Einsatz muss aber wieder abgezogen werden. Somit beträgt sein zuerwartender Gewinn:
µB 
all = 8

45
· 120− 40 = −

56

3
= −18, 6̇

µB fold = 0Spieler B wird si
h also dazu ents
heiden aufzugeben. Das Risiko ist zu groÿ.Pot: 320eAngenommen der Pot be�ndet si
h ni
ht bei 40e, sondern bereits bei 320e.Wie würde diese Situation dann ausgehen?
µB 
all = 8

45
· 400− 40 =

280

9
= 31.1̇

µB fold = 0In diesem Fall sollte si
h Spieler B dazu ents
heiden mitzugehen. Ein guterPokerspieler darf also nie vergessen die Potgröÿe zu bea
hten.Als nä
hste Karte (Turn) wird T♠ aufgede
kt. Keiner der beiden Spieler hatdadur
h ein besseres Blatt erhalten. Wie stehen nun die Chan
en für SpielerB zu gewinnen?
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Spieler B gewinnt:Der einzige Unters
hied zu vorhin besteht darin, dass si
h nun nur no
h44 Karten im Stapel be�nden.
P (B gewinnt) = 8

44
= 0, 18

Spieler A wettet wieder 40e. Es stellt si
h die Frage wie Spieler B nun rea-gieren soll.
µB 
all = 8

44
· 480− 80 =

80

11
= 7, 27

µB fold = 0Au
h hier wäre es für Spieler B besser mitzugehen.Pot: 160eWie sieht die gesamte Spielsituation allerdings aus, wenn der Pot zu Beginnder zweiten Wettrunde 160e beträgt?Die beiden Gegner be�nden si
h wieder vor der zweiten Wettrunde, in derSpieler B eine Gewinnwahrs
heinli
hkeit von 8
45

hat. Spieler A wettet 40e.Wie wird Spieler B reagieren?
µB 
all = 8

45
· 240− 40 =

8

3
= 2, 6̇

µB fold = 0Spieler B sollte also in dieser Wettrunde mitgehen.Nun wird die Karte T♠ aufgede
kt und Spieler A wettet wiederum 40e. Istes für Spieler B no
h immer besser mitzugehen?
µB 
all = 8

44
· 320− 80 = −

240

11
= −21, 81

µB fold = 0Somit wird si
h Spieler B ents
heiden hier auszusteigen.107



Es wurde gezeigt, dass das Spielverhalten von der Potgröÿe abhängt, oderzumindest abhängen sollte. Je mehr Geld si
h im Pot be�ndet, desto ehersollte der Spieler in der Draw Position mitgehen. Der Spieler, der si
h in derMade Hand Position be�ndet wird immer wetten, da er die gröÿere Gewinn-wahrs
heinli
hkeit hat.
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Kapitel 8Glü
ks- vs. Ges
hi
kli
hkeitsspielIst Pokern ein Glü
ks� oder ein Ges
hi
kli
hkeitsspiel? Darüber wird bereitsseit Er�ndung dieses Spiels gestritten. Untersu
hungen, inwieweit die Kar-tenverteilung oder ähnli
h vom Glü
k abhängige Faktoren über Sieg oderNiederlage ents
heiden, lagen lange ni
ht vor. Genauso wenig konnte bere
h-net werden, wie viel Ein�uss die Ges
hi
kli
hkeit, also die Te
hnik und Be-re
hnungen, des Spielers den Spielverlauf beein�ussen. Fest steht allerdings,dass ein Spieler, der gut blu�t, einen anderen dazu bringen kann das Spielvorzeitig zu verlassen, unabhängig von der Stärke seines Blattes. Do
h hatein Blu� einen ähnli
h hohen Ein�uss auf das Spiel wie die zufällig verteiltenKarten? Wie in den vorherigen Kapiteln gezeigt wurde, ist der Gewinn zu-sätzli
h zur Kartenverteilung au
h von der Spieleranzahl und der Höhe desPots abhängig. Somit liegt der Verda
ht nahe, dass ein guter Pokerspielermit viel Wissen und Erfahrung seinem Glü
k auf die Sprünge helfen kann.In Deuts
hland gilt Poker seit jeher strafre
htli
h als Glü
ksspiel. Im Straf-gesetzbu
h steht unter �284:Wer ohne behördli
he Erlaubnis ö�entli
h ein Glü
ksspiel veran-staltet oder hält oder die Einri
htungen hierzu bereitstellt, wirdmit Freiheitsstrafe bis zu zwei Jahren oder mit Geldstrafe be-straft.1Österrei
h galt hingegen lange als Pokerparadies, da es strafre
htli
h als Ge-s
hi
kli
hkeitsspiel eingestuft wurde. Allerdings war es entgegen einer weit1Juristis
her Informationsdienst (2011): Strafgesetzbu
h. � 284 Unerlaubte Veranstal-tung eines Glü
ksspiels. http://dejure.org/gesetze/StGB/284.html , (13.02.2011).109



verbreiteten Meinung au
h in Österrei
h ni
ht erlaubt ohne Lizenz Pokertur-niere zu veranstalten.Die Übergangsbestimmung in � 60 Abs. 24 re�ektiert den Um-stand, dass na
h langjähriger Ansi
ht und Auslegungspraxis desBundesministers für Finanzen die unternehmeris
he Dur
hfüh-rung von Poker auÿerhalb von Spielbanken in Pokersalons bereitsna
h der bisherigen Re
htslage verboten war (...). Dies wurde inder Vergangenheit von Seiten einzelner Unternehmer re
htli
h be-stritten.2Eindeutig war die Situation demna
h ni
ht. Jahrelang gab es Diskussionenzu diesem Thema. 2008 wurde das Glü
ksspielgesetz s
hlieÿli
h geändert:� 1. (1) Ein Glü
ksspiel im Sinne dieses Bundesgesetzes ist einSpiel, bei dem die Ents
heidung über das Spielergebnis auss
hlieÿ-li
h oder vorwiegend vom Zufall abhängt. (2) Glü
ksspiele imSinne dieses Bundesgesetzes sind insbesondere die Spiele Rou-lette, Beoba
htungsroulette, Poker, Bla
k Ja
k, Two A
es, Bin-go, Keno, Ba

arat und Ba

arat 
hemin de fer und deren Spiel-varianten. Der Bundesminister für Finanzen ist ermä
htigt, ausGründen der Re
htssi
herheit dur
h Verordnung weitere Spiele alsGlü
ksspiele im Sinne des Abs. 1 zu bezei
hnen.3Der österrei
his
he Verwaltungsgeri
htshof berief si
h bei der Änderung aufein Guta
hten, das dem Pokerspiel eindeutig eine Glü
kspieleigens
haft zuge-s
hrieben hatte. Wie in dieser Arbeit oftmals bewiesen wurde, ist die Wahr-s
heinli
hkeit eine bestimmte Kartenkombination zu erhalten sehr klein. Die-se Wahrs
heinli
hkeit ist jedo
h die einzige Grundlage auf der ein Spieler auf-bauen kann, um si
h über zukünftige Karten oder die Karten seiner GegnerGedanken zu ma
hen. Laut diesem Guta
hten ändert au
h die Mögli
hkeitdur
h einen guten Blu� einen Mitspieler aus dem Rennen zu drängen ni
htsan der Tatsa
he, dass das Pokerspiel zum gröÿten Teil vom Zufall abhängt,2Bundesministerium für Finanzen (2011): Glü
ksspielgesetz-Novelle 2008. Erläute-rungen. http://www.bmf.gv.at/Steuern/Fa
hinformation/NeueGesetze/Gl
ksspielgesetzNov_ 11061/GSpG_ 2008_ erl_ 12042010.pdf. S. 8, (13.02.2011).3Bundesministerium für Finanzen (2011): Glü
ksspielgesetz-Novelle 2008. Artikel 1. Änderung des Glü
ksspielgesetzes.http://www.bmf.gv.at/Steuern/Fa
hinformation/NeueGesetze/Gl
ksspielgesetzNov_ 11061/GSpG_ 2008_ ges_ 12042010.pdf. S. 1, (13.02.2011).110



da hauptsä
hli
h diese kleine Wahrs
heinli
hkeit des günstigen Blattes überSieg oder Niederlage ents
heidet.4Pokern ist seit 2008 also o�ziell ein Glü
ksspiel. Um zu verstehen, wel
hestrafre
htli
hen Folgen si
h daraus ableiten, soll der Gesetzestext hier kurzdargestellt werden.Das Anbieten von Glü
ksspielen wie z.B. international gebräu
h-li
he Poker-Spielvarianten (z.B. Texas Hold'Em, Omaha, 7 CardStud, 5 Card Draw) ist gemäÿ � 4 Abs. 1 GSpG nur dann keinEingri� in das Glü
ksspielmonopol des Bundes, wenn diese ni
htin Form einer �Ausspielung� angeboten werden und in wei-terer Folge kein Bankhalter mitwirkt oder der Einsatz EUR 0,50pro Spiel ni
ht übersteigt.(...)Gemäÿ � 2 Abs 1 GSpG sind Ausspielungen �Glü
ksspiele, beidenen der Unternehmer (Veranstalter) den Spielern für eine ver-mögensre
htli
he Leistung eine vermögensre
htli
he Gegenleistungin Aussi
ht stellt�.5Das bedeutet natürli
h ni
ht, dass Poker nur no
h im Casino erlaubt ist. Esgibt eigene Regeln für Pokerrunden in Bars oder ähnli
hen Etablissements.Zur Legalisierung des so genannten �kleinen Wirtshauspokers� sollklargestellt werden, dass eine Ausspielung von Kartenspielen inTurnierform zum bloÿen Zeitvertreib dann keinen Eingri� in dasGlü
ksspielmonopol und damit keine Strafbarkeit bedeutet, wenndie vorgegebenen Grenzen eingehalten werden. Dies ist dann derFall, wenn nur geringfügige Beträge eingesetzt werden (maximal10 Euro an vermögenswerten Leistungen pro Teilnehmer und Tur-nier) (...) und derartige Veranstaltungen hö
hstens einmal proQuartal statt�nden. Ein Ausspielen von z.B. hohen Sponsorgel-dern ist daher unzulässig. Die Anzahl der Turnierteilnehmer istmit 100 Personen begrenzt.64vgl.: Dr.Wojnar, Petra (2005): VwGH ents
heidet: Poker ist ein Glü
ksspiel!http://zfg.univie.a
.at/2/Texte/123.htm, (13.02.2011).5Bundesministerium für Finanzen(2011): Häu�g gestellte Fragen zum Glü
ksspiel-monopol (FAQs). http://www.bmf.gv.at/Gl
ksspielmonopol/HufiggestellteFrage_752/_ start.htm , (23.02.2011).6Bundesministerium für Finanzen (2011): Glü
ksspielgesetz-Novelle 2008. Erläute-rungen. http://www.bmf.gv.at/Steuern/Fa
hinformation/NeueGesetze/Gl
ksspielgesetzNov_ 11061/GSpG_ 2008_ erl_ 12042010.pdf. S. 4, (13.02.2011).111





Kapitel 9ResümeeDiese Arbeit kann, keine genaue Anleitung zum si
heren Gewinn bieten.Warum dies ni
ht mögli
h ist, wurde im letzten Kapitel ausgeführt. Pokernist ein Glü
ksspiel. Jedo
h muss das Werfen einer Münze vom Pokerspiel un-ters
hieden werden. Ersteres bietet keinerlei Mögli
hkeiten einzugreifen. DieMünze wird geworfen und fällt auf Kopf oder Zahl. Dies ist reiner Zufall,vorausgesetzt es handelt si
h dabei um eine faire Münze. Beim Pokern ist dieSituation jedo
h eine andere. Der Spieler ist aktiv am Spielprozess beteiligt.Er kann ents
heiden, ob er taus
hen will oder ni
ht, wie viel er setzt undwann er ausstiegt. Wie im siebten Kapitel gezeigt wurde, hängt die Gewinn-wahrs
heinli
hkeit eines Spielers davon ab, wel
he Karten er taus
ht. Es gibtin diesem Fall einen optimalen Taus
h, der die maximale Gewinnwahrs
hein-li
hkeit bringt. Jedo
h ist au
h der beste Taus
h keine Garantie für einenGewinn. Weiters wurde gezeigt, dass si
h die Gewinnwahrs
heinli
hkeit indi-rekt proportional zur Spieleranzahl verhält. Dies war intuitiv vorherzusehen.Wie rapide die Gewinnwahrs
heinli
hkeit abnimmt, überras
ht denno
h.Au
h die Betra
htungen zu Texas Hold'em lieferten spannende Ergebnisse. Eswurden die sogenannten gewinnbringenden Starthände auf ihre tatsä
hli
heGewinnwahrs
heinli
hkeit untersu
ht. So lässt si
h feststellen, mit wel
henHole�Cards ein Pokerspieler auf gar keinen Fall aus dem Spiel aussteigensollte. Für Anfänger ist es oft besonders s
hwer gute von s
hle
hten Start-karten zu di�erenzieren. Wenn zwei Gegner gegeneinander spielen, kommtes oft zu einer Made Hand vs. Draw Situation. Hier wurde gezeigt, dass derSpieler in der Made Hand Position stets wetten sollte und jener in der DrawPosition nur dann mitgehen sollte, wenn sein Erwartungswert zu gewinnenpositiv ist. Ein sehr spannendes Ergebnis dieser Arbeit ist, dass der zu er-wartende Gewinn von der Gröÿe des Pots abhängt. Es lieÿ si
h erkennen,113



dass ein Spieler in der Draw Position bei groÿen Pots eher mitgehen sollte,als bei kleinen Pots. Dieser Rats
hlag sollte jedo
h mit Vorsi
ht beherzigtwerden, da die Wahrs
heinli
hkeit zu verlieren immer no
h gegeben ist undein Spieler si
h mit einer sol
hen Spielweise s
hnell in den Ruin treiben kann.Natürli
h gibt es weitere Faktoren, die in Zusammenhang mit der Gewinn-wahrs
heinli
hkeit gebra
ht werden können, aber den Rahmen dieser Arbeitgesprengt hätten. Dazu würde zum Beispiel die psy
hologis
he Komponentezählen. Ein Spieler, der gut blu�en kann, ist klar im Vorteil.Da der Ausgang eines Pokerspiels au
h von den Spielern abhängt, wird manin einem Casino nie Texas Hold'em oder Five Card Draw gegen den Crou-pier spielen können. Casinos müssen si
her gehen, dass sie immer die höhereGewinnerwartung haben. Im se
hsten Kapitel wurde eine Pokervariante vor-gestellt, für die dies ni
ht zutri�t: Tropi
al Stud. Hier ist es mögli
h einenErwartungswert auszure
hnen, was in diesem Kapitel au
h in vereinfa
hterForm ges
hehen ist, weshalb die Konditionen so geregelt werden können, dassdas Casino mit einem positiven Erwartungswert aussteigt. Eine sol
he Be-re
hnung wäre für die übrigen Pokervarianten ni
ht mögli
h. Dies ist au
h derGrund, warum es bis heute no
h ni
ht gelungen ist ein wirkli
h brau
hbaresComputerprogramm zu entwi
keln, bei dem ein Spieler gegen den Computerantreten kann, wie das zum Beispiel bei S
ha
h der Fall ist.Trotz all dieser Hilfsmittel ist es ni
ht mögli
h eine si
here Gewinnstrate-gie für das Pokerspiel zu entwi
keln. Die Karten werden zufällig verteilt,darauf hat keiner der Spieler einen Ein�uss. In dieser Arbeit wurde der Ver-su
h unternommen die optimale Reaktion in bestimmten Spielsituationen zu�nden. Im Verglei
h zu allen mögli
hen Konstellationen wurde nur ein mini-maler Bru
hteil erarbeitet. Sämtli
he Gegebenheiten zu betra
hten, würdenden Rahmen dieser Arbeit bei weitem sprengen, falls ein sol
hes Vorhabenüberhaupt mögli
h ist.
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Kapitel 10S
hlusswortDas Verfassen dieser Diplomarbeit war äuÿerst lehrrei
h und interessant. Dieslag zum Groÿteil an der Ergiebigkeit der Materie. Zu Beginn war i
h unsi
herwel
hes Thema i
h wählen sollte. Es stand allerdings von Anfang an fest, dasses im Berei
h der Wahrs
heinli
hkeitstheorie beheimatet sein sollte. DieserBerei
h der Mathematik hat mi
h s
hon in S
hulzeiten besonders fasziniert,da es zahlrei
he Anwendungsmögli
hkeiten dafür gibt. Mit meiner Vorstel-lung über eine Diplomarbeit in Wahrs
heinli
hkeitstheorie, mögli
herweisemit spieltheoretis
her Verbindung ging i
h zu meinem Betreuer Prof. Dr.Peter Raith. Na
h einem ausführli
hem Gesprä
h stand das Thema meinerDiplomarbeit fest: Pokern.I
h stürzte mi
h sofort mit Begeisterung auf die Literatursu
he, musste je-do
h feststellen, dass si
h ni
ht besonders viel zu meinem Thema fand. DasFehlen von Hintergrundinformation hat si
h zu Beginn als meine gröÿteS
hwierigkeit herausgestellt. Im Na
hhinein bin i
h jedo
h froh darüber, dai
h gemerkt habe, wie viel Spaÿ mir das selbständige Erarbeiten ma
ht. Esist spannend si
h neue Fragestellungen zu überlegen und, ohne über die ri
h-tigen Ergebnisse Bes
heid zu wissen, die Lösungen eigenständig zu �nden.Dabei sind viele interessante Ergebnisse zustande gekommen. Einige Fak-toren, wel
he die Gewinnwahrs
heinli
hkeit eines Pokerspielers beein�ussen,kamen völlig unerwartet. Zum Beispiel hätte i
h nie damit gere
hnet, dassdie Gröÿe des Pots über gewinnen oder verlieren ents
heiden kann. Natürli
hwaren ni
ht alle S
hlussfolgerungen, die aus den Re
hnungen gezogen wer-den konnten, überras
hend. Als das Taus
hverhalten bei Five Card Draw aufmaximale Gewinnwahrs
heinli
hkeit untersu
ht wurde, konnten die Resulta-te mehr oder weniger erahnt werden. Trotzdem war es spannend, die von miraufgestellten Vermutungen zu beweisen.115



Letztendli
h bin i
h mit dem Ergebnis meiner Diplomarbeit zufrieden. I
hhabe bei der Erarbeitung der Resultate viel gelernt und hatte glei
hzeitigFreude daran. Obwohl die Wahrs
heinli
hkeitstheorie als eigenständiges Teil-gebiet der Mathematik längst der reinen Glü
ksspielanalyse entwa
hsen ist,ist dies immer no
h einer der spannendsten Anwendungsberei
he.Abs
hlieÿend mö
hte i
h mi
h an dieser Stelle bei allen Personen bedan-ken, die mir bei der Erarbeitung dieser Diplomarbeit geholfen haben. Meinbesonderer Dank geht an meinen Betreuer Prof. Dr. Peter Raith, der mi
hwährend des S
hreibens umfangrei
h unterstützte. Er opferte mir viel seinerZeit um mir mit Ideen und Anregungen zu helfen. Weiters bin i
h meinemFreund Karl Oberas
her zu Dank verp�i
htet, der mir bei Problemen mit derFormulierung und der Korrektur der Diplomarbeit zur Seite stand.Natürli
h danke i
h au
h meinen Eltern, Eri
h und Anna Maria Krupits
h-ka, die mi
h während meines Studiums �nanziell unterstützten und meinenFreunden, die mir eine wundervolle Studienzeit bes
herten.
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Kapitel 11GlossarAll�In: Ein Spieler geht All�In, wenn er bei einer Wettrundealle Chips setzt, die er besitzt.Ante: Ein Zwangseinsatz, der von allen Spielern vor Beginneiner Spielrunde erbra
ht werden muss.Bet: Wetten � das Setzen eines Einsatzes.Big Blind: Ein Zwangseinsatz, den der zweite Spieler links vomDealer vor Beginn der Spielrunde erbringen muss.Blatt: Die Karten, die ein Spieler in der Hand hält.Blind: Ein erzwungener Mindesteinsatz beim Pokerspiel.Buy�In: Das Startgeld bei Turnieren.Call: Mitgehen � das Bezahlen des gesetzten Einsatzes.Che
k: S
hieben � sofern no
h niemand gesetzt hat, kannman die Wettrunde aussetzen.Community�Cards: Karten, die alle Spieler sehen und zur Vervollständi-gung ihres Blattes benutzen können.Croupier: So wird der Dealer im Casino genannt.Dealerbutton: Eine S
heibe zur Kennzei
hnung des Dealers.De
k: Alle 52 Karten, mit denen gespielt wird.Eight�Low: Der hö
hste Kartenwert des Blattes ist 8.
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Five�Low: Der hö
hste Kartenwert des Blattes ist 5.Fixed Limit: Der Wettbetrag ist begrenzt.Flop: Die ersten drei Gemeins
haftskarten bei TexasHold'em.Fold: Aufgeben � der Spieler steigt aus.Hole�Cards: Karten, die ein Spieler verde
kt erhält.Ja
kpot: Name des Pots, wenn ein Spieler mindestens zwei Bu-ben in der Hand halten muss um wetten zu dürfen.Joker: Kann stellvertretend für jede beliebige Karte einge-setzt werden.Kartende
k: ↑ De
k.Lowball: Das s
hle
hteste Blatt gewinnt.Nine�Low: Der hö
hste Kartenwert des Blattes ist 9.No Limit: Es dürfen beliebig hohe Beträge gesetzt werden.Pokerde
k: ↑ De
k.Pot: Die gesetzten Chips aller Spieler.Pre�Flop: Die erste Wettrunde bei Texas Hold'em.Raise: Erhöhen � einen höheren Betrag setzen.River: Die letzte Gemeins
haftskarte bei Texas Hold'em.Showdown: Alle Spieler müssen ihre Karten aufde
ken.Seven�Low: Der hö
hste Kartenwert des Blattes ist 7.Six�Low: Der hö
hste Kartenwert des Blattes ist 6.Small Blind: Ein Zwangseinsatz, den der Spieler links vom Dealererbringen muss.Split Pot: Der Pot wird bei mehreren Gewinnern geteilt.Sta
k: Alle Chips, die ein Spieler besitzt.Ten�Low: Der hö
hste Kartenwert des Blattes ist T .Turn: Die vierte Gemeins
haftskarte bei Texas Hold'em.
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