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ZUSAMMENFASSUNG

In der vorliegenden Arbeit geht es um die Zusammenhdnge zwischen
dem Sportspiel Fufball und der Stochastik. Es wird gezeigt, warum
sich das Fufsballspiel sehr gut fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Be-
trachtungen eignet. Aufgrund der wenigen Tore, die in einem Match
fallen, spielt der Zufall, abgesehen vom Ko6nnen, eine beachtliche Rolle.
Er trigt dazu bei, dass Fufballergebnisse nur schwer prognostizierbar
sind. Auch wenn es widerspriichlich klingt, macht aber genaue diese Zu-
fallskomponente das Spiel mathematisch analysierbar. Sie ist zusétzlich
mit ein Grund fiir die Beliebtheit dieser Sportart, da oftmals das ver-
meintlich schlechtere Team gewinnt.

Es kann bewiesen werden, dass die Anzahl der Tore, die ein Team in
einem Spiel erzielt, in dem n Tore gefallen sind, (n, p)-binomialverteilt
ist. Dabei ist p die Wahrscheinlichkeit, dass wenn ein Tor gefallen ist,
es von diesem Team erzielt wurde. Auflerdem wird gezeigt, die Tore,
die in einem Fufballspiel fallen, sind anndhernd poissonverteilt und
somit konnen mogliche Spielausgidnge simuliert werden. So kann zum
Beispiel die Wahrscheinlichkeit berechnet werden, ob bei einem Wiener
Derby SK Rapid Wien oder FK Austria Wien gewinnt oder wie hoch
die Wahrscheinlichkeit ist, dass in einem Spiel mehr als ein Tor fallt.
Grundlage fiir die Simulationen ist, die durchschnittliche Toranzahl pro
Spiel (also in 90 Minuten) bzw. von jedem Team zu kennen. Diese kann
direkt aus Tabellen entnommen werden oder fiir etwas bessere Simu-
lationen iiber die Tordifferenz berechnet werden. Das Miteinbeziehen
der Tordifferenz beriicksichtigt auch das Abwehrverhalten bei den Be-
rechnungen. Es wird in der Arbeit ausgehend von einem sehr einfachen
Modell zum Errechnen moglicher Spielausgénge ein verfeinertes vorge-
stellt, das auch die erhaltenen Tore und den Heimvorteil miteinbezieht.
Weiters wird die Toranzahl im Laufe der Zeit betrachtet, da es bei ei-
nem Fufsballspiel immer interessant ist wann das erste Tor erzielt wird.
Es wird gezeigt, wie die Besselsche Funktion mit der Wahrscheinlichkeit
fiir ein Unentschieden zusammenhéngt. Auferdem wird untersucht, wie
stark sich der Zufall letztendlich auf die Punktetabellen der &sterrei-
chischen Bundesliga auswirkt. Alle Berechnungen werden beispielhaft
fiir die Bundesligasaisonen 2008/09 und 2009/10 durchgefiihrt.

Im Zusammenhang mit der Zufallskomponente wird auch auf das The-
ma Fufballwetten eingegangen, vor allem auf die Sportwette Toto.
Eine abschliefende Aufgabensammlung soll die Bedeutung dieser The-
matik fiir den Unterricht verdeutlichen. Es lassen sich praxisnahe Auf-
gaben erstellen, die das Interesse der Schiiler/innen wecken sollen.



ABSTRACT

In this paper I deal with the coherence of football (soccer) and sto-
chastics. It will be shown that soccer can be described very well using
probabilistic considerations. In a soccer match only a few goals are
scored. Therefore random effects are important apart from the athletic
performance of the players. It’s not possible to predict the final score of
a match. Although it sounds contradictorily the game is mathematical
analysable because of the randomness. That’s also the reason for the
popularity of soccer, because often the underdog team wins.

It will be shown that the number of goals scored by a team in a match
with totally n goals is binomial distributed ((n,p) - distributed). Here
p is the probability that a goal is scored by this team if a goal is sco-
red. Tt will also be proved that the numbers of goals in a soccer match
is Poisson distributed. Hence it’s possible to simulate the final score
of a match. For example, one can calculate the probability that SK
Rapid Vienna or FK Austria Vienna wins the Vienna derby. Also the
probability to score more than one goal in a match can be calculated.
To this end it’s necessary to know the average number of goals which
are scored in 90 minutes or to know the average number of goals for
each team. One can find the average goal numbers in football tables
or one can calculate them using the average goal difference. Using the
average goal difference also the defensive performance of the teams is
considered. Starting with a simple model to calculate eventually final
scores in this paper better ones are developed which also take account
of the defensive performance and the home advantage. Furthermore
the number of goals in relation to the playing time will be considered.
In particular the first goal in a match plays an important role. The
connection of the probability for a draw with the bessel function will
be discussed. Also the influence of the random effects on the final ran-
king of the Austrian soccer league is investigated. All calculations will
be done for the season 2008/09 and season 2009/10 of the Austrian
soccer league.

The issue soccer betting will be mentioned because it’s also influenced
by the randomness. In the last chapter a collection of problems usable
in school education is presented. One can find problems close to reality
in order to motivate the students.






1. EINLEITUNG

Fuftball ist wohl eine der bekanntesten und weit verbreitesten Sport-
arten der Welt. In Osterreich gibt es sehr viele Menschen, die den Sport
Fuftball ausiiben. Berichten des OFB (Osterreichischer Fukballbund)
zu Folge, vgl. [18], gibt es fast ,600 000 gemeldete Spieler und Spie-
ler /innen in iiber 2 000 Vereinen“ und Fukball ,ist neben Skifahren der
Lieblingssport der Osterreicher. Abgesehen davon hat Fukball einen
grofsen Unterhaltungswert. Es gibt immer sehr viele Zuschauer/innen,
die sich von dieser Sportart im Stadion oder vor dem Fernseher mit-
reifsen lassen. Zum Beispiel sind bei einem Fufballbundesligaspiel im
Schnitt 8000 Zuseher im Stadion, vgl. [27], und im Jahr 2010 haben die
Spiele des OFB-Teams, also die Linderspiele, etwa 622 000 Zuschau-
er/innen im ORF verfolgt und es waren im Schnitt 19 450 Zuschau-
er/innen im Stadion, nach [13].

Nach [22] macht es den Reiz des Fufballspiels aus, dass es ein relativ
einfaches und leicht nachvollziehbares Spiel ist. Eine weitere Ursache
fiir die Beliebtheit dieser Sportart sind groteskerweise die wenigen To-
re, die bei einem Fufballspiel fallen. Auch wenn es viele Fuliballfans
nicht héren wollen spielt dabei der Zufall ein gewisse Rolle. In |22, S.
115] wird das mit einer einfachen Formel: |Erfolg = Gliick + Kénnen*
beschrieben.

Wenn man Fufiballstatistiken betrachtet, fallen, wie spiter genauer ge-
zeigt wird, in einem Bundesligaspiel im Schnitt ca. 3 Tore. In 90 Minu-
ten Spielzeit wird aber wesentlich 6fter versucht ein Tor zu erzielen,
namlich wie [6] schreibt etwa 10 bis 20 Mal. Wenn bei etlichen Versu-
chen nur ein, zwei Treffer pro Team erzielt werden, spielen offensichtlich
der Zufall bzw. Gliick oder Pech ein gewisse Rolle. Und genau das macht
das Fufsballspiel attraktiv. Bei Spielen, wie Handball, wo weitaus mehr
Tore erzielt werden (etwa 50 Tore pro Spiel) ist die Wahrscheinlichkeit,
dass ein schlechteres Team gewinnt geringer, als bei einem Spiel, in
dem weniger Tore fallen, vgl. 3.1 auf Seite 13. Das heifst es setzen sich
die besseren Teams meistens durch. Beim Fuftball kommt es gegeniiber
Sportarten mit vielen Toren bzw. Punkten zu mehr Uberraschungssie-
gen, was zur Faszination dieser Sportart beitragt.

Annahmen wie diese konnen mathematisch gezeigt werden. Es gibt vie-
le weitere Dinge, wie Vermutungen iiber den Spielausgang, die mit Hilfe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung analysiert werden kénnen. Ich mochte
nun in den folgenden Kapiteln zeigen welcher Zusammenhang zwischen
Wahrscheinlichkeitstheorie, Statistik und Fufball besteht. Dazu wird
aber zuerst ein kurzer Uberblick iiber das Fufballspiel gegeben.






2. DAS FUSSBALLSPIEL'

Fuftball zéhlt zu den bekanntesten Spielen der Welt. Quellen zu Folge
ist China das Ursprungsland, wo bereits 2000 vor Christus ein fufbal-
lahnliches Spiel namens ,/Ts’uh-kiih“ gespielt wurde. Dabei bedeutet
,Is'uh® mit dem Fufs stofen und ,kiih“ Ball. Dieses Spiel geriet aller-
dings in Vergessenheit, wie [22, S. 4] berichtet.

Die Grundziige des Spiels, wie man es jetzt kennt, wurden im 19.Jahr-
hundert in England gelegt. Zuvor war ,Fulsball ein simples, wildes und
unreguliertes Volksspiel, das nach ungeschriebenen tradierten Regeln
gespielt wurde“, wie [24, S. 37| schreibt.

Im Jahr 1849 wurden in Eton die ersten Regeln schriftlich fixiert und
von da an dhnelte es sehr dem Spiel, wie wir es heute kennen. Unter
anderem wurde die entscheidende Regel, die das Spielen mit der Hand
verbietet, festgelegt. Damit trennte sich das Fufballspiel letztlich ein-
deutig vom Spiel Rugby, denn zuvor durfte der Ball auch mit der Hand
gespielt werden. Mit der Griindung des ersten Fufsballverbands, der
,Football Association 1863 in London wurde ein weiterer wichtiger
Schritt zur Entwicklung des heutigen Fufballs gesetzt, indem versucht
wurde die Regeln in einem ausfiihrlichen Regelwerk zu vereinheitlichen.
So wurden seit 1863 nach und nach Regeln entwickelt. Am 21.05.1904
wurde in Paris der Fufballweltverband, die ,,Fédération Internationale
de Football Association* (FIFA)gegriindete. Heute ist der Hauptsitz in
Ziirich und es gehoren 208 Fufkballverbédnde der FIFA an. Das offizielle
Regelwerk der FIFA besteht aus 17 Spielregeln, die seit 1938 bestehen
und nur geringfiigig gedndert wurden. Die FIFA kontrolliert jahrlich,
ob die Regeln noch passend sind und fiihrt gegebenfalls Anderungen
durch.

2.1. Die Regeln®

Bei dem Spiel Fufsball spielen pro Team 11 Spieler/innen, einschliefs-
lich eines Torwarts/einer Torwartin auf einem rechteckigen Feld. An
dessen Enden stehen, wie an der Abbildung 1 auf Seite 10 erkennbar,
zwei Tore. Das Spielfeld ist 90 bis 120 Meter lang und 45 bis 90 Me-
ter breit, wobei fiir Landerspiele die Mafe 105 x 68 Meter vorgegeben
sind. Die Torhohe betrigt 8 Feet, was 2,44 Meter entspricht und die
Torbreite 8 Yards, was 7,32 Meter entspricht. Ziel des Spieles ist es
den Ball in das gegnerische Tor zu bringen. ,Ein Tor ist giiltig erzielt,
wenn der Ball die Torlinie zwischen den Torpfosten und unterhalb der

lnach [22], [25] und [27]
Znach [22] und [27]
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ABBILDUNG 1. Aufbau und Mafe eines Fufiballfeldes nach [22, S. 32].

Querlatte in vollem Umfang iiberquert, ohne dass ein vorgéngiges Ver-
gehen des Teams vorliegt, das den Treffer erzielt hat“, nach [22, S. 25].
Es gewinnt das Team, das am Ende die meisten Tore erzielt hat bzw.
kann ein Spiel auch unentschieden enden, aufer bei sogenannten K.o.
Runden, in denen ein Team als Gewinner hervorgehen muss. Der Ball
kann mit dem Fuf und allen anderen Korperteilen, aufser den Handen
und Armen gespielt werden. Nur der Torwart/die Torwartin darf im
eigenen Strafraum Hénde und Arme verwenden.

Die Spieldauer betriagt zweimal 45 Minuten mit einer Halbzeitpause von
15 Minuten. Die Einhaltung der Regeln wird von einem Schiedsrich-
ter/einer Schiedsrichterin und zwei Schiedsrichterassistent /innen tiber-
wacht. Bei internationalen Spielen und in der Bundesliga gibt es noch
einen ,vierten“ Offiziellen als weiteren Assistenten und einen ,fiinften‘
als Reserve fiir die anderen beiden Schiedsrichterassistent/innen. Ein
Feldverweis eines Spielers/einer Spielerin wird mit einer ,roten Karte®
angezeigt, eine weniger schwere Tat durch eine ,,gelbe Karte*. Wenn ein
Spieler/eine Spielerin in einem Spiel zum zweiten Mal die gelbe Karte
erhélt wird er/sie auch vom Platz verwiesen (,Gelb-Rote-Karte®). Bei
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einem Feldverweis darf, im Gegensatz zu anderen Sportarten, der Spie-
ler /die Spielerin nicht ersetzt werden, dass heifst das Team spielt mit ei-
nem Mann/einer Frau weniger. Eine ,rote Karte* fithrt dariiber hinaus
meist zu weiteren Konsequenzen, wie einer Sperre oder einer Geldstrafe,
wahrend eine ,Gelb-Rote-Karte” nur einen friithzeitigen Spielausschluss,
ohne weitere Konsequenzen, nach sich zieht.

Da es jetzt zu weit fiihren wiirde auf die Regeln genauer einzugehen,
kénnen die offiziellen Spielregeln der FIFA bei Interesse unter der In-
ternetadresse
http://de.fifa.com/worldfootball/lawsofthegame.html
nachgelesen werden.






3. WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE UND
FUSSBALL

In der Einleitung wurde bereits angedeutet, warum ich das Spiel Fufs-
ball fiir die folgende Arbeit ausgewihlt habe. Abgesehen von der hohen
Popularitit des Spiels, eignet es sich sehr gut fiir wahrscheinlichkeits-
theoretische und statistische Analysen, da der Zufall eine grofe Rolle
spielt. Inwiefern wird im Folgenden néher ausgefiihrt.

3.1. Auswirkung der geringen Toranzahl in einem Spiel®

In einem Fufballspiel fallen gesamt, wie spiter noch gezeigt wird
(vgl. 3.2.2 auf Seite 27), durchschnittlich etwa 3 Tore pro Spiel. Die-
se, im Vergleich zu anderen Sportarten wie Handball, geringe mittlere
Toranzahl kann, wenn zwei Teams mit unterschiedlicher Spielstéirke
aufeinandertreffen zu Uberraschungssiegen fithren. Wenn gesamt nur
wenige Tore erzielt werden, kann das dem schwicheren Team nutzen.
Mathematisch kann diese Eigenschaft auf folgende Art gezeigt werden:
Zwei Teams A und B spielen gegeneinander. Sei p die Wahrschein-
lichkeit, dass das stdrkere Team A ein Tor erzielt und entsprechend
q = 1 — p die Wahrscheinlichkeit, dass das schwichere Team B ein
Tor erzielt. Es wird nun angenommen Team A sei dreimal so stark
wie Team B. Dann ist p = % und ¢ = %. Nun kann die Gewinnwahr-
scheinlichkeit fiir das schwéchere Team in einem Spiel, in dem n Tore
gefallen sind, ermittelt werden. Dazu werden Spiele mit ungerader und
gerader Toranzahl unterschieden, da bei gerader Toranzahl noch der
Fall Unentschieden dazu kommt:

3.1.1. Ungerade Toranzahl

n=1= P(B gewinnt) = ; = 0.25. Also hitte das schlechtere Team
eine Gewinnchance von 25%.
Wenn der Fall fiir n = 3 betrachtet wird, gewinnt Team B genau dann
wenn es 2 oder 3 Tore schiefst, der 2:1 Sieg kann dabei auf 3 Arten
erfolgen, ndmlich ABB, BAB oder BBA (A bedeutet ein Tor von A
und B bedeutet ein Tor von B). Das entspricht in der Kombinatorik der
Fragestellung wie viele Teilmengen mit genau k Elementen eine Menge
mit n Elementen besitzt und die Antwort darauf ist (Z) = Wlk)”
nach [14, S. 11]. Das heifit die Frage auf wie viele Arten Team B mit
einem Endstand von 2:1 gewinnen kann, kann schneller mit Hilfe des
Binomialkoeffizienten beantwortet werden, wobei n = 3 und k = 2 ist.
Es ist (3) = 3 = es gibt also genau 3 Moglichkeiten.

3nach [22] und [25]
13
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Fiir die weitere Rechnung bedeutet das:

n=3= P(Bgewinnt) = ;-1-3+3-(3-1-3) = ( ) +3-(% ) S=2=
=0, 15625 = die Gewinnchance fiir B betrigt in diesem Fall 15 63%
Die Gewinnwahrscheinlichkeit ist also stark zuriick gegangen. Analog
dazu kann die Gewinnwahrscheinlichkeit fiir mehr als 3 Tore berechnet
werden. Abbildung 2 auf Seite 14 veranschaulicht den Zusammenhang
zwischen der Gewinnwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams und der
Anzahl der gefallenen Tore bei ungerader Toranzahl.

Gewinnwahrscheinlichkeit
:| -;\ -

04
03F
L] o

o1t s S

ABBILDUNG 2. Gewinnwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams
bei ungerader Toranzahl, modifiziert nach [25, S. 86].

3.1.2. Gerade Toranzahl

Wenn ein Spiel mit einer geraden Toranzahl endet ist es interessant
auch die Wahrscheinichkeit fiir ein Untentschieden zu betrachten. Wenn
insgesamt 2 Tore erzielt werden, gewinnt Team B nur dann wenn es bei-
de Tore erzielt, also
n =2 = P(B gewinnt) = 7
chance entspricht 6,25%.
Das Spiel endet unentschieden, wenn jedes Team ein Tor erzielt und das
kann auf zwei Arten geschehen (entweder erzielt Team A oder Team B
das erste Tor):

P(Spiel endet unentschieden) = 2- ;-2 = 2 = 0.375 = Das entspricht
37,5 %.

Wenn insgesamt 4 Tore fallen gewinnt Team B entweder wenn es alle 4
Tore schiefst oder 3 der 4 Tore. Der 3:1 Gewinn kann dabei, wie oben

erklart, auf (g) = 4 Moglichkeiten erreicht werden.
n= 4 = P(B gewinnt) = i'%'};'}ﬁ'zl (L.1.1.3) = ( ) +4. (le) 2=

= 52 = 0.05078125 = die Gewinnchance entspricht 5,07%.

Ein Unentschieden kann auf sechs verschiedene Arten eintreten, da
4 .

( = 0 ist.

2)

— (1) = L =0.0625 = die Cewinn-

W=
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P(Spiel endet unentschieden) =6-+.1.3.3 =¢. (}1)2 : (%)2 =2 =
= 0, 2109375 =das entspricht 21,09%.

Analog konnen die Wahrscheinlichkeiten fiir ein Unentschieden bzw.
fiir einen Sieg des schwécheren Teams fiir mehr als 4 Tore berechnet
werden. Das ist in Abbildung 3 auf Seite 15 veranschaulicht.

Wahrscheinlichieit
i

04
.
™,
03k .
h Unentschieden
:.J - \‘\
‘“'»..,__._
o.1F Schwdcherss Team gewinnt e
— . e
————
——
L L L L — Toranzahl
2 4 ] ] 10

ABBILDUNG 3. Gewinnwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams
bei gerader Toranzahl, modifiziert nach [25, S. 87].

3.1.3. Resultat

Aus dieser Rechnung zeigt sich, die Gewinnchance des schwicheren
Teams ist bei ungerader Toranzahl wesentlich héher je weniger Tore
fallen. Bei gerader Toranzahl ist die Gewinnchance des schwécheren
Teams geringer als bei ungerader Toranzahl, dafiir ist aber die Chance
auf ein Unentschieden hoher je weniger Tore fallen. Das obige Bei-
spiel zeigt, wenn ein Team dreimal stdrker ist als ein anderes, hat das
schlechtere Team trotzdem eine Gewinnchance von 25%, wenn gesamt
nur ein Tor fallt. Wenn gesamt 2 Tore fallen, endet das Spiel mit einer
Wahrscheinlichkeit von 0,375 mit einem Unentschieden. Somit stehen
bei einer geringen gesamten Toranzahl die Chancen fiir das schlechtere
Team gut Punkte zu erzielen. Rechnet man das Beispiel mit anderen
Werten fiir p und ¢ durch, wie in den Abbildungen 4, 5 und 6 auf Seite
16 veranschaulicht, kommt man zu dem selben Endresultat: Je weniger
Tore in einem Fufballspiel fallen, desto hoher ist die Chance fiir das
schlechtere Team zu gewinnen oder ein Unentschieden herauszuspielen.
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ABBILDUNG 4. Gewinnwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams
bei ungerader Toranzahl und unterschiedlichen Werten fiir p und

g, modifiziert nach [22, S. 50].
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ABBILDUNG 5. Gewinnwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams
bei gerader Toranzahl und unterschiedlichen Werten fiir p und g,

modifiziert nach [22, S. 50].
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ABBILDUNG 6. Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden mit
unterschiedlichen Werten fiir p und ¢, modifiziert nach [22, S. 50].
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Dass es bei wenigen Toren eine doch relativ hohe Gewinnchance fiir
schwichere Teams gibt, macht den ,Reiz und die Spannung* des Fuf-
ballspiels aus, weil es zu Uberraschungssiegen kommen kann, wie [25, S.
88| schreibt. Und wie |22, S. 47] schreibt ist dadurch Fufball ,der un-
gerechteste Sport der Welt“, weil der Zufall nicht ausgeschaltet werden
kann und somit nicht immer das bessere Team gewinnt. Bei Spielen, bei
denen viele Tore erzielt werden, wie zum Beispiel Handball (es fallen
ca. 50 Tore pro Spiel) ist das anders. Es konnen zufillige Tore viel eher
ausgeglichen werden, als bei Spielen mit wenigen Toren. Nach einem
Treffer greift das andere Team an und erzielt mit ziemlich hoher Wahr-
scheinlichkeit den néchsten Treffer. Ein Tor beeinflusst das Fallen des
nichsten Tores, man kann auch sagen beim Handball fallen die Tore
korreliert. Es gibt dadurch nicht so eine groke Zufallskomponente und
folglich sind Uberraschungen seltener. In [6] wird die hohere ,Erfolgs-
quote bei Angriffen in einem Spiel wie Handball, wo viele Tore fallen
mit dem Wiirfeln verglichen: ,Es ist wie beim Wiirfeln: Je 6fter gewor-
fen wird, umso naher kommt man dem Ergebnis, das zu erwarten ist,
also einer Gleichverteilung der Augenzahlen oder beim Ballspiel dem
Sieg des Favoriten. Wer nur wenige Male wiirfeln oder schieffen darf,
muss vor allem Gliick haben.”

Somit setzen sich bei Handball meist die besseren Teams durch und es
sind die Tabellen in zwei Klassen geteilt, wie [22, S. 53f.] ndher aus-
fiihrt. Das heift ,,Teams aus der oberen Tabellenhélfte verlieren in der
Regel nicht gegen Teams aus der unteren Halfte* [22, S. 58]. Beim Fuk-
ball hingegen gibt es in den Tabellen immer ein deutliches Mittelfeld.
Durch die grofe Zufallskomponente beim Fuftball sind die Tabellen
gut berechenbar. Vielleicht ist das einer der Griinde warum bei uns
Fufsball beliebter ist als Handball, es herrscht mehr Spannung, ob tat-
sachlich das bessere Team gewinnt. Der Physiker Ben-Naim, vgl. [1],
bestétigt, dass Fufball eine spannende Sportart ist. Er untersuchte
wieviele Spiele iiberraschend endeten und folgerte daraus die Vorher-
sagbarkeit von Spielausgingen. Dazu analysierte er und sein Team
300 000 Spiele, vom Beginn der Aufzeichnungen an, die bis ans Ende des
19. Jahrhunderts zuriickreichen, bis heute. Es wurden Spielergebnisse
der Sportarten Fufball, Basketball, Eishockey, Baseball und Football
in England und den USA ausgewertet, indem erfasst wurde, wie oft ein
vermeintlich schlechteres Team, ein sogenannter ,underdog”, gewann.
Zusatzlich wurde ein theoretisches Modell erstellt und die Wahrschein-
lichkeit fiir Uberraschungssiege berechnet, die Ben-Naim als Mafstab
fiir die Spannung eines Spiels sieht. Das Ergebnis dieser Untersuchung
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war, dass Fulball der spannenste Teamsport ist, da 45% aller Spie-
le mit Uberraschungssiegen endeten, also der eigentliche Favorit verlor.
Somit sind Fufsballergebnisse am schwierigsten vorherzusagen. An zwei-
ter Stelle stand Baseball mit 44,1%, gefolgt von Eishockey mit 41,2%.
Bei Basketball mit 36,5% und Football mit 36,4% gibt es die wenigs-
ten Uberraschungssiege und dadurch weniger Spannung, weil selten der
Favorit verliert. Allerdings zeigt der Trend der letzten Jahre, Football
und Baseball werden spannender, wihrend in den letzten 60 Jahren die
Anzahl Uberraschungssiege beim Fufiball zuriickgegangen ist.

Diese Untersuchung bestétigt obige Aussage: je mehr [ Tore* in einem
Spiel fallen, desto wahrscheinlicher gewinnt der Favorit: Bei einem Fufs-
ballmatch fallen ca. 3 Tore pro Spiel, beim Eishockey ca. 6 Tore und bei
einem Basketballspiel werden gesamt ca. 80 Koérbe pro Spiel erzielt (die
mittleren Toranzahlen wurden jeweils aus den Osterreichischen Tabel-
len ermittelt). Football und Baseball passen aufgrund der Spielregeln
nicht in dieses Schema, da keine Tore bzw. Korbe wie bei den anderen
Spielen erzielt werden.

Mathematisch lassen obige Berechnungen vermuten, dass die Anzahl
der Tore, die ein Team in einem Spiel in dem n Tore gefallen sind,
erzielt, (n, p)-binomialverteilt ist. Dabei ist p die Wahrscheinlichkeit,
dass wenn ein Tor gefallen ist, es von diesem Team erzielt wurde.

Definition (Binomialverteilung). Nach [4, S. 254] ist die Binomi-
alverteilung wie folgt definiert: (€2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
und Z eine Zufallsvariable auf 2, die die Werte 0,1,...,n annimmt.
Z heifit binomialverteilt mit den Parametern n und p (kurz B(n, p)-
verteilt), wenn es ein p € [0; 1] gibt mit

P = P(Z =) = )rHa -

fir k=0,1,...,n. Dabeiist E(Z) = np und o(Z) = \/np(1 — p).

Satz 1. Wenn zwei Teams A und B gegen einander Fuf$ball spielen,
Team A mit der Wahrscheinlichkeit p und Team B mit der Wahrschein-
lichkeit ¢ = 1 — p ein Tor erzielt, ist die Wahrscheinlichkeit, dass das
Team A in einem Spiel, in dem n Tore gefallen sind, genau k Tore
erzielt hat, (n,p)-binomialverteilt:

P(X =k)= <Z)pkqn_k firk=0,1,...,n
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Beweis. nach [20]: Der Beweis erfolgt durch Induktion nach n. Die

Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der Tore die A erzielt hat.

Induktionsanfang fiir n = 0: Team A erzielt mit der Wahrscheinlichkeit

1 null Tore: P(X =0) = (J)p°¢" =1

Induktionsannahme: P(X = k) = (”:)pkq”_l_k firk=0,1,...,n—1.

Induktionsschritt fiir n > 0:

Fir j € {0,1,2,...,n— 1} sei P(j) die Wahrscheinlichkeit, dass A j To-

re erzielt hatte, bevor das letzte Tor fiel. Nach der Induktionsannahme

gilt: P(j) = (", ")piq" 17,

Falls k£ = 0, also A erzielt 0 Tore, in einem Spiel in dem n Tore fielen,

dann muss B das letzte Tor erzielen, und es gilt:

P(X =0)=q-P(0)=q(";")°¢" " = q" = (5)p°¢"".

Wenn k = n, dann muss A das letzte Tor erzielen und es gilt:

P(X =n)=p-Pn—1)=p(,")p"'¢" =p" = ()p"¢" "

Schlielich sei 0 < k& < n. Falls A das letzte Tor erzielt muss A zuvor

k — 1 Tore erzielt haben, und wenn B das letzte Tor erzielt, muss A

zuvor k Tore erzielt haben. Daher gilt:

P(X=k)=p-Plk—1)4+q-P(k) =

= p(i)p g g ()phe T = P (D) + (7)) =
Dementsprechend kénnen folgende Formeln aufgestellt werden, um

die Wahrscheinlichkeit auszurechnen, dass das Team A ein Spiel, in dem

insgesamt n Tore gefallen sind, gewinnt, verliert oder das Spiel unent-

schieden ausgeht. Team A gewinnt genau dann, wenn es mehr als die

Hilfte der gefallenen Tore erzielt hat. Team A verliert, wenn es weniger

als die Hélfte der gefallen Tore erzielt hat. Und das Spiel endet Unent-

schieden, genau dann wenn A die Hilfte der gefallenen Tore erzielt hat:

P(Team A gewinnt) = Z (Z)pkq”k,

n
k>§

P(Team A verliert) = Z (Z) P,

k<%
P(Spiel endet unentschieden) = (Z)pgqg, falls n gerade und
2

P(Spiel endet unentschieden) = 0, falls n ungerade.
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3.2. Wahrscheinlichkeit fiir k¥ Tore pro Spiel®

Im vorhergehenden Kapitel wurde erldutert, die geringe Toranzahl,
die im Durchschnitt in einem Fufsballspiel erzielt wird, trégt zur Span-
nung dieser Sportart bei. Es ist nun interessant zu betrachten wie hoch
die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Spiel mit gesamt k& Toren endet
bzw. dass in einer gewissen Zeit ¢t genau k Tore fallen. Diese Wahr-
scheinlichkeit kann mit Hilfe der Poissonverteilung berechnet werden:

3.2.1. Die Poissonverteilung®

Nach [7, S. 40| ist die Poissonverteilung P(\)-Verteilung ein ,natiir-
liches Modell fiir die Anzahl von rein zufélligen Zeitpunkten in einem
Zeitintervall. Typische Anwendungssituationen...sind die Anzahl der
in einer Telefonzentrale eingehende Anrufe bzw. der iiber einen Mail-
Server geleiteten E-Mails, die Anzahl der Atomzerfalls-Zeitpunkte ei-
ner radioaktiven Substanz oder der an einem Schalter ankommenden
Kunden, die Anzahl der Fahrzeuge auf einem Strafenabschnitt, und so
weiter.“ Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Pois-
sonverteilung setzt also voraus, dass die Tore zu zufilligen Zeitpunkten
in 90 Minuten statt finden und das ist der Fall.

Definition (Poissonverteilung). Sie wird von [4, S. 264] wie folgt
definiert (im Buch von Biichter und Henn wird statt A ein x verwendet):
Eine Zufallsvariable X mit Werten auf Ny heif$t Poisson - verteilt mit
Parameter A > 0, wenn gilt
PLN

Die Poissonverteilung ist eine Approximation fiir die Binomialvertei-
lung bei grofem n und kleinem p. Denn wird eine Serie von binomial-
verteilten Zufallsvariablen mit selben Erwartungswert A (A = n - p)
betrachtet, wie [4, S. 262| ndher ausfiihrt, erkennt man, die Verteilun-
gen unterscheiden sich kaum und néhern sich einer Grenzverteilung mit

festem A\ an. Es ldsst sich zeigen, dass es diese Grenzverteilung gibt,
nach [4, S. 262] und [20]:

Satz 2. Set A > 0, k € Ny, dann gilt:

. AN O NN
dm B(n, 7) = lim (k) | (ﬁ) '(1—5) = e

“*nach [8], [22] und [25]
®nach [4], [7] und [15]
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Nach [4, S. 263] gilt: ,,Als Faustregel betrachtet man diese Niherung
als hinreichend gut, wenn gilt p < 0,1 und n > 100.“
Siméon Denis Poisson (1781 - 1840) hat diese Approximation der
Binomialverteilung 1832 entdeckt, wie [15, S. 93| berichtet. Er
verdffentlichte sie mit seiner Wahrscheinlichkeitstheorie 1837 in dem
Werk ,Recherches sur la probabilité des jugements en matiére
criminelle et en matiére civile“ (,Untersuchungen zur Wahrscheinlich-
keit von Urteilen in Straf- und Zivilsachen®), wie [4, S. 264] schreibt.
Allerdings geriet die Poissonverteilung in Vergessenheit und erst 1898
berichtete L. v. Bortkiewicz (1868 - 1931), ein russischer Mathemati-
ker, in dem publizierten Biichlein ,Das Gesetz der kleinen Zahlen“ {iber
ihre Wichtigkeit, nach [15, S. 93].
Dass es sich bei der Poissonverteilung tatséichlich um eine diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilung handelt, kann einfach nachgerechnet

werden: e ’\>0und2 _)‘Z =e et = 1.

Es handelt sich also um den Wahrschemhchkeltsvektor einer Verteilung.

Satz 3. Sei X eine P(\)-verteilte Zufallsvariable, dann gelten:

E(X)=\und o(X) = VX
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Beweis. Nach [4, S. 265] und |20].
>© )\ PN\ )\k 1 . N\l
EX)=) k-—er=¢e ey S =
0 Z ; (k — ; (k—1)!

k=0

k!
k=0
<, Nk > A AR
2\ 2.7 A A A _
E(X*) =)k et =e >k b > o)
k=0 k=1
‘A/\ik A —AAi(kH)Ak _

‘ k-1 & K
e—AAik—H—MiA—k /\ik—ke Ae et =
B k! k! k! B

k=0 k=0 =
(da > /fye*A — B(X) folgt)

=X A+ A=24
VIX)=BE(X)—EX)=X+X-X\=)\
o(X) =V
O

Da die erzielten Tore in einem Fuftballspiel zufillige Ereignisse in

einem gewissem Zeitraum sind, kann die Wahrscheinlichkeit fiir £ Tore
pro Spiel mit Hilfe des Poissonverteilung berechnet werden. Es wird
betrachtet wie oft in 90 Minuten ein Treffer erzielt wird. Dabei ist A die
durchschnittliche Anzahl der Tore pro Spiel und kann auch dargestellt
werden als A = r - ¢, wobei r die Anzahl der Tore in einer Stunde
(mittlere Torrate) beschreibt und ¢ in Stunden einzusetzen ist.
Um zu zeigen, dass das zutrifft, werde ich beispielhaft die Torverteilung
fiir die Gsterreichische Bundesliga (2 Saisonen) mit den tatsédchlichen
Werten darstellen, anschlieflend die theoretisch berechnete Verteilung
angeben und dann die tatsdchliche mit der theoretischen Verteilung
vergleichen. Aber zuvor ein kurzer Uberblick iiber die dsterreichische
Bundesliga:
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3.2.2. Die dsterreichische Fufball Bundesliga®

Seit 1911 gibt es in Osterreich offizielle Fukballmeisterschaften. Bis
zur Saison 1949 /50 wurden diese allerdings nur unter den Wiener Ver-
einen ausgetragen, das heift in der hochten Spielklasse wurde ein
Meister unter den Teams von Wien und Niederosterreich ermittelt.
Auf den Antrag von Niederosterreich wurde schliefslich die Einfiihrung
einer gesamtosterreichischen Staatsliga beschlossen, die seit der Sai-
son 1949/50 existiert. Bis 1991 wurde die Profiliga vom OFB (Oster-
reichischer Fufballbund) und einer selbststindigen Liga organisiert.
Am 17.11.1991 wurde die 0&sterreichische Fufshball Bundesliga als
eigener Verband festgelegt und am 1.12.1991 als 10. ordentliches Mit-
glied in den OFB aufgenommen.

Aufgrund von Reformen kam es immer wieder zu Namensénderungen.
So wurde die gesamtosterreichische Fufsballliga bis inklusive der Saison
1964 /65 Staatsliga bzw. Liga A genannt, anschliefend in Nationalliga
umbenannt und erst 1974/75 in Bundesliga. 1976 wurde der Name in
1. Division gedndert und seit einer erneuten Reform 1993 heiflt die
Liga wieder Bundesliga. Seit der Saison 2008/09 trigt sie zusétzlich
den Sponsornamen tipp3-Bundesliga powered by T-Mobile.

Die Fufball Bundesliga ist als gemeinniitziger Verein zusténdig fiir die
zwei hochsten Spielklassen im Osterreichischen Fufsball, ndmlich die
tipp3-Bundesliga powered by T-Mobile (hoéchste Spielklasse) und der
wHeute fiir Morgen“ Ersten Liga (zweit hochste Spielklasse), denen je
zehn Fufballvereine angehdren. Sie vertritt also den Berufsfufiball in
Osterreich und ist auch fiir die Umsetzung der Fufball-Jugend verant-
wortlich.

In der Bundesliga spielen zehn Vereine um den Osterreichischen Meis-
tertitel, im OFB - Cup (ein nationaler Cupbewerb im K.o.-System) und
um Startplitze fiir Europacupbewerbe. Das Meisterschaftsjahr geht
von Juli bis Juni des darauffolgenden Jahres und ist in eine Herbst- und
Friihjahrsaison geteilt. Es findet ein doppelter Meisterschaftsdurchgang
mit Hin- und Riickspielen statt, was bedeutet jedes Team spielt in einer
Saison 4 Mal gegen jedes andere Team. Es gibt also 36 Meisterschafts-
runden mit je 5 Spielen. (Hinweis: Daraus lisst sich eine kombinatori-
sche Aufgabe fiir Schiiler /innen erstellen siehe Kapitel 4 auf Seite 69).
Meister ist letztendlich jenes Team, das am Ende die meisten Punkte
hat (es gilt die 3-Punkte Regel: ein Sieg z&hlt 3 Punkte und ein Unent-
schieden 1 Punkt), wobei bei Punktegleichheit die Tordifferenz zihlt.
Der Tabellenletzte der Bundesliga steigt in die zweitklassige Erste Liga

Snach [12] und [28]
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ab und der Meister der Ersten Liga steigt dafiir in die Bundesliga auf.
Aufgrund der Platzierung bei der Bundesliga werden auch Europacup-
plitze vergeben:

Der osterreichische Meister ist zu der Teilnahme an der 2. Qualifikati-
onsrunde zur UEFA Champions League berechtigt und der Zweit- und
Drittplatzierte zur Teilnahme an der 2. Qualifikationsrunde zur UEFA
Europa League. Fiir die folgenden Berechungen sind die Statistiken von
der Saison 2008/09 und 2009/10 wichtig (vgl. Abbildung 7 auf Seite 25
und Abbildung 8 auf Seite 25).



TABELLENSTAND ERGEBNISSE 2008/09
FC Red Bull Salzburg 2:111:05:1 |4:1 [2:1 [3:1 [2:1 |2:0 |4:1 |6:0 |2:1 |1:0 |2:5 |7:3 |6:0 [2:0 [1:4 [3:0
SK Rapid Wien 4:2 |2:2 3:2 13:0)0:1 |2:1 |1:1 [1:0 [4:2 |1:0 |5:0 |1:1 |6:0 |3:1 |2:3 |1:0 |5:1 [8:1
FK Austria Wien 1:1(3:2 |2:0 |2:2 1:3 12:0 |3:1 |3:1 [4:1[1:1 |5:0 |4:0 |0:0 |2:1 |2:1 [0:0 [4:1 |2:1
SK Puntigamer Sturm Graz |2:2 (2:0 [3:1|2:2 [0:0 |2:2 3:0 (1:1(3:0/0:0]2:0|2:0 |2:0 {1:3 |3:0 [1:0 [3:1 |6:0
SV Josko Fenster Ried 3:02:2 |13:0 [1:0 [3:1 [0:0 [3:2 |4:1 0:0 |2:0 [3:0 [1:0 |2:1 |3:0 |4:0 |0:0 |3:0 |3:2
SK Austria Kelag Karnten  |2:0 [1:0 [3:3 [1:3 |0:1 [1:1 |0:2 |4:2 |1:1 |1:2 1:0 |0:1 |6:0 |0:2 |2:0 |0:0 |0:3 |2:1
LASK Linz 0:2 10:3 |12:5 |0:2 [0:1 [4:0 {0:3 |1:0 |2:1 |0:3 |0:2 |3:2 2:0|2:2 |0:0 [2:1 [1:3 [2:0
KSV Superfund 1:1(0:2 |0:2 |0:4 |12:2 |1:2 |1:3 |3:3 |2:0 [2:1 |2:1 |0:2 |0:1 |41 2:103:113:2 |11
SV Mattersburg 1:2 |2:4 |0:10:3 |0:0 |0:2 |5:6 [0:0 [2:1 |2:2 |0:0 |3:2 |1:4 |3:1 |2:1 |3:1 3:115:4
Cashpoint SCR Altach 3:4 11:2 |1:1 |2:7 (021 [2:1 101 [1:0 [1:1 ]0:1 ]0:3 |2:5 [1:3 [1:1 |5:1 [3:0 [2:2 |41 HEIM
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ABBILDUNG 7. Ergebnisse der 6sterreichischen Bundesliga Saison
2008/09 modifiziert nach [12].
TABELLENSTAND ERGEBNISSE 2009/10
FC Red Bull Salzburg 0:1]2:1)1:1 |0:0 [4:2 [3:0 [4:2 |1:1 |2:0 |2:0 |3:2 |3:0 |2:0 |1:1 [4:0 [1:0 [7:1 [1:0
FK Austria Wien 1:0 [1:1 1:1[1:0 [1:01:0]2:1 |1:0 |1:0 |5:1 [3:0 |0:1 |1:1 |2:0 |3:0 |4:3 |1:0 |41
SK Rapid Wien 0:1]2:2 14120 4:112:1]3:1|3:0 |3:0 [4:0 [4:1 |0:0 [1:0 |2:1 |3:1 |53 |51 |10
SK Puntigamer Sturm Graz |0:0 [0:2 [2:2 [0:1 [1:0 |1:1 3:0 /1:0 [4:0 |2:0 |3:3 |0:1 [1:0|0:2 |1:1 |0:0|3:2 |40
SC Magna Wr. Neustadt  |2:3 [1:1 [0:1 [4:3 |2:2 |0:4 |0:0 |0:0 2:1/3:0 [4:0 [4:1 |2:0 [2:1 |2:3 [3:1 |31 |21
SV Mattersburg 1:6[2:3 [1:1]1:3]1:312:1 |0:0 [0:2 [1:0 [1:3 3:2 12:1 |3:1 |3:0 |31 (401 (101 (401
LASK Linz 0:010:04:5|0:1 [3:3 [4:2 [2:2 [1:2 |4:2 [1:1 |40 |20 2:213:0 (4011 [3:1[0:0
SV Josko Ried 1:0 [1:2 [0:1]0:2 |1:3 |11 [1:2 [1:2 |3:0 |0:1 [3:0 [0:0 |2:2 |5:2 2:113:0031 |10
K8V Superfund 0:212:0|1:0 |1:1 [2:2 [0:1 [0:10:3 |2:3 [3:1 |0:1 |2:2 |72 |2:0 |0:1 |11 0:0]3:2
SK Austria Kelag Karmnten  |1:2 [0:2 [2:1 [0:2 |1:3 |2:4 |1:30:3 |0:0 |2:2 |0:3 |2:4 |1:1 |2:2 |0:0 [1:0 |01 |11 HEIM
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ABBILDUNG 8. Ergebnisse der osterreichischen Bundesliga Saison
2009/10 modifiziert nach [12].
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Nach diesem kurzen Uberblick iiber die dsterreichische Bundesliga

wird mit Hilfe der Poissonverteilung die Anzahl der Tore, die wahrend
eines Spiels erzielt werden, ermittelt und mit den tatsdchlichen Werten
verglichen (in Anlehnung an [22]|). Da ein Bundesligaspiel wirklich 90
Minuten dauert und es im Gegensatz zu Cupbewerben (Pokalturniere,
die im K.o.-System ausgetragen werden) keine Verldngerung gibt, kon-
nen die Spiele miteinander verglichen werden.
Dafiir werden die Torstatistiktabelle der Saison 2008/09 und 2009/10
(siche Seite 25) betrachtet, also gesamt 360 Spiele. Zuerst muss her-
ausgelesen werden, wie viele Spiele mit gesamt k£ Toren endeten. Das
ist in Tabelle 1 auf Seite 26 dargestellt:

erzielte | Anzahl der | Anzahl der | Gesamt-
Toranzahl | Spiele mit | Spiele mit | anzahl der
k pro Spiel | k Toren k Toren Spiele mit
2009/10 2008/09 k Toren
0 14 12 26
1 33 20 53
2 35 36 71
3 32 39 71
4 33 31 64
5 15 19 34
6 10 14 24
7 4 4 8
8 2 0 2
9 2 3 5
10 0 1 1
11 0 1 1

TABELLE 1. Einteilung nach der gesamt pro Spiel erzielten Toranzahl.

Die Tabelle zeigt also, dass in der Saison 2009/10 in 14 Spielen und
in der Saison 2008/09 in 12 Spielen kein Tor erzielt wurde. 2009/10
wurde in 33 Spielen gesamt 1 Tor erzielt und 2008/09 in 20 Spielen,
usw. Um in der Theorie, das heifst mit Hilfe der Poissonverteilung nach
zurechnen, wie viele Spiele mit k£ Toren enden, wird zuerst der Mittel-
wert berechnet, das bedeutet wie viele Tore insgesamt im Schnitt pro
Spiel erzielt werden.
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Definition (Mittelwert). Nach |5, S. 13| ist der Mittelwert so defi-
niert:
Ist © = (21, z9, x3, ..., x,) eine Stichprobe vom Umfang n, dann heift

n
_ 1+ 2o+ ... +x, _ 1
T = :I:—E Z;
n n <
=1

der(empirische) Mittelwert (arithmetisches Mittel)der Stichpro-
be z.

In diesem Beispiel ergibt sich der Mittelwert iiber die erzielte Toran-
zahl k pro Spiel aus:
T = ﬁ~(0'26—1-1'53—1—2'71+3~71+4~64+5~34+6~24—|—7~8+
8-24+9-54+10-14+11-1)=3,1

Das heifst die Anzahl der erzielten Tore ist poissonverteilt mit A = 3, 1:

3, 1%
P(X =k)= ’k—'e*?’:l.

Durch einsetzen in die Poissonverteilung ergibt sich nun folgende
theoretische Tabelle 2 auf Seite 27, die zeigt wieviele Spiele mit k£ Toren
endeten:

Toranzahl k | P(X = k) Anzahl der
pro Spiel Spiele mit k
Toren (ger.)

0 0,045049202 16

1 0,139652527 50

2 0,216461418 78

3 0,223676798 81

4 0,173349519 62

) 0,107476701 39

6 0,055529629 20

7 0,024591693 9

8 0,009529281 3

9 0,003282308 1

10 0,001017515 0

11 0,000286754 0

TABELLE 2. Berechnete Torverteilung fiir A = 3, 1.
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Der Vergleich der tatsachlichen und der errechneten Werte wird in
der Tabelle 3 auf Seite 28 gezeigt und durch Abbildung 9 auf Seite 28
veranschaulicht:

Toranzahl k£ | tatsédchlicher | errechneter
pro Spiel Wert Wert
0 26 16
1 53 50
2 71 78
3 71 81
4 64 62
5 34 39
6 24 20
7 8 9
8 2 3
9 5) 1
10 1 0
11 1 0

TABELLE 3. Vergleich errechneter und tatséchlicher Werte fiir die
Spiele mit Toranzahl k.

B gk dchliche Werte der

Bundesliga
Oerrechnete Werte

Torverteilung

90
=
70
60 1
50
40 1
30 1
20 1
10 1

0 ‘rl:l—l-ﬂT.:—r_—rL

0 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 M
erzielte Tore Kk pro Spiel

Anzahl der Spiele
mit Kk Toren

ABBILDUNG 9. Torverteilung der Gsterreichischen Bundesliga.
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Es zeigt sich, in der 6sterreichischen Bundesliga gibt es mehr 0:0 Er-
gebnisse als in der Theorie. Andererseits gibt es bei den errechneten
Werten mehr Spiele die mit 2 oder 3 Toren enden, als in der Praxis.
Trotzdem zeigt dieses Beispiel, wie auch [22] anfiihrt, die Gesamtan-
zahl der Tore, die in einem Spiel erzielt werden, ldsst sich erstaunlich
gut mit der Poissonverteilung berechnen. Es darf hier schliefslich nicht
vergessen werden: es handelt sich um ein stark vereinfachtes Modell,
bei dem folgende Punkte aufser Acht gelassen wurden:

Die Torverteilung wurde nur beispielhaft fiir 2 Saisonen, also nur 360
Spiele berechnet. Aufserdem wurde die Verteidigung génzlich vernach-
lassigt und nur die erzielten Tore fiir die Berechnungen verwendet. Zu-
sitzlich wurden in der Theorie die Tore als nicht zusammenhéngend
angenommen, das heifft es wird davon ausgegangen, dass ein gefalle-
nes Tor keinen Einfluss auf das Fallen der weiteren Tore hat. Denn
das Modell der Poissonverteilung setzt voraus, wie in der Definition
auf Seite 20 beschrieben, das Eintreten eines Ereignisses wurde durch
das vorhergehende nicht beeinflusst, es ist also rein zuféllig. Das ist in
der Praxis anders, da ein Tor meist eine Anderung des Spielverhaltens
bzw. der Taktik nach sich zieht und zumindest eine geringe Korrelation
der Tore anzunehmen ist (es wird spéter gezeigt, dass die Korrelation
der Tore sehr gering und somit vernachlissigbar ist). Weiters ist in der
Praxis die Torrate nicht konstant, wie [22, S. 99| berichtet: ,Mit zuneh-
mender Spieldauer fallen mehr Tore pro Minute.®

Trotz der Vernachlidssigung einiger Faktoren konnten brauchbare Er-
gebnisse berechnet werden.

Abgesehen von dieser Analyse und Interpretation der Daten, wére es
natiirlich interessant mittels mathematischer Methoden zu zeigen, dass
die Torverteilung tatséchlich der Poissonverteilung gleicht. Dafiir kann
der sogenannte Chi Quadrat Anpassungstest verwendet werden:

3.2.3. Der Chi Quadrat Anpassungstest’

Der Chi Quadrat Anpassungstest (kurz: x? - Test) ist ein nichtpara-
metrischer Test und zdhlt zu den dltesten Testmethoden. Nach [4, S.
361] wurde er von Karl Pearson im Jahr 1900 entwickelt. Bei diesem
Test wird untersucht, ob eine vorgegebene Zufallsvariable einer vermu-
teten Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht. Die Nullhypothese H
lautet: ,Die Zufallsvariable X ist ... (z.B. Poisson) verteilt* und dement-
sprechend lautet Hy: ,Die Zufallsvariable X ist nicht ... (z.B. Poisson)
verteilt“. Genauer bedeutet das folgendes: Fiir den einfachen Anpas-
sungstest muss folgendes gelten:

"nach [4] und [5]
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Ay, ..., A, € A, paarweise disjunkt und (J_, A; = Q.

Fiir py,...,p, gilt: p; >0Viund Y7 p; = 1.

Es ergeben sich die Hypothesen:

HOI P(XGAZ):pZV’LG 1,2,...,7“.

Hy:3iel,2,...,rmit P(X € 4;) # p;.

Im Folgenden handelt es sich um keine exakte Herleitung, sondern es
werden verschiedene Ideen aufgezeigt, warum die entsprechende Test-
grofe x? - verteilt ist.

Sei T; die Zufallsvariable, die beschreibt wie oft A; bei n Versuchen
auftritt. Wenn Hj richtig ist, ist 7; binomialverteilt (B(n, p;)-verteilt)
mit E(T;) = np; und V(T;) = np;(1 — p;).

Fiir groke n ist 7; ndherungsweise normalverteilt mit y = np; und
o = /np;(1 —p;). Ebenso ist Z; = % naherungsweise normalver-
teilt, mit © =0 und o = /(1 — p;).

Es gilt >"'_, T; = n, da n Versuche durchgefiihrt werden und

> pi = 1. Esfolgt ' (T; — np;) = 0. Daraus und aus Z; = T_T”pp
ergibt sich die lineare Gleichung:

T

1) Z\/EZ@:Z%:O

i=1 i=1

i=1 ;
Nach Gleichung 1 hiangt diese Testgrofe nur von den ersten r — 1 Fak-
toren ab.

Bestimmt man den Erwartungswert von D?:

s np; 1— i T T I
E(D?) = Y, % =2 =pi) =r =22 ypi =r— 1 fillt
auf, dass dieser nur von r abhiangt und nicht von der Versuchsanzahl n
oder der vermuteten Wahrscheinlichkeit p;. Die Pearsonsche Testfunk-
tion ist also unabhingig von der zugrunde liegenden Verteilungsart. Sie

ist verteilungsfrei und r — 1 gibt die Anzahl der Freiheitsgrade an.

Die Zufallsgroke D? = >" W heifst Pearsonsche Testfunktion.

Definition (Chi - Quadrat - Verteilung). Nach [20] und [15, S.
173] ist die x? - Verteilung mit r Freiheitsgraden die Verteilung der
Summe der Quadrate von r unabhingigen standardnormalverteilten
Zufallsvariablen.

Sei r € N. Dann heiftt X Chi - Quadrat - verteilt mit r Freiheits-
graden, falls X die Dichte hat:

f(t) =0 falls t <0 und

ft) = 2%1}(1)t%_16_%, falls ¢ > 0 (die Gamma - Funktion ist definiert
als: T'(x) == [~ t* e~ dt fiir 2 > —1).
Es gilt: E(X) =r und o(X) = v/2r.
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Z? ist ndherungsweise x? - verteilt mit 1 Freiheitsgrad. Seien XY
zwei unabhiingige Zufallsvariable. X ist x? - verteilt mit p Freiheitsgra-
den und Y ist x? - verteilt mit s Freiheitsgraden. Dann kann mit Hilfe
der Faltung gezeigt werden, X +Y ist y? - verteilt mit p + s Freiheits-
graden. Demnach wiire D? y? - verteilt mit r Freiheitsgraden, allerdings
sind die Summanden in D? nicht linear unabhingig, sieche Gleichung
1. Somit ist D? fiir groke n niherungsweise Chi-Quadrat verteilt mit
r — 1 Freiheitsgraden. Oder direkt gesagt gilt:

lim, o P(D?* < x) = [; f(t)dt, wobei f die Dichte der x? - Vertei-
lung mit r — 1 Freiheitsgraden ist. Die Approximation ist sinnvoll fiir
n-min(py,...,p.) = 5.

Die Realisierung der Zufallsgrofe ist gegeben durch:

? =3 % = Zlf:l(:i — 2h; +np;) = >, % — n, wobei h;
fiir ¢ = 1,...,r die absoluten Haufigkeiten der betrachteten Ereignisse
darstellen. Anders ausgedriickt stellt dieser Wert ein Abweichungsmaf
dar, ndmlich die Abweichung der Messwerte von den ,Sollwerten®. Es
wird untersucht wie stark die Erwartungswerte np; von den absoluten
Héufigkeiten h; abweichen. Im Idealfall wire np; = h;. Um einen rela-
tiven Wert zu erhalten wird das Quadrat der Differenz noch durch np;
dividiert.

Das wiederum bedeutet die Nullhypothese ist richtig fiir kleine Wer-
te von d? und wird verworfen, fiir groke Abweichungen. Der kritische
Wert x wird aus der x? - Verteilung mit 7 — 1 Freiheitsgraden ermittelt,
sodass [ f(t)dt =, wobei f die Dichte der x? - Verteilung ist und ~
die Sicherheit bzw. Signifikanz. Daraus folgt:

d? < x: Die Daten sprechen mit Sicherheit v nicht gegen die vorgege-
bene Verteilung.

d?> > x: Mit Sicherheit v wurde bewiesen, dass die vorgegeben Vertei-
lung falsch ist.

Um nun zu untersuchen, ob die Zufallsvariable X, die die Anzahl der
erzielten Tore in einem Spiel beschreibt, tatséchlich poissonverteilt ist,
wird der x? Anpassungstest mit der Sicherheit v = 0,95 durchgefiihrt.
Zuerst muss gepriift werden, ob die Voraussetzungen erfiillt sind: Die
Ereignisse sind paarweise disjunkt, da ein Spiel nur mit einer bestimm-
ten Toranzahl enden kann und bilden die Vereinigung aller moglichen
Ereignisse. Die Summe aller Eintrittswahrscheinlichkeiten ist 1. Be-
trachtet man allerdings Tabelle 3 auf Seite 28 fillt auf, dass nicht alle
np; > 5 sind, was aber wichtig ist um sinnvoll die x? - Verteilung ap-
proximieren zu konnen. Dem kann abgeholfen werden, indem die Tor-
anzahlen k > 8 zusammengefasst werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir
P(X > 8) ergibt sich aus: P(X >8)=1— P(X < 8) =0,014212513.
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Es ergibt sich folgende Tabelle mit n = 360:

[ o [ [ & [ 5 [« [ 5 [ v 7 [ze]

hy 26 53 71 71 64 34 24 8 9
np; | 16,2177 | 50,2749 | 77,9261 | 80,5236 | 62,4058 | 38,6916 | 19,9907 | 8,8530 | 5,11650

TABELLE 4. Tabelle fiir den y? Anpassungstest.

Nun wird d? ermittelt:

2 _ N R 962 532 712 712 642 342

d* =3 wpi V= T60177 T 502749 T 77,0261 T 805236 T 62,4058 | 38,6916 T
242 82 92 _

19.9907 T 83530 T 5.1165 360 = 12, 23385478

x wird nun aus der y? - Verteilung mit 8 Freiheitsgraden ermittelt,
sodass [ f(t)dt = 0,95 gilt: 2 = 15,507

Da d? < x ist: Die Daten sprechen mit Sicherheit 0,95 nicht gegen die
vorgegebene Verteilung, also gegen die Poissonverteilung.

Durch Berechnen von de2 f(t)dt erhidlt man, dass mit einer Sicherheit
von 0,8589 gerade noch bewiesen werden kann, dass die vorgegebene
Verteilung falsch ist. Fiir alle hoheren Sicherheiten sprechen die Daten
nicht gegen die vorgegeben Verteilung.
Somit wurde auch mit mathematischen Methoden gezeigt, die Torver-
teilung der Osterreichischen Bundesliga ist, zumindest fiir die beispiel-
haften 2 Saisonen, poissonverteilt.
Um mit der Poissonverteilung mogliche Ergebnisse berechnen zu kon-
nen ist es allerdings wichtig, dass es bei den Teams keine zu starken
Leistungsunterschiede gibt, da Ergebnisse wie 15:0 die Verteilung stark
verdndern wiirde.
Werden also die oben genannten Schwéchen des Modells beriicksichtigt,
konnen mit Hilfe der Poissonverteilung mogliche Spielausginge simu-
liert werden. Tolan, vgl. [22, S. 80|, bezeichnet das als ,Radioaktivitét
im Fufball“ und Heuer, vgl. [11], stellt den Vergleich an Poissonvertei-
lung ,bekommt man auch, wenn man die Zahl radioaktiver Zerfille in
einem festen Zeitintervall misst. Die vorhandenen Abweichungen wollen
wir beschreiben, indem wir die Qualitdtsunterschiede der verschiedenen
Teams beriicksichtigen. Statistisch gesehen ist Tore schieften also wie
ein radioaktiver Zerfall mit Zerfallsraten, die von den Sturm- und Ab-
wehrqualitdten der Mannschaften abhéngen.”
Wenn zwei Teams A und B gegen einander spielen, wobei Team A im
Schnitt A\; Tore pro Spiel erzielt und Team B Ay Tore. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit fiir den Endstand A : B = n : m nach 90 Minuten:
Pn:m)=P(X =n)-P(X =m)= %e’\l : %e’\Q =
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)\n)\m —(/\1+>\2)

n‘m'

(2) P(n:m)=

Zum Beispiel (Daten von [12]) hat in der Saison 2009/10 SK Sturm
Graz in 36 Spielen 50 Tore erzielt, das heifst im Durchschnitt ca. 1,4 To-
re pro Spiel und SK Rapid Wien in 36 Spielen 80 Tore, durchschnittlich
also ca. 2,2 Tore pro Spiel. Um auszurechnen wie hoch die Wahrschein-
lichkeit ist, dass Sturm Graz 1:0 gegen Rapid gewinnt muss einfach in
die Poissonverteilung (vgl. Formel 2 auf Seite 33) eingesetzt werden,
wobei A\; = 1,4 und Ay = 2,2 ist:

P(Spiel endet 1:0 fiir Sturm Graz) = P/(X =1)- P(X =0) =
%6’174 : 26—2!06’2’2 = 0,038253211, das entspricht also ca. 3,8%. Obwohl
theoretisch die Wahrscheinlichkeit sehr gering war, dass Sturm Graz
gegen Rapid 1:0 gewinnt, ist dieses Ereignis in der Saison 2009/10 ein-
getreten. Es war aber das einzige von 4 Spielen, das Sturm Graz in
dieser Saison gegen Rapid gewonnen hat. Es handelte sich dabei um
ein Heimspiel fiir Graz und es bestétigt die Aussage von Kapitel 3.1 auf
Seite 13, je weniger Tore fallen, desto héher ist die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Gewinn des schwécheren Teams.

Mit Hilfe der Poissonverteilung kann nicht nur der Spielausgang berech-
net werden. Es kann zum Beispiel auch berechnet werden, wie hoch die
Wahrscheinlichkeit ist, dass FK Austria Wien mit einer mittleren Tor-
anzahl von A\ = 1,65, in den Saisonen 2008/09 und 2009/10, mehr als
2 Tore in einem Spiel erzielt. Die Berechnung erfolgt {iber die Gegen-
wahrscheinlichkeit:

P(X>2)=1-P(X<2)=1- P(X 0)—P(X=1)-P(X=2)=
1 — L% o165 _ L5 o165 LO5% o-165 — () 920630804

Tatséchlich hat FK Austria Wien in der Salson 2008/09 in 7 von 36
Spielen mehr als 2 Tore erzielt und in der Saison 2009/10 in 8 von 36
Spielen. Austria Wien hat also gesamt in 15 von 72 Spielen mehr als 2
Tore erzielt, das entspricht etwa 20,8% und liegt nahe dem errechneten
Wert von etwa 23%.

Es kénnen auch die Wahrscheinlichkeiten ausgerechnet werden, dass
ein Team gewinnt, verliert oder das Spiel unentschieden endet, wobei
der Fall Unentschieden in Kapitel 3.2.4 auf Seite 35 noch genauer be-
trachtet wird.

Es spielen zwei Teams A und B gegeneinander, wobei \; die mittle-
re Toranzahl von Team A und )\, die mittlere Toranzahl von Team B
ist. Team A gewinnt wenn es zumindest ein Tor mehr als Team B erzielt.
Es verliert, wenn es zumindest ein Tor weniger als B erzielt und das
Spiel endet unentschieden, wenn beide Teams gleich viele Tore erzielen:
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T
L

: _ N =N
(3) P(Team A gewinnt) = ¢~ (172) Z ﬁ 7“_?
k=1 r=0
0 )\k k—1 )\T
(4) P(Team A verliert) = e~ M1+ Z k:_? O r_'l
k=1 r

_
[N

(5) P(Spiel endet unentschieden) = ¢~(*1+32)

WE
=
=|

e
I
=

So kann zum Beispiel ausgerechnet werden, wie hoch die Wahrschein-
lichkeit bei einem Wiener Derby ist, dass FIK Austria Wien gewinnt,
SK Rapid gewinnt oder das Spiel unentschieden ausgeht. Es muss
in die Formeln 3, 4 und 5 die mittlere Toranzahl eingesetzt werden.
FK Austria Wien erzielte in den Saisonen 2008/09 und 2009/10, al-
so in 72 Spielen, 119 Tore und SK Rapid Wien 169. Es ergeben sich
A1 = AAustria Wien = 1, 65 und Ao = Arapid Wien = 2, 35:

00 k-1
P(Austria gewinnt) = e~ (165+23) S~ LOL 5~ 2350 _ () 958945218
k=1 r=0

00 k—1 )
P(Rapid gewinnt) = ¢~ (165+2,35) Y~ 2358 5~ L6 _ () 534783034
k=1 r=0

235 — (0.196271748

oo
P(Unentschieden) = ¢~(1:65+2:35 $~ 1’g?k

k=0
FK Austria Wien gewinnt das Derby zu etwa 26,89%, SK Rapid Wien
zu etwa 53,48% und das Spiel endet zu 19,63% unentschieden.
Tatséchlich hat FK Austria Wien 2 von 8 Spielen (25%) in den Sai-
sonen 2008/09 und 2009/10 gewonnen, SK Rapid Wien 4 (50%) und 2
Spiele (25%) endeten unentschieden. Die errechneten Werte stimmen
also ganz gut mit der Wirklichkeit iiberein.

Trotzdem darf bei Berechnungen wie diesen nicht vergessen werden,
dass es sich um Wahrscheinlichkeiten handelt. Es macht gerade die
Spannung eines Fufbballspiels aus, die Ergebnisse nicht vorhersagen zu
konnen. Eben angefiihrte theoretische Berechnungen sind stark ver-
einfachte Modelle der Praxis. Die Stirke eines Teams wird iiber die
erzielten Tore definiert und es werden einige Faktoren vernachlissigt,
wie der Heimvorteil eines Teams, die Korrelation der Tore oder die
Verteidigung, die bei solchen Offensivimodellen komplett ausser Acht
gelassen wird. Trotzdem lassen sich mit Hilfe der Poissonverteilung Si-
mulationen erstellen und es kénnen meiner Meinung nach interessante
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Aufgaben fiir Schiiler/innen zusammengestellt werden, die nicht kom-
pliziert zu rechnen sind und einen Realitdtsbezug haben (vgl. Kapitel
4 auf Seite 69).

3.2.4. Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden®

Mit Hilfe der Poissonverteilung kann auch die Wahrscheinlichkeit fiir
ein Unentschieden berechnet werden, wie [22, S. 105f.| ndher ausfiihrt.
Dafiir wird angenommen, dass beide Teams gleich stark sind und die
durchschnittliche Toranzahl A beider Teams gleich grof ist:
P(Unentschieden mit gesamt 2k Toren) = P(X = k) - P(X =k) =

D LS D L D G, 5\
= W€ W = €

k! !
Um nun die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden auszu-
rechnen, miissen die Wahrscheinlichkeiten fiir folgende Ereignisse ad-
diert werden: ein Spiel endet Unentschieden mit gesamt null Toren,ein
Spiel endet Unentschieden mit gesamt zwei Toren, usw. :

P(Spiel endet unentschieden) = %6_2)‘ + %6_2)‘ + (’\22,)22

e

R —

k=0
Setzt man nun 2\ = z, wobei z die Gesamtzahl der durchschnittlichen

Tore pro Spiel beschreibt erhélt man:

o 2k 1
P(Spiel endet unentschieden) = e™* Z <§> (K!)2
k=0 '

2
Die Summe ist die sogenannte modifizierte Besselsche Funktion.

Definition (Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 0).
Nach [10, S. 286] erhélt man als Losung der Besselschen Differential-
gleichung der Ordnung 0:

Man nennt J, Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 0.
Die modifizierte Besselsche Funktion ist definiert als

e =3 g (5)”

k=0

Somit kann man die Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden mit
Hilfe der Besselschen Funktion ausrechnen. Wenn davon ausgegangen
wird, dass in einem Bundesligamatch im Schnitt gesamt 3,1 Tore fallen
(wie auf Seite 27 berechnet), bedeutet das z = 3,1 und es ergibt sich:

8nach [22]
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P(Spiel endet, unentschieden) = =31 kz—:o (%)Qk G = 0 Io(3,1) =

0, 045049202 - 5.294491490 = 0.238512619 = 23,9%

Es endet also ca. jedes 4. Spiel unentschieden, unter der Annahme, bei-
de Teams seien gleich stark.

Tatséchlich endeten 37 Spiele in der Saison 2008/09 (vgl. Tabelle 7 auf
Seite 25) und 44 Spiele in der Saison 2009/10 (vgl. Tabelle 8 auf Seite
25) mit einem Unentschieden. Gesamt endeten also von 360 Spielen 81
unentschieden, das entspricht 22,5 % und liegt nahe bei dem errechne-
ten Ergebnis.

Nun kann noch geschaut werden wie viele dieser Spiele mit einem End-
stand von 0:0, 1:1 usw. endeten. Wird wieder angenommen, dass die
Teams gleich stark sind und ein Team durchschnittlich 1,55 Tore pro
Spiel erzielt ergeben sich folgende Wahrscheinlichkeiten fiir ein Unent-
schieden mit 0,2,4,... Toren (vgl. Tabelle 5 auf Seite 36):

Endstand | P(k : k) = (lz?k)2 cem3t
0:0 0,045049202
1:1 0,108230709
2:2 0,065006069
3:3 0,017353009
4:4 0,002605663
5:5 0,000250404
6:6 0,000016711
77 0,000000819
8:8 0,000000031
9:9 0,000000001
10:10 0,000000000
TABELLE 5. Wahrscheinlichkeiten fiir ein Unentschieden mit End-

stand k : k.

Der Vergleich mit den tatséchlichen Werten der Saisonen 2008/09 und
2009/10 ist in Grafik 10 auf Seite 37 veranschaulicht. Es endeten in
diesen beiden Saisonen gesamt 81 Spiele mit einem Unentschieden.
Davon, wie der Grafik entnommen werden kann, 26 mit einem 0:0,
31 mit einem 1:1, 20 mit einem 2:2 und 4 mit einem 3:3. Unent-
schieden mit mehr als gesamt 6 Toren traten nicht ein. Der Vergleich
der tatsdchlichen und errechneten Werte zeigt, es gibt in Wirklichkeit
wesentlich mehr Unentschieden mit 0 Toren, als in der Theorie, dafiir
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ABBILDUNG 10. Vergleich der tatsichlichen und errechneten An-
zahl der Unentschieden mit Endstand % : k, modifiziert nach [22, S.
89].

gibt es weniger Unentschieden mit gesamt 2 Toren als bei den Berech-
nungen. Bei den Unentschieden mit gesamt 4 und mehr Toren stim-
men die Berechnungen recht gut mit der Wirklichkeit {iberein. Natiir-
lich kénnen aus dieser kleinen Stichprobe (81 Spiele) keine allgemeinen
Schlussfolgerungen gezogen werden, aber es zeigt sich in Theorie und
Praxis ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein 1:1 am gréfsten. Ein Unent-
schieden mit mehr als gesamt 6 Toren tritt sehr unwahrscheinlich ein.

3.2.5. Wahrscheinlichkeit fir k Tore Unterschied®

Wie eben beschrieben kann auch die Wahrscheinlichkeit dafiir aus-
gerechnet werden, dass eine Spiel mit 1,2,3,... Toren Unterschied endet,
vgl. [22, 104f.]:

P(Spiel endet mit 1 Tor Unterschied) = 2(P(X = 0) - P(X =1) +
P(X=1)-P(X=2)+..)=2(2e?- qte AN g,e '+ L) =
_ 1 1 2 _ k+1 _ 2k+1
=2e 2)\(/(\)? T gt =2 Z 2:1)' =27 Z ljkil
Die Multlphkatlon mit 2 ergibt sich, Well sowohl Team A als auch
Team B mit einem Tor Unterschied gewinnen kann. Setzt man wie

oben 2\ = z, wobei z die Anzahl der Tore ist, die im Schnitt pro Spiel
fallen erhélt man:

2%
P(Spiel endet mit 1 Tor Unterschied) = 2e™ < ) Z L k 1 ( ) :

In diesem Fall ist ist im Ergebnis die modifizierte Besselsche Funktion
erster Art der Ordnung 1 enthalten.

“nach [22]
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Definition (Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 1).
Nach [10, S. 289 heifst

T (SR %
A@):=3 kzzo Kk + 10) (5)

Besselsche Funktion erster Art der Ordnung 1.
Die modifizierte Besselsche Funktion ist definiert als

b =53y (3)

Wenn man wieder davon ausgeht, dass in einem Bundesligamatch im
Schnitt gesamt 3,1 Tore fallen (wie auf Seite 27 berechnet):

P(Spiel endet mit 1 Tor Unterschied) = 23! (%) 3° m (%)% -
k=0

= 0.090098405 - 4.326206027 = 0.389784262 = 38,99%.

In der Realitiat endeten 53 Spiele in der Saison 2008/09 (vgl. Tabelle 7
auf Seite 25) mit der Tordifferenz 1 und 60 Spiele in der Saison 2009/10
(vgl. Tabelle 8 auf Seite 25). Gesamt endetet also 113 von 360 Spielen
mit der Tordifferenz 1, das sind etwa 31,39%.

Dieses Ergebnis unterscheidet sich vom errechneten Wert. Grund dafiir
ist wahrscheinlich die Annahme, beide Teams wéren gleich stark, also
dass die Teams die gleiche durchschnittliche Toranzahl A pro Spiel erzie-
len. Zusétzlich handelt es sich generell wieder, wir bereits beschrieben,
um ein stark vereinfachtes Modell, bei dem Faktoren wie der Heimvor-
teil oder die Korrelation der Tore komplett aufer Acht gelassen wurden.
Macht man sich diese Vereinfachungen bewusst, konnen analog zu den
bisherigen Berechnungen die Wahrscheinlichkeiten hergeleitet werden,
dass ein Spiel mit einer Tordifferenz von 2,3,... endet. Allgemein ergibt
sich die Formel:

P(Spiel endet mit k& Toren Unterschied) = (2 — dx) - € * - Jg(x).

Wobei 69 = 1 fiir £ = 0, da sonst die Spiele, die mit einem Unent-
schieden endeten zweimal gezéhlt werden. Ansonsten ist ;9 = 0 fiir
alle & # 0, da wie bereits oben erwidhnt ein Spiel mit der Tordifferenz
k einen Gewinn fiir das Team A oder das Team B bedeuten kann. Die
Funktion Ji(z) ist die modifizierte Besselsche Funktion erster Art der
Ordnung k£ und z ist die mittlere Toranzahl pro Spiel.

Tolan hat dieses Modell verfeinert, indem er den Heimvorteil und die
Korrelation der Tore in die Berechnungen miteinbezogen hat. Er hat
nach den passenden Parametern gesucht, um das Modell besser der
Realitét anzugleichen. So hat er herausgefunden, das Heimteam hat in
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etwa die doppelte Torrate im Vergleich zum Auswirtsteam. Die Korre-
lation der Tore ist gering und betrigt seinen Berechnungen zu folge 5%.
Ein Tor beeinflusst das darauffolgende also nur zu 5%. Die Annahme,
die Tore fallen in einem Fufballspiel nahezu unkorreliert, ist demnach
berechtigt.

Bei Betrachtung der dsterreichischen Bundesliga (Daten von [12]), wa-
ren in der Saison 2008/09 von gesamt 588 Toren 361 Heimtore und 227
Auswirtstore. In der Saison 2009/10 wurden gesamt 528 Tore erzielt
und davon waren 325 Heimtore und 203 Auswirtstore. Das bedeutet in
diesen zwei Saisonen waren ca. 61,64% aller Tore Heimtore und 38,64%
Auswiartstore. Man sieht in den betrachtenden 2 Saisonen der sterrei-
chischen Bundesliga ist das Torverhéltnis von Heim- zu Auswértstoren
= 1,6 : 1, also etwas geringer als die von Tolan verwendete doppelte
Torrate des Heimteams.

3.2.6. Toranzahl im Laufe der Zeit*

Da bisher nur der Endstand der Spiele relevant war, ist es interessant
die Toranzahl im Laufe der Zeit zu betrachten, vgl. [25, S. 100f.]. Zuerst
soll die untenstehende Grafik 11 auf Seite 40 verdeutlichen, wie sich die
Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass ein Team in einem Spiel 0,1,2,... Tore
erzielt, im Laufe der Zeit verdndern. Dazu muss einfach in die Poisson-
verteilung P(X = k) = (%)ke_(”) eingesetzt werden: r ist die mittlere
Torrate und beschreibt wie viele Tore ein Team im Schnitt pro Stun-
de erzielt. Die Zeit ¢ wird in Stunden eingesetzt. Es wird wieder von
dem auf Seite 27 errechneten Wert ausgegangen, dass in einem Bun-
desligaspiel durchschnittlich gesamt ca. 3 Tore fallen. Ein Team erzielt
somit im Mittel 1,5 Tore pro Spiel und das entspricht einer Torrate von
r = 1. Um zum Beispiel die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, dass ein
Team nach 30 Minuten noch kein Tor erzielt hat, setzt man ¢ = 0,5
und erhalt:

P(X = 0 nach 30 Minuten) = %6_(1'0’5) = ¢ % = 0,60653066
(weitere Aufgaben befinden sich in Kapitel 4 auf Seite 69.)

An der Grafik kann zum Beispiel abgelesen werden: die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Team mit einer Torrate von » = 1 in einem Spiel
Null Tore erzielt, ist klarer Weise zu Beginn des Spieles gleich 1 und
sinkt dann im Laufe der Zeit, also in 90 Minuten auf ca. 0,22. Die
Wahrscheinlichkeit ein Tor zu erzielen steigt in 60 Minuten von 0 auf
ca. 0,37 an und ist zu diesem Zeitpunkt gleich der Wahrscheinlichkeit

fiir Null Tore, da P(X = 0 nach einer Stunde) = B—?e” = ¢! und

Onach [25]
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ABBILDUNG 11. Wahrscheinlichkeit fiir £ Tore in Abhé#ngigkeit
von der Spielzeit ¢, bei einer Torrate des Teams von r = 1, modi-
fiziert nach [25, S. 100].

P(X = 1 nach einer Stunde) = 11—1,6_1 = e~ !. Danach sinkt diese wie-
der leicht auf 0,33 nach 90 Minuten. Die Wahrscheinlichkeiten mehr als
ein Tor zu erzielen, wachsen im Laufe eines Spiel bis zum Ende. Be-
trachtet man die Wahrscheinlichkeit nach 60 Minuten bzw. 90 Minuten
mehr als ein Tor erzielt zu haben:

P(X > 1 nach einer Stunde) =1—-P(X =0) - P(X =1) =
=1l—etl—et=1-2e"1=0,264241118

P(X > 1nach 1,5 Stunden) =1 -P(X =0) - P(X =1) =

=1 L0em1s L85 ) o151 5e 1 = 0, 4421746

Das zeigt, die Wahrscheinlichkeit zwischen 60 und 90 Minuten mehr
als ein Tor zu erzielen steigt von ca. 0,26 auf 0,44 an und ist hoher als
die Wahrscheinlichkeit in dieser Zeit ein Tor zu erzielen. Das erklirt
warum die Wahrscheinlichkeit ein Tor zu erzielen nach einer Stunde
bis zum Ende des Spieles sinkt: gegen Ende eines Spiels ist die Wahr-
scheinlichkeit hoher mehr als ein Tor zu erzielen.

Bei einem Fuftballmatch ist es immer interessant wann das erste Tor
erzielt wird. Diese Wahrscheinlichkeit, in der Zeit ¢ das erste Tor zu
erzielen kann, wie |25, S. 208] beschreibt, auf folgende Art berechnet
werden: Die Wahrscheinlichkeit fiir 0 Tore in der Zeit ¢ betridgt, nach
der Formel 2 auf Seite 33: oo

P(noch kein Tor erzielt) = P(X =0)- P(X =0) = %e’@ﬁ’\?) =

= e~ Witd2) — =M+t mit A\, = rit und Ay = 7ot, wobei r, die Tor-
rate (Anzahl der Tore pro Stunde) von Team A ist und 7o die Torrate
von Team B. Die Wahrscheinlichkeit, dass Team A in einem Zeitraum
dt genau ein Tor erzielt betrigt ridt. Die Wahrscheinlichkeit, dass in
einem Spiel, in dem bis zum Zeitpunkt ¢ kein Tor erzielt wurde, Team A
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in der darauffolgenden Zeitspanne dt ein Tor erzielt, ist gegeben durch
dP = e~("*72)p dt. Will man nun berechnen, wie hoch die Wahrschein-
lichkeit ist, dass Team A in der Zeit ¢ das erste Tor erzielt, also spites-
tens nach der Zeit ¢, muss obiger Ausdruck von 0 bis ¢ integriert werden:
P(A erzielt spétestens nach der Zeit ¢ das 1.Tor) = fot e~ (rAr)ty dt =

e (ritra)t
(ri+mr2)

e—(ritr)
(r1+r2)

T1

nt s = also gilt:

7“1|6 =

P(A erzielt in der Zeit ¢ das 1.Tor) = d (1 — e (mra)t)
T+ T2

Das bedeutet zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Wahrscheinlichkeit 0, dass
Team A ein Tor erzielt, denn es ist nicht moglich wenn noch nicht ge-
spielt wurde ein Tor zu erzielen. Die Wahrscheinlichkeit ndhert sich fiir
t — oo dem Wert - an.

Wird davon ausgegangen, dass zwei Teams mit der gleichen mittleren
Torrate von r = 1 gegeneinander spielen, verdeutlicht folgende Grafik
(vgl. Abbildung 12 auf Seite 41) die Wahrscheinlichkeit spétestens nach
der Zeit t das erste Tor zu erzielen. Am Anfang steigt die Wahrschein-
lichkeit sehr stark, dann wird die Kurve flacher (nach ca. 45 Minuten)

und néhert sich schlieflich dem Wert 0,5 an. Fiir sehr unterschiedliche
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ABBILDUNG 12. Wahrscheinlichkeit eines Teams das erste Tor spé-
testens nach der Zeit ¢ zu erzielen mit r = 1 fiir beide Teams,
modifiziert nach [25, S. 108].

Torraten, wie zum Beispiel r; = 0,5 und r, = 2 ist die Kurve wesentlich
flacher, da sich die Wahrscheinlichkeit dem Wert % = 0,2 anndhert.
Fiir ein wesentlich schwiicheres Team ist es natiirlich schwieriger das
erste Tor zu erzielen. Umgekehrt, wenn ry = 2 und r, = 0,5 ist das
Gegenteil der Fall. Die Kurver ist steiler und néhert sich dem Wert 0,8
an. Es ist also sehr wahrscheinlich, dass das stirkere Team im Laufe
der Zeit das erste Tor erzielt. Das veranschaulicht Abbildung 13.
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ABBILDUNG 13. Wahrscheinlichkeit eines Teams das erste Tor spé-
testens nach der Zeit t zu erzielen mit unterschiedlichen Torraten,
modifiziert nach [25, S. 107].

Zum Beispiel kann so berechnet werden, wie hoch die Wahrscheinlich-
keit ist, wenn FK Austria Wien gegen FC Redbull Salzburg spielt, dass
Austria Wien in 25 Minuten das erste Tor erzielt (Daten von [12]):
FK Austria Wien hat 119 Tore in den Saisonen 2008/09 und 2009/10
erzielt, also in 72 Spielen:

A =1,651in 1,5 Stunden. Da A=7r-t=1r; =1,10

FC Redbull Salzburg hat 154 Tore in den Saisonen 2008,/09 und 2009,/10
erzielt: \o = 2,14 = ry = 1,43

P(Austria Wien erzielt spitestens nach 25 Minuten das 1. Tor) =

= el (1— e (MO = L] — 72931 ) = 0, 283268388
Somit erzielt FK Austria Wien mit einer Wahrscheinlichkeit von ca.
28,34% nach spétestens 25 Minuten das erste Tor bei einem Spiel ge-
gen FC Redbull Salzburg.

Tatséchlich erzielte FK Austria Wien in der Saison 2008/09 in keinem
der vier Spiele in 25 Minuten das erste Tor und in der Saison 2009/10
in zwei der vier Spiele. Namlich bei den zwei Heimspielen: einmal in der
20. Minute, das Spiel endete mit einem Endstand von 1:0 und einmal
in der 21. Minute, das Spiel endete mit einem Endstand von 1:1. Es
gelang also FK Austria Wien in zwei von acht Spielen, nach spéitestens
25 Minuten das erste Tor zu erzielen. Das enstpricht etwa 25% und
liegt nahe dem errechneten Wert.

Nach einem Artikel in der Zeitung, vgl. [3], ist das erste Tor fiir ein
Team in der 6sterreichischen Bundesliga besonders wichtig, es ist sogar
von der ,Magie des ersten Tores“ die Rede. Grund dafiir ist, es gewinnt
sehr oft jenes Team, das das erste Tor erzielt hat. In der Bundesligasai-
son 2010/2011 hat bis zum 13.11.2010 in 51 von 63 Féllen jenes Team
gewonnen, das mit 1:0 in Fiihrung ging, 5 Mal hat dieses Team verloren
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und 7 Mal endete ein Spiel nach einer 1:0 Fiihrung unentschieden. Bei
der WM 2010 in Siidafrika war dieser Trend auch zu erkennen. Von
64 Spielen gewann 45 Mal jenes Team, das mit 1:0 in Fiihrung ging
und verlor nur in 3 Féllen. 9 Mal endete ein Spiel unentschieden nach
einem Spielstand von 1:0. Auch in der Champions League ldsst sich
dieses Phinomen beobachten.

Mathematisch betrachtet kann die Wahrscheinlichkeit, dass ein Team,
das bereits ein Tor erzielt hat gewinnt, verliert oder das Spiel nach ei-
ner 1:0 Fiihrung unentschieden endet wie folgt berechnet werden:
Angenommen Team A erzielt in der Zeit ¢ ein Tor. A gewinnt genau
dann, wenn es in der verbleibenden Zeit (1,5 — ¢) mindestens so viele
Tore wie Team B erzielt. Das Spiel endet unentschieden, wenn Team
B in der verbleibenden Zeit 1 Tor mehr als Team A erzielt. Team A
verliert, wenn Team B in der verbleibenden Zeit mind. 2 Tore mehr
erzielt als Team A:

k
P(A gewinnt) = o~ (r+r2)(1,5-t)

7‘115—15 kz r215—t)

Mg

e
Il
o

P(Unentschieden) = e~ (r1#72)(15=0) (r (1,5 - t))k_ (r2(1,5 — £))*

NE

— (k—1)! k!
0 k k—2
sy N (r2(1,5 — 1) (ri(1,5 — )"
P(A verliert) = e 2 Z o >

e
I|
o
Il
=)

n

Ein Beispiel soll das verdeutlichen. Spielen zwei Teams mit der selben
Torrate von r = 1 gegeneinander. Team A erzielt in der ersten halben
Stunde ein Tor. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis wird nach
Formel 2 auf Seite 33 durch

P(Spielstand nach 30 Minuten 1:0) = ¢! - %% . %52 — (1183939721
berechnet. ‘ '

Es wird nun die Verbleibende Spielzeit, also 1 Stunde betrachtet:

P(A gewinnt) = ™2 Z Z L = 0.654254161
k=0 n=0

P(Spiel endet unentschieden) = e~2 Z ]1: 11, }: = 0.215269289

P(A verliert) = e~2 Z Z L =0.130476549.
—2
Das bedeutet, Team A gewmnt nach einer 1:0 Fiihrung, mit einer Wahr-

scheinlichkeit von ca. 65,43%, verliert mit einer Wahrscheinlichkeit von
etwa 13,05% und das Spiel endet zu 21,53 % unentschieden. Dabei ist
zu beachten das Ereignis Team A fiihrt nach einer halben Stunde mit
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1:0, bei gleicher Torrate von 1 beider Teams, tritt mit einer Wahr-
scheinlichkeit von etwa 18,39%. Gesamt betrachtet ergeben sich also
die Wahrscheinlichkeiten:

P(Team A gewinnt) ~ 0.1203,

P(Spiel endet unentschieden) ~ 0.0396 und

P(A verliert) ~ 0.0240, nach einer 1:0 Fiihrung von Team A in der
ersten halben Stunde, wenn die Wahrscheinlichkeit, dass Team A in
der ersten halben Stunde ein Tor erzielt, miteinberechnet wird.
Rechnet man dieses Beispiel mit sehr unterschiedlichen Torraten, z.B.
mit 7; = 0,5 und 7y = 1,5, gewinnt das schlechtere Team nach einer
1:0 Fithrung mit einer Wahrscheinlichkeit von 37.34%, es verliert mit
einer Wahrscheinlichkeit von 33,14% und das Spiel endet unentschie-
den mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 28,93%. Allerdings betragt
die Wahrscheinlichkeit, dass das schlechtere Team in der ersten halb-
en Stunde ein Tor erzielt nur ca. 9,20%. Somit tritt das Ereignis nach
einer 1:0 Fiihrung in der ersten halben Stunden das Spiel zu gewinnen
gesamt mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 3,49% ein.

Das soll zeigen, es ist fiir ein vermeintlich schlechteres Team zwar
schwierig ein Tor zu erzielen, aber gelingt das dann stehen die Chancen
nicht so schlecht das Spiel zu gewinnen, wie auch schon in Kapitel 3.1
auf Seite 13 analysiert wurde.

Ich habe die Tabellen der Gsterreichischen Bundesliga (Daten wurden
von der Homepage der Osterreichischen Bundesliga entnommen, sie-
he [12]) der Saisonen 2008/09 und 2009/10 ausgewertet, um festzustel-
len wie oft ein Team nach einer 1:0 Fiihrung gewonnen hat, verloren
hat oder das Spiel mit einem Unentschieden ausgegangen ist. Die Er-
gebnisse sind in der Tabelle 6 auf Seite 44 dargestellt: In der Saison

| Saison | Anzahl der Spiele | Gewinn | Niederlage | Unentschieden |

2008,/09 168 121 22 25
2009/10 166 114 22 30
Gesamt 334 235 44 55

TABELLE 6. Spielausgang nach einer 1:0 Fiihrung.

2008/09 endeten nach einer 1:0 Fiihrung eines Teams etwa 72% der
Spiele mit einem Sieg fiir das Team, das das erste Tor erzielte, ca. 13%
mit einer Niederlage und ca. 15% mit einem Unentschieden.

In der Saison 2009/10 gewann in etwa 69% der Fille das Team, das
mit einem 1:0 in Fithrung ging, verlor in ca. 13% der Falle und 18%
der Spiele endeten mit einem Unentschieden.
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Gesamt betrachtet endeten etwa 70% der Spiele mit einem Gewinn,
13% mit einer Niederlage und 17% mit einem Unentschieden. Der Ver-
gleich mit den errechneten Wahrscheinlichkeiten (65%, 21% und 13%),
bei der Annahme beide Teams hétten die gleiche Torrate, zeigt, dass in
der Realitdt sogar noch mehr Spiele mit einem Gewinn fiir das Team
endeten, das mit 1:0 in Fiihrung war, dafiir weniger mit einem Unent-
schieden. Die Wahrscheinlichkeiten nach einer 1:0 Fiihrung zu verlieren
sind in der Theorie und Praxis gleich. Die berechneten Werte stimmen
relativ gut mit den tatsdchlichen Werten iiberein und es zeigt sich,
die Wahrscheinlichkeit nach einer 1:0 Fiihrung noch zu verlieren, ist in
der Gsterreichischen Bundesliga eher gering, wie auch die errechneten
Werte ergeben.

3.3. Tordifferenz''

Bisher wurde bei den Berechnungen immer nur die Anzahl der erziel-
ten Tore verwendet, da in der Osterreichischen Bundesliga letztendlich
die erzielten Tore zur Punktevergabe fithren (vgl. Kapitel 3.2.2 auf Seite
23). Das Problem bei der Betrachtung der geschossenen Tore ist aller-
dings die Vernachldssigung des Abwehrverhaltens. Es handelt sich also
um ein reines Offensivimodell und somit um eine grobe Vereinfachung
der Wirklichkeit. Heuer, vgl. [8] und [9] vertritt die Ansicht, dass die
Tordifferenz, also das Verhiltnis zwischen erzielten und erhalten To-
ren, mehr iiber die Qualitit eines Teams aussagt als die Punktezahl.
So koénnen knappe Ergebnisse durch die Punktezahl besser aussehen.
Endet ein Spiel mit 1:0 gibt es fiir das Gewinnerteam ebenso 3 Punkte
wie bei einem 6:0 Gewinn. Wie in Kapitel 3.1 auf Seite 13 ndher aus-
gefiihrt, kann ein 1:0 eher auf den Zufall zuriickgefiihrt werden, als ein
Spielstand von 6:0, bei dem mit hoher Wahrscheinlichkeit das Kénnen
fiir das Resultat verantwortlich war und weniger der Zufall. Ein ande-
res Beispiel, das die Gerechtigkeit der Punktevergabe in Frage stellt ist
folgendes: Gewinnt ein Team 4 Mal hintereinander mit zum Beispiel
1:0, 2:1, 1:0, 1:0 erhélt es letztendlich 12 Punkte (3 Punkte fiir jeden
Gewinn).

Ein Team, das 3 Mal gewinnt mit den Ergebnissen 3:0, 5:0, 6:0 und
einmal 0:1 verliert, erhélt jedoch nur 9 Punkte, obwohl es aufgrund der
hohen Gewinne besser zu sein scheint, als das Team, das immer nur mit
einer Tordifferenz von 1 gewinnt. Ein knapper Gewinn kann schliefslich
auch mit Gliick zu tun haben.

Diese Beispiele legen die Vermutung nahe, die Betrachtung der erziel-
ten Tore ist nicht ausreichend, um Aussagen iiber das Konnen eines
Teams zu treffen.

Unach [8] und [9]
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LZundchst braucht man ein sehr gutes Mak fiir die Qualitat einer Mann-
schaft — und das ist eher die Tordifferenz, nicht die Punktezahl. Wenn
man die Wahrscheinlichkeit optimieren will, dass die beste Elf Meister
wird, sollte man die Tabelle geméfs der Tordifferenz aufstellen. Trotz-
dem macht der Zufall am Saisonende immer noch 30 Prozent aus. Bei
den Punkten sind es sogar 40 Prozent. Da ist reichlich Gliick im Spiel.”,
wie Heuer in einem Interview sagt, vgl. [11].
Heuer, vgl. [9], geht dariiber hinaus, definiert die Fitness eines Teams
iiber die Tordifferenz und untersucht die zeitliche Entwicklung davon.
Er sagt die Tordifferenz sei ein besserer Makstab als die Punkteanzahl,
um das tatséchlich bessere Team herauszufinden. Er analysiert und be-
weist das in seiner Arbeit. Dariiber hinaus zeigt er, die Fitness eines
Teams bleibt wéhrend einer Saison, abgesehen von kleinen Schwan-
kungen, konstant. Weiters, dass der Heimvorteil eine Konstante ist,
die zur Fitness des Heimteams dazu addiert wird und es kein generell
starkes Heimteam gibt, sondern alle Teams den gleichen Heimvorteil
haben. Er fiihrt an, es gibe keine nachweisbare Siegesserien, sondern
nur Verlustserien, das heifst ab 4 Verlusten hintereinander spielt ein
Team schlechter, als es eigentlich kann, was am wahrscheinlichsten auf
psychologische Griinde zuriickzufiihren ist.
Ich md&chte nicht auf alle seine Ergebnisse niher eingehen, aber mich
im folgenden mit der Tordifferenz, als Mafstab fiir das Kénnen eines
Teams, genauer befassen. Das bedeutet im Unterschied zu den vorher-
gehenden Kapiteln spielt nicht nur die erzielte Toranzahl eines Teams
eine Rolle, sondern auch die Anzahl der erhaltenen Tore.
3.3.1. Berechnung der mittleren Toranzahl iber die Tordifferenz'®
Ausgehend davon, dass die Tordifferenz ein wesentlicher Faktor bei
der Betrachtung der Qualitit eines Teams ist, erarbeitet Heuer in dem
Artikel ,,Soccer: is scoring goals a predictable Poissonian process?“ ein
Modell zur Vorhersage des Spielausganges. Bei diesem wird bei der
Berechnung der mittleren Toranzahl fiir jedes Team, die Tordifferenz
verwendet, um dann mit Hilfe der Poissonverteilung mdogliche Spielaus-
ginge zu simulieren. Genauer wird fiir jedes Team die mittlere Tordif-
ferenz aus der Vergangenheit ermittelt, dann die zu erwartende Tordif-
ferenz berechnet und schlieflich mit Hilfe der zu erwartenden gesamten
Toranzahl, die zu erwartende Toranzahl fiir jedes Team ermittelt. Das
mochte ich nun an einem Beispiel zeigen (vgl. [6] und [8], die Daten
stammen von [12]):

2nach [8]
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Die Saison 2009/10 endete fiir den SK Puntigamer Sturm Graz mit
einem Torverhéltnis von 50:36, das bedeutet sie erzielten 50 Tore und
erhielten 36. Das ergibt die Tordifferenz AG=14.

Die Saison 2008/09 endete mit dem Torverhiltnis 68:45, das heift
AG=

Bei gesamt 72 Spielen macht das also eine mittlere Tordifferenz von
3% ~ 0,51 pro Spiel.

Fiir den Verein FC Red Bull Salzburg, der in beiden Saisonen Meister
wurde, endete die Saison 2009/10 mit 68 erzielten und 27 erhaltenen
Toren, das macht eine Tordifferenz von AG=41.

Die Saison 2008/09 endete mit dem Torverhéltnis 86:50, also AG=36.
Im Mittel hatte FC Red Bull Salzburg in diesen beiden Saisonen eine
Tordifferenz von %5 ~ 1,07 pro Spiel.

72
Die zu erwartende Toranzahl in einem Spiel wird nach Heuer errechnet

aus » G; + > G; — A, wobei G; bzw. G; die durchschnittliche Sum-
me der erhaltenen und erzielten Tore pro Spiel von Team ¢ bzw. j ist
und A die im Durchschnitt pro Spiel erzielte gesamte Toranzahl in der
betrachtenden Saison, also in diesem Beispiel A = 3,1 (vgl. 3.2.2 auf
Seite 27).

> Gsturm Graz = (50 + 36 + 68 + 45) = 199 ~ 2,76

z GSalzburg (68 + 274 86 + 50) = & ~ 3,21

Also ist die zu erwartende Toranzahl, 1n emem Match von Sturm Graz
gegen Redbull Salzburg: 2,76 + 3,21 — 3,1 = 2,87

Die zu erwartende Tordifferenz betrigt 1,07 —0,51 = 0, 56 zum Vorteil
fiir Redbull Salzburg. Somit kann die zu erwartende Toranzahl beider
Teams aus den folgenden Gleichungen berechnet werden:

)\Salzburg + ASturm Graz = 2787 und )\Salzburg — ASturm Graz = 07 56 =
>\Salzburg = )\1 = 1; 715; )\Sturm Graz — >\2 = 17 155

Diese Werte konnen nun in die Poissonverteilung (vgl. die Formeln 3,
4 und 5 auf Seite 34) eingesetzt werden um mogliche Spielausgénge zu
simulieren. Zum Beispiel:

P(Spiel endet unentschieden) = e~287 Z % = 0.238509726
=

—1
P(Salzburg gewinnt) = =287 Z 1715" 2 LIS — (.504787890
=0

P(Sturm Graz gewinnt) = 1— P(Unentschieden)—P(Salzburg gewinnt)
=1-0,5048 — 0,2385 = 0, 2567 bzw.

k-1
P(Sturm Graz gewinnt) = e~ 87 Z L 155k S LTS — 0.256702383
k=1 r=0
Das bedeutet ein Spiel zwischen dem SK Puntlgamer Sturm Graz und

dem FC Redbull Salzburg endet mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa
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23,85% unentschieden, mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 50,48% mit
einem Gewinn von Redbull Salzburg und zu 25,67% mit einem Gewinn
von Sturm Graz. In Wirklichkeit endeten in den Saisonen 2008/09 und
2009/10 (siehe Abbildung 7 und 8 auf Seite 25) von 8 Spielen 5 mit
einem Gewinn fiir Salzburg, 2 Spiele unentschieden und nur 1 Spiel mit
einem Gewinn fiir Sturm Graz. Das bedeutet ein Gewinn fiir Salzburg
trat in ca. 62,5% der Fille ein, ein Gewinn fir Sturm Graz in 12,5% und
ein Unentschieden in 25% der Félle. Das errechnete Ergebnis stimmt
fiir den Fall Unentschieden sehr gut mit der Wirklichkeit iiberein. Es
gab aber mehr Gewinne fiir Salzburg als in der Theorie berechnet und
daraus ergeben sich natiirlich weniger Gewinne fiir Sturm Graz. Das
Ergebnis ist, aber trotzdem nicht schlecht, wenn man bedenkt, dass
die Stichprobe sehr klein ist und der Heimvorteil aufer Acht gelassen
wurde.

Wird dieses Beispiel, ohne Beriicksichtigung der Tordifferenz berech-
net, also nur mit Hilfe der erzielten Tore erhélt, fiihrt das zu folgenden
Ergebnissen: FC Salzburg hat in den betrachteten 2 Saisonen (72 Spie-
le) gesamt 154 Tore erzielt also betragt \; = 2, 14.

SK Sturm Graz erzielte 118 Tore, also im Durchschnitt etwa Ay = 1,64
Tore pro Spiel. Einsetzen in die Formeln 3, 4 und 5 auf Seite 34 ergibt:

P(Spiel endet unentschieden) = e~(3:78) 3~ 1642145 _ 907548910
k=0

(k1)
= das entspricht ca. 20,75%

00 k—1
P(Salzburg gewinnt) = e~ Y 2:;“’ > L6 — .494397569
k=1 r=0

= das entspricht ca. 49,44%

00 k—1
P(Sturm Graz gewinnt) = e~(378) S~ LOE 5~ 21447 _ () 99505352()
k=1 r=0

= das entspricht ca. 29,81%
Das zeigt das Miteinbeziehen der Tordifferenz fiihrt zu besseren Ergeb-
nissen, die ndher an den tatsédchlichen Ergebnissen liegen.

3.3.2. Heimworteil*®

Das Modell kann noch verfeinert werden, indem der Heimvorteil in
die Berechnungen mit einbezogen wird. Generell wird der Heimvor-
teil in die Berechnung der zu erwartenden Tordifferenz miteinbezogen.
Nach [9, S. 19] kann der Heimvorteil auf folgende Art berechnet wer-
den: A(AG) = AGy(N) — AG4(N), wobei AGy(N) die Tordifferenz
bei N Heimspielen beschreibt und AG4(N) die Tordifferenz bei N
Auswirtsspielen. Betrachtet man die Saisonen 2008/09 und 2009,/10

Bpach [8]
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(Daten von [12|) ist AGg(360) — AG(360) = % + % = 1,42. Der
Heimvorteil betriagt etwa 1,42 pro Spiel, das bedeutet ein Team erzielt
im Durchschnitt 0,71 Tore mehr zu Hause, andererseits erhilt es im
Mittel um 0,71 Tore mehr bei Auswértsspielen. Bei einem Heimspiel
fiir den FC Redbull Salzburg lésst sich dieser Wert so ausrechnen:

In zwei Saisonen finden 72 Spiele statt, also 36 Heim- und 36 Aus-
wartsspiele. In der Saison 2008/09 hatte Salzburg bei Betrachtung der
Heimspiele eine Tordifferenz von 35 und 2009/10 eine Tordifferenz von
29. Bei den Auswirtsspielen hatte dieses Team 2008/09 eine Tordif-
ferenz von 1 und 2009/10 eine Tordifferenz von 12. Gesamt ist nun

AGH(36) — AG4(36) = 3529 — LE12 — 2 ~ 1 42. Der FC Salzburg
erzielt somit bei Heimspielen etwa 0,71 Tore mehr als bei Auswirtss-
pielen. Dieser Faktor flieft in die Berechnung der zu erwartenden Tor-
differenz ein:

1,07+0,71—0,51 = 1,27. Das bedeutet bei einem Heimspiel fiir Salz-
burg ist die zu erwartende Tordifferenz mehr als doppelt so hoch, als
bei obiger Berechnung, in der der Heimvorteil vernachlissigt wurde.
Die zu erwartende Toranzahl von 2,87 &ndert sich nicht und es ergeben
sich folgende Werte fiir die zu erwartende Toranzahl jedes Teams:
)\Salzburg = )\1 = 27 07 und )\Sturm Graz — )\2 =038

Es ergeben sich nun folgende Wahrscheinlichkeiten'

P(Spiel endet unentschieden) = e~287 Z 2 07k)0 S — 0.197408297
= 19,74%
P(Salzburg gewinnt) = e~ 287 Z 207 jj 08" — 0.668502285
= 66,85% .
P(Sturm Graz gewinnt) = e~257 z 0st 207 — 0.134080418

r=0
= 13,41%
Tatsachlich hat der FC Redbull Salzburg 4 von 4 Heimspielen in den
Saisonen 2008,/09 (2:1 und 3:1) und 2009/10 (4:2 und 3:0) gewonnen.
Ebenso konnen die Wahrscheinlichkeiten bei einem Heimspiel fiir den
SK Puntigamer Sturm Graz berechnet werden. Der Heimvorteil in den
betrachteten Saisonen ergibt sich wie oben gezeigt aus den Tordifferen-
zen bei den Heimspielen (2008/09: AGy = 26, 2009/10: AGy = 11)
weniger den Tordifferenzen bei den Auswértsspielen
(2008/09: AG 4 = —3, 2009/10: AG4 = 3) durch:
AGH(36)—AG4(36) = HE20 — =383 — 3T ~ 1 03 = Sturm Graz erzielt
also bei Heimspielen etwa 0,52 Tore mehr als bei Auswértsspielen.
Somit ergibt sich die zu erwartende Tordifferenz fiir Sturm Graz:
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0,5140,51 —1,07=—0,05 =

ASturm Graz = A1 = 17 41 und )\Salzburg =X\ = 17 46

P(Spiel endet unentschieden) = 0.249151628 = 24,92%

P(Sturm Graz gewinnt) = 0.364210232 = 36,42%

P(Salzburg gewinnt) = 0.386638139 = 38,66%

In der Praxis endeten von 4 Heimspielen von SK Puntigamer Sturm
Graz 2 mit unentschieden (entspricht 50%), 1 mit einem Gewinn fiir
Salzburg (entspricht 25%) und 1 mit einem Gewinn fiir Sturm Graz
(entspricht 25%). (Ergebnisse 2008,/09: 2:2 und 2:0, Ergebnisse 2009/10:
0:0 und 0:2).

Auch wenn sich diese errechneten Ergebnisse von den tatsichlichen auf-
grund der kleinen Stichprobe unterscheiden, liefert der Einbezug des
Heimvorteils trotzdem bessere Ergebnisse als die Berechnung auf Seite
47.

3.3.3. Spiel endet mit Tordifferenz r

Mit Hilfe dieses Modells kann auch die Wahrscheinlichkeit berechnet
werden, dass ein Spiel mit einer bestimmten Tordifferenz endet:
Team A erzielt » Tore mehr als Team B, also Team A gewinnt um 7r
Tore:

Ot 2) 0 )\kJrr )\k

. J— . 1 2

(6) PA:B=(k+r):k)=¢e g SN
0

bzw.
Team A erzielt » Tore weniger als Team B, also Team A verliert um r
Tore:

(7) PA:B=(k—r): k)= N3 i MX

Fiir obiges Beispiel ergeben sich, wenn der Fall Salzburg gegen Sturm
Graz betrachtet wird folgende Wahrscheinlichkeiten, wenn ohne Be-
riicksichtigung des Heimvorteils gerechnet wird, also mit den Werten
)\Salzburg = )\1 = 17 7157 )\Sturm Graz — >\2 = 17 155:

Spiel endet mit der Tordifferenz 0:

P((k+0): k) = e 28 z LTI LISSE — .238509726

Spiel endet mit der Tordlfferenz 1 bzw. 2 fiir Salzburg, das heifst Salz-
burg gewinnt mit 1 bzw. 2 Toren Unterschied:

14 [8]
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P((k+1): k) = e 28 2 LIS LA = 0.231143436

P((k+2) : k) = e 28 Z LIS = LR — 0.154026618

Spiel endet mit der Tordlfferenz -1 bzw. -2 fiir Salzburg, das bedeutet
Salzburg verliert mit 1 bzw 2 Toren Unterschied:

P((k—1): k) =e 287 2 LTISE LISS D — ().155668028

(k+1)!

P((k—2): k)= e 28 Z LR L9552 = 0.069860469

Die untenstehende Graﬁk 14 auf Seite 51 veranschaulicht die Wahr-
scheinlichkeit, dass ein Spiel zwischen Salzburg und Sturm Graz mit
der Tordifferenz r fiir Salzburg endet.

015

0.10

% -5 -4 -3 -2 -1 © 1 2 3

ABBILDUNG 14. Wahrscheinlichkeit fiir den Spielausgang mit Tor-
differenz r, am Beispiel FC Redbull Salzburg gegen SK Puntigamer
Sturm Graz, modifiziert nach [8].

Die Tordifferenz 0 ist mit der hdchsten Wahrscheinlichkeit zu erwarten,
knapp danach die Tordifferenz 1 fiir Salzburg. Die Grafik verdeutlicht,
ein Gewinn fiir Salzburg ist eher zu erwarten, als einer fiir Sturm Graz,
da die positiven Tordifferenzen mit deutlich hoheren Wahrscheinlich-
keiten eintreten.

Wird das Ganze nun unter Beriicksichtigung des Heimvorteils berech-
net, also mit den Werten Asaizburg = A1 = 2,035 und Agpurm Graz = A2 =
0.835 ergibt sich folgende Abbildung 15 auf Seite 52.



52

015

0.10

0.05F

L L i 1 L L 1 1
& -5 -4 3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 &

»

ABBILDUNG 15. Wahrscheinlichkeit fiir den Spielausgang mit Tor-
differenz r unter Beriicksichtigung des Heimvorteils, am Beispiel
FC Redbull Salzburg gegen SK Puntigamer Sturm Graz, modifi-
ziert nach [8].

Wird der Heimvorteil miteinbezogen, tritt das Ereignis Tordifferenz 1
fiir Salzburg mit der hochsten Wahrscheinlichkeit ein. Die gesamte Gra-
fik verschiebt sich zu Gunsten von Salzburg, da ein Gewinn von Sturm
Graz mit noch geringerer Wahrscheinlichkeit eintritt, was an den Wahr-
scheinlichkeiten fiir negative Tordifferenzen erkennbar ist, und auch die
Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden sinkt auf knapp 0.2.

Es macht nicht viel Sinn, eine Grafik mit den tatséchlichen Werten zu
erstellen, da in den Saisonen 2008,/09 und 2009/10 (Daten von [12]) ge-
samt 8 Spiele statt fanden, in denen Salzburg gegen Sturm Graz spielte
und davon waren vier Heimspiele fiir Salzburg. Gesamt endeten 2 Spie-
le mit AG = 0 (25%), 1 Spiel mit der AG =1 (12,5%), 3 Spiele mit
AG = 2 (37,5%), 1 Spiel mit AG = 3 (12,5%) und nur 1 Spiel mit
einem Verlust von Salzburg, mit AG = —2 (12,5%). Es trat also am
haufigsten das Ergebnis Tordifferenz 2 ein. Die Werte stimmen, abge-
sehen von der Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden, nicht gut mit
den errechneten Werten iiberein, aber das ist bei der kleinen betrach-
teten Stichprobe keine Uberraschung.

Von den vier Heimspielen endeten alle mit einem Gewinn von Salzburg,
namlich 1 Spiel mit AG =1 (25%), 2 Spiele mit AG =2 (50%) und 1
Spiel mit AG = 3 (25%).

Um zu sehen, dass das obige Modell mit der Realitdt iibereinstimmt,
kann es beispielhaft auf die osterreichische Bundesliga in den Saisonen
2008/09 und 2009/10 angewendet werden, indem die Heim- und Aus-
wartsspiele verglichen werden:

Die zu erwartende Toranzahl in einem Spiel der Osterreichischen Bun-
desliga ist 3,1 (vgl. 3.2.2 auf Seite 27). Die Summe der Tordifferenzen
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der einzelnen Teams in einer Saison ergibt Null, somit sind die durch-
schnittlich erwartenden Tordifferenzen pro Spiel, bei Betrachtung aller
Spiele einer Saison, gleich Null und die zu erwartende Tordifferenz wenn
ein Heim- gegen ein Auswirtsteam spielt ergibt sich {iber den Heim-
vorteil, der auf Seite 49 mit etwa 1,42 berechnet wurde:
0+0,77—-0=0,71.

Da /\Heim + )\Auswéirts = 37 1 und )\Heim - )\Auswéirts = 07 71 kénnen:

Atieim = A1 = 1,905 und A pyswiris = A2 = 1, 195 berechnet werden. Das
bedeutet im Durchschnitt erzielt das Heimteam ca. 1,9 Tore und das
Auswartsteam 1,2 Tore.

Mit Hilfe der Formeln 6 und 7 auf Seite 50, werden die Wahrscheinlich-
keiten fiir die Tordifferenzen berechnet und in der Abbildung 16 auf
Seite 53 zusammen mit den tatsdchlichen Werten dargestellt.

P

- errechnete Werte

-T -6 -5 -4 -3 -2 -l 1 2 3 4 5 & )

ABBILDUNG 16. Wahrscheinlichkeit fiir den Spielausgang mit Tor-
differenz r fiir das Heimteam, modifiziert nach [8].

Es zeigt sich, dass die Werte relativ gut iibereinstimmen. Die Anzahl
der Unentschieden ist genauso grofs wie erwartet, ebenso stimmen die
Werte fiir Tordifferenzn grofser als 4 und kleiner als -4 nahezu per-
fekt iiberein. Abweichungen gibt es bei den Tordifferenzen 1,2,3 und
ebenso bei -1,-2,-3. Die grofite Abweichung ist bei der Tordifferenz
-1. Grund dafiir ist, in der Saison 2008/09 sind lediglich 14 von 180
Heimspielen mit einem Verlust von einem Tor Unterschied ausgegan-
gen, im Vergleich dazu endeten 24 Spiele in der Saison 2009/10 mit
dieser Tordifferenz. Diese geringe Anzahl an Spielen, die mit einem
Gewinn fiir das Auswértsteam von einem Tor Unterschied in der Sai-
son 2008/09 endeten, schldgt sich in hoheren Gewinnen, also mit mehr
als einem Tor Unterschied fiir das Auswirtsteam nieder. Das erklért
warum die tatsdchlichen Werte fiir die Tordifferenzen -2 und -3 iiber
den errechneten Werten liegen. Die anderen Abweichungen betragen
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ca. 0,03 und zeigen, dass es in den betrachtenden Saisonen weniger
Gewinne fiir das Heimteam gab mit 1 oder 2 Toren Unterschied als
erwartet, dafiir aber mehr mit 3 Toren Unterschied.

Es zeigt sich, wie auch in Kapitel 3.2 analysiert, die Torverteilung in ei-
nem Fulsballspiel kann gut iiber die Poissonverteilung abgeschéitzt wer-
den. Das Miteinbeziehen der Tordifferenz beriicksichtigt gegeniiber dem
Rechnen auschlieflich mit den erzielten Toren, das Abwehrverhalten,
da die Tordifferenz aus den erzielten und erhaltenen Toren berechnet
wird. Somit wird nicht nur die Tor-, sondern auch die Abwehrstirke
betrachtet. Heuer, vgl. [8], hat dieses Modell mit noch einem Faktor
verfeinert. Er hat externe und interne Faktoren, die das Spiel beein-
flussen konnen miteinberechnet. Unter externen Faktoren versteht er
Dinge wie das Wetter, miide Spieler/innen oder rote Karten, etc. die
den Spielverlauf beeinflussen. Interne Faktoren hingegen, hingen vom
selbst Spiel ab. So wird zum Beispiel das Spielverhalten von der Anzahl
der erzielten Tore beeinflusst. Der Einfluss dieser Faktoren ist natiir-
lich schwer vorherzusagen, aber das Modell wird dadurch noch besser.
Allerdings hat Heuer herausgefunden, dass der Einfluss der duflern und
inneren Umstdnde klein ist, denn sonst wiirde es mehr und stiarkere
Abweichungen geben. Es wirkt sich also nicht so stark aus, wenn wie in
obigen Berechnungen diese Grofen vernachléssigt werden. Die Schluss-
folgerung von Heuer ist, dass Tore schiefsen ein zufilliger Prozess ist.
Er vergleicht es, wenn man von dem Unterschied zwischen Binomial-
und Poissonverteilung absieht mit dem Wiirfeln: ,,The number 6 means
goal and the number of attempts of both teams is fixed already at
the beginning of the match, reflecting their respective fitness in that
season“ ( [8, S. 4]). Wie oft getroffen wird ist also von der Tor- und
der Abwehrstérke abhéngig und diese fliefst iiber die Tordifferenz in die
Berechnungen mit ein.

Obwohl Heuer sehr gute Ergebnisse erhalten hat und auch in dieser
Arbeit beispielhaft gezeigt wurde, dass das Modell mit der Realitéit
gut iibereinstimmt, darf folgendes nicht vergessen werden: eine berech-
nete Wahrscheinlichkeit ist keine Garantie fiir ein Tor. Gerade diese
Unberechenbarkeit macht den Reiz des Fufballspiels aus. Es ist eine
Kombination aus Zufall und Koénnen.
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3.4. Zufall®

Schon in den vorhergehenden Kapiteln wurde deutlich, der Zufall
spielt bei einem Fufsballspiel eine gewisse Rolle. Nun soll erldutert wer-
den, wie stark sich der Zufall tatsdchlich auswirkt und mit welchen
Konsequenzen.

3.4.1. Zufallstore'®

Martin Lames, ein Sportwissenschafter der Universitdt Augsburg un-
tersuchte den Zufallsanteil beim Zustandekommen von Toren. Hinter-
grund dieses Forschungsprojekts war die Trainingswissenschaft, bei der
es um die Leistungsstrukturen der einzelnen Sportarten geht. Beim
Fuftball wird die Leistungsstruktur auch durch den Zufall mitbestimmt
und somit war es von Interesse, den Einfluss des Zufalls zu messen.
Die urspriingliche Idee war den Zusammenhang zwischen Torchancen
und Toren zu untersuchen, doch es erwies sich als Problem eine Tor-
chance zu operationalisieren. Somit beschrinkte sich die systematische
Spielbeobachtung auf die Torerfolge beim Fufball. Es wurden 6 Merk-
male definiert, die darauf hindeuten, dass die Tore nicht geplant waren,
sondern der Zufall eine Rolle spielte:

e Pfosten- oder Lattenberiihrung (Ball springt von Pfosten oder
Latte ins Tor)

e Torwartberiihrung

e abgefilschte Bille

e Abpraller

e Abwehr an Tor beteiligt

e grofe Entfernung (ab einer Entfernung von etwa 17 Metern kann
der Ball nicht mehr kontrolliert aufs Tor gezielt werden.)

All diese Punkte sind ein Zeichen fiir ein nicht geplantes Tor, denn
wenn zum Beispiel der Ball vom Torwart beriihrt wird, bevor er ins
Tor geht hétte eine kleine Bewegung geniigt, um das Tor zu verhindern.
Oder wenn ein Ball von der Latte, vom Torwart oder einem Abwehr-
spieler abprallt und ein Angreifer diesen Abpraller in einen Torerfolg
verwandelt, war das keine geplante Handlung des Angreifers, sondern
es spielte er Zufall eine Rolle. Das Problem der Spielbeobachtung ist
allerdings: ,Sie kann lediglich Verhalten registrieren, nicht jedoch die
zugrundeliegenden Intentionen erfassen®, wie [16, S. 144| schreibt. Bei
der Spielbeobachtung wurde schlieflich erfasst, wie oft beim Erzielen
eines Tores zumindest eines der angefiihrten Merkmale beteiligt war.

YSnach [16], [22] und [25]
Ynach [16] und [17]
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Bei der ersten Untersuchung sind in die Stichprobe ,Tore aus den eu-
ropéischen Erstligen eingeflossen. Die (deutschen) Bundesligatore von
1994 aus der Saison 1993/94 sind vollstindig enthalten. Aus den ers-
ten Divisionen von Spanien, England, Portugal, den Niederlanden, der
Schweiz und Belgien wurden diejenigen Spiel einbezogen, die von Janu-
ar bis Mai 1994 in einer bekannten Fernsehsendung iiber europiische
Ligen ausgestrahlt wurden®, wie [16, S. 146] angibt. Von 920 erfassten
Toren konnten bei ca. 46,6% mindestens eines der Merkmale beobach-
tet werden. Bei einer spédteren Untersuchung 2005 wurden 638 Tore
erfasst, wobei Stichproben aus europiische Erstligen aus Deutschland,
Italien, Spanien, England, Frankreich und den Niederlanden genom-
men wurden. Das Ergebnis dieser Untersuchung war: 38,9% aller Tore
waren vom Zufall bestimmt. Bei der WM 2006 wiesen von 146 Toren
41,8% mindestens eines der definierten Merkmale auf. Gesamt (Stand
2006: Untersuchungen aus den Jahren 1994, 1999, 2005, EM 2004, WM
2006) hat Lames und sein Team 2306 Tore nach obigen Merkmalen be-
obachtet und bei 44,4% spielte der Zufall eine Rolle.

Fiir Lames ist das Resultat seiner Beobachtungen, ,dass der Zufall als
reguldre Einflussgrofe zu betrachten ist* und er meint: ,,...fiir den Stel-
lenwert des Fufballs bei Zuschaueren und Medien, fiir seinen Unterhal-
tungswert und den Spannungsgehalt einer Partie ist dieser hohe Zufall-
santeil bei den relativ wenigen Toren im Fufball geradezu das Salz in
der Suppe”, nach [17].

Diese Untersuchung muss natiirlich kritisch beobachtet werden, da nur
Stichproben erfasst wurden und die von Lames beschriebene Problema-
tik auftritt, dass einerseits bei einer Spielbeobachtung nicht herausge-
funden werden kann, welche Absichten hinter einer Handlung stecken
und andererseits die ausgelassenen Torchancen unberiicksichtigt blie-
ben, weil diese nicht operationalisierbar sind. Trotzdem ist das Resultat
brauchbar. Der Zufall spielt beim Erzielen von Toren eine Rolle und
das erklart, warum gewisse Ereignisse mit Hilfe der Wahrscheinlich-
keitstheorie berechnet werden kénnen.

3.4.2. Auswirkung des Zufalls auf die Bundesligatabellen'”

Da bisher oftmals die Rede vom Zufall war, der einen gewissen Bei-
trag zum Ausgang eines Fufballspiels leistet, stellt sich die Frage wie
sehr sich dieser letztlich auf die Bundesligatabelle auswirkt. Es wé-
re interessant zwischen ,Konnen und Gliick” unterscheiden zu kénnen.
Wesson formuliert das folgenderweise: ,Der Punktebereich, iiber den
sich die Abschlusstabelle einer Liga erstrecken kann, hdngt von zwei

17 [22] und [25]
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Einfliissen ab. Der eine geht auf die Zufélle zuriick, die die Ergebnisse
der einzelnen Spiele wihrend der Saison beeinflusst haben, und der an-
dere beruht auf den unterschiedlichen Spielstdrken der Mannschaften*,
vgl. [25, S. 215].

Um diesen Unterschied heraus zu finden fithren Tolan, vgl. [22, S. 114f/]
und Wesson ,vgl. |25, S. 215f.], eine einfache Methode an. Im ersten
Schritt wird eine hypothetische Liga erstellt und somit ,der Faktor
Konnen ausgeschaltet”, [22, S. 115]. Fiir diese hypothetische Liga wer-
den Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung berechnet:

Definition (Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung).
Nach [4, S. 236] gilt:

Es sei (€2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und Z eine Zufalls-
variable auf 2. Dann heift die Zahl

E(Z)= Y P(Z=z)-x

z€Z(Q)

(sofern sie existiert) der Erwartungswert von Z. Die Zahlen

V(Z):= ) P(Z=x)-(z— E(2))

und
oz :=+\/V(Z)

heifen (sofern sie existieren) Varianz und Standardabweichung von
Z. Statt E(Z) schreibt man auch .

Wie in Kapitel 3.2.4 auf Seite 35 beschrieben endet ca. jedes 4. Spiel
1

unentschieden. Es wird also angenommen, dass ; aller Spiele unent-
schieden ausgeht, % mit einem Gewinn und dementsprechend % aller
Spiele mit einer Niederlage. Da es fiir einen Gewinn 3 Punkte, fiir ein
Unentschieden 1 Punkt und fiir eine Niederlage 0 Punkte gibt, kann der
Mittelwert an Punkten pro Spiel durch g -3+ zll 1+ g 0= % =1,375
berechnet werden. Die Varianz betrigt

V(Z)= %(3 —1,375)% + %(1 —1,375)% + %(O —1,375)? = 1, 734375 und
somit die Standardabweichung o, = 1, 316956719 pro Spiel.

In der &sterreichischen Bundesliga gibt es 10 Teams und 36 Spiele fiir
jedes Team, also ist E(Z) = 49,5 und oz ~ 7,90. Das bedeutet in einer
hypothetischen Liga mit 10 Teams, in der jedes Team 4 Mal gegen je-
des andere Team spielt, werden im Schnitt 49,5 Punkte in einer Saison
erzielt und die Standardabweichung betrigt etwa 7,90.

Betrachtet man nun die Tabellen der Saisonen 2008/09 und 2009/10,

ergaben sich folgende Punktetabellen:
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| Platzierung Verein | Punkte |
1. FC Red Bull Salzburg 74
2. SK Rapid Wien 70
3. FK Austria Wien 62
4. SK Puntigamer Sturm Graz 60
5. SV Josko Fenster Ried 60
6. SK Austria Kelag Kérnten 41
7. LASK Linz 37
8. KSV Superfund 36
9. SV Mattersburg 33
10. Cashpoint SCR. Altach 30

TABELLE 7. Punktetabelle der osterreichischen Bundesliga: Saison
2008/09, nach [12].

‘ Platzierung ‘ Verein ‘ Punkte ‘
1. FC Red Bull Salzburg 76
2. FK Austria Wien 75
3. SK Rapid Wien 73
4. SK Puntigamer Sturm Graz 58
5. SC Magna Wr. Neustadt 47
6. SV Mattersburg 41
7. LASK Linz 40
8. SV Josko Ried 38
9. KSV Superfund 33
10. SK Austria Kelag Kérnten 15

TABELLE 8. Punktetabelle der 6sterreichischen Bundesliga: Saison
2009/10, nach [12].

Nun konnen fiir diese Saisonen die tatsdchlichen Werte berechnet wer-
den. Zur Berechnung des Mittelwerts vgl. 3.2.2 auf Seite 27, die Stan-
dardabweichung wird mit der Formel s = = 3" | (z;—T)? berechnet.
Es ergeben sich:

fiir die Saison 2008/09 fog/og = 50, 3 und S08/09 ~ 16, 51

fiir die Saison 2009/10: Tog/10 = 49,6 und sg9/19 ~ 20, 39

In beiden Saisonen liegen die tatsdchlichen Mittelwerte sehr nah beim
errechneten Wert von 49,5 Punkten. Das ist damit zu erkldren, dass in
der Praxis wirklich etwa ein Viertel aller Spiele mit einem Unentschie-
den ausgeht (vgl. [22], vgl. Kapitel 3.2.4 auf Seite 35). Die Standard-
abweichungen sind allerdings wesentlich grofer, woran das Kénnen der
Teams ersichtlich wird.
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Die untenstehende Grafik 17 auf Seite 59 zeigt die unterschiedlichen
Punkteverteilung fiir die Saisonen 2008/09, 2009/10 und eine rein zu-
fallige Liga.

'\ hypothetische Ligs

T\ Saison 200809
TS Saison 2008010

L ——L . . L — L Dunktaanzahl
20 30 40 50 &0 ™ 20

ABBILDUNG 17. Verteilung der Punktezahlen im Vergleich, modi-
fiziert nach [25, S. 216].

Nach obigen Berechnungen fiir eine rein zufillige Liga konnen die im
Intervall [u—o, u+o] =[41,6; 57,4] ~ [42; 57| liegenden Punkte rein
auf den Zufall zuriickgefiihrt werden und es sollte auch beachtet wer-
den, dass 95% der 10 gleich starken Teams einer hypothetischen Liga
eine Punktezahl im Intervall [u—20, p+20] = [33,7; 65, 3] ~ [34; 65]
erzielen.

In der Saison 2008/09 zeigt sich, das keiner der Werte in dem Intervall
[42; 57] liegt, aber 6 Teams eine Punkteanzahl im Intervall [34; 65]
erzielten. Bei dieser Tabelle kann nicht gesagt werden, dass zwischen
dem 3. und 8. Platz nur das Gliick entschied, denn sie ist im Grunde in
zwei Gruppen geteilt, vom 1. bis zum 5. Platz und vom 6. bis zum 10.
Platz. Zwischen 5. und 6. Platz sind 19 Punkte Unterschied und das
deutet auf einen starken Leistungsunterschied zwischen den Teams in
der oberen und unteren Hélfte hin. Betrachtet man die Punkte in der
oberen Hilfte, kénnte man auf Grund der knappen Punkteverteilung
zwischen dritten und fiinften Platz (FK Austria Wien hatte 62 Punkte,
Sturm Graz und SV Ried hatten je 60 Punkte) sagen, dass zwischen
diesen Teams das Gliick entschieden hat. FC Redbull Salzburg und SK
Rapid Wien heben sich deutlich ab, was auf das Kénnen dieser Teams
zuriickzufiihren ist. In der unteren Hélfte ist zwischen dem 6. und dem
8. Platz kein grofer Punkteunterschied (SK Austria Karnten hatte 41
Punkte, LASK Linz 37 und KSV Superfund 36), auch hier kénnte man
daraus schliefsen, dass zwischen diesen Teams letztendlich der Zufall die
Platzierung bestimmt hat. Der 9. und 10. Platz haben Punktezahlen
erreicht, die stark vom Mittelwert abweichen und es ist anzunehmen,
diese Teams sind wirklich leistungsschwécher.
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In der Saison 2009/10 liegt nur ein Wert im Intervall [42; 57], die Punk-
tezahl vom Neueinsteiger SC Magna Wiener Neustadt. Im Intervall
[34; 65] liegen 5 der 10 Werte. Diese Plitze, vom 4. bis zum 8., bilden
ein Mittelfeld, wobei zwischen dem 4. und dem 5. Platz ein groferer
Punkteunterschied von 11 Punkten ist, der nicht auf reinen Zufall zu-
riickgefithrt werden kann. Bei den Plidtzen 5 bis 8 (47 Punkte fiir SC
Magna Wiener Neustadt, 41 Punkte fiir SV Mattersburg, 40 Punkte
fiir LASK Linz und 38 Punkte fiir SV Josko Ried) konnte durchaus der
Zufall eine Rolle bei der Platzierung gespielt haben.

Die ersten drei Teams erreichten 76, 75 und 73 Punkte, was sich deut-
lich vom Mittelwert abhebt und fiir das Konnen dieser Teams spricht.
Aufgrund der geringen Punktedifferenz bei den ersten drei Platzen ist
allerdings zu bezweifeln, dass sich tatsichlich das stérkste Team durch-
gesetzt hat. Alle drei Teams scheinen aufgrund der erreichten Punk-
tezahl gleich stark zu sein und es ist anzunehmen, der Zufall spielte
bei der endgiiltigen Platzierung unter den drei Teams doch eine Rolle.
Es steht jedoch aufser Frage, dass diese Teams den anderen iiberle-
gen waren. Es braucht mehr als nur Gliick, um solche Punktezahlen
zu erreichen. Das letztplatzierten Team scheint auch nicht nur durch
Pech verloren zu haben. Mit einer Punktezahl von 15 ist es deutlich
schlechter als alle andern Teams. KSV Superfund am 9. Platz ist mit
33 Punkten daher eher dem Mittelfeld zuzuordnen, auch wenn es knapp
aulkerhalb der Intervalle liegt, die sich durch den Zufall ergeben. (In-
teressant ist es auch Heim- und Auswértstabellen zu vergleichen siehe
Kapitel 4 auf Seite 69.)

Bei einer Analyse wie dieser konnte man natiirlich in Anlehnung an das
vorhergehende Kapitel auch noch die Tordifferenzen betrachten, um
Vermutungen iiber die Platzierung anzustellen, das heifst ob sich tat-
sichlich das beste Team durchgesetzt hat oder der Zufall mitentschied.
Aber hier sollte nur gezeigt werden, wie mit Hilfe des Mittelwerts und
der Standardabweichung Punktetabellen im Hinblick auf den Zufall
analysiert werden konnen. Und auch wenn die Punktevergabe, wie in
Kapitel 3.3 auf Seite 45 erldutert, nicht optimal ist um Platzierungen zu
ermittlen, entscheiden letztendlich die Punkte in der Osterreichischen
Bundesliga, welches Team den Meistertitel holt.

Generell zeigt sich, in der osterreichischen Bundesliga weichen die tat-
sichlichen Standardabweichungen, sehr stark von den errechneten Wert
ab. Das deutet auf eine eher geringe Zufallskomponente hin und somit
darauf, dass sich meist eine Gruppe von Teams durchsetzen kann bzw.
ein paar Teams deutlich schlechter sind. Tolan, vgl. [22, S. 114 {.|, zeigt,
in der deutschen Bundesliga ist der Unterschied zwischen der tatsdch-
lichen und der errechneten Standardabweichung viel geringer (etwa 1,7
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bei Betrachtung der Hinrundentabelle) und somit ist die Zufallskompo-
nente in der deutschen Bundesliga hoher. In der deutschen Bundesliga
spielen allerdings auch 18 Teams um den Meistertitel, wihrend es in
Osterreich nur 10 sind.

Vergleicht man die Saisonen 2008/09 und 2009/10 in der Gsterreichi-
schen Bundesliga erscheinen 3 Teams deutlich stirker und 1-2 deutlich
schwicher. Es kann nicht gesagt werden, dass zwischen den restlichen
Teams nur der Zufall entscheidet, sondern es miissen die Tabellen ge-
nauer betrachtet werden. Wenn sich Platzierungen durch sehr knappe
Punktedifferenzen ergeben ist darauf zu schliefsen, nicht nur das Kon-
nen, sondern auch Gliick hat entschieden welches Team sich durchsetzt.
Das Existieren einer Zufallskomponente ist wichtig, da es unter ande-
rem den Reiz des Spiels ausmacht, dass nicht immer das vermeintlich
bessere Team gewinnt, wie schon in vorhergehenden Kapiteln disku-
tiert wurde. In der Osterreichischen Bundesliga entscheidet der Zufall
zwar nicht alle Plitze, da es offenbar ein paar stirkere Teams gibt,
die sich meist durchsetzen, aber wer letztendlich von diesen Teams den
Meistertitel gewinnt, hdangt doch vom Zufall ab, wie an den geringen
Punktedifferenzen zu erkennen ist. Es wiirde erst dann langweilig wer-
den, wenn sich immer dasselbe Team gegen alle durchsetzen konnte.

3.5. Sportwetten'®

Ein Bereich, in dem der Faktor Zufall auch eine Rolle spielt sind
Sportwetten. Frither waren bei den Sportwetten die Sportarten Bo-
xen und Pferderennen sehr beliebt. Doch mittlerweile dominiert die
Fufballwette in Europa das Wettgeschehen.

Wire der Ausgang eines Fuliballspiels prognostizierbar wiirde kein Wett-
markt existieren. Quitzau definiert deshalb den Zufall als ,,...all jene
Umsténde eines Fufsballspieles, die bis zum Spielbeginn in keiner Wei-
se bekannt bzw. prognostizierbar sind“ [19, S. 2]. Der Zufall in einem
Fuftballspiel kann sich entweder auf das Ergebnis auswirken oder nicht.
Im ersten Fall bedeutet das, wenn ein Team 3:0 in Fiihrung und das
andere Team durch einen Zufall, wie eine Fehlentscheidung des Schieds-
richters, ein Tor erzielt, hat das keinen Einfluss auf das Ergebnis. Ist
der Spielstand allerdings 0:0, ein Team erzielt durch einen gliicklichen
Zufall ein Tor, zum Beispiel durch einen Abpraller, und gewinnt letzt-
endlich 1:0, dann hat der Zufall das Spiel entschieden. Es existiert also
kein sicherer Spielausgang. Das macht, wie schon 6fter in dieser Arbeit
beschrieben, die Spannung des Fulsballspiels aus. Inwieweit der Zufall
den Spielausgang beeinflussen kann, schligt sich in den Wettquoten

Bnach [2], [19], [21], [23], [26] und [29]
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nieder. ,Je geringer die angebotene Quote, desto iiberlegener ist die
auf Grund theoretischer Erwagungen favorisierte Mannschaft und de-
sto mehr Zufall ist erforderlich, um den erwarteten Sieg des Favoriten
in Gefahr zu bringen“ [19, S. 7].

Bei den Sportwetten gibt es unterschiedliche Wettarten. Die einfachs-
te Fufsballwettart ist die Einzelwette, bei der auf den Ausgang eines
Spiels, also eines einzelnen Ereignisses gewettet wird. Dabei sind die
Tendenz- und Ergebniswette zu unterscheiden. Bei der ersten muss nur
Gewinn, Niederlage oder Unentschieden vorhergesagt werden, wihrend
bei der zweiten Wettform ein genaues Ergebnis prognostiziert werden
muss. Eine weitere Wettart ist die Kombinationswette, die aus meh-
reren Einzelwetten besteht. Es werden also verschiedene Tipps zu ei-
ner Wette kombiniert. Die Gesamtquote der Kombinationswette ergibt
sich aus der Multiplikation der Quoten der Einzelwetten, wodurch der
Gewinn deutlich erhoht wird. Allerdings miissen alle Spiele richtig vor-
hergesagt werden, sonst ist der Wetteinsatz verloren.

Die Systemwette besteht aus mehreren Kombinationswetten, somit kdn-
nen auf einem Wettschein mehrere Kombinationswetten abgegeben wer-
den. Vorteil dieser Wettart ist, es miissen nicht alle Tipps richtig sein,
um einen Gewinn zu erzielen, dafiir ist der Wetteinsatz aber auch ho-
her. Bei Live Wetten kann noch wahrend des Spiels auf verschiedene
Ereignisse gewettet werden, wobei sich die Quoten stindig und rasch
andern.

Eine weitere Unterscheidung bei den Sportwetten, gibt es aufgrund
der Quotenfestsetzung. Am héaufigsten gibt es Fufsballwetten mit fes-
ten Quoten, die von einem Buchmacher/einer Buchmacherin festgelegt
werden. Aus den Quoten kann der mogliche Gewinn errechnet werden.
Zum Beispiel konnte die Wettquote, wenn SK Rapid Wien gegen FC
Wacker Innsbruck spielt so aussehen: Tipp 1: 2,1 ; Tipp X: 3,5 und
Tipp 2: 2,1. Das bedeutet wenn Rapid gewinnt und das getippt wurde
erhdlt man den Einsatz mal 2,1. Eine Wettquote von 2,1 wiederum be-
deutet, dass der Buchmacher/die Buchmacherin die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Sieg von Rapid auf % schitzt, also etwa 47,62%, wobeil hier
auch die Gewinnmarge des Buchmachers/der Buchmacherin miteinbe-
zogen ist.

Bei der Quotenfestsetzung wird zuerst eine Grundquote mit geeigneten
mathematischen Mitteln berechnet. s ist leider nicht mdéglich dartiber
von Wettbiiros Informationen zu erhalten. Eine M&glichkeit Fintritts-
wahrscheinlichkeiten fiir ein Fufballspiel zu ermitteln wurde in Kapitel
3.3 auf Seite 45f. vorgestellt. Das heifst mit Hilfe der Poissonverteilung
unter Beriicksichtigung der Tordifferenz und des Heimvorteils. Auch
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wenn Buchmacher/innen mit anderen Methoden die Grundquote er-
mitteln, kann auf diese Weise versucht werden Wettquoten zu simulie-
ren.

Dann kommt es zur Quotenanpassung, in die Fachwissen und aktu-
elle Informationen iiber den Wettmarkt einflielsen. Zum Beispiel wis-
sen Buchmacher/innen dariiber Bescheid, wenn wichtige Spieler/innen
verletzt sind oder sie berechnen in die Quote mit ein, wenn ein Team
zuvor anstrengende Spiele hatte und deshalb geschwécht sein konnte
usw. Zusétzlich berechnet der Buchmacher/die Buchmacherin eine Ge-
winnmarge mit ein, wie bei [2] und [26] nachzulesen ist. Das bedeutet
er/sie errechnet zuerst die Eintrittswahrscheinlichkeiten, deren Summe
1 ergibt. Daraus wiirden sich die sogenannten fairen Quoten ergeben.
Doch nun bestimmt der Buchmacher/die Buchmacherin, welchen Ge-
winn er/sie erzielen mochte und multipliziert die Eintrittswahrschein-
lichkeiten dementsprechend. Bei einem Gewinn von 20% zum Beispiel
werden die Eintrittswahrscheinlichkeiten mit 0,8 multipliziert und dann
daraus die Quoten berechnet (Quote = g—ml ).

In obigen Beispiel kann wie folgt die Gewinnspanne ermittelt wer-
den: aus den angegeben QQuoten ergeben sich Eintrittswahrscheinlich-
keiten 217; 3—15 und ﬁ Die Summe davon betriagt etwa 1,2381. Die
Gewinnspanne des Buchmachers/der Buchmacherin wird nun berech-
net aus: 1 — ﬁ = 0,1923. Er/sie gewinnt also in jedem Fall 19,23%
des Gesamteinsatzes. Weiters bedeutet das, es wurde die Gewinnwahr-
scheinlichkeit von SK Rapid Wien, sowie die von FC Wacker Innsbruck

auf % -0,8077 =~ 0, 3846 geschitzt und die fiir ein Unentschieden auf
55 - 0,8077 ~ 0, 2308.

Es gibt aber auch Wetten, bei denen es keine festen Quoten gibt, son-
dern das Totalisatorprinzip herrscht. Bei solchen Wetten, wird unter
den Teilnehmern und nicht gegen einen Buchmacher/eine Buchmache-
rin gewettet, das heifst die Gewinnsumme wird auf alle richtigen Tipps
aufgeteilt. Ein Beispiel fiir eine Sportwette nach dem Totalisatorprinzip
ist die Fufbballwette Toto:
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3.5.1. Toto™

Die gesetzliche Grundlage zur Einfiihrung von Toto wurde 1948 ge-
legt, das sogenannte Sporttoto - Gesetz. Toto wurde dann im Jahr
darauf eingefiihrt, um ,die erforderlichen finanziellen Mittel zum Wie-
deraufbau des Osterreichischen Sports nach dem Krieg zu erwirtschaf-
ten“, [21, S. 24]. Damals fiihrte die Gsterreichische Gliicksspielmono-
polverwaltung die Spiele Sportoto, Brieflotterie, das kleine Zahlenlotto
und die Klassenlotterie durch. Im Jahr 1985 kam es dann zur Reor-
ganisation des Osterreichischen Gliicksspielmonopols. Es sollte Lotto
,0 aus 45° nach dem internationalen Vorbild eingefithrt werden und
Toto von einer privat wirtschaftlich organisierten Gesellschaft iiber-
nommen werden. Nach entsprechenden Vorbereitungen wurde im Jahr
1986 die Osterreichische Lotto Toto Gesellschaft gegriindet. Diese fiihi-
ten das Gliicksspiel Lotto ,,6 aus 45 ein und iibernahmen das Spiel
Sporttoto von dem osterreichischen Gliicksspielmonopol. Zum Unter-
schied zu Lotto, als reines Gliicksspiel, ist Toto eine Fufballwette, bei
der nicht nur Gliick entscheidet, sondern auch Fachwissen zum Erfolg
beitragen kann. Um die Sportférderung nach der Ubernahme von Toto
weiterhin zu garantieren, wurde eine Bestimmung im Osterreichischen
Gliicksspielgesetz aufgenommen, nach der es zu einer jahrlichen Forde-
rung auf der Basis der Steuerertriige aus Lotto und Toto kommt (zum
Beispiel betrug diese 71 341 341 € im Jahr 2009). Dabei handelt es
sich um eine wichtige Finanzierungsquelle des Osterreichischen Sports,
die auch die Nachwuchsférderung unterstiitzt.

Im Jahr 1991 wurde die Lotto Toto Gesellschaft in ,Osterreichische
Lotterien Gesellschaft m.b.H.“ umbenannt, da sich das Spielangebot
der Unternehmens erweiterte: 1988 wurden die Torwette und Joker
als neue Spiele eingefiihrt. Im Jahr 1990 wurden die Spiele Brieflos,
Zahlenlotto und &sterreichische Klassenlotterie von der Gliicksspiel-
monopolverwaltung auf die 6sterreichische Lotterien Gesellschaft iiber-
tragen. Zum Spieleangebot kam 1995 noch das Rubbellos dazu. 1998
wurde das Internet Spielangebot iiber WebClub.at ins Leben gerufen,
was 2003 von der Spieleplattform win2day.at abgeldst wurde. Das Spiel
Bingo kam 1999, die Nummernlotterie ToiToiToi 2003 und Euromillio-
nen 2004 dazu. Seit 2004 gibt es auch Video Lotterien Terminals unter
dem Namen WINWIN.

Nun zum Spielablauf. Beim Spiel Toto geht es um das Vorhersagen
von Fufballergebnissen. Ein Tipp besteht aus 12 Spielen, bei denen
das Ergebnis vorhergesagt werden muss: 1 = Gewinn des Heimteams,
2 = Gewinn des Auswirtsteams und X = Unentschieden. Es handelt

Ynach [21], [23] und [30]
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sich also um eine Tendenzwette. Gewinne gibt es ab 10 richtigen Vor-
hersagen in einem Tipp. Ein Tipp beim Spiel Toto kostet 0,60 €. Die
Gewinnsumme betriagt 50% des gesamten Toto Wetteinsatzes und wird
auf folgende Weise aufgeteilt, vgl. [21, S. 44]:

1. Rang (Zwolfer): 50%

2. Rang (Elfer): 25%

3. Rang (Zehner): 25%

Die Rangsummen werden dann noch durch die Anzahl der Gewinner in
diesem Rang dividiert und so die Gewinnsummen pro Person berech-
net.

Zusétzlich kann eine Torwette (Ergebniswette) gespielt werden, wobei
das genaue Resultat der ersten vier Toto Spiele vorhergesagt werden
muss. Dafiir muss zumindest ein Toto Tipp abgegeben werden. Bei der
Torwette gewinnt man, wenn entweder 4 oder 3 richtige Ergebnisse
getippt wurden. Ein sogenannter Hattrick ist eine zusétzliche Gewinn-
moglichkeit, wenn 12 Richtige beim Toto und 4 richtige Ergebnisse bei
der Torwette erraten wurden.

Ein Toto Tipp mit Torwette kostet 1,50 €. Die Gewinnsumme fiir die
Torwette wird so aufgeteilt, vgl. [21, S. 44]:

1. Rang (4 Richtige): 60%

2. Rang (3 Richtige): 30%

3. Rang (Hattrick): 10%

Beim Toto kann auch nach System gespielt werden. Bei Systemtipps
gibt es die Moglichkeit zwischen Bank (nur ein Ausgang ist moglich),
Zweiweg (es konnen zwei mogliche Ausgéinge getippt werden: 1 und 2, 1
und X oder 2 und X) und Dreiweg (der Spielausgang ist sehr ungewiss
und es werden alle drei Kistchen angekreuzt) zu wihlen. Das System,
das gespielt wird, kann ausgewahlt werden, dabei gibt die erste Zahl
die Bankzahlen, die zweite den Zweiweg und die dritte den Dreiweg an.
Zum Beispiel bedeutet das System 9-3-0: 9 Bankwege, 3 Zweiwege und
0 Dreiwege anzukreuzen. Es kann auch bei der Torwette nach System
gespielt werden. Das System 2-2-1-1 zum Beispiel bedeutet es kdnnen
zweimal 2 Ergebnisse angekreuzt werden und zweimal nur 1 Ergebnis.
Die Kosten fiir einen Systemtipp hdngen von dem gespielten System
ab. Sie betragen zwischen 4,80 € (System 9-3-0) und 583,20 € (System
5-2-5). Die Gewinne ergeben sich in Abhéngigkeit vom System. Zum
Beispiel ist der Gewinn beim System 9-3-0, wenn man alles richtig ge-
tippt hat: 1 Zwolfer, 3 Elfer, 3 Zehner. Der Zwolfer ergibt sich, wenn
bei allen 3 Zweiwegen, das richtige Ergebnis genommen wird. Beim El-
fer darf ein Ergebnis falsch sein. Es gibt 3 Moglichkeiten, ein falsches
Ergebnis zu wéhlen, da bei drei Spielen zwei mdogliche Spielausgénge
angekreuzt wurden. Beim Zehner diirfen zwei Ergebnisse falsch sein.
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Bei 3 Spielen, bei denen es je ein richtiges und falsches Ergebnis gibt,
konnen auf 3 Arten zwei falsche Ergebnisse bzw. ein richtiges Ergebnis
gewdhlt werden.

Wenn ein Bankweg falsch ist, gewinnt man einen Elfer (bei allen Zwei-
wegen wird das richtige Ergebnis gewihlt) und 3 Zehner, da fiir den
Zehner von den drei Spielen, wo zwei Ergebnisse angekreuzt werden, je
einmal das falsche gewéhlt werden darf.

Wenn ein Zweiweg falsch ist, gibt es 2 Elfer und 4 Zehner. Ein falscher
Zweiweg bedeutet es kann maximal nur noch 11 richtige Ergebnisse
geben. Das heifst ein Elfer kann auf 2 Arten erzielt werden, einmal mit
dem 1. falschen Ergebnis vom falschen Zweiweg und einmal mit dem
2. falschen Ergebnis vom falschen Zweiweg. Bei einem Zehner diirfen
wieder 2 Ergebnisse falsch sein. Bei den 3 Zweiwegen ist einer falsch,
also liefert dieser auf 2 Arten ein falsches Ergebnis. Bei den anderen
Zweiwegen muss dementsprechend ein richtiges und ein falsches Ergeb-
nis gewihlt werden und das kann auf 2 Arten geschehen. Also gibt es
4 Moglichkeiten einen Zehner zu haben.

Auf diese Weise konnen fiir alle Systeme die Gewinne ermittelt wer-
den. (Daraus lassen sich interessante Kombinatorikaufgaben fiir Schii-
ler/innen erstellen, vgl. Kapitel 4 auf Seite 69.)

Zusatzlich kann auf einem Totoschein auch an dem Spiel Joker teilge-
nommen werden, indem einfach Ja angekreuzt wird. Das Spiel Joker
kostet 1,3 €. Auf dem Wettschein steht eine Jokernummer. Stimmt
diese mit den bei der Ziehung ermittelten Jokerzahlen iiberein, wird
der Hauptgewinn erzielt.

Zur Veranschaulichung stellt Abbildung 18 auf Seite 66 einen Toto-
schein dar und zeigt wie dieser ausgefiillt wird.

S ORMAL Annakmeschiog Barmstng, 15.11.3087 1

Spelprogramm fir die 45. Runde mm

ToTo I TORWETTE

1. Liskharr GAK + BK Puntigamer Stuem Drae 4Bk ODODEaCoD:OO0Sa0n
2. SV Wistanrot Sstrburg + FK Austria Mamphis 1 A a0E:0nESs0e
3. 5V Pius City Pasthing : tan 1 | OB 0E:O0SB08
4, 5 Rapid Wisn z

5. Casine 5W Bregenz

©. Hartha BSC Barfin

7. Hamburgar 51

B, 1B Stutrgar

8. VL Waltsburg

10, Borussia Mnchangladiach :

ABBILDUNG 18. Totoschein, nach [30] (Zugriff am 3. Dezember
2010 unter http://www.win2day.at/gaming/spielinfo).



67

Die Gewinnwahrscheinlichkeiten fiir das Spiel Toto konnen, unter der
Annahme von rein zufilligen Ergebnissen, einfach ermittelt werden. Es
gibt fiir jedes Spiel 3 mogliche Spielausginge, also gibt es insgesamt
3!2 = 531441 Moglichkeiten einen Totoschein auszufiillen:

P(Zwdlfer) = m = 0,000001882

Bei einem Elfer darf 1 Spiel falsch getippt werden, dafiir gibt es

(112) = 12 Moglichkeiten. Bei diesem Spiel gibt es 2 Moglichkeiten fiir
den falschen Tipp, daher gibt es gesamt 24 Moglichkeiten, dass genau
11 Tipps richtig sind und einer falsch:

P(Elfer) = 2= = 0,00004516

Mit der gleichen Uberlegung (vgl. Kapitel 4 auf Seite 69) kann die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Zehner ermittelt werden:

P(Zehner) = =2%= = 0,000496758

Die drei hochsten Gewinne, die je erzielt wurden betrugen nach [30]:
587 557,18 € (So, 25.12.1994); 438 645,81 € (So, 11.03.2001) und
424 152,89 € (So, 05.04.1992).

Im Vergleich zum Gliicksspiel Lotto ,,6 aus 45“ liegen die Gewinnwahr-
scheinlichkeiten wesentlich héher. Die Wahrscheinlichkeit beim Lotto
den Haupttreffer, einen Sechser zu machen betriagt

L = 0,000000123 (ein Tipp kostet 1,10 €). Dafiir gibt

1
@ — 8145060

es beim Spiel Lotto ,,6 aus 45 auch hohere Gewinne zu erzielen. Der
hochste betrug 8 905 907,20 € (Mi, 22.12.2010).






4. AUFGABENSAMMLUNG?

(1) Kombinatorikaufgabe
In der édsterreichischen Fuf$ballbundesliga gibt es 10 Vereine.
Wie viele Spiele gibt es, wenn jeder Verein jeweils zweimal zu
einem Hin- und Rickspiel antreten muss (also viermal gegen
jedes andere Team spielt)?

Losung

Jeder Verein hat 9.2 = 18 Heimspiele. Daher gibt 18-10 = 180
Spiele.

Andere Rechenmdglichkeiten:

e Jeder Verein hat gesamt 4-9 = 36 Spiele. Wenn man nun die
Anzahl der Spiele mit der Anzahl der Vereine multipliziert,
wird jedes Spiel doppelt gezdhlt. Deshalb erhilt man das
Ergebnis durch: @ =180

e Man rechnet 10-10-2 = 200 und zieht dann die Spiele ab,
bei der ein Team gegen sich selbst spielen wiirde und davon
gibt es 2 - 10 = 20. Also gibt es insgesamt 200 — 20 = 180
Spiele.

e Der erste Verein hat 36 Spiele. Von den 36 Spielen des 2.
Verein sind 4 gegen das erste Team und es kommen daher
nur noch 32 Spiele dazu. Bei den 36 Spielen des 3. Verein
sind 8 gegen die ersten beiden Teams, also kommen nur 28
Spiele dazu, usw. Beim 9.Verein sind 32 Spiele gegen die
ersten 8 Vereine und es kommen nur 2 neue Spiele dazu.
Und beim letzten Verein sind schlieflich alle 36 Spiele ge-
gen die ersten 9 Teams. Es gibt daher
364+32+28+24+4+204 16+ 12+ 8 + 4 = 180 Spiele.

(2) Aufgabe zur Binomialverteilung
Zwei Teams spielen Fufball. Team A erzielt mit der Wahr-
schewnlichkeit p = 0,6 ein Tor und Team B mit der Wahrschein-
lichkeit ¢ = 0, 4.
a)Es fallen gesamt 4 Tore. Berechne die Wahrscheinlichkeit,
dass 3 der 4 Tore von Team A erzielt wurden.
b)Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Team A gewinnt.
c¢)Berechne die Wahrscheinlichkeit fir ein Unentschieden.
d)Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Team A verliert.

20In den folgenden Aufgaben wird davon ausgegangen, dass ein Spiel 90 Minuten
dauert und es keine Verlidngerung gibt.
69
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Losung

a) Die Anzahl der Tore, die Team A in einem Spiel in dem n
Tore gefallen sind erzielt hat, ist (n, p)-binomialverteilt, wobei
in diesem Falln =4, k=3 und p = 0,6 ist:

P(Team A erzielt 3 Tore | es fielen gesamt 4 Tore) =

= ())p"(1—p)"* = (3)-0,6%0,4! = 0.3456 = Die Wahrschein-
lichkeit, dass Team A in einem Spiel, in dem 4 Tore gefallen sind
3 davon erzielt hat, betrigt 34,56%.

b) Team A gewinnt genau dann, wenn es mehr als die Halfte
der Tore erzielt, also wenn es entweder 3 oder 4 Tore erzielt:
P(Team A gewinnt) = P(X =3)+ P(X =4) =

= (3):0,6%-0,41+(})-0,6*-0,4° = 0.345640.1296 = 0.4752 =>
Team A gewinnt ein Spiel, in dem gesamt 4 Tore erzielt wurden,
mit einer Wahrscheinlichkeit von 47,52%.

c¢) Das Spiel endet unentschieden wenn sowohl Team A, als auch
Team B zwei Tore erzielen:

P(Spiel endet Unentschieden) = (3) - 0,6% - 0,4? = 0.3456 =
Das Spiel endet mit einer Wahrscheinlichkeit von 34,56% un-
entschieden.

d) Unter Verwendung der vorhergehenden Ergebnisse kann die
Wahrscheinlichkeit, dass Team A verliert mit Hilfe der Gegen-
wahrscheinlichkeit berechnet werden:

P(Team A verliert) = 1—P(A gewinnt) — P(Unentschieden) =
=1—-0.4752 — 0.4752 = 0,1792 = Hat man die vorhergehen-
den Ergebnisse nicht, wird die Wahrscheinlichkeit berechnet,
dass Team A weniger als die Hélfte der Tore erzielt:

P(Team A verliert) = P(X =0)+ P(X =1) =

= (3)-0,6°-0,4*+(})-0,6'-0,4% = 0,0256+0, 1536 = 0,1792 =
Team A verliert ein Spiel, in dem gesamt 4 Tore erzielt wurden,
mit einer Wahrscheinlichkeit von 17,92%.

Aufgabe zur Poissonverteilung

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Bundesliga-
spiel mehr als ein Tor fdllt, wenn im Schnitt 3 Tore pro Spiel
erzielt werden?

Losung

Die Anzahl der Tore, die in einem Spiel erzielt werden ist P()\)-
verteilt mit P(X = k) = 3k—1§e_3. Diese Aufgabe wird mit Hilfe
der Gegenwahrscheinlichkeit gelGst:
PX>1)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-3e?-3e3=

=1—-e3—-3e3=1—4e3=0,800851727 = In ca. 80% aller
Bundesligaspiele fillt mehr als ein Tor.
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(Tatséchlich (Daten von [12]|) endeten 32 Spiele in der Saison
2008/09 und 47 Spiele in der Saison 2009/10 mit 0 bzw. 1 Tor.
Das heifst von gesamt 360 Spielen endeten 281 mit mehr als
einem Tor, das entspricht etwa 78% und liegt nahe dem errech-
neten Ergebnis.)

Aufgabe zur Poissonverteilung

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Spiel mit dem
Endstand 7:1 ausgeht, wenn im Schnitt gesamt 3 Tore pro Spiel
erzielt werden?

Losung

Jedes Team erzielt im Schnitt 1,5 Tore pro Spiel, also ist

A = 1,5. Es muss die Wahrscheinlichkeit ausgerechnet werden,
dass ein Team 7 Tore, das andere 1 Tor schieftt und dieses Ergeb-
nis muss noch mit 2 multipliziert werden, da es egal ist welches
der Teams 7 Tore und welches 1 Tor erzielt:

P(Endstand 7:1) =2-P(X =7)-P(X =1) =

= 2. L8015 L2 o-15 — (000506344 = Die Wahrscheinlich-
keit, dass der Endstand 7:1 ist, betragt etwa 0,05%.

(Nach [12] endete in der Salson 2008/09 kein Spiel mit 7:1, in
der Saison 2009/10 gewann FC Redbull Salzburg mit 7:1 gegen
SK Austria Kelag Kéarnten. Es endete somit 1 von 360 Spielen
mit diesem Endstand und das entspricht ca. 0,28%.)

Aufgabe zur Poissonverteilung

LASK Linz und SV Mattersburg spielen gegeneinander. LASK
Linz hat in der Saison 2009/10 (36 Spiele) 59 Tore erzielt und
SV Mattersburg 45 Tore (Daten von [12]).

Berechne mit Hilfe der durchschnittlichen Toranzahl pro Spiel
(auf 2 Kommastellen runden) die Wahrscheinlichkeit fir einen
Endstand von 1:1.

Losung
Mittlere Toranzahl von LASK Linz: A\, = 59 ~ 1,64.
Mittlere Toranzahl von SV Mattersburg: )\2 45 =1,25.

P(Endstand 1:1) = 16416_1641%516_1 25 =1, 64 1 25 - 7289 =
0,113931236 = Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Endstand von
1:1, wenn der LASK Linz mit einer mittleren Toranzahl von
1,64 gegen SV Mattersburg mit einer mittleren Toranzahl von
1,25 spielt, betragt etwa 11,39%.
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(Tatséchlich endete in der Saison 2009/10 keines der 4 Spiele
mit einem Endstand von 1:1, vgl. [12].)

Aufgabe zur Poissonverteilung

Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass ein Team mat einer Tor-
rate von v = 1 (die Torrate ist die Anzahl der Tore, die ein
Team im Schnitt pro Stunde erzielt) nach 30 Minuten genau
ein Tor erzielt hat.

Losung
Die Anzahl der Tore ist P(\)-verteilt mit A = r - t.

P(X =1 nach 30 Minuten) = —(1'?’!5)16_(1'0’5) =0,5-¢% =
= 0,30326533 = Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Team mit
einer mittleren Torrate von » = 1 nach genau 30 Minuten ein

Tor erzielt hat betrigt ca. 30,33%.

Aufgabe zur Poissonverteilung

Ein Team erzielt im Schnitt 2 Tore pro Spiel. Berechne die
Wahrscheinlichkeit, dass es nach 45 Minuten genau 2 Tore er-
zielt hat.

Losung

A kann man entweder durch die Uberlegung erhalten, wenn in
90 Minuten im Schnitt 2 Tore fallen, dann fillt in 45 Minuten im
Schnitt 1 Tor oder formell durch: A\=7r-t=2=1r- g =7r= %
45 Minuten = 0,75 Stunden = t = % = \= % . % =1

P(X =2 nach 45 Minuten) = e~ = Le~! = 0,183939721 =
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Team, das eine durchschnitt-
liche Toranzahl von 2 pro Spiel hat, nach genau 45 Minuten 2
Tore erzielt, betrigt 18,39%.

(Nach |12] hat in der Saison 2009/10 der Meister FC Redbull
Salzburg in gesamt 36 Spielen 68 Tore erzielt, das entspricht
ca. 1,9 Toren pro Spiel. Bei einem Match zum Beispiel am
24.3.2010, gegen den SK Puntigamer Sturm Graz, das mit einem
Endstand von 3:0 fiir Salzburg endete, erzielte dieses Team 2
Tore davon in der 1. Halbzeit, also nach 45 Minuten. Insgesamt
erzielte Salzburg in dieser Saison 6 Mal 2 Tore in 45 Minu-
ten namlich noch gegen den SV Mattersburg (Endstand 6:1 fiir
Salzburg), gegen SV Josko Ried (Endstand 2:1 fiir Salzburg),
gegen SK Puntigamer Sturm Graz (Endstand 2:0 fiir Salzburg),
gegen den SK Rapid Wien (Endstand 2:2), gegen LASK Linz
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(Endstand 3:0 fiir Salzburg). Das entspricht bei gesamt 36 Spie-
len ca. 16,67% und liegt nahe dem errechneten Ergebnis.)

Aufgabe zur Poissonverteilung

Sturm Graz, mit einer mittleren Toranzahl von 1,64 pro Spiel,
und SV Ried, mit einer mattleren Toranzahl 1,35 pro Match,
spielen gegeneinander. Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass
der Halbzeitstand 1:0 fir Sturm Graz betrdgt.

Losung
)\:T't:>T:1_/\5:>7’1%1709undr2:o’9

Nun muss in P(m : n) = %e—(rﬁ—m)

wobei m =1, n=0und ¢t = 0,75 ist:

P(Halbzeitstand 1:0) = (1’09'0'751)!10(!0’9‘0’75)0 e 1:99-0,75 —

= 0,8175 - e~ 14925 = (), 183782116 = Die Wahrscheinlichkeit,
dass es zur Halbzeit 1:0 fiir Sturm Graz gegen SV Ried steht,
entspricht etwa 18,38%.

(Tatséchlich (Daten von [12]) war in der Saison 2008/09 bei
einem von vier Spielen der Halbzeitstand 1:0 fiir Sturm Graz
und in der Saison 2009/10 bei zwei von vier Spielen. Also trat
das Ereignis in 3 von 8 Féllen ein, was 37,5% entspricht und
deutlich hoher als der errechnete Wert ist.)

t eingesetzt werden,

Aufgabe zur Poissonverteilung

SK Rapid Wien spielt gegen FK Austria Wien. Wie hoch st die
Wahrscheinlichkeit, dass SK Rapid nach spdtestens 30 Minuten
das erste Tor erzielt, wenn SK Rapid im Durchschnitt 2,35 Tore
pro Spiel erzielt und FK Austria 1,65 (Daten von [12]).

Loésung

M=235=r =30 =r =157
)\2:1,65:>7’2:%:>7”2:1,1

Nun muss in die Formel

P(Team 1 erzielt in der Zeit ¢ das 1. Tor) = 1 (1—e=(nr2)t)
eingesetzt werden:

P(Rapid erzielt nach spétestens 30 Minuten das 1.Tor) =

= i (1 — e”(1ATHLN05) — 0.433274032 = Die Wahrschein-
lichkeit, dass SK Rapid Wien in einem Match gegen FK Austria
Wien in 30 Minuten das erste Tor erzielt, betrigt etwa 43,32%.
(In der Saison 2008/09 hat Rapid in einem von vier Spielen in
30 Minuten das erste Tor erzielt, namlich in der 5. Minute, das

Spiel endete 3:0. Ebenso ist es Rapid in einem von vier Spielen
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in der Saison 2009/10 gelungen in der 5. Minute das erste Tor
zu erzielen, das Spiel endete 4:1 fiir Rapid. Gesamt hat in 2 von
8 Spielen Rapid spétestens nach 30 Minuten das 1. Tor erzielt.)

Aufgabe zur Tordifferenz und Poissonverteilung

SK Rapid Wien hat in der Saison 2009/10 (also in 36 Spielen)
80 Tore erzielt und 38 erhalten, SC' Magna Wiener Neustadt
hatte ein Torverhdltnis von 54:58 (Daten von [12]). Die bei-
den Teams spielen ein Match gegeneinander, wobei es sich um
ein Heimspiel von Rapid handelt. Der Heimvorteil in der dster-
reichischen Bundesliga betrigt etwa 1,42, das heifit ein Team
erzielt um 0,71 Tore mehr zu Hause.

a) Berechne die zu erwartende Tordifferenz fir SK Rapid Wien
unter Bericksichtigung des Heimuvorteils.

b) Berechne die zu erwartende Toranzahl bei diesem Spiel (das
st die durchschnittliche Summe der erzielten und erhaltenen
Tore, weniger der durchschnittlichen Toranzahl von 3,1 pro Spiel.)
c¢) Berechne mit Hilfe der Ergebnisse von a) und b) die zu er-
wartende Toranzahl fir jedes Team.

d) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass das Spiel 3:0 fir SK
Rapid Wien endet.

e) Gib eine Formel zur Berechnung fir einen Gewinn von SK
Rapid Wien, fiir ein Unentschieden und fir einen Gewinn von
SC Magna Wiener Neustadt an.

Losung
a) Rapid hat einer Tordifferenz von 42, also eine durchschnitt-
liche Tordifferenz von 32 = I ~ 1,17 pro Spiel.

SC Magna Wiener Neustadt hat eine Tordifferenz von -4, somit
ergibt sich eine mittlere Tordifferenz von =2 ==~ —0, 11.

1
Die zu erwartende Tordifferenz ergibt sich?gus ’
1,174 0,71 — (=0,11) = 1,99 zum Vorteil fiir Rapid.

b) Die zu erwartende Toranzahl ergibt sich aus
SOE38E0AE08 311 = 280 — 3,1 ~ 3,29.

¢) A1 beschreibt die mittlere Toranzahl von Rapid Wien und Ay
die mittlere Toranzahl von Wiener Neustadt. Aufgabe a) liefert
die Gleichung A\; — Ay = 1,99 und Aufgabe b) A\; + Ay = 3,29
Einsetzen von A; = 1,99 4+ A, in die 2. Gleichung ergibt:

1,99 42X = 3,29 = Ay = 0,65 und A\ = 2,64 = Rapid Wien
hat eine zu erwartende Toranzahl von 2,64 und Wiener Neu-
stadt von 0,65.
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d)Die Wahrscheinlichkeit wird durch einsetzen in

P(n : m) = %6_(’\1“2) berechnet, wobei A\; = 2,64 und
A2 = 0,65:
P(3:0) = 26?%,060 e 3% = (),114243549 = Die Wahrscheinlich-

keit, dass SK Rapid Wien gegen SC Magna Wiener Neustadt
3:0 gewinnt betriagt etwa 11,42%, wenn es sich um ein Heim-
spiel von Rapid handelt.

(SK Rapid Wien hat,Daten von [12], eines von 2 Heimspielen
in der Saison 2009/10 gegen SC Magna Wiener Neustadt mit
3:0 gewonnen und eines mit 3:1.)

e) Wenn Rapid gewinnen soll bedeutet das, es muss zumindest
ein Tor mehr als Wiener Neustadt ermelen

P(Rapid gewinnt) = ¢~ Z 2648 j 065 _ (.797232074.

Wenn das Spiel unentschleden enden soll miissen beide Teams
gleich viele Tore erzielen, also

P(Unentschieden) = =32 2 26480658 _ () 134436628,
k=

Wiener Neustadt gewinnt, Wenn es mindestens ein Tor mehr als
Rapid erzielt bzw. ist es einfacher die Aufgabe mittels der Ge-
genwahrscheinlichkeit zu l6sen: P(Wr. Neustadt gewinnt) =

= 1 — P(Rapid gewinnt) — P(Unentschieden) =
=1-0.797232074 — 0.134436628 = 0, 068331298.

Das bedeutet bei einem Heimspiel von SK Rapid Wien gegen
SC Magna Wiener Neustadt gewinnt das Heimteam mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 79,72%, das Auswirtsteam zu ca.
6,83% und das Spiel endet zu 13,44% unentschieden.

Kombinatorikaufgabe zum Spiel Toto

Beim Spiel Toto miissen bei einem Tipp 12 Spielausginge vor-
hergesagt werden. Fiir jedes Spiel gibt es die Moglichkeit 1 (Heim-
team gewinnt), 2 (Auswdrtsteam gewinnt) oder X (Spiel en-
det unentschieden) anzukreuzen. Ein Gewinn wird erzielt, wenn
man mindestens 10 Spiele richtig tippt.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit bei dem Spiel Toto einen
Zehner zu erzielen, wenn rein zufdllig getippt wird?

Losung

Es gibt 3! = 531441 Moglichkeiten einen Totoschein auszu-
fiillen. Bei einem Zehner diirfen 2 Spiele falsch getippt werden,
wobei es jeweils 2 Moglichkeiten fiir einen falschen Tipp gibt.

Es gibt also (122) = 66 Moglichkeiten 2 Spiele falsch zu tippen
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(13)

und 66 - 22 = 264 Moglichkeiten auf einem Totoschein 10 Spie-
le richtig und 2 Spiele falsch anzukreuzen. Daher betrigt die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Zehner:

P(Zehner) = 8- = 0,000496763 = Die Wahrscheinlichkeit
beim Spiel Toto einen Zehner zu erzielen betragt ca. 0,04968%

bzw. 49,68 Promille.

Aufgabe zum Erwartungswert beim Spiel Toto

In einer Totorunde wurden 146 845 Tipps abgegeben. Ein Tipp
kostet 0,60 €. Die Gesamtgewinnsumme betragt 50% des Wettein-
satzes, davon entfallen 50% auf den Zwolfer, 25% auf den Elfer
und 25% auf den Zehner. Wie hoch ist der Erwartungswert des
Gewinns?

Losung

Die gesamte Gewinnsumme betragt %25'0’60 = 44053, 5. Fiir

den Zwolfer stehen 50% dieser Summe zu Verfiigung, also

22 026,75 €, fiir den Elfer und Zehner stehen je 25% zu Ver-
fiigung, also 11 013,375 € Die Wahrscheinlichkeiten fiir einen
Gewinn betragen:

P(Elfer) = 25 = =557

(Zehner) = 55 = s

(Gewinn) = P(Zwodlfer) - 22026, 75 + P(Elfer) - 11013,375 +
(Zehner) 11013,375 — 0,60 =

—L-22026, 75+ 53334111013 375+ 22-11013,375— 0,60 =
= 6,009846342 — 0,60 = 5,409846342. Dabei muss allerdings
beachtet werden, dass die Rangsummen noch durch die An-
zahl der Gewinner dividiert werden. Nimmt man zum Beispiel

an, dass es 5 Zwdlfer, 52 Elfer und 638 Zehner gibt, dann ist
1 22026,75 24 11013 375 264 11013,375
B (Gewmn) = a5 15 T 531441 638

0,60 = 0. 026429472 — 0,60 = —0 573570528 Das bedeutet auf
lange Sicht gesehen gewinnen die Gsterreichischen Lotterien.

531441

|| aelcs e

Kombinatorikaufgabe zum Spiel Toto

Beim Spiel Toto kann ein Systemtipp abgegeben werden. Dabei
wird zwischen Bank (es kann nur ein mdglicher Spielausgang
- 1, 0 oder X - angekreuzt werden), Zweiweg (es kinnen zwei
Spielausgdnge - 1 und 2 oder 1 und X oder 2 und X - angekreuzt
werden) oder Dreiweqg (es werden alle drei Spielausginge ange-
kreuzt). Es wird das System 9-2-1 gespielt. Das bedeutet, es wird
bei 9 Spielen ein Spielausgang angekreuzt (Bankzahlen), bei 2
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Spielen werden zwei Spielausginge angekreuzt (Zweiweg) und
bei 1 Spiel werden alle drei Spielausginge angekreuzt.

Welche Gewinne (Zwdlfer, Elfer, Zehner) ergeben sich

a) wenn alle Tipps richtig sind,

b) wenn ein Zweiweq falsch ist,

c¢) wenn eine Bankzahl falsch ist?

Losung

a) Wenn alle Tipps richtig sind, ist der Gewinn ein Zwdlfer
wenn bei dem Zwei- und Dreiweg jeweils die richtigen Ergeb-
nisse genommen werden. Zusétzlich zum Zwolfer werden aber
auch Elfer und Zehner gewonnen, je nach dem welche Ergebnis-
se bei den Zwei- und Dreiwegen gewdhlt werden:

Elfer: bei einem Elfer darf 1 Zahl falsch sein. Bei 2 Zweiwegen
gibt es 2 Moglichkeiten eine falsche Zahl zu wéhlen, bei einem
Dreiweg gibt es ebenfalls 2 Mdéglichkeiten eine falsche Zahl zu
wahlen. Also gibt es insgesamt 4 Moglichkeiten einen Elfer zu
erzielen.

Zehner: bei einem Zehner diirfen 2 Ergebnisse falsch sein. Es
kann also bei beiden Zweiwegen ein falsches Ergebnis gewéhlt
werden (1 Moglichkeit), bei einem Zweiweg und der Dreiweg (2
Méglichkeiten) oder bei dem anderen Zweiweg und dem Drei-
weg (2 Moglichkeiten). Es gibt also 1 +2 + 2 = 5 Arten einen
Zehner zu haben, wenn alle Tipps richtig sind.

b)Wenn ein Zweiweg falsch ist kann der hochste Gewinn ein
Elfer sein. Ein Elfer kann mit allen richtigen Ergebnissen und
einem falschen Ergebnis vom Zweiweg oder aus allen richtigen
Ergebnissen und dem anderen falschen Ergebnis vom Zweiweg
gebildet werden, also auf 2 Arten.

Da bei einem Zehner zwei Ergebnisse falsch sein diirfen (eines
davon muss der falsche Zweiweg sein!) kann bei beiden Zwei-
wegen ein falsches Ergebnis gew#hlt werden - allerdings gibt es
da diesmal 2 Moglichkeiten, da bei einem Zweiweg ja beide Er-
gebnisse falsch sind - oder bei dem falschen Zweiweg und dem
Dreiweg (4 Moglichkeiten, da es zwei falsche Ergebnisse beim
Zweiweg und zwei falsche Ergebnisse beim Dreiweg gibt). Es
gibt also gesamt 2 + 4 = 6 Moglichkeiten fiir einen Zehner.
¢)Wenn eine Bankzahl falsch ist bedeutet das wie bei Beispiel b)
dass der héchste Gewinn ein Elfer ist. Dieser kann nur auf eine
Moglichkeit zusammengesetzt werden, da eine falsche Bankzahl
bedeutet alle anderen Ergebnisse miissen stimmen.



Bei einem Zehner kann zusétzlich zur falschen Bankzahl entwe-
der das falsche Ergebnis vom ersten Zweiweg gewéhlt werden,
oder das vom zweiten Zweiweg oder eines der beiden falschen
Ergebnisse vom Dreiweg. Es gibt also 4 Moglichkeiten den Zeh-
ner zusammenzusetzen.

Wird das Toto System 9-2-1 gespielt ergeben sich

a) wenn alle Tipps richtig sind 1 Zwolfer, 4 Elfer und 5 Zehner,
b) wenn ein Zweiweg falsch ist 2 Elfer und 6 Zehner und

¢) wenn eine Bankzahl falsch ist 1 Elfer und 4 Zehner.

(14) Statistikaufgabe
Die untenstehende Tabelle zeigt die Punktetabelle der Heim-
und Auswdrtsspiele der Saison 2009/10 (Daten von [12]). Be-
rechne den Mittelwert der Punkte fiir die Heim- und Auswdrts-
tabelle, sowie die Standardabweichung. Interpretiere das Ergeb-
nis (betrachte das Intervall [m—s , m+s| und runde sinnvoll).

‘ Platzierung ‘ Verein ‘ Punkte ‘
1. SK Rapid Wien 47
2. FK Austria Wien 45
3. FC Red Bull Salzburg 43
4. SC Magna Wr. Neustadt 34
5. SK Puntigamer Sturm Graz 30
6. SV Mattersburg 30
7. LASK Linz 29
8. SV Josko Ried 27
9. KSV Superfund 23
10. SK Austria Kelag Kérnten 12

TABELLE 9. Heimtabelle der sterreichischen Bundesliga: Saison
2009/10 Heimspiele, nach [12].

‘ Platzierung ‘ Verein Punkte
1. FC Red Bull Salzburg 33
2. FK Austria Wien 30
3. SK Puntigamer Sturm Graz 28
4. SK Rapid Wien 26
5. SC Magna Wr. Neustadt 13
6. SV Josko Ried 11
7. LASK Linz 11
8. SV Mattersburg 11
9. KSV Superfund 10
10. SK Austria Kelag Kérnten 3

TABELLE 10. Auswirtstabelle der Osterreichischen Bundesliga:
Saison 2009/10, nach [12].
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Losung
Den Minttelwert erhilt man durch einsetzen in die Formel

T = % >y
i=1
Heimtabelle
Ty = (47+45+43+34+2 30+29+27+23+12) = 51200 =32
Auswartstabelle

T = (33+30+28+26+13+3 11+10+3)—176 17,6
Die Standardabwelchung erhédlt man durch einsetzen in die For-

mel s = Z(% —7)%

Helmtabelle
sh = 9((47 —32)2 4 (45 — 32)% + (43 — 32)% + (34 — 32)? +
+2-(30 — 32)%2+(29—32)%+(27—32)%2+(23—32)%+(12—32)% =
= (152 + 132+ 112+ 22+ 2 (=2)2 + (=3)2 + (=5)* + (—9)* +
+(=20?%) =142 =
sy = 10, 76000826
Auswélrtstabelle
sh = ((33 17,6)*+(30—17,6)%*+ (28 —17,6)?+ (26 —17,6)*+
(13— 17,6)2+3- (11 — 17,6)*+ (10 — 17,6)2 + (3 — 17,6)* =
= (15,47 + 12,42 +10,4> 4 8,4% + (—4,6)> + 3 - (—6,6)? +
+(=7,6)2 4 (—14,6)%) = 224 =
sa = 10,50079362
Der Mittelwert der Heimtabelle betragt 32 Punkte und die Stan-
dardabweichung etwa 10,76. Der Mittelwert der Auswértstabel-
le betrdgt 17,6 Punkte und die Standardabweichung ca. 10,50.
Bei der Heimtabelle ergibt sich das Intervall [21,24 ; 42,76, al-
so gerundet [22 ; 42|. Die Punktezahlen der Teams SK Rapid
Wien, FK Austria Wien und FC Redbull Salzburg liegen iiber
dem Wert 42 und zwischen dem 3. Platz mit 43 Punkte und
dem 4. Platz mit 34 Punkte (SC Magna Wiener Neustadt) ist
ein deutlicher Unterschied von 9 Punkten. Diese Teams heben
sich also deutlich von den anderen ab, das heifst sie scheinen
deutlich besser zu sein. Es gibt nur ein Team, ndmlich Austria
Kelag Kéarnten, das mit nur 12 Punkten deutlich unter dem
Wert 22 liegt und somit schwicher ist als die anderen Teams.
Die restlichen Teams bilden ein Mittelfeld, das im Streubereich
um den Mittelwert liegt.
Bei der Auswiértstabelle ergibt sich das Intervall [7,1 ; 28,1|, ge-
rundet also [8 ; 28]. Zwei Teams, namlich FC Red Bull Salzburg
mit 33 Punkten und FK Austria Wien mit 30 Punkten liegen
iiber der oberen Intervallgrenze. Sie heben sich allerdings nicht
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so deutlich ab vom 3. Platz mit 28 Punkten ab. Der Verein
Austria Kelag Kérnten fillt wie bei der Heimtabelle mit nur 3
Punkten deutlich aus dem Intervall heraus und zeichnet sich als
das schwichste Team ab. Die anderen Punktezahlen liegen im
Streubereich, wobei ein grofer Sprung zwischen 4. und 5. Platz
von 13 Punkten ist.

Generell lasst sich an Hand der Punktezahlen der Heimvorteil
erkennen, da der Mittelwert der Heimtabelle 32 betrigt und je-
ner der Auswartstabelle 17,6, also ist das Verhéltnis von Heim-
zu Auswértspunkten etwa durchschnittlich 1,8 : 1. Es gibt Ver-
eine wie Sturm Graz bei denen es kaum einen Unterschied zwi-
schen Heim- (30 Punkte) und Auswértspunkten (28 Punkte)
gibt und Teams, wie SC Magna Wiener Neustadt (Heimtabelle:
34 Punkte und Auswirtstabelle: 13 Punkte) oder Austria Ke-
lag Kéarnten (Heimtabelle: 12 Punkte und Auswartstabelle: 4
Punkte), bei denen der Unterschied sehr stark ist.



5. RESUMEE

In der Arbeit wurde gezeigt, wie mit Hilfe der Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik das Spiel Fuftball analysiert werden kann. Grund
dafiir ist, dass der Zufall eine gewisse Rolle spielt und somit wahr-
scheinlichkeitstheoretische Berechnungen zulisst. Natiirlich darf dabei
nicht vergessen werden, es handelt sich bei den Ergebnissen um Wahr-
scheinlichkeiten. Der Spielausgang kann letztendlich nicht vorhergesagt
werden, da eine bestimmte Wahrscheinlichkeit fiir ein Tor keine Sicher-
heit fiir ein tatséchliches Tor ist. Aber genau diese Unvorhersagbarkeit
von Spielergebnissen macht das Fufsballspiel so interessant. Die Zufalls-
komponente triagt dazu bei, dass nicht immer das vermeintlich bessere
Team gewinnt. Es kann also mit Hilfe der Mathematik eine mogli-
che Ursache angegeben werden, warum Fufball bei uns so popular ist.
Die Mischung aus Konnen und Zufall sorgt immer fiir Spannung und
macht letztendlich das Spiel unberechenbar, was aber nicht heifst, dass
es wahrscheinlichkeitstheoretisch nicht analysierbar wire, wie in der
Arbeit gezeigt wurde.

Abgesehen davon war es mit wichtig einen Schulbezug herzustellen. Die
Aufgabensammlung soll zeigen, dass sich gute und praxisnahe Aufga-
ben zu diesem Thema entwickeln lassen. Es konnen mit relativ ein-
fachen wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden mogliche Spielaus-
giange simuliert werden. So kann mit der Binomialverteilung berechnet
werden wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist £ Tore in einem Spiel, in
dem n Tore gefallen sind, zu erzielen oder es kann mit der Poisson-
verteilung die Wahrscheinlichkeit fiir einen gewissen Endstand eines
Spiels berechnet werden. Die Fufsballtabellen eignen sich sehr gut fiir
statistische Analysen. Es kann der Mittelwert und die Standardabwei-
chung der Punktetabelle am Ende einer Saison berechnet werden und
den Schiiler/innen so sehr anschaulich die Bedeutung dieser statisti-
schen Grofen erkliart werden. Aufserdem eignet sich das Thema Fuf-
ball auch fiir kombinatorische Aufgaben. Fiir mich liegt der Vorteil
Aufgaben mit der Thematik Fuftball zu erstellen darin, dass sich viele
Schiiler /innen mit der Sportart befassen und Interesse daran haben.
Durch den Praxisbezug der Aufgaben, kann die Aufmerksamkeit der
Schiiler /innen geweckt werden, vor allem wenn die errechneten Ergeb-
nisse mit tatséchlichen Werten verglichen werden. Ich denke es ist sehr
wichtig im Mathematikunterricht einen Praxisbezug herzustellen, da
oft von Schiiler/innen die Frage kommt wofiir sie das alles iiberhaupt
konnen miissen bzw. brauchen. Direkt die Anwendung zu sehen, ist be-
stimmt motivierend. In Folge dessen konnten auch facheriibergreifend
die Themen Sportwetten und Gliicksspiel erarbeitet werden. Vor allem
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aber konnte das Thema facheriibergreifend mit den Fachern Bewegung
und Sport und Physik erarbeitet werden. Wahrend in Bewegung und
Sport die Regeln und das praktische Konnen erlernt werden, konnte
es mit Hilfe der Mathematik wahrscheinlichkeitstheoretisch betrachtet
werden und noch zusétzlich die Mechanik des Fufballspiels im Phy-
sikunterricht analysiert werden (zum Beispiel welche Kréfte wirken,
wie die Flughbahn des Balles aussieht, wie der Magnus Effekt zu Stan-
de kommt, etc.). Es kann also das Fukballspiel in Theorie und Praxis
untersucht werden, was aufgrund der Themenwahl bestimmt das Inter-
esse der Schiiler /innen weckt. Oder es konnte in einem Projekt versucht
werden den Ausgang der Osterreichischen Fufball Bundesliga zu simu-
lieren.

Wie man sieht, kann aus dem Thema Wahrscheinlichkeitstheorie und

Fufball sehr viel herausgeholt werden und Anwendung im Unterricht
finden.
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ABBILDUNGSVERZEICHNIS

Aufbau und Mafe eines Fufsballfeldes nach [22, S. 32].

2 Gewinnwahrscheinlichkeit des schwicheren Teams bei
ungerader Toranzahl, modifiziert nach [25, S. 86].

3 Gewinnwahrscheinlichkeit des schwécheren Teams bei gerader
Toranzahl, modifiziert nach [25, S. 87].

4 Gewinnwahrscheinlichkeit des schwicheren Teams bei
ungerader Toranzahl und unterschiedlichen Werten fiir p und
q, modifiziert nach [22, S. 50].

5 Gewinnwahrscheinlichkeit des schwicheren Teams bei gerader
Toranzahl und unterschiedlichen Werten fiir p und ¢, modifiziert
nach [22, S. 50].

6  Wahrscheinlichkeit fiir ein Unentschieden mit unterschiedlichen
Werten fiir p und ¢, modifiziert nach [22, S. 50].

7 Ergebnisse der osterreichischen Bundesliga Saison 2008/09
modifiziert nach [12].

8 FErgebnisse der osterreichischen Bundesliga Saison 2009/10
modifiziert nach [12].

9 Torverteilung der Osterreichischen Bundesliga.

10 Vergleich der tatséchlichen und errechneten Anzahl der
Unentschieden mit Endstand k : k, modifiziert nach [22, S. 89].

11 Wahrscheinlichkeit fiir £ Tore in Abhéngigkeit von der
Spielzeit t, bei einer Torrate des Teams von r = 1, modifiziert
nach [25, S. 100].

12 Wahrscheinlichkeit eines Teams das erste Tor spitestens nach
der Zeit t zu erzielen mit r = 1 fiir beide Teams, modifiziert
nach [25, S. 108].

13 Wahrscheinlichkeit eines Teams das erste Tor spétestens
nach der Zeit t zu erzielen mit unterschiedlichen Torraten,
modifiziert nach |25, S. 107].

14 Wahrscheinlichkeit fiir den Spielausgang mit Tordifferenz r,
am Beispiel FC Redbull Salzburg gegen SK Puntigamer Sturm
Graz, modifiziert nach [8].

15 Wahrscheinlichkeit fiir den Spielausgang mit Tordifferenz
r unter Beriicksichtigung des Heimvorteils, am Beispiel
FC Redbull Salzburg gegen SK Puntigamer Sturm Graz,
modifiziert nach [8].
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16 Wahrscheinlichkeit fiir den Spielausgang mit Tordifferenz r fiir
das Heimteam, modifiziert nach [8].

17 Verteilung der Punktezahlen im Vergleich, modifiziert
nach [25, S. 216].

18 Totoschein, nach [30] (Zugriff am 3. Dezember 2010 unter
http://www.win2day.at/gaming/spielinfo).

TABELLENVERZEICHNIS

Einteilung nach der gesamt pro Spiel erzielten Toranzahl.
Berechnete Torverteilung fiir A = 3, 1.

Vergleich errechneter und tatséchlicher Werte fiir die Spiele
mit Toranzahl k.

Tabelle fiir den x? Anpassungstest.

5 Wahrscheinlichkeiten fiir ein Unentschieden mit Endstand
k:k.

6 Spielausgang nach einer 1:0 Fiihrung.

7 Punktetabelle der dsterreichischen Bundesliga: Saison 2008/09,
nach [12].

8 Punktetabelle der dsterreichischen Bundesliga: Saison 2009/10,
nach [12].

9 Heimtabelle der dsterreichischen Bundesliga: Saison 2009/10
Heimspiele, nach [12].

10 Auswirtstabelle der Osterreichischen Bundesliga: Saison
2009/10, nach [12].
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